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ARNOLD WALFISZ.

O pewnem zagadnieniu dzielnikow
Ramanujana.

(ﬁber ein Ramanujansches Teilerproblem.)

Przy dowolnem rzeczywistem § oznaczmy przez

o (m) = >

dim

sume s-tych poteg dzielnikéw liczby m, przez symbol za$

4 (m) = o, (m) = > 1

djm

liczbe tych dzielnikéw. Dla skrécenia piszemy
a
o5 (m) = gs % (m).

Niechaj m, i & beda liczby calkowite, spelniajace nieréwnosé
1< my <k, n zas dowolna liczba naturalna. Okredlamy funkcje liczbowe
o (1, 1) i B (my,, 1) jako spotczynniki nastepujacych szeregéw Dirichleta,
zbieinych bezwzglednie dla s > 1,
io‘ (mg, ) - i(s) o5 (my)

Q) s c(d+s)

S () t()o—s(m) (€9 L LAES) s ()
@2 T T (t(S)+t(l+S)+ﬂ—s(mo))

n=1
Niech wreszcie C bedzie stala Eulera.
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Wedlug S. Ramanujana?) zachodzi wtedy wzér nastepujacy ?)
1

®) zd(m) =2(my, k) x(log %+ 2 C—1)+B (m,, k) x+ O (x° log ).
'rZZ—'n}fﬂ (mod#k)

Dla przypadku szczegélnego k=1, m, =1 (zagadnienie dzielnikéw
Dirichleta), wobec (1) i (2), mamy ’

a(l,1)=1, (1,1) =0.

Wzér (3) zawiera wiec slynng ocene Woronoja?)

) Ed(m)=x(1ogx+20~1)+0(x?1ogx).

mZ=x

Elementarny dowéd wzoru

D Ay = o (o, ) ¢ (log 5 +2 C— 1) + B (my, £) x4+ 0 /3,
<<

m=x
m = m, (mod &)

wprawdzie znacznie slabszego od wzoru (3), podal w ostatnim czasie
T. Estermann.?

Symbolem P (x)-— postugujac sie wrazie potrzeby wskaznikami —
oznaczmy dowolny wyraz

(5) Px)=o, xlog x+a, x

ze spélczynnikami stalemi, t. j. niezaleznemi od X. Jest wowczas oczy-
wistem, Ze kazda ocena typu

Zd (m) =P (x)+O0(x" log®x) (1< 1)
ﬁ §!ﬁl,(rnod k)

) S.Ramanujan, Messenger of Mathematics 45 (1916), pg. 83 podaje wzor (3)
bez dowodu.

®) Wszystkie zmienne sumacyjne sa = 1, o ile nie podajemy kreséw dolnych.

G Voronof ,Sur un probléme du calcul des fonctions asymptotiques®
[Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 126 (1903), pg. 241 — 282).

 T.Estermann ,On the Divisor-Problem in a Class of Residues” [The
Journal of the London Mathematical Society 3 (1928), pg. 247 — 250].
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pociaga za sobg wzor
P (x) = o (my, k) x (log x+2 C— 1) + B (my, k) x.

Wystarczy wiec udowodni¢, ie ocena (6) zachodzi dla jakiegolwiek P (x)
typu (5). Nie bedziemy tedy zgota troszczyli o wartosci o (m,, &) 18 (m,, &),
okreslone na zasadzie wzoréw (1) i (2).

RAby osiggnaé ocene (6), wystarczy udowodnié, iz

- R
@ D 1=P @)+ 0 log’ »),
ab=x
@ =20y, b=, (mod k)
dla dowolnych reszt a, i b,. W rzeczy samej, zaléimy, iZ zachodzi

wzér (7). Niechaj

asa, b=b; a=a, b=by; ... ;a=a,, b=b, (mod &)

I
bedsa pierwiastki kongruencji

ab=m, (mod k).
Wzér (7) daje nam wtedy

> dm = PREDY 1

. . )
:Z Z 1= > (P,(x)+ O (x7 log® x))
y=1 ab=x =1
a=a, b=0b, (modk)

= P (x) + O (x7 log® x).

Pewne, znane juz od lat szesnastu, twierdzenie E. Landaua?)
glosi, iz

%) E.Landau ,Die Bedeutung der Pfeiffer'schen Methode fiir die analytische
Zahlentheorie® [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien,
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse. Abt. ll-a 121 (1912), pg. 2195 — 2332],

pg. 2283.
Twierdzenie Landaua, ktére podali§my powyzej w postacl nieco uproszczonej,

brzmi jak nastepuje: dla 1 L a, <k, 10, <1 jest

1
2 =Ly L floghid14+1 oy  Tbo 5
1“5“1"“’9"_7;71('og Tl () (7)) x+0 (+7 logx).
ab < x .
a=a,(mod k)
b

= Z, gmod 1)
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1
Z 1=P(x)+ 0 (x° log x).
g
=0,

. b = b, (mod k)
Widzimy wiec, Ze wzér (3) Ramanujana jest prawdziwy

Zalézmy obecnie dla skrécenia
®) D (%) = D (x; 1y, gy B) = > 1 ~Z 1,
mnssx mass
=Ty, 0 w=, (mod k)

¥ wskazuje, ze m i 7, poza wymienionemi wa-

A

gdzie akcent w sumie
runkami sumowania, czynig zado$¢ kongruencjom

m=m, n=n, (mod k).

Reszty m, i n, obieramy tak, aby spetnione zostaly nieréwnoéci

l=m<k 1=n,=k

®)

Wreszcie dla dowolnych rzeczywistych u okreslamy funkcje

b () =u—T{u]— 4L

(10)
Z wzoru (8) wynika, ze
EICEDIREDWRED NS
mansx mn = x mn= f
m<yx m=Vx = S]";

co napiszemy
(an

D) =5 +S,— S,

)

Dla y = 1 otrzymujemy, wobec nieréwnosci (9)

! .
=2 1= 1
LSk rasy I=My e cc ¥y =1y

E = =Tz

n=y

->

. o [2en).
o<r<"‘ k

_,1°
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Wzory, (11) i (12) daja nam

DU

S =
m=EYy nE X m=y¥
m

' [x"l'”‘(ktﬁg)_J
mk
m=Vx

>

lx—}— (my+rk) (B—n, ]
1 é My +rk gls"x -

(mo + rk)

[x"f‘(mo‘*"‘k)(k“”q)]_
(my+rk)E

(13) o grglf:f-k—’»’“
Wprowadzajac funkcje ¢ wedlug wzoru (10) i biorac pod uwage, ze § (&)

ma okres 1, otrzymujemy na zasadzie wzoru (13)
1

—m my+rk
L )
Vi 4’((‘mo+rk)k )
shom
_xN 1 ‘V
(14) Ry mu+rk
= =h
1 m\¥x x My
+(§_-k‘) I ((mo—l-lk)k k)+0(1)
r :}JF
Dla rosnacego y jest, jak wiadomo,
1 ¢ (¥) (1 )
=1 c— 2NV o).
(15) z 7 ogy + 3 3
r=y
Wobec B
log EC~t-’17~°=%logx— log & — m“ + O( )
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oraz
=T =540 (1),
Vx—m,

otrzymujemy zatem, poslugujac sie wzorem (15),

() .

o

x/1 10 T_mNy 1
NITAe PIPR S PINTR?

% 2.4 Vi—m, ©mg+r k))
k

r

£, yYx—m, 1 x Nx-m)\ m S S
=Pt log™y T ,,;D"P( k )+k2x2‘>;g;:ﬂr my+rmy OO
r %

, X N 1
(16) =P(x)— % Vx - }a Vb (‘/x % m°) +%Z§q x 2;_',;_ o T (g F 7 ) +0 (D).
r e T

Wobec
[ ot Ly Y
u(my-+uk) m, Vx—m,
Vx — m,
1 1
- Lro(
mamy
m __‘l_w_,A:_llQ ,,__di___’ 0 (1
Tgquzzl/z_.mnr(mﬂ—{-rk) kﬂl’/‘j wmtapT 00
r k X —m,
(17) =ZVx+0(),

a wiec, na zasadzie wzoréw (14), (16) i (17),
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1 nm\Vx 1 = [Vx—m,
18 = AR Sty YA2—=m
(18) S, P(x)+(2 k)k k}/xcp( 2 )

*Zﬁ4’<(mo+xrk)k _%O)J”O(l)‘
=

Zwazywszy, te S, powstaje z S, gdzy sie zamienia my i n,, otrzy-
mujemy w jednej chwili

(19) 5= P )+ (5 ) VL gy (ﬁ_k:i)

N X my,
— Fo——— — 2 L O (1),
%E“’ ((fzo—}—rk)/a k )+ M
=3
Pozatem otrzymujemy z wzoru (11)

Ssz‘?' LS-,: 1:l’]ﬁ_§+:‘mo} '“V'}_’_;_’ZUJ.

Podstawiajgc tu funkcje ¢, na zasadzie wzoru (10), wnioskujemy, iz

x my+m\vx 1 X —m
(20) Sy=p+ (1 - “"0'73‘*0) lk‘ % Vx o (l’/T’Q)

—pEe(E ) o,

Wzory (11), (18), (19) i (20) daja nastepujaca ocene:

1, o ”o
) DO =PW=2 g raeh)

r =

k
) x ny
T=y

W pracy o funkcji ideatowej kwadratowych ciat liczbowych ¢) udo-
wodnilemn, postugujac sie pewnem twierdzeniem van der Cor puta’),iz

9 A. Walfisz ,(iber die Idealfunktion quadratischer Zahlkérper® [Prace mate-
matyczno-fizyczne 34 (1927), pg. 35 — 47).
) J.G vander Corput «Verschérfung der Rbschatzung bein Teilerproblem*

[Mathematische Annalen 87 (1922), pg. 39 — 65].
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2 ( Jes,
O (x %9),
= "\my 1 k)
=

Dowéd ten, dostownie tu zastosowany, daje nam

X 163
[ o A‘H
- ((mo-l~rk)k k) 0 (&™),

E3

¢ _x ! ) 0 (x i‘uZ)
] (1, 4 r k) k

!l/\M u/\M ‘

a wigc, przy uwzglednieniu wzoru (21),

(22) D (%) =P(x)+ O (x %3%),
czyli *
) S (m) = P(x) 4 0 0,

m<x
m = m, (mod k)

Jest to wynik lepszy od oceny (3) Ramanujana.
Udowodnimy obecnie, iz wzér (23) da sie zaostrzy¢ do

(24) zd(m)=P(x)+O(x%log%x).

mgx
m %= my (mod k)

Wystarczy w tym celu poprzesta¢ na ocenie

11

(25) D) =P )+ 0 (x5 log ™ ),

ktéra, jak wiemy, da nam natychmiast wzér (24).

Dla przypadku szczegélnego zagadnienia dzielnikéw Dirichleta
wzor (24) udowodniony zostal przez van der Corputa %), ktéry postu-
guje sie pewnem twierdzeniem z zakresu przyblizer Diofantowych. Twier-

f J. G vander Corput ,Zum Teilerproblem®
(1928), pg. 697 — 716].
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dzenie to, dostosowane do naszego celu, brzmi,
miennej %), jak nastepuje:

Niechaj funkcja f(u) bedzie pied razy rézniczhowalna w przedziale
agu_<_b (a<b, aib liczby catkowite) [ niechaj jej pigta pochodna
w tym przedziale bedzie =p lub = —p, gdzie p> 0 nie zalezy od u.
Zakladajqc

@) = ~~‘f (%) —f' (a)f

w postaci nieco od-

bedziemy mieli nieréwnosc

b i
@7 ‘2 PR |

r=a

1 15 7

1 no_ 1 15
<100 (Lp W LT 16 [

Zamiast wzoru (25), postaramy sie osiggna¢ wynik réwnowainy

i1

(28) DFEx)=P(x)+0(x% 3" log 9 x),

nieco dogodniejszy rachunkowo.
Postuzy nam do tego, zamiast wzoru (21), wzér nastepujacy

-
* oo

(29) [D(kzu)du:xp )+ 4 ‘/- Z %cos(Mt)/?Tc—*()

[ a, Gy =0 r—1F4

5
+ 0 (x%),
gdzie zalozylismy

N mm, a nhy, Q@
(30) ¢ = ¢ (ay, as) :ZcosZn(~ 7 °~Zl)c0527=(~k—°-z)

mn=r

oraz

(31) 1= ((al,a‘)_—(a1+a2+g‘).

Oznaczamy poniie] przez § =6 --i{ zmienng zespolona; @, @; | W,
sg to dowolne liczby rzeczywiste, spelniajace nieréwnosci
o<<w <1,

0w <1, 0< @<,

9 J. G van der Corput ,Neue zahlentheoretische Absch&tzungen. Zweite

Mitteilung® [Mathematische Zeitschrift 29 (1929), pg. 397—426], Satz 5, pg. 403.
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Funkeje ¢, (5; @) 1 ¢, (s; @) okreslamy, positkujac sig szeregami Dirichlety
bezwzglednie zbieznemi dla ¢ > 1

wa e

(32) to (85 w) = L \" —— 1 . L N 1 ’
0 ( ) 2% (IZ + ,w)s_’— 2 Z (/’L - ‘ZU)S
) Z;E}u
(33) SR
4 }_, (12~ w)s’
e

funkcje zas Z,, q, (s; @, w,) oraz wartodci b

n 1 I okre$lamy na zasadzi
wzorow ’ e

(B4)  Zg,a (s Wy, W) = Lo, (5; w,) ta, (S5 @,) (e, @y =0 lub 1),

3 My ny\ U
(35) Lo, o, (s, ", 7:_)_ o>
n=1

(bn i 1, moga zaleze¢ od n,ay, a, my, n,
mamy szereg Dirichleta).

Ze wzoréw (8), (32), (33), (34) i (35) wynika natychmiast, iz

ik z prawej strony wzoru (35)

1

(36) Dxn="y >

a,g=0 In<y
Rozklad powyzszy wprowadzit Landau 1) 1

wlasnosci funkceyj analityeznych (32) i (33)
Zalézmy dla skrécenia

(37) G(s)= ) (Lt%—f) 1(

) w celu zastosowania

) E. Landau ,0ber die Anzahl d i
! " er Gitterpunkte in gewissen Berei “
[I?{acbnchten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gt‘)ttingeng Mathn te'rthhen
sikalische Klasse, 1912, Pg. 687 — 771), pg. 738 — 739 . emetischphy-
M E Landau ,0bet die Anzahl q ittery
) 1 » b er Gitterpunkte in gewissen Berei
Z.we1te ﬁbhandlun.g [Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissgnschaften Ezremgz?.
tingen. Mathematisch - physikalische Klasse, 1915, bg. 209 — 243], pg. 240 ! )
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Jak wiadomo, mamy w kazdym pasie o, <o <6 jednostajna ze
wzgledu na o oceng

3 ki
(@ —8i +cttilogt—1) e"@'tt°”"‘15(1+0(%)‘),

ia

e

@8) I(s)=e

gdzie ¢ jest pewna dodatnia stala liczbowa.!®) Ze wzoru (38) wynika
oczywiscie, ze w kaidym pasie g <L o Lo, jest jednostajnie

. ( T s L)
(39) Py=0 * ¢t 7.
Ze wzordw (37) i (39) wnosimy, ze dla 2 >0 calka
,{}.}.1.”
1 N z\* ds
40 L &y a
“ Zwi'J G(S)(4)s(s+l)
3 e
8

.

jest bezwzglednie zbieina. Funkcja zmiennej s pod znakiem catki jest

analityczng w calym pasie~~-—%_<__c_§_~-§~, pomijajac jeden tylko punkt

§=0, gdzie dla @, =a,=1 ma biegun pierwszego stopnia. ‘Poniewai
w tym pasie, na zasadzie wzoréw (37 i (39), mamy jednostajnie

G (s) -1
S8 oY),
s(s+1 ( )
wolno wiec nam, stosujac twierdzenie Cauchjy' ego, p_rzesunaé “'/e
wzorze (40) linje calkowania z o = Z do o = -+, Wnosimy stad, Ze
catka .

— i

. S d
@ -5k [ oolE gy >0

jest zbieina oraz ciagla wzgledem 2z w kazdym przedz.iale ('J<z1_§_,zgz,.
Ocenimy teraz funkcje J () dla rosnacego 2, poslugujac sie pewna me-

)y Bardzo prosty dowéd tego twierdzenia znajdziemy w podt"eczniku Landaua
LEinfiihrung in die elementare und analytische Theorie ¢5ler‘ algebraischen Zahlen und der
Ideale* [Lipsk i Berlin, nakladem B. G. Teubnera], wyld. pierwsze (1918), pg. 80, l\vyd.
drugie (1927), pg. 81. Wartos¢ statej ¢, a mianowicie 3 log 2, jest dla nas obojgtna.
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toda Landaua, zastosowang po raz pierwszy w mojej rozprawie doktor-
skiej, 1)
3

Ze wzoréw (37) i (38) wynika, ze dlac = —2%

8
(prata

Gy — L 1
7 (s) r(&ig-*r’fi-_s) S(S‘I-1)~]+O( ] )
skad wnosimy dalej, ze dla 6 = — g
r (&iﬂi‘l -
42 2y 1 V1 A ;
s
8
(43) gl=0( *).
Wedlug Landaua %) mamy wzér
: 3 iie I (‘L*;g,z_il,ﬁs
WDzl T FmEs, e 013)
T ioa 2 + S)

gdzie Jo 4 a0 11 oz?acza funkcje Bessela pierwszego rodzaju, rzedu
a; -+ a,+ 1, dla kidrej, jak wiadomo, zachodzi ocena

S
1

“5)  atai2V2) = 1717? ¢ Teos (27 -1)4+0 (D),

gdzie stala v okreslona jest na zasadzie wzoru (31).

) R. Walfisz ,Uber die summatoris i
) ) M chen Funktionen einiger Dirichlet
Reihen® [Getynga (1922), nakl. W. Fr. Kaestnera], pg. 32 lub tez ,,%]ber d;;cPilet ZS::;;

Teilerproblem in algebraischen Zahlks “ i i
153 e g i ahlkérpern“ [Mathematische Zeitschrift 22 (1925), pg.

My E. Landau ,Zur analytischen Zahle i
. -an nZur ntheorie der definiten quadrati
g::n;(zr:"(;:b? d;)e Gltterp:nkt;;(n einem mehrdimensionalen Ellipsoid)“ [Sitgung;i;:ii:};ﬁt:
ic reussischen Akademi i
e mie der Wissenschaften 31 (1915), pg. 458 — 476],
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Dalej mamy oczywiscie
: _-’;~+,‘M x
6 o s (s = ),
(46) 527 f g ds=0(z )

e wa

gdyz catka ta jest, wobec (43), bezwzglednie zbiezna.
Ze wzoréw (41), (42), (44), (45) i (46) wnosimy, iz

L — 3
(47) J@) =Yz Teos @Yz 1)+ O (2 F).
2yn
Wprowadzamy obecnie dla 2 >0 funkcje
—1"'—4-190
2 1 » zs+3 d
48) L (2) = 3
“8) B &)=y J CAO Ry rarug )y E) N R

3 .
— o

4

Poniewaz calka ta jest, wobec (37) i (39), bewzglednie zbieina, mamy
natychmiast ocene

(49)

9
E(z)=0 (z*)
oraz wnosimy, 7e funkcja B (2) jest ciagla. Na zasadzie oceny (39)
latwo jest udowodni¢, postugujgc sie twierdzeniem Sauchy’ ego, ze we
wzorze (48) linje calkowania mozna przesunaé¢ do o = . Réiniczkujac po-
tem dwa razy pod znakiem calki (ktdra jest dlaﬁz—i— dobrzeé zbiezna)

i kierujac sig nastepnie znowu na lewo ai do linji o =~—§A, otrzymujemy
wzor .
.
. 1 G zs-|—1 3
(50) B (@) =57 f © sern ®
":T —ieo
Z (50) i (41) wynika, iz
(51) E" (2) = 2 J (42),
a wigc, wobec (47), iz
1 3 — 0 si
" [ 1 — .
(52) E (z)“Z}/Z'nz cos (4Yz—1)+0(2¥)
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Aby udowodni¢ (29), stosujemy teraz nastepujacy wzér Landaua 15

(53) é— Z bn(x— LY =x*P(x)+= }::c, (n®r)=1E (=2 r x),

L=«

===

re=1

w ktérym by, I, ¢ 1 E okreslone sg na zasadzie wzorow (35), (30) i (48).
Szereg (53) jest, wobec (49), bezwzglednie zbiezny. Rézniczkujae go
dwukrotnie wyraz za wyrazem, otrzymujemy

ba(x— L) = 5 P (x) 45 > ¢ (=2 ) =2 B (=2 1 x)
<

r==1

(54)

Ihsx

Po prawej stronie wzoru (54) mamy, wobec (51)i (52), szereg funk-
cyj ciaglych zmiennej x, bezwzglednie i jednostajnie zbiezny w kazdym
‘przedziale 0<(x; = X=X, W myél znanego twierdzenia Landaua
o rézniczkowaniu szeregéw wyraz za wyrazem ), wzér (54) jest wiec
udowodniony. )

Zwazywszy, iz ze wzoru (36) wynika

X X

fD(kHz)du:fE > b,,.du:El > b1,

= —
a,a,=0 l;=n Ay ay=0 I, S=x

mamy, w mysl wzoru (54),

fD (%2 ) du = x P (x) -l—i ‘Ei ¢ (m2 r)y—2 B (=2 7 x).

8, By=0 r=1

Podstawiajac tu za E" wyraz (52), otrzymujemy oceng (29).

Opierajac sie obecnie na wzorach (29) i (27), udowodnimy wzér (28)
za pomocg znane] metody Landaua 2z zakresu teorji punktéw
siatkowych 17),

¥) E.Landau, L ¢ 11), Pg. 224, 236 — 242,

%) E.Landau ,Uber mehrfache gliedweise Differentiation unendlicher Reihen®
[Archiv der Mathematik und Physik. Dritte Reihe 26 (1917), pg. 69 — 70].

') Metodg ta postugiwal sig- Landau w nastgpujacych pracach: ,The Lattice
Points of a Circle“ [Proceedings of the Royal Society 106 (1924), pg. 487 — 488];
»Computo asintotico dei nodi di un reticolato entro un cerchio® [Seminario matematico
de.lla facoltd di scienze della R. Universita di Roma, serie 2-a 3 (1926), pg. 1 — 29);
,Uber das Konvergenzgebiet einer mit der Riemannschen Zetafunktion zusammenhén-
genden Reihe“ [Mathematische Annalen 97 (1926), pg. 251 — 290], jak réwniez
w swoim podreczniku »Vorlesungen tiber Zahlentheorie. Zweiter Band. Aus der

analytischen und geometrischen Zahlentheorie® [Lipsk (1927), naki. S. Hirzela], pg.
264 — 273.
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Symbolem 4 ze wskaznikami (a wigc d,, d.,...) oznaczamy ponizej
pewne dodatnie stale bezwzgledne. Liczba rzeczywista ¢ oraz liczby cal-
kowite RiR' moga byé dowolnie obrane, tak, aby spelnione zostaly nie-
réwnosci

(55) t>2,1ZR=ER 2R

Zakladamy obecnie

(56) a=Rb=R, f(u)="=tyu-+su,

gdzie B jest dowolna liczbg rzeczywista, niezaleing od #. Przypusémy na
chwile, ze R'> R, Wobec (55) i (56), wszystkie zalozenia przytoczonego
powyzej twierdzenia van der Corputa sa spetnione, gdy obierzemy

o

p=dtR

[

T L=dy R

Nieréwnos¢ (27) daje nam wtedy

i 1 13t 15

L = 17 I 15
.ze2ﬂl(f1/f+3r).<d3(t WRT A ¢ ”’R“—i—Rm),
=R ;

skad, sumujac wedlug czesci, otrzymujemy

| & 2ritVi+en L i 1.1 s
(57) S"e:w“'w—'r—‘-—‘ < d, (t WRL ¢ BWRELR 16) ,

- re

| ™1 VT80 | R S
(58) ]Zi—-—ﬁ—ﬁ}<d5(t%[e“b+t TRTRLPR 13)_

lr=R rt : :

Niechaj kaida ze stalych 4, i d; bedzie >1. Nieréwnosci (57) i (58)
spelnione beda wowczas oczywidcie i dla R' = R.
Obieramy teraz do dowolnej liczby catkowitej N =2 taka liczbe

catkowitg v =v (&), iz

(59)
Mamy wtedy, wobec (57),

P Ns2H

%

_N Imi ’—'-‘*—B) v—1 2 —1 N
S
r=1 r

|
\
h=0 r=2k'  r=w
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5y mzz;':Jrgz%%)

k=0

M<
“r

<[14(t'3]'6
h=0 h=0

v 1

1y _ Ty 2y
< d, (tﬂnzw-q-t i ﬁ+21‘),
skad wnosimy, postugujgc sie nieréwnoscig (59)

1 !
-1 < d, (t 3°N1°—|—t 1eNs7v_|_N1a)

N 21tz(t]/r+[3;)
(60) \ —

re=1 r"

Analogicznie wynika z (58), iz

¢V + vy
Z 2ni(tYr4-8n = -
O Y 1l
=X |
r=N rt h=0 r=2tN"
1 2 = 2h 1 b 90 4
<ds(tan 3 2% 4t Wy 3222*35_}_1\/ 1322 ie:)’
h =0 h=0 h=0
a zatem
. ;"" Zﬂ(tl/r-I—Br) iz 1 s :
(61) Z - ‘A|<d,(t3"N S 4t TGN 55+N*ﬁ).
- e

Niechaj y bedzie dowolng llczba rzeczywista, R za$ liczbag calko-
witg w przedziale
(62)

Na zasadzie okreslenia (30), mamy

1=R=yy.

R
Cr Amiyy < mm, a nn, a,\etTiVmnE
—-e = cos 2% [~ —-t L R e
T 2> R4 OS2F |\ g
r=17% . mné!? mtnt
Wl Wl
= E 4 2 — 2
mnS=R ma<R mn=R
m§ﬂ llém m=n
(63) =S, + 85—,
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skad otrzymujemy przedewszystkiem

Aniymny
— 1 Vmny
A1) coszw(”:°—%)e ;
mé]/[e’n4 mhnéﬁ nt
=1 2: .],‘! 2“"‘ 2%1(21my1/u+',§“n)
=7 H e
..... <R N
m VR msn =y Py
(64)
L1 D LIS e it
) ; [
o h R 3
mSYRM? w55 P vy

Do kazdej z dwuch wewnetrznych sum wzoru (64) stosujemy, wrazie
]

potrzeby dwukrotnie, nieréwnos¢ (60), zakladajac r = r, Nz[

iN=m—1, oile m>1,t=2Vmy, f=%7.

11 1
| Sy | <de(yii"iR19 Z l"yé-l—)’ @

m YR Mm 8 m =V'R
- PR 4
(€3) <d9(y“°R5°+y 2R % Jog R+R32)'

Wobec (62), wynika z (65), iz
1o
(66) | Sil <dpy®R®.
Podobniez znajdziemy
11
(67) S, <dy yBR.

Sume S; oceniamy jak nastepuje

(68) [Sel=

m

+ % Otrzymamy wtedy

3
n= VR mlﬁ

117


GUEST


Arnold Walfisz

Ze wzordw (63), (66), (67) i (68) wnosimy, ze

(69)

(70)

’ R

b pAeiyry 1 u
3€ J<d,,y PR,

| 2
r=1 rd

1

i1

Stosujac wzor (30), mamy rozkiad nastepujgcy

dniyry

4"1]/111!1;/
= Cos2® m‘l_.gl cos2n _n_!l‘l _ Il
2 k 4 k 4 R
man min
— -
=2 > 2 > S
mn;,_}? mnz_ mzz>R ngR mn..>_R
m =VR NEVYR n = m > VR m=n >VR m =n
:S7+Ss+Sa+Sm“Sm
z ktérego przedewszystkiem wynika, iz
S 1 e de YTy
1S B C0527E(Aﬂkn° _azg)e_ —
Sy m R T
m=VRM N nz X ne !

Stosujgc wiec nieréwnosé (61), obrawszy r =n N = [@] lub [
. m

t=2yVmyip==

(71)
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< dy; (,V

g

1

yOR™

1

ER"

9

e 1 _1 __2
> a4y ERTE
mygm?’
3 1
+RTES "@)
m =& ™
LI
W4y PR ®logR4 R

& otrzymamy, jak wyzej,

P

)

aFr

mn
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Wobec (62) wnosimy z (71), iz

1 o]

(72) : [S;[<dy®R &
Podobniez udowodniliby$my, ze

1 19

(73) S, | <dyy PR,

Z rozkiadu (70) wynika pozatem

. 41';}/,,;,,;,
'S‘ 1 2‘ nn a
S| = - cos 2 ® (.,._<.E.ﬂ~___.i> ,*\\;

B
m»]Rtn‘/:>m ni

7y

obrawszy wiec r=n, N= m; t=2 y’/;nj}, =1 A otrzymujemy na za-

sadzie nieréwnosci (61) i (62),

1

n < i¥3 ﬂlm m < VR mle m>VR mie

119 o
<dw(y%R wrR R,

1 19
(74) | Sy | <dypy®R
Traktujac tak samo sume Sy, mamy
. 11
(75) [ S| <dyuy®R .

Zwazywszy, iz oczywiscie zachodzi nieréwnosc¢

3 ,._‘ Pkl
(76) Sul=2 m<dw = dny®RY,
m=yR ™
wobec (70), (72), (73), (74), (75) i (76) wnosimy

—
El_f_e iVry

r=R rt

1 19

(77) <dyy PR W,

We wzorach (69) i (77) R jest liczbg catkowita, speiniajaca nierdw-
nos¢ (62). Przepisujac te wzory w postaci
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: L 11
(78) 2 AC; TV < dy y W RTE,
rseR ri ’
1 19
(79) ' G AV <y y PR,

=L

mozemy zalozy¢, ze R jest dowolng liczbg rzeczywista w przedziale
(62) 1SR=Vy.

Obecnie okreslamy z = 2 (x) i R = R (x) w sposéb nastepujacy

21 30

(80) z2=2x% log

I

—

THxlubz=x% R=xz
¥ jest dowolng liczba kazdego z przedzialéw
(81) ASy=x4z x—2=y=x

Warunek (62) spelniony jest oczywiscie dla x = d,,

bedzie x = d,;. Wprowadzamy wreszcie nastepujace skrécenje

(F0f =r@-rw.

Mamy wtedy

= | stz
SN J;ly c05(4ﬁl/ry~ v)}

r=1 r_4 *

-
(82) = +Z = 512 + 313-
r=R r>R
Wobec
xtz

3 c N -2

oy S ~ L z J—
{J’ ‘cos (dryry — 4’)} 3 Yy cos(d=yry — 7)) dy

|
———

d R R o 3 -
dy( )=_27:r %y 4cos(4ﬁ1/l‘y—~”()+fy
jest
x4z
I o —
(U ! “asin(dnyry—q) dy’+f dy)
4

r =R
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21

B

r<R r7

x,::—]—z '
(83) < dy J v ( + 1’) dy.
A2,

Stosujac do sumy (83) nieréwnos$é¢ (78) i uwzgledniajac wartosé (80)

wyrazu R, otrzymamy

T4
Sal<du [ yFOERE+1)dy
X—2z
el 2
a wigc
QST
(84) [Sial<dypx 2%

Z (82) wynika dalej

| S5 | = 2 Max
,x—-z< <x+z

3
e

E ATy

5
r>Rprt

a zatem, na zasadzie nieréwnosci (79), jak wyzej,

3 1 19 19

[Sis] <dy x‘ij*'s—o_’éiz%’
czyli
zyli o
(85) | Sig | <dyy x 2%,

Wzory (82), (84) i (85) daja nam nier6wnosé

oo

3 Jo— ytz EREt)
(86) Efl,{y 4cos(47:yry—7)} <Ldy xT 2 ®,
r=1 r_i x

Na zasadzie (80) i (81) jest oczywiscie
[ Bk 5
(NS

® cath

Zwazywszy obecnie, ze szereg (29) jest bezwglednie zbieiny i ie

zatem mozemy stosowac dzialanie

0

x
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wyraz za wyrazem, otrzymamy, poslugujac si¢ ocenami (86) i (87),

x+z vtz o1
@) [ Dwwa={ypn] +odeb)
X
X .
Ustalamy obecnie nastepujacg wartosé na 2
2 %
(80a) z=x%log 1x

Wobec (5) i (80a) mamy wtedy

PO T =t2P )+ 0@ 10gy
27 11

(89) =+ 2P (x)+ 0 (x® log  x).

Poniewaz wyraz drugi po prawej stronie wzoru (88) jest, w mys$l zaloze-
nia (80a), rzedu wielkosci
% u
20 (x* log 4 x),
przeto z (88) i (89) wynika, ze
X4z
1
(90) - fD (B u)ydu=EP(x)+ O (x

x

=2

&

i

u
log # x).

Poniewaz funkcja D (4) nie maleje dla rosngcego #, jak to widaé¢
z okreslenia (8), wnosimy, ze

x+ 2z
(91) 17 fD (B u)du =D (& x),

X —

z X

1 :
(92) 7fD (8 ) di = — ;«[D (B ) du = — D (k2 ).
p: P
Ze wzordw (90), (91) i (92) wynika, iz
2z n 21 1
O (x*% log “x)= D (k x) — P (x) < O (x* log % x).
Udowodnili§my wiec ocene (28).

122

O pewnem zagadnieniu dzielnikéw Ramanujana. 23

Pokaiemy jeszcze, ze wzor (88) fatwo daje dla Funkcji ideaiowej H (x)
kwadratowego ciala liczbowego ocene

27
(93)  HE) =px+0(x®),
gdzie p jest pewng stalg (pozostalodcia funkcji Zeta ciala w jej biegunie).

Jak wiadomo, istnieje taka calkowita, zaleina od ciala, liczba & > 1
i taka funkcja liczbowa ¥ (), okreélona dla 1 S p =k, ze

f‘ﬁ N
H(x)mZx(zL)EZ 1

po=1 v=ilmnSx
me== g, n =V (mod k)

skad wynika, na zasadzie wzoru (8), iz

k k
H (x) =2x (P)ZD(’C; b v, £),
p=1

v =1

%tz ® P
f H(kﬂu)du-—-Zx(u)f

V=1

a wiec
8 +

D (k2 1 p, v, k du).

Stosujac obecnie wzér (88), otrzymujemy
ikz x+tz 8 1
(94) J H (k2 ) du:lyP(y)} +0 (xT2).
X
X

Lecz, wobec trywjalnej oceny

(%) H(x)=px+0 (V%)

wyraz P (y) po prawej stronie wzoru (94) nie zawiera skladnika typu
X log x.
Ustalajac wiec warto$¢ z w sposéb nastepujacy

2

(80b) 2= x5,
bedziemy mieli oczywiscie
x4tz
=tzP O (2*
) {pPL)  =FePw+0@

21
=+zPx)+20 (<%
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Wobec (80b) wyraz drugi po stronie prawej wzoru (94) jest

P
2 0 (x 8,
Wynika zatem z (94) 1 (96), ze
Xz

%J H (¥ u)de=+ P(x)+ 0 (x

T

2)1

it
3

X
a wigc, z uwagi, e H (#) jest réwniez funkcja monotoniczna,

2
(97) H(k x) = P (x) + 0 (x %),
Wobec (95), wyraz P(x) po prawe]j stronie wzoru (97) jest

=pk?x.
Udowodnilismy zatem wzdr (93).
W swojej wyzej wymienionej pracy o funkcji idealowej podalem nieco

stabsza oceng
163

H(x)=px -+ O (x %),

Dla ciala Gaussa K (), t. j. w najwazniejszym szczegolnym przy-
padku, wzér (93) udowodniony zostal przez Nielanda 18), ucznia van
der Corputa. Wynik Nielanda, w wystowieniu teorji punktéw siatko-
wych (zagadnienie kola), brzmi jak nastepuje '

27
l=nx+0(x%),
Oga"f—b’éxk

¥) L. W. Nieland ,Zum Kreisproblem*“ [Mathematische Annalen 98 (1928), pg.
717 — 736].
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Zusammenfassung.
Es sei s eine reelle Zahl,

as (m) mzds

(die' Summe der s-ten Potenzen aller Teiler der natiirlichen' Zahl m),
d
a's (m) =750 (m),

d(m)= 21
dfth
(die Teileranzahl von m),

v (m, 1) _ £() 5 o (m)

ne t(1+s)

)

n=1

ip (m, fl):_t(s)0~5(m) /t’(‘?_}_
nS

"(1+s) GLS(m))
AEDMEC * ’

t'(

t(A+s) "o_s(m
n=.1

k=1 ganz, m, ganz, 1= m, =k, C die Euler sche Konstante.
Nach S. Ramanujan?) ist dann

1
(1) D @ (m) =t (m, ) 5 (log £ +2 C—1) + B (0, &) £+ O (£ log x).
=
m e= m, (mod k)

Finen elementaren Beweis von (1) mit dem weniger scharfen Restglie'd
O (yx) gab kiirzlich T. Estermann?. Sind die Konstanten « und § in
(1) einmal bestimmt, so folgt (1) sofort aus einem é&lteren Satze E. Lan-

1) Messenger of Mathematics 45 (1916), S. 83.
*)> The Journal of the London Mathematical Society 3 (1928), S. 247 — 250.
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daus?®). Durch Verschérfung dieses Satzes lasst sich, wie ich in dieser
Arbeit zeige, das Restglied in (1) durch

21 i
O(x * log " x)

ersetzen. Fiir den wichtigsten Spezialfall k=1, m, =1 (Diric hletsches
Teilerproblem) ist diese Abschétzung, also
-~ 2 u

D d(m)=x(logx+2C—1)+ 0 (x¥ log 7 x),

m S X
von J. G, van der Corput?) bewiesen, Als wesentliches Hilfsmittel
wird hierbei Satz liber Diophantische N&herungen®) benutzt, der auch
bei mir zur Anwendung kommt.

Fir die Idealfunktion eines quadratischen Zahlkérpers leite ich,

ebenfalls unter Zuhilfenahme des van der Corputschen Satzes die
Abschétzung ab

@ H(x)=px+ 0 (¢)

wo p eine vom Koérper abhéngige Konstante (das Residuum der Zetafunktion
des Kdrpers in ihrem Pole) ist. Auch der wichtigste Spezialfall von (2)
ist bereits durch Nieland?®), einen Schiller van der Corputs,
bekannt. Nimmt man den durch Z erzeugten Kérper und deutet A (x)
als Gitterpunktanzahl, so ist, wie Nieland gezeigt hat,

21
1:zx—|-0(x32).

Za-tr<x

%) Wiener Rkademieberichte, Abt. ll-a 121 (1912), S. 2283.

Y) Mathematische Rnnalen 98 (1928), S. 697 — 716.

) J. G.vander Corput ,Neue zahlentheoretische Rbschdtzungen. Zweite
Mitteilung* [Mathematische Zeitschrift 29 (1929), pg. 397 — 426], Satz 6, S. 404. Ich
wende den etwas handlicheren und préziseren Satz 5, S. 403 an.

% 1 c. 3), 8. 717 — 736.
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