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ZYGMUNT ZRLCWHSSER.

O funkcjach Képckego.

Sur les fonctions de Képcke.

8§ 1. Wstep

Funkcja Képckego nazywam kazdg funkcje f(x) rézniczkowalng
w pewnym przedziale /= (¢ = x = b) i spelniajgcg warunek

(@) Zbiér zer pochodnej f'(x) jest wszedziegesty w I

Képcke pierwszy udowodnit, ze funkcje takie istniejg. Poza osobliwoscia
(%) moga mieé one jeszcze i inne interesujace wlasnosci. Istniejg wiegc,
np. funkcje Kdpckego:

|. stale rosnace 1),

Il. . posiadajace pantachiczne przedzialy statosci %),

[Il. pantachicznie oscylujace 3),

IV. posiadajace pantachiczne maxima wlasciwe, ale nie posiadajace
wcale minimow wilasciwych %)

W §§ 2—5 podaje proste przyklady takich funkeyj. Posluguje
sig jednolitg i przejrzysta metoda geometryczna, bedaca, jak mi sig wy-
daje, pewnem 'uproszczeniem klasycznych przepiséw konstrukcyjnych
Képckego, Brodéna, Schéenfliessa.

W §§ 6 —8 udowadniam pewien wynik nowy:

) Pompeiu, Math. Ann. 63.

% Mazurkiewicz Prace Mat.-Fizyczne Tom XXVIII.

% Kdépcke, Math. Rnn. 35 Brodén: Ofr. Vet. Ak. férhandl. Stockholm 57;
Szonfliess: Math. Ann. 54; Peren o: Giorn. mat.(2) 4 Mazurkiewicz ,,Obudo~
wie funkcyj rézniczkowalnych pantachicznie oscyluigeych” 1i1l. Spraw. Tow. Nauk. Warsz.
13.XI1.1917 1 7. 11l 1918 r.

9 Mazurkiewicz Spraw. Tow. Nauk. Warsz. . 1919 (dotad nie wyszlo z druku).
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2 Zygmunt “Zalcwasser.

.Majac dane dwa dowolne zbiory przeliczalne i rozigezne:
A i B polozone wewnagtrz odcinka I =(a, b), moina zawsze zbudowa
funkcje H(x) (@ = x = b) rézniczkowalng w I, ktéra
1 ma maxima wlasciwe we wszystkich punktach zbioru E
20 ma minima wlagciwe we wszystkich punktach zbioru B,
3" npie posiada zadnych extreméw wiasciwych poza zbiorem (A4 + B).

§ 2. Konstrukcja funkcji p. Pompeiu.
Funkcja p. Pompeiu jest to funkcja F(x) ciagla w przedziale
I=(0,1) posiadajaca wlasnosci nastepujace:
(a) F(x) stale rosnie w przedziaie I=(0,1),
(b) F'(x) istnieje dla kazdego X €,
() Filx) =M '(M — stata dodatnia), »
(d) Zbior zer funkeji F' (x) jest'wszedzi‘egqsty w !

Okreslenie funkcji'szukanej. Dajemy sobie dwa. ciagi liczb

{1a}, {a} =0, 1,.... spelniajacych warunki:
(1) : C0< < ng1-<1; limy. =1
n—3s0

. et . s : C_nt1
(2) iloczyn ’L]o Tn =0 jest ro?bxe'zny do zera (np. 1n= m)
(3) ) L 0< ey e <

4 . ’513;2 E"é?= 0 (fn(?ipeiby wziaé, np. € = (—n—_%—s)——l)
z \,‘v_arupku (4) wynika, oczywiscie, ze szereg
(5) ’Ez) e, jest zbieiny.
Krzywa szukang F(x) aproksymujemy przez ciag tamanych

A{fa(x)}, =0 1,2....

l{_ﬁc’)re okreslamy indukcyjnie,
to-f, sktada sie z jednego odcinka &

(6) | fo (8 =%,
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Lamana f; bedzie utworzona z 5 odcinkdw .8; (=1, 2, 3, 4, 5), przecho-
dzac dodfz,kzasate,pujemy kazdy z nich przez 5 nowych odcinkéw, np. &,
przez odcinki 0; (i=1, 2, 3, 4, 5) i t.d. Ogédlnie lam bedzi
sie skladala z 5" odcinkdéw - ¢ : an‘a fn‘ e

Scl Cg iy = O, Cs=1, 2, 3,4, 5.

N oznacza dla krétkosci grupe 1 wskaznikow ¢, €, ... Cn.

'Pr.zypus'c'my, ze lamana f, zostala juz okreslona i niech 8y = AB = Ay By
!Jqdue jednym z odcinkdw tej tamanej. Rzut odcinka 8y na o$ x-6w
jest pewnym przedziatem ¥y = (an, bn); spdlczynnik kierunkowy odcinka 8y
oznaczymy przez My = tang (9y, Ox); dlugosé przedzialu Iy oznaczymy
przez Iy = by — ay.

Przechodzac do fnyi, zastepujemy odcinek 8y =
ACDEFB=AyNCyDyEnFy B};v ]o w}ilerzcholkac}iv A proez famana

A aw , Jfa(aw)
L C aN+1N-E—2"~ v S (aN)+lN.mN--Ef-'rn
D ayt i (=)l fo(an)FE Ly my (1= e 1a)
@) E: av+ 3 (U 4en) ln, falom)+ 3 lv. my(142n72)
F. M+mu~% .ﬁm@+ummu—;%)
?-‘ av+ Iy = by 3 fo(aw) + v my = fo (ba)

AC=0y, CD=3yy, DE=3ys, EF=5yi FB=3us

Przeksztalcenie to nazwiemy ¥ (ex, 74); stosujemy je do wszystkich
odcinkow tamanej f,. Wzdr (6) i przeksztalcenia y okreslajg jednoznacz-
nie ciag {fx (x)}. . -

. Z wzoréw (7) odczytaé mozemy:

(8) My == Myg = Mys = NN . {n
8), = My = My, L2 S Yn
(8), My = Mys . = My, T=3%e,
Innemi slowy: badz
e Sy (%) =Flyn (x).1nY)  badi

Y fl4 oznacza pochodng prawostronng; analogiczne wzory zachodza dla pocHod-
nych lewostronnych f'=. - s . .
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4 Zygmunt Zalcwasser.
1—2¢eny
®) Fleorn (8) = Flen () 570
Stad Wynika natychmiast dla kaidego x i n:
n—1 o
(10) SFlan () = n B, (fl4o=1), gdiie
§=0
(1), badz Bs=1s
, . 1—2¢e7s
(11), badz fs = 15,
Ze wzgledu na (5) iloczyn
(12) n 1=27 = [ jest zbieiny.
§==0 1 - 2 Es

Wzory (10), (11);, (11)s, (12) daja

(13) 0<f'4u(x) <L dla kaidego x i n
Analogicznie dla kazdego x e lf (P=c¢y, ¢y, ...Cp) 1 n2p
(14) 0< fln () S mp. Ly, gdzie
oy l—2&ys
(15) L= g,Wl —r

Dowiedziemy teraz, ze:

1% Ciag {fn (x)} jest zbieiny jednostajnie w przed21ale I=(0,1)

Istotnie z konstrukeji ¥ (¢s, 1a) widaé, ze dla x € L

(16) | Forr (%) — y L<2L

Poniewaz szereg X s jest zbiezny, wiec istrieje

(17) lim /i ()

TGRS Lol my <

= F(x) dla kazdego xe/

i F(x) jest funkcja ciagla. Dla x elf otrzymujemy z (16)

(18) |FO) ~fa @) <L eclr<en.lar. L

ze wzgledu na ey < i lpp <3ip B
=CCy..nn
punkt X, ) .
2°. Funkcja F(x) stale rosnie w przedziale /=

an.

(T=cicyeec) i By (TH1=
C:Cip1) sa to te przedzialy rzedu ¢ i (£4 1), kitdére zawierajg

0 1) =
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Ze F jest funkcja niemalejaca, to wynika juz stad, ze funkcje f
stale rosna. F(x) nie moze tez mieé¢ przedzialéw stalodci, gdyz krzy-
wa y = F(x) przechodzi przez wszystkie wierzcholki kaidej tarmanej
Yn=fu (%)

S 3% Ciagi {f'4» (X)} i {f'<z (%)} sg wszedzie zbieine do tej samej
granicy, Z wzoru (10) i zalozern (2), (5) wynika zbieinos¢ iloczynu

rloﬁ.v dla kazdego X i réwnos¢
=

H&—Gu

- Jezeli x nie jest zadnym aw, to dla kazdego #:f'y. (x)

lim fl_p (x) = G (x). Jezeli za§ x =ay, to G (x) =

(19) dla s = 1n mamy stale fs =1s.
Mamy wiéc dla kazdego x

(20) lim fln () = lim f'—n (x) =

n-yoo ] n-yoo
4°, Dla kazdego xel=(0,1)
(21) - F'(x) = G (%)

W przypadku G (x) = 0 dowdd jest bardzo tatwy. Jezeli x nie. jest
kranicem jakiego$ przedzialu Iy, to x naleiy do kaidego z przedzialdw
okreslonego ciggu

() &6 &, 10,

(19) lim f'y, (x

n—yeo

= f'—n(x)
0, gdyz w iloczynie
Jednoczeénie lim f'—, (x) = 0.

G (x).

istnieje F’ (x) oraz

JWN=ci o lain=1,2,.....
Dajemy sobie dowolnie o> 0 i dobieramy takie p, zeby
23) 0< [l (x) = mp <o

Wtedy na mocy wzoru (14), dla kazdego x'elp i n 2 p:
o<%l_(i‘)<o.Lpgo.L
Stad, biorac n- oo, mamy:
24) 0<EE =P <o 4
Jest wiec F'(x) =0. Jezeli x jest pewnem day, to analogicznie
sprawdzamy kolejno, ze: F'y(x)=01i F_(x)=0

Uzasadnienie réwnosci (21) w przypadku G(x)==0 poprzedzimy 3
lemmatami pomocniczemi.
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6 Zygmunt Zalcwasseér.

iom

Lemmat . Dla kazdego x el (ax<x<Dby) mamy

(25)1; 2 fjﬂ%_%ﬂ(xz Z my.n; jﬁ‘}*(ii’z—z'_{‘;lf‘l—(“%@ 2: M. 'fn

Dia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze przedziale Iy stale fluqq (%)
= my.tn (wzory (9;) 1 (9)s).

Lemmat Il. Jezeli x nalezy do /¥ ale nie nalezy do I# : x e [l —
— Iy, to

F(x)—F 1
(26) _(.;2*:_.5;,@2’) = M. e — E,i:l. L.

Istotnie. Miech x ¢ L (€> 1),

@n) P =F (e = [Flew) = Flen] +1F (%) — F (aw)].
(28) F (ane) — F (an) = fots (@ne) — firs (aw), @
(29) F (%) — F(awe) Z faya (%) = Fropa (C;Nc) = engs L L
na zasadzie oceny (18). Wzory (27), (28) i (29) daja
(30)  F ()~ F (@) 2 Vst (8) = foia (@] = onpa L L2
ZmyAn (X — an) — spy1 e . L (ze wzgledu na (25),)

Wreszcie

(31 e <tly= Ly <% : & (wzory (7))
n

. En
Z (30) i (31) wynika nieréwnos¢
| F(x)——F(aN)_>__[mN.~(,,_.§rEt_—|:g‘L](x——aN)

réwnowaina (26). Nieréwnosé¢ (26) pozostanie prawdziwa, gdy zastapi
ay przez by, @ x € I — Ins. P » gdy apimy

Lemmatlll. Jezeli x naleiy do i , ale nie nalezy do L3 eq ey

gdzie &= =....=¢gy =1 to

F (%) — F (an)
(32) —nglvo"(n-'{n-{-l oo Yotk — pu. L, gdzie
(33) po=Maxim. " dla sz (im p, =0
na zasadzie wzoru (4)), e
62
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Dowod. Nieréwnosé (32), jest prawdziwa na zasadzie Lemmatu 1L
Zalézmy prawdziwo$é (32)w—1. Rozpatrujemy dwa przypadki:

x nie nalezy do IV e ey....ep
x el epeg. .- zh"“lj\*f 2 "2"“"’11-‘-1

W pierwszym przypadku na zasadziei(32)h_1

F() = Flan) s,

; 1 —pn. L
X —ax Tn+Vnt1 Trgh—1 = Pn

skad a fortiori wyrika (32)s~ W drugim przypadku stosujemy Lemmat Il
do przedziatu Iff ¢, ep.... 50" .

F(x) = F(aw) ) Endhtl .
wgmwelez e,,-"{n+h——g"—_*;‘[-
skad, ze wzgledu na: Mive e,....ep = MN.Yn - Ynt " - trin—t (wzor (8)1)

znéw wynika (32). .

Nieréwnoé¢ (32): pozostanie prawdziwa, jezeli zastapi¢ an przez by
i przyjaé e, =ée=....=éen1="5.

Majac udowodnione lemmaty pomocnicze, wracamy do dowodu
réwnosci (21) w przypadku G (x)==0. Niech x nalezy do kazdego
z przedzialéw ciggu: :

(22) B, By B (N=cion )y n=1200
mamy wiec:

Py = (am, bN)‘; ayZayp <x < byp1 < by lim an = lim b]\} =X
. n—yoe

n-ye

Poniewaz G (x) = lim f' (x) = lim my, wiec dla kazdego n > p bedzie
. n—yoe n—yeo

(34) G (x).(1 — o) < my <L G (x). (1405,
przyczem
(35) 6, >0 i limg,=0
pyee

Rozumujac analogicznie jak przy wyprowadzeniu nieréwnosci (24),
otrzymujemy dla x' ¢ /*p: ‘
F(x") — F(x)

(36) =L

Lmp. L, <G (x).(1 + 0p) . L,
skad, ze wzgledu na lim L, =1[wzér (15)f:
pros
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8 Zygmunt Zalcwasser. O funkcjach Képckego. 9
S @ limsup £E) =) £y (46) F (ar,ay— F (br41) = frai (@r @) = Fras (brs) = ma e (@R, a=bris) =
Xx X=X 2 G (%) (1= 0p).7p (@R, ¢ — bry1).

Pozostaje okazaé, ze
‘ Fx') — F (x) Co sig tyczy przyrostu [F{x') — F (ag, 4)], to méwiac ogdlnikowo,
(38) lim inf ————=2 > G (x) bedzie tal: jezeli x' jest bardzo bliskie @g, 4 to moina bedzie wogdle
oo rox pomingé ten przyrost; w przeciwnym razie przyrost ten zndw bedzie taki

Ograniczamy sig znéw do x'el}, zakladamy dla ustalenia uwagi, jak trzeba, Sprecyzujmy toi Rozpatrujemy dwa przypadki:

ie x'> x i odnajdujemy r > p takie, ze
(39 —: 1< b o () X' €lRdei ey copyy; gdie g =e3=...¢,, =1
<x': ‘
) R+ S or () X' €lpa — PRae oy, .. ep1y
W przypadku rozwazanym obecnie nie jest mozliwe, aby bylo byy; = by . . . .
dla kaidego 7> r 41, gdyz wtedy byloby = lim by = brss § G (X) = 0, W pierwszym przypadku z wzoréw (43) i (46), otrzymujemy
Istnieje wigc A naturalne takie, ze F(x') = F (bn) = F (ar, 4y — F (bx) = [F (bri1) — F (0a)]
(40) brimyr < brym = bpin—1 = brig—a=...=brys ) "+ [F (ar,d) — Fbrin)] = G (x). (1 — 9p) . 75 (@R, 4 — bn), skad
n o [
Ocenimy teraz réznice [F (x") — F (bn)], ograniczajac sie do n>rd- 4 (47) f—(f—))?———?—%—’z =Gx).(1—9).7. [1 - xx, » ‘2%5]
; ~ by -

(nastepnie weZmiemy 7 — o0), Mamy
W przypadku rozpatrywanym ():

@) F@)—Fb) = [F () = F (besd] + [F ) = F 6] S
Co —1 , - : t— S lpdeey... =lra. 1 %. <lp.il%.
(42) F (br+1) — F ba) =n2 [F (b7) = F brys)] ‘ (48) x “R-df Rdeg ey... eppy = IR tznra et < r [:1,2‘ S141

- Otédiz = ' (na zasadzie zwiazku ogélnego: ly,1 = lv.+ s (wzory (7)) )
F(br) — F (bryx) = fops (b7) — feya (br41) = mz 4z (br — bryr) = Natomiast o
; G (x) (1 - GP) +p (bT - bT+1) [Lemmat ],‘ (34); (])] (49) X! — bN gb;H.H— bR+H+1 ;x CErdh. lR+H 3113 . tIz]""—%T -

Sumujac te nieréwnosci dla r+1<¢<n—1, otrzymujemy ~  (gdyz w kaidym razie Iy, = ly.%.cd).

(43) F(brys) = F(ba) 2 (br4s — b). G (). (1 —5,) .1p Z (48) 1 (49) otrzymujemy -
3 B x!' — . r+h 3
_CZQ§C przyrostu funkcji F, odpowiadajaca przedzialowi (&, brya), jest T—i%,ié % = ?_fi;u:! = 133)]
taka jak potrzeba. Teraz [F(x') — F (bgss)]. Niech, ' i=r &r
(44) brir=br. i x'elha (d>c>1 wobec (39)). Wobec tego nieréwnosé (47) daje

) F(xY—F (b .
(45) F(x")— Fbry) =[F(x")—F (ar, Q)+ [F (ar, a) — F (brys)] (50) -———-——-———v——();?_ bN( N—) =G (x%).(1—0p)7.(1 —pp), a biorgc n — oo
Przyrost funkeji F w przedziale (bz4s, ar, o) jest zn‘éw takiﬂ' o
X ) AR, jak trzeba, F(x"Y—F -
gdyz (50 ~~('x—x),—:‘x—(ic‘) = G (x). (1~ 9).15.(1—po)

Rozwazmy teraz przypadek (7). Na zasadzie Lemmatu IIl.

) R-+H oznacza grupe wskaznikow: ¢; ¢y ... Creve Crpp
R-+H-+1 oz 3
+ nacza QrUpe: €6y ... ey | . d. (5-1) F ()C') — F(ax d) = ()C' — ag, d){mR a4l - Trbg 6o Vbt = Prat L}
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Otoz:
Mpa = MR . %r = G‘(x) (1 —5p) . 7p.
R+H
mR 1 +
- Urdn s Vrgnd-t 2 Tp

T b1 rbs oot Trpi = - % [ze wzgledu na (40) i (34)]

wiec nieréwnoséé (51) mozemy zastapic’ przez:

(62 F()—Flard = (' —acd)-{09. Gl e, .1)
— (' —ard). Ky )

W nieréwnosciach (43) i (46) zastagpmy czynnik G (x).(1 — ) 1p
przez mniejszy od niego czynnik Ky i tak wzmocnione nieréwnosci do-
dajemy do (52); otrzymamy

G3)  F(x')—F(bw) = (x' — bw) K,

FE=PW2 0 059

— X 140,

() otrzymujemy wige nieréwnosci

skad, biorgc 7 — oo

(53) —pp.L
W obu przypadkach (T) i
postaci

ey T =

——————Ii—gﬂ =G (x)—a(p, x) [satonieréwnosci (50 i (53]

gdzie o (p, X) >0 nie zalezy od x' i przy stalym x: lxm ) (p, x) =

1w —1)

Nieréwnos¢ typu (54) jest wiec prawdziwa dla kaidego x'e I*p,
Wynika stad natychmiast wlasno$é zadana (38). Nierdéwnosci (37) i (38)
dajg F'(x) = G(x) c. b. d. 0.

5% Zbiér zer funkeji F'(x) jest wszedziegesty w [= (0, 1), gdyz
zawiera on wszystkie punkty X = ay, -ktére same tworza juz mnogosé
wszedziegesta na 1. .

W ten sposéb sprawdziliSmy juz ie funkcja F(x) czyni zadosé
przepisanym warunkom (a), (&), (¢) i (d).

Uwaga. Funkcja F (x) czyni zado$¢ warunkowi Lipschitza, gdyz

0 (albo-

wiem: 0,— 0, p, —0;

0SF(0)=0E=L [patrz (13)].

1. Przez K, oznaczamy wyrazenie. w nawiasie {}

66:
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§ 3. Funkcja rézniczkowalna niemalejgca, posiadajaca
pantachiczne przedzialy statosci.

Konstrukcja jest bardzo podobna-do poprzedniej.
czenia § 2. ]
Funkcje szukang aproksymujemy przez cigg tamanych

. {fn(x)} n=01,2 ...
(1 fo (%) =x:

Przejscie od tamanej fu, ktéra znow sklada sie z 5* odcinkéw

Zachowujemy ozna-

8‘1”2"-”71—-:81\’ (N=CIC2 'v"cﬂ) ¢=1,234,5,

do lamanej fu4: uskutecznia sié teraz przy ‘pomocy konstrukdji podsta-
wowej X (n, 7, 9n), ktdra przeksztaica odcinek Oy=AB= ANBN na
lamana ACDEFB= Ay CyDyEy FyBy o wierzchotkach: *

A ay ‘ , fu(aw)

C antin.y S AACO RN
@ D: ay+L.v(1—9%), folaw) +Liv.my -

E: an+§ Wv(1+%), fulaw) +3iv.mu

F: M+m@-% ﬁ@@+@mﬁ—%m)

B: ay+Iv=1by Ja(an) + v my = fu (bn)

Liczby &, i v spelniaja te same warunki co w §-ie poprzednim,

liczby zas ¥, okréélarriy jak' nastepuje. Poniewaz iloczyn J] 1= =0 jést
. §=0 .
rozbiezny do zera, wiec przy kaidem n =0 istnieje najmniejsza liczba

naturalna A, taka, ze

An 1)
3) Il v <%
S==n--1
Majac A, kladziemy ,
1 rye
(4 o = .;I:]n_s

%) Zamiast + moznaby wzias¢ jakakolwiek liczbe 0 <Za<l1.
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- Oczywiscie . i
(5) e 0Ly <=t

Z wzqrow (2) odczyta¢ moziemy

(6): - My =My = MNTe
1—
(6). Mmyy = Myy = 1—:—5:15"—3%‘
(6)3 mm =0
Skad, jak w § ie 2:
n—1

Q) ' Fyn(x) = JY B, gdzie

. §=0

Bune Be = e bads =1 bads 0 ,

1—e—~— '&x
Z (7) wynika dla kazdego x i m:

©) 0=/frr () =L, gdiie
10 : ok
(10) L= r[ 1 Sy
Analogicznie dla x e *» (P= €€y . Cp) TP
(11) 0= fl4n(X)=mp.L, gdzie
= ey
12 = T S
( ) LP !__‘_[p 1— €5 — ,a,s

Dowody punktéw:
1°%  Istnieje:

(13) . ’{i_)qun (¥) = F(x); F(x) — funkcja ciagla
_ (14 [fo (%) — E(x)| <en.ly.L dla kaidego x € My

2° F(x) jest funkcja niemalejaca
3° Istnieje

(15) lim f'4n (x) = lim f'— (x) = G (x) dla kazdego x e /= (0, 1)
n—yeo n-yoe

sa calkiem analogiczne do dowodu odpowiednich punktéw w § 2.
Rozpatrzymy blizej tylko 4%

4. (16) P (x) =
68

/

G(x) dla kazdego xel’

icm
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Nieréwnog¢
(17) llm sup u} =Gx)
x’——):c

otrzymuje sig odrazu z (11), podobnie jak w §-ie 2 nieréwno$é (37) (14).
Jezéli G (x) =0, to z (17) wynika natythmiast:

F' (x) =
Pozostaje udowodnié nieréwnosé:

(18) lim inff_ﬁ’_‘g’_:_i_(jfl > 6 (%) ) .

Xl=pa

w przypadku G (x) == 0." '
Lemmaty I, I, Il § 2 ulegna nieznacznej modyfikacji:

Lemmat . Dla x¢ly(anv<x <by) mamy

(19) b O —fors ) & gy [1 ___25‘9__]

by — X 1—e,—dy

Nieréwno$¢ ta pozostanie prawdziwg, jezeli zéstapimy by przez ay.
Dowdd' otrzymuje sie z latwoscia z wzoréw(6);, ,, s przez rozpa-
trzenie réznych mozliwych przypadkéw:

xely ¢=1,2, 3 4,5.

Lemmat ll. Jezelixeldf —I¥i. to

(20) ————-———F(x;_zsa”)>m~7 [l—————?‘&” ]—E”—J“—I~L

Dowéd jest zupelnie taki sam jek w § 2: otrzymuje sig z Lemmatu |
przy pomocy oszacowania (14), Gdyby x € L — [§s- to w nieréwnosci
(20) nalezajoby zmieni¢ ey na by

Lemmat Il Jezelix elf — ¥ ey...cppy, gdzie =8y =...0n41 =
=1, to T
x)—Fa 29,
(21) (_-’E)—a,v ) >mN..Ynl7n+1'“T"+h[l_‘T——_‘-—-—ﬁn]—P" L,
22y gdzie: p, = Maxim. (H'l) das=n

(3]
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4
Dowdd taki sam jak w § 2 (opxeramy si¢ miedzy intiemi na tém, ze
=,,.= €h+1 = 5,

¥
wyrazenie 1= z 5. male]e gdy n wzrasta) Gdyby e1 =g

to w nieréwnosci (21) zamiast ay wystqpowaloby b,
‘Wracamy “teraz do dowodu wzoru, (18 w przypadku G(x):l:O

a wiec
(23)

Niech x nalezy do kazdego z przedzialéw ciagu.

G(x)>0

) BB ... (N=co.a) n=1,2...

Ze wzgledu na hm my= G (x) dla kazdego lz>p bedme

(25) G (x) (1 —0p) < flu (%) = my < G:(x).(1 + 5,); 1im o5 = 0‘

Ograniczamy 51¢ -do x' €l , zakladamy dla ustalema uwagi, Ze
X' > x 1 odnajdujemy 7 i % tak, Zeby
(26) brisres <bryw =brpss = ... = bppy <5 = by

Rozwazamy [F X — F (bN)] przy »n >1 + Ao RN
A A R o7

Podobme Jak W §2 dowod21my, e '"f‘ " L
(2) F (o) = F (0n) = (brss ). G () (1~ ) 1 Ji— |
—g—d

Pozostaje oceni¢ [F (x'} — F (bpg1]. Niech

(28) bria=age (¢>1); ¥ elfa (d>0)

Mamy tu 10 ewentualnosci mozliwych zaleznie od wartosci & i d
(5 >d>c >1). Najbardziej charakterystyczne sg przypadkl c= 3 =d
ic=3,d=4. W pierwszym przypadku B

@) Fx)~ Fon) = F (bmi) = F(ow)
— 29
= Grna=0) 01 1 =51~ l—;—j]

na zasadzie (27) Stad:

(30) w%,{%@ga(x).gncp).w_{ 1“:2??“_“0} [1 ~"J;,“_”§A-‘;1]
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Otoz:
(31) X' —bpyi Slrs =¥ .0z (wzory (2)) -
) Natomlast ‘ »
(32) N —_ bN> bR H — bR-I-H-H = lR—l—H ____ lR ![I St 2

na tej samej zasadzie co w §2 wzdr (49): jezelx Pyi Pypa =1y, sa
2 kolejnymi przedziatami ciagu (24), to ¢ 2= 3 (przy ¢ = 3: myys = G(x)=0),
a wiec Iy = lu.%

Zestawiajac (31) i (32):

X' —bpp o e
(33) by =0l
Twierdze, ze:
(34) r+h=% (poréwn. (3) i (4))
Istotnie. Gdyby r-4<), to, uwzgledniajac (26) i (6), mieli-
bysmy: R -
. rgr—1 A .
(35) mMren < Ii <1
MR =gy t=ri1
na podstawie (3). Z nieréwnosci (25) wymka ]ednak
MRriy-H >_ 1— GP
o " mem = 1¥e, 1P
o ile g, <% co mozna, naturalnie, z gory zalozy¢.
Nieréwnos¢ (34) jest wiec prawdziwa, ale w takim razie (33)
i (4) daja S . - o ‘ _;
. X —ORp -1 - : e
(37) o x'—by T r4+1=p+1

Podstawiajgc do wzoru (30):

(38) w>6( ).('l~—op)7p.[l -1 _Zt_:.‘_’_&p] [1 ——P-]i—]J'

Rozwazmy teraz przypadek ¢ =3, d=4 (patrz. (28)).
F(x") = F (bpys) = F (x) — F (ar a),

(39)
gdyz F(bry1) = Flara). .Z réinica [F (x') — F(ard)] postepujemy jak
w2 .
' 7
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Jeieli:
) x":lﬁdtifszh-}-.l;

to pomijamy wprost przyrost [F(x") — F (az4)] i z (29) wnioskujemy, ze:

e =e,=...41 =1,

, F(x") — F{bw) 2%, X' —bpy
oy =200 (a1 e ] 1 =i
(40) x'— by = (ara— brpa) + (%' — GRa) Slrgt lRdeg o5 ey =

r+h
=l &,-l-{[[ %"-’-1] (poréwn. (49) § 2)
Z (40), (32), (34) i (4) wynika
X' — bpp 1 % erngr -
(41) X by §p+1+ . p+1+Pp ((22))

Podstawiajac w nieréwnosé (40), otrzymujemy:

F(x')— F (bn) . 29, - 1 -
==, M= 0@ (= e 1 L g =
Jezeli za$ ] ) :
(1) x'elfa—l8ae, oo (Er=e =g, =1),
to, podobnie jak w § 2, stosujemy Lemmat Il Wypadnfe w koricu

1 _"p)

(43) F(x") ~ F(ag, ) = (&' — 2z,a). 10655 ( "’(17:257&{’_—5,,%

~ L =(x'~az) H,

gdzie przez H, oznaczyliSmy dla krétkosci Wyraienie w nawiasie { }.
Zastapmy w nieréwnos$ci (27) wyrazenie, przez ktére pomnozona jest
réinica (bryr— by), przez H, i tak wzmocniona nieréwnosé dodajmy

do (43). Uwzgledniajac, ze F(ag4) = F (br41), otrzymamy
(44) F(x) = F (bn) = (br4r — b+ 5" — ara) . H,
skad . .
F(x ) F(bN) > l;ga -~ 1
(45) T (L bN) Hp = (1 .m)ﬁ,,_,
. l 1 . o .
gdy? —'fig;gm (poréwn. uzasadmeme nieréwnosci (37))

Poréwnywajac (42) z (45), widzimy, ze w obu przypadkach (+) i (+1)
prawdztwa jest nieréwnosé
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@) s

e ST )

Jest ona postaci:

——(ﬂ‘—f@gc;(x)_ o (p, %) gdzie  (p, ¥)> 0ilim o (p, x) = 0
N x=const ; p—yoo

i zachodzi ona w przypadku ¢ =3, d=4 [patrz (28)]. Z réwnosci (38)
odczytaé mozna, e nieréwno$é tego samego typu prawdziwa jest
i w przypadku ¢ =3, d = 3. To samo bedzie w innych mozliwych przy-
padkach 1 <¢=d =5. biorac 7 — oo, otrzymujemy wiec

(47)

i

(48) 5%%5)]:—()—6-); G (x) — o (p, x) dla kazdego x'elf .
Wynika stad natychmiast nieréwnos¢ zadana (18), ktéra wraz z 17)
daje F'(x) = G (x). c. b. d. o.

5°. Funkcja F(x) ma w przedziale /= (0, 1) pantachiczne prze-
dzialy stalosci: sa to wszystkie mozliwe przedzialy . Z konstrukcji
¥, (8n, Tn, ¥4) wynika bowiem, ze, jezeli If jest przedzialem stalosci dla
funkcji fa, to jest nim tez i dla fuqs, a wiec i dla fuqs... it d., a wiec
i dla F(x). Sprawdzilismy w ten sposcb, ze funkcja F(x) czyni zado$é
wszystkim przepisanym warunkom. Zauwazymy jeszcze, e spelnia
ona warunek Lipschitza, gdyz '

0=F (x)=Gx) =L

§ 5. Funkcja-Képckego.

Jest to funkcja rézniczkowalna, posiadajgca pantachiczne maxima
minima wlasciwe. Konstrukcja jest podobna do poprzednich, szczegél-'
nie dokonstrukcj § 3. Zachowujemy oznaczenia-§ 3.

Okreslenie funkcji szukanej Funkqa szukana F (x) bedzie
granicg tamanych:

{fa(x)}, n=0,1, 2,...

Kladziemy znow

49] fo(x)=x.

Przejscie od Jfn do fap1 odbywa sie przy pomocy konstrukcp pod-
stawowej ¥ (en, Yay ¥n), ktora przeksztalca kazdy odcinek .
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AB:BN—_—atinz...cn; cs=1,2 3,45 6 1)

lamanej f. na lamang A CDEFGB=AnCnvDyEyGnBy o wierz-
cholkach: )
» Ja(an)

¢ ot v, S (@) 43 by

A an

— Ay ) D

Di oy 15 fuan) + 40+ v
() E avtily , folan)+ 3 v.my
149, 1 ¥

F ay-+ 5 by, fa(aw)+3(1— —i-) Iv.my

aN+(1—e§n) by, fa(an)+(1 —8—2".7,,)11\/‘”11\;
aN+lN=bN y fn (a-N)"I-lN’mN:f,, (bN)

Z wzordéw (2) odczytujemy:

n 1-— "‘-a'n ‘(}n
(Vs 205 Ivn =1y =E—-1N; Iyy=Ins = LS vy Ins =Iye =2 1y
2 2 2
(‘4}1: My1 = Mys = Yn ., MN
l — & n + 1 '&
(4)2: Mg = Mys = —T:'Lg':%i .my
(4)y: mys = myy = —% ny

Ligzby e, Yu, ¥» czynig zado$¢ tym samym warunkom, co w §§ 2, 3
Dla kazdego n i x mamy :
n—1

(5) Flin () = [[0 B, gdzie

(6)11 23

Z wzoréw (4), o, 5

. ;11— 19
8= badi 1, bad: “TEET‘{T“ badz (—4)
wynika: '
1 —¢entn+3n
[ fl4ntn (%) [=]l4n () | ‘—_:—“*2* , skad
1—en—9,

!) Lamana fr skiada sig z 67 odcinkow; odcinki DE{ EF tamanej ACDEFGB
sa wspollinjowe, tak ze faktycznie lamana ta skiada sig z 5 odcinkéw; wygodniej
jednak bedzie uwaza¢ punkt E réwniez za wierzcholek, ze wzgledu na modyfikacjg
niniejszej konstrukcji, ktéra podejmiemy w § 6.
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7 | fl4n () | <L dla kaidego x i n, gdzie
= 11—z s + % ’a's
(8) L= EO 1 - & — 'S'S

Analogicznie dla xelf (P=c¢,c,...6) i n=p:

@ - [fl4n (%) [ = mp]. Ly, gdzie
= 1— e+ % b5
(10) L“’:QP 1 —e— 9
Dowodzimyv kolejno.
1%, Istnieje
(11) lim f, (x) = F(x) i F jest funkcja ciagla
n—yoo
(12) | fo (%) — F(x) | < en.lv.L dla kaidego x ¢ I}
2°. Dla kazdego x € /= (0, 1) istniejg granice
(13) lim flin (6) = lim fn (8) = G (x) = [T 8
: n-yoo n—oo s=0
lloczyn ten jest zawsze zbieiny, gdyz, jeieli czynnik B = — % wyste-

puje w nim co wiele razy, to G (x) =0, jezeli za$ dla s >p zachodza
stale ewentualnosci (6);, 5, to mamy przypadek, zbadany juz w §§ 2 i 3.
3% Funkcja F(x) jest réiniczkowalna i

(19) F'(x) = G (x)

W przypadku' G (x) = 0 réwnos¢ ta otrzymuje sie latwo 'z (9) po-
dobnie jak w poprzednich §§-ach. Zaléimy teraz, ze G (x) == 0, np.:

(15) G(x)>0
Przy pomocy nierédwnosci (9) dowodzimy bez trudu, ze
)= F(9)
(16) llxn?_jup———?——:—: G (x).

Pozostaje udowodnié, ie

(17) lim infi’i),{—;(i) =Gx) Y

x/x

) Gdyby G(x) <0, to z (9) wyprowadziliby$my odrazu (17) i trzebaby udowad-
nia¢ nieréwnos¢ (16). N
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Znéw posluéujemy si¢ lemmatami pomocniczemi.
Lemmat [. Jeieli xelf (av <x<by), to

fn-H (bN)"'fn+1 (x)>»{ . 3’9'1:
my. by—x) =7 1T—e—y

(18)

Dowéd otrzymuje sig przez rozpatrzenie réinych przypadkéw
mozliwych:
my>0, my<0; xelff;c=1,2 3, 4,5, 6.

Rozpatrzymy dla przyk]adu przypadek: myx> 0; x € s + L.
Fats (6n) = fats (X) = [Sats (b8) = Fagr (@ns)] — [furr (%) = fat (ans)]

= (by— ans) my s — % Y0 Iv.my  (na zasadzie (4) i (2)), stad

9)  Lras (Bw) = fors (x) =1, [1 _ “_NLZLCJ 18,

my. (by— x) - by — x T by —x
Poniewaz
Ans— X =lvs+ vy =5 by by —x = Iy = l:ﬁé—:—aﬁ Iy, (wzory (3))

&iqc‘z (19) wynika:

Suts (bw) — faqs (%) >;( 12 ] %
mN.(bN—x) =1 1—e—3, T—ep—y’

skad a fortiori wynika (18).
Nierdwnosé (18) pozostanie: prawdziwa, jezeli zamieni¢ by na ap.
LemmatlIl Jetelix elf — I, to '

FW—Flan . 3% _cn L
= Yn e,

0 o= an) = TS

gdzie znak — odpowiada przypadkowi my=>0, a znak -+ przypadkéw,
mp < 0.
. Dowé_d otrzymuje sie z lemmatu | przy pomocy oceny (12), podobnie
jak w§§ 213. Gdyby x € [ — Ii%, to wnieréwnosci (20) nalezatoby zmieni¢
ay na bN- K

Lemmat lil. Jezelixelf —~ Ly e

2. b1 8 =€ =... =61 =110
Cnomiy - d2(X) — Fan) ‘ 39 L
21 " V> — n e
1) My. (X — az) = 17 Tnkt - Tnpt T e =9, nm
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gdzie (22): pn = Max. (E—ﬁ) dla s> n,

s
Znak —odpowiada przypadkowi mx = 0, znak +-zas przypadkowi my <<0.
Dowéd — taki sam jak w § 3. Gdy e, =¢;=...=¢,,,=6, to
w nieréwnosci (21) nalezy zmieni¢ ay na ba.
Majac udowodnione lemmaty pomocnicze, wracamy do dowodu
wzoru (17) w zalozeniu (15).

(23) G (x) =lim f'» (x) = lim my, gdzie
n~yoo n—yoa

N =c¢; ¢, ... ¢a jest to grupa wskaznikédw tego przedziatu I3 , ktéry zawiera
wewnatrz punkt X. Poniewaz lim my= G (x), wiec dla kaidego n=p
bedzie '

(24) 0<GX) (1 —ap) <fla(x)=mny <G (x)(1+0,); limo,=0.
Rozwazamy iloraz. réinicowy (17), ograniczajac sie do x' € [# i x'> x.
Odnajdujemy takie # i %, ze '

(25) britryt <brym=bripa=... = bpy < x'<bg
i rozwazamy przyrost [F (x') — F (bw)] przy n>r -+ k. Niech

(26) bryi=oag . (c=1) i x'elgs(d=c)

Mamy tu 15 przypadkéw - mozliwych zaleinie od. wartosci- ¢ i d.
Rachunki catkiem analogiczne do przeprowadzonych w § 3 daja w kai-
dym przypadku nieréwnosé typu: ) !

en IR EOaG gy
gdzie
(28) w(p,x)>0 1 lime(p,x)=0 1)

p—yoe; X == const.
Nieréwnos¢ tego samego typu jest wiec prawdziwa dla kazdego
x'elf . '
Biorac # — o9, otrzymamy
F(x)— F(x)

(29) S

= G(x)—o(p,x) dla kaidego x' ¢ IF

Stad bezposrednio wynika (17) c. b. d. o.

) Por6wn. (54) § 21 (48) § 3. o
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4°. Funkcja F(x) ma w przedziale I = (0, 1) pantachiczne maxima
i minima wlasciwe.

Dowiedziemy, mianowicie, ze: .

Zbior W maximoéw wihasciwych funkeji F skiada sie: 1)

(30) z tych punktéw x = ayy dla ktérycvh my>0 i
z tych punktéw X = dys dla ktdrych my <O

Zbiér B miniméw wlasciwych skiada sie:

z tych punktéw x = ays dla ktérych my>0 i

@Gl

z tych punktéw x =ayg dla ktérych my <O

Rby sie o tem przekonat, ,dowiec-]ziemy naprzéd ogolnie, e’
(32) Cdla ay<x < by jest F (ay) < F (x) <F (bn)
wzgl. F (an)> F(x)>F(bw) '

zaleinie od tego, czy my>0, czy tez my <0,
Niech x nalezy do kaidego z przedzialow ciagu:

(33) R/ A/ TR S
~ Naprzdd sprawdzamy, ze dla kaidego k=1 jest
(34): S (an) < fr (%) <o (bw)

dia kazdego ay < x < by (zakladamy my> 0)

Nieréwnos¢ (34). jest, oczywiscie, prawdziwa. Zaldimy, ze zachodzi
(34):. Poniewai x €214, wiec frt1 (x) jest zawarte miedzy fr (2x) 1 Jfr (6%)
[wynika to natychmiast z okreslenia zwrotnego funkcji feq1 W przedziale
I£ ]. Fakt ten w zwigzku z (34). pociaga za soba natychmiast (34)sy1.
Istotnie wigc nigréwnos$é¢ (34); zachodzi przy kaizdem k> n.

Biorac k£ — &5, otrzymujemy z niej:

(35)  Sfr(eWSFE)=/fu(bn) dla ay=x=by(my>0)

Jedli ay< x< by, to_dla dostatecznie wielkich % bedzie: ay<ax,
bK<b.N. Zastosupny. nierdwnos¢ (35) do przedzialu [# ; orzeka ona, ze
F(x) jest zawarte mledzy Sfe(ar) 1 fu(bx). Ale w takim razie musi byé:

) ) Uzywamy tu skrétu: ,,x jest maximum dla funkcji F zamiast moéwié: ,x jest
takim punktem, w ktérym funkcja F osiaga maximum” 4, :
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fr (an) < F (x) <fu (bn)

ze wzgledu na (34)x i nierdwnosé ay <agx <bx <by, W ten sposob nie-
réwnogé (32) jest uzasadniona.

Cheqc teraz okazaé, e, np. w punkcie X = dys przy my>> 0 funkcja
F ma maximum wladciwe, stosujemy nieréwno$é (32) do przedzialow
I#, i I%s. Otrzymamy

(36) F(x) < F(Lljvs) dla kazdego ans <x<byyiXx=ans,

co wlasnie dowodzi, ze w punkcie X = ay3 (my>0) mamy maximum
wiasciwe.

Dowiedziemy jeszcze, ze w innych punktach, poza wymienionemi
w (30) i (31), niema extreméw. Istotnie. Jezeli x nie jest fadnym ay,
to x lezy wewnatrz kazdego z przedzialdw pewnego ciagu:

B, Blop. I, ...i N=c165...00)

Ale w takim razie na zasadzie (32) dowolnie blisko punktu x
istnieja punkty x', dla ktérych F(x)<F(x) i punkty x", dla ktérych
F(x")> F(x), wiec w punkcie x niema extremum. Jezeli za§ jest
jednym z punkiéw ay i nie nalety ani do 2 ani do W, to musi byé
X =an gdzie c5=3 i c==5 (M=c¢, 6 ... tm), przyczem mozemy zalozyc,
ze % nie jest zadnem ay, (M' =¢/ ¢ ... cn'). Wtedy musii byé ¢=2
badZz c=4 i przy pomocy (32) zndéw latwo sprawdzamy, ze w punkcie X
extremum zachodzi¢ nie moze.

W ten sposdb sprawdziliémy, e funkcja F(x) czyni zados¢ prze-
pisanym warunkom. | ta funkcja spelnia warunek Lipschitza, gdyz

(37) |F(x)|=]G|=L
ze wzgledu na (7). '

§ 5. Funkcja Mazurkiewicza.

Jest to funkcja rézniczkowalna posiadajaca w przedziale 1= (0, 1)
pantachiczne maxima wiasciwe, ale nie posiadajgca wcale miniméw wla-
sciwych.

Zachowujemy oznaczenia poprzednich §§.

Funkcje szukana aproksymujemy przez ciag tamanych {fx (x)}
n=01,2,...

1) Patrz odnosnik str.2 Konstrukcja podana nitej jest catkiem odmienna od kon-
strukceji prof. Mazurkiewicza.
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Ktadziemy
(1) - fo(x)=0

Przejscie od fn do fu41 odbywa sie przy pomocy jednej z 3-ch kon-
strukcyj podstawowyct: %, 7,™, %,(.  Niech

@) AB=0y=080cp. .., 1656

bedzie jakim$ odcinkiem tamanej fn. Mozliwe sg 3 przypadki:
lszy przypadek: my=0. Stosujemy konstrukcje 3%, = y; (),
ktéra przeksztalca odcinek A B na lamang A CD E B o wierzcholkach

A: an s o (@)
Coavtiiv . fulan)

N Di axtily , fula) e
E: av+3iv | fa(a)
B: ay+ly=by, fu(an) = fx(bx)

ll-gi przypadek: my>0. Odcinek A B przeksztalcamy na lamang
A CDEFGB o wierzcholkach:

A: ay s S (2n)

C oan+tite.ly v Jolan) Fdentn. ivmy

D antd (=9l fo(en)+1 0 +32) by my
3). E: an+1Lly v falaw) i lv.my

Fooav+3 (U4 %) by, folan)+1in.my

G av+(1=fe) by, fu(an) + (1~} entn) by my

B: an+4ly=by

v Ju(an) ¥ v may = fo (by)
Jest to konstrukeja ¥, = ¥, (g, 1, &),

lI-ci przypadek: my < 0. Przy pomocy konstrukcii y.(" = €
przeksztalcamy A B na lamang 51 CD)IIE FGB. c\;vzfls(res )t(;j( ’lha:;:’aigz
otrzymuje .sie z wykresu lamanej przypadku Il przez symetrje wzgle-
dfam prostej X =ay+4 1y Nie bedziemy juz wypisywali odnoénych wzo-
row Pa.spé‘lrzqdne wierzchotkéw. Wzér (1) i konstrukcje 3, (M, ,®, 1,
okreslajg jednoznacznie ciag {fa (x)}. Liczby s, +a, O, s3. ,te, sam;. 3co
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w poprzednich §§. Zauwaiyé¢ nalezy, Ze nie kazdej grupie wskaznikéw
N=c¢;¢,...0, (1 <¢; <6) odpowiada jaki§ odcinek Oy lamanej fn. Nie
istnieja, np. odcinki 8, 8, 8 ... 1.

Z wzordw (3),, ; odczytaé mozemy w przypadku flx (X) == 0:

! 1—¢cn L9 .
s T2 baas v, bagz 1720 baas (-,

badz 0, badz

1—¢€ntn

1—ep—dn

Jezeli za$ f'yn (x) =0, to na zasadzie (3);:

(5)1: 28

Latwo sprawdzi¢ indukcyjnie, ze

f'+ntn) (x) = badZ O badZ (4 =x), badz (—ex)

n—1

(6)n | fran () | < I =5 dla kaidego x i-n=1.
s=1
Przez ts oznaczaliSmy dla. krétkosci:

1—e 13
Q ol

Istotnie. Wzdr (6);, jest prawdziwy, gdyz |flu (%) =g <1<+,
(wzory (5)). Zaléimy prawdziwosé wzoru (6).. Jezeli flyn (x)=%=0, to na
zasadzie wzoréw (4): | f'+mt1) (X) | = tn. | f'4a (X)]. Stosujgc tu (6)s, otrzymu-
jemy (6)ny1. Jezeli zas f'1n (X) = 0, to na zasadzie wzordw (5):| fl4i) (%) =

n
e, <1<JIx, t zn.
=0

znéw zachodzi (6)n4-
Z (6). wynika dla kazdego x i m

® fan@ ==L

Analogicznie dla xelf (P=¢,¢,...6,) i B =p mamy:
o) | flan )| S |mp|. L, przy mp==0 i
(©) a0 S 6.l pry me=0

1) 3 bez wskaZznikéw jest to odcinek y =0 0 <x 1.
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26 Zygmunt Zalcwasser.
-(10) . L=~
. " . S=p

Przechodzimy do dowodu, ze ciag {f. (x)} okrésla funkcje F(x)
o wlasnosciach zadanych. ‘ ‘

1 (1) [farn () —fu () | S F.dv.L dia kazdego x el

i to zaréwno w przypadku my==0, jak my=0. Stad wynika istnienie
granicy

(12) lim f4 (x) = F (x); F— funkcja ciggla
n—oo
Jezeli xelf, to
(13): [ fa (%) — F(x) | <ep.ly. L

2% Istniejg granice
(14) Jim fiyn () =limf'_s () = G(x) dla kazdego xe = (0, 1).

. Zalézmy naprzéd, ze X nie jest sadnem aw. Wtedy x lezy. wewnatrz
kaidego z przedzialéw ciagu:

(15) &, l?ﬂz:---lﬁ; n=1,23...

jez‘elli dla = wielu n:my=0, to G(x) =0 ze wzgledu na (9),
ezeli za$§ dla n>p:my==0, to i
ot N na zasadzie wzoréw (4) dla
. S +ntn) (%) .
(16) m—= Bs gdzie

(17): 2 = badZ v, badz t, badz (—4), badz 11 —En Tg .
Wobec tego . =

Fa@=rn@. fla @>p)

i ciag f’+,,d(x.) h=f'_,. (x) jest zbieiny dla tych samych powodéw co
w Do S A

le:sz,rze nich §§. R&wnie latwov dowodzi sie, ze G(x)=0, gdy
3% (18): F (x) =G (x) dla kaidego xe/= ©, 1)

S Jgeieli G(x)=0, to. réwnos¢ (18) otrzymujemy bez trudu z wzo-

r \:G( )is (9)2, rOZpat'rUch te same ewentualnosci, co w 2° Jezeli

za (%).==0, to dowésd rézniczkowalnogci funkeji F jest zupelnie taki
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sam jak w § 4. Lemmaty I, I, Il § 4 sa bez zadnych-zmian prawdziwe
w przypadku rozwazanym,; naleiy tylko wszedzie dodaé zastrzezenie
my == 0. o : : -

4. Funkcja F(x) ma pantachiczne maxima wlasciwe i nie ma
weale miniméw wlasciwych. Zbiér maximow wiasciwych tworzg punkty

(19) . {x::a&a p‘rzy ma>0; % = ays przy my<O0; ‘
. . Lo X =ays przy my =0

Ze w tych punktach mamy istotnie maxima wlasciwe, - wynika to
z nierdwnosci (32) § 4, kidra i teraz jest prawdziwa.

Pozostaje udowodnié, ze w innych punktach poza wymienionemi
w (19) niema extreméw wladciwych. C

Jezeli x nie jest Zadnem ay i w ciagu (15) jest co wielu przedzialéw
I takich, ze my==0, to stosujemy nieréwnos$¢ (32) § 4, Zaldzmy teraz,
ze istnieje n takie, 2e w ciagu (15) dla kazdego k= n:

(20) mg=0 (k>n)
Przedzial I% jest przedzialem stalosci funkcji fu:
fn (%) = fu(an) dla kaidego x el

Po zastosowaniu konstrukcji ¥, przedziat ') [§ rozpada sig na 4
przedzialy jednakowej dlugosci: If1, ¥, fs, L. Wewnatrz przedzialu
L+ Uiy jest fat1 () > fa (an), W pozostalych przedzialach L, L

fort (%) =fo (%) = Fa (ay dla x €L+ L

Usurimy teraz z i wnetrze przedzialu I - I¥s; pozostang 2 przedzialy
I# 1 Ifs . Z kazdym z nich postepujemy tak jak z i i t. d. ad infinitum.
Otrzymamy w ten sposéb pewien zbiér doskonaly My (C I¥ , zawierajacy
oba krarice ay, On przedzialu 4y . .

Dla kaidego x ¢ Py jest

fe(x)=fa(an) dla k>n, a wige
(21) takie F(x) =S (an) = F(an)
1, przedzial” bedziemy traktowali jako zbior zamknigty t. zn. lgcznie

z kraricami.
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28 Zygmunt Zalcwasser.

Jezeli teraz dla danego punktu x nieréwnosé (20) zachodzi przy
kazdem k=n, to x musi wlasnie naleze¢ do ;bioru Pr. Ale w takim
razie dowolnie blisko x lezg punkty x' € Wy Dla nich

F(x') = F(x) na zasadze (21).

W punkcie x nie moie wiec zachodzi¢ extremum wiasciwe.

Nalezy jeszcze udowodni¢, ie extremum funkcji F (x) nie moze zacho-
dzi¢ w zadnym punkcie ¥ = ay poza wymienionemi w (19). Nie wymaga
to juz zadnych nowych rozwazar. ‘

Funkcja F(x) jest tedy funkcja zgdana.

(22) |Frx)[=1CGx)|=L
na zasadzie (8).

§ 6. Twierdzenie pomocnicze | (Twierdzenie R).

W § 4 zbudowaliSmy funkcje rézniczkowalng F(x) posiadajaca ma-
xima wlasciwe w punktach pewnego zbioru przeliczalnego U wszedzie-
gestego w /=0, 1) i minima wlasciwe w punktach zbioru wszedzie-
gestego B, '

Okazemy teraz, ze przez odpowiednia modyfikacje konstrukcji § 4
mozna zniszczyé cze$¢ (dowolna) extremdw funkcji F (x), nie wprowa-
dzajac przytem zadnych nowych extreméw wlasciwych. Zachodzi, mia-
nowicie, nastepujace.

Twierdzenie A. Niech ¥ Co; 8C
beda 2 dowolne podzbiory zbioréw U i W § 4, Istnieje funkcja réznicz-
kowalna F (x). posiadajaca maxima wlasciwe w punktach zbioru 9, mini-
ma wlasciwe — w punktach zbioru B i nie majgca zadnych extreméw
wlasciwych poza zbiorem A -+ B.

Dowdd. Elementy, wystepujace w konstrukcji F (x) § 4; bedziemy
oznaczali tak jak w § 4, a wiec: fy, On, I, ma.

Odpowiednie elementy skojarzone z funkcja F(x) oznaczymy oraz

fa 8% 1%, my. Funkcje F(x) aproksymujemy przez ciag lamanych:

{fFinhn=01,2...

Kladziemy
m

Przejscie od

fo () =fo (x) = x.

rzejicie F do Tt odbywa sig przy pomocy jednej z 16-tu kon-
strukeji x'7; i=1,2,... 16. Przypusémy, ze lamana f, (x) zostala juz
okreslona i ze udalo nam sig przytem zadosc uczynié¢ warunkom:
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(2« ‘Lamana f, sklada sie z 6" odcinkéw BN(N=c6¢...Cn1<6:,<6)
: (3),,; v ZN= éN, b= [,’N‘ dla kazdej grupy N o n wskaZnikach
. (4)11 i ;’1—/\/ . mN g 0 . » » » ” ” ”

(5)» maxima wlasciwe lamanej f» s3 to te punkty postaci ay= a{V.
(przy danem ), ktére nalezg do A i tylko te punkty; taksamo minima
wlasciwe funkcji f. sa to punkty ave %. _ N

Niech 8y bedzie jakims odcinkiem lamanej fa. Mozliwe sa 3 przy-
padki. . ] .

Przypadek l-szy: my >0, a wiec i my>0 w mysl (4). *) N

W punkcie ays funkcja F(x) § 4 ma maximum, a w ays — minimum
wlasciwe (wzory (29) i (30) § 4) Motzliwe sa 4 ewentualnosci

0 ays e . W; ay;e W . B
) ans €U . W, ay; e B—[
(:) s e U—AW; ay; e B . B
(1) ans € UW—W; ays ¢ B—B.

w przypadku () odcinek tv=A.B. _przeksztalcamy na lamang
_______ 7" identycznej z konstrukcja

% (41 tm ¥) §4. Lemana- A C D E F G B jest wyznaczona przez warunki
(6)

()

W przypadku (-) stosujemy konstrukcje %™, identyczng z .kon-‘
strukcja 3™ §5. Otrzymana tamana wyznaczona jest przez warunki (6) i

(. *

W przypadku (:) tamana A CDE F G B
czali krotko ) czyni zados¢ warunkom (6) i

M)
W przypadku () € spetnia warunki (6) i

Gne=ane; €=1,2,3,4,5 6 fup(aw)=7r.(am)

;Em = —ﬁi—Ns =MmN.\n; Mys =My =MN. (- %z)

My = Myg = My .y Mg =— % my;myy =0

=& (bedziemy ja ozna-

o m m m R I
My = My = My.Tn; My =0; My =—g: my

My = Mg = EN-“(n: mys = Mys =0
1) mn==0 dla zadnej grupy wskaznikéw (patrz § 4).
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Przypadek Il-gi: my <0, a wiec i my<0, - Punkty ays i ays zmie-
niajg swe role: awyse A, ays € B. Odpowiednio nalezy przestawit ans
z ays w ewentualnosciach () () (=) (:). Zmienione w ten sposéb
ewentualnosci nazwijmy (+), (++4), (+"; ), ii‘) Lamana @ we wszystkich
przypadkach ma czyni¢ zado$§¢ warunkom (6), réwnosciom:

8) My = Mye = My
a pozatem:
w przypadku (+) warunkorn

(7)s My = My = — % my
w przypadku (++) warunkom .

(Ms mys=0; Myy=—tmy
w przypadku (+++) ma by¢

(7), My ==L my; miye=0
wreszcie w przypadku (i D:

(7)s Mys = mys =0

Przypadek Ill-ci: my = 0. Tu moga by¢ jeszcze 2 podprzypadki my > 0
i my<0. W przypadku my>>0 mogag z koleji zachodzi¢ omawiane wyZej
ewentualnosci () () (+) (). W katdym przypadku wymagamy, aby

lamana € =4 CD E F G B czynila zado$¢ warunkom (6) i réwnosciom

© My = Mg =0
Pozatem ma by¢:
w przypadku (*)

— _ 1
(7)9 mNB—_‘mN4="n+l'
w przypadku (:-)
— |
(g Mys=— 17" Mva=0,
w przypadku (:)
— - 1
(7)11 mN3=0; mN4?—n+1,
wreszcie w przypadku (::)
(s My = My = 0.
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Analogicznie w przypadku my <O mogg.zachodzi¢ 4 ewentualnosci
() ¢++) (Fp (D). Oprocz (6) i (9) ma bye
w przypadku (+)

— — 1
(7)1 My = My = +m '
w przypadku (++) .
— — 1
(N mys=0; mwy=+7T7’
w przypadku ( +++)
— 1 =
(s mys =5 1 M= 0,
w przypadku (1) -
Gm mys = mpyy = 0.

Konstrukcje %/ i=1,2,...16 wyznaczajg w ten sposob jednoznacznie
tamana fa.y1 (x). Przegladajac kolejno te przypadki, stwierdzamy, ze lamana
Fei1 czyni zadogé warunkom (2)rt1, G)nts, (Ant1, (B)ats. Poniewa: wa-
runki te zachodzg dla f;, wiec czynig im zados$é¢ wszystkie funkcje f» przy
wszelkim 7> 0. Nastepnie ustalamy zwiazki miedzy pochodnemi f'4n
i e ) : : ‘

Jezeli f' 1n (%) == 0 (przypadki my> 0 i my<O0), to

. !
(10) badz L.M:Tn [w przedzialach I i I5]
S n(x)
: o ‘ ;
A1) badz 1<IE® o o daiatach 1 § ], gdzie
A 4 (%)

’ _l“En-Yn"*“;‘an

(12) . Tp = Ti—e,—9,

(13) badi f' 4ty ) = F 40 (0. (=)

- [w przedziatach Z3¥; i 1f]
J 4 (x) =0

Jezeli za$ f' 1 (X) = 0 (przypadek my=0), to

badz F'1min (x) =0,

(14) badz

(15)

1
(16) badz If'+(7+1) W= Pl

Y Analogiczne zwigzki zachodza dla lewostronnych pochodnych,
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‘Podobnie, jak w §5; sprawdzamy mdukcy]me, ie
n=1

n":s dla kazdego x i n,

an |7 4n(0) | =
stad )
(18) |7 4 (x)[gL:[lo'cs dla kazdego x i n.

Analogicznie dla kazdego xelf (P=c¢,¢y,..0) i n>p:

(19), |F' 4n () |=|mp|.L, przy mp==0
. 1 _

(19), [f 4n (x) ] gm L, przy mp=0, gdzie,
(20) L=l

Dowody: o - )
1% @)  fux)=F(x); F—funkcja ciagl,
(22) | (x)~F(x)|_<_>s,,.lN. L dla kazdego x ¢l
2. ' ‘
(23) 11m f an (X) = llmf —n (JC) G (%) dla kazdego x ¢ /= o1
30. '
(24) F' (x) = G(x) dla kaidego x¢/

sg zupelnie takie same jak w §5. (Lemmaty I, Il 1l §4 sg i teraz
prawdziwe przy zastrzezeniu: My 0)

4%, Funkcja F(x) ma maxima wlasciwe w punktach zbioru ¥, mini-
.ma wlasciwe w punktach zbioru B i nie posiada extremdw wlascxwych
poza zbiorem W -I-%

Niech, np. x—aNzaNesa Na zasadzie (5)» w punkcie x=ay
zachodzi maximum wiadciwe lamanej, f, a wiec i funkcji “F(x) ze wzgle-
du na nieréwnosci (32) §4 (ktore | teraz sg prawdziwe),

Aby sie przekonaé, ‘ze poza zbiorem ¥ + B funkcja F(x) nie ma
extreméw wiadciwych, rozumujemy tak, jak w §5. Jezeli x lezy we-
wnatrz kazdego z przedziatéw.

(25) 101, lzﬂz,...lﬁ PR

i dla nieskoriczenie wielu 7: my==0, to w. punkcie x niema extremum
na zasadzie (32) §4. Jezeli za$ dla & =n.

(26) G mx=0 (k=n)
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to x nalezy do zbioru doskonalego ¥y (4% , w ktérym to zbiorze funkcja
F(x) przyjmuje stala warto§¢ F(x) = F (an) = f» (an). | w tym przypadku
w punkcie x nie moze zachodzi¢ extremum wiasciwe.

Zbiér doskonaly My powstaje z I w sposob nastepujacy. Usurimy
z If te punkty X, w ktérych fuy (%) ==/ (x). Pozostana conajmniej 2
przedzialy (zamkniete) postaci If. !). Z kazdym z nich powtarzamy te
samg operacjg <o z [§ i t. d. ad infinitum. Zbiér punktéw nieusunigtych
bedzie zbiorem Py.

W ten sposéb Twierdzenie A.
speinia warunek Lipschitza gdyz

jest udowodnione. Funkcja F(x)

CINCCIED
ze wzgledu na (18).

§ 7. Twierdzenie B.

Lemmat. Zaloienia.
(1) I=(a,b), K=(c,d) 2 odcinki otwarte
?) ACIL BCK

2 zbiory przeliczalne wszedziegeste odpowiednio na /i na K.

Teza.
B przy pomocy funkcji
niczkowalnej.

Dowdd. Niech

e A={a, @, ...0n ..},
(4) B={by, by ...0n..}

Zbiér A mozna odwzorowaé w sposéb podobny na zbiér
9(x) (@=x=0b) rosnacej | wszedzie réz-

Zagadnienie sprowadza sie do ustawienia elementdw zbiorow A i B
w ciagi
{xa} n=1,2,...

{}/n} fl=],2.. .
w ten sposob, zeby wzor

(5) In =9 (xn)

okreslal funkcje zadana: rosngca i rozniczkowalna.

Y Przedzialy N1 ING pozostang w kazdym razie.
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34 Zygmunt Zalcwasser.

Dajemy sobie ciag liczb {s,} n=1,2,... takich, ze
(6) 0<0,<1
(W] Szereg Zlc,z jest zbiezny
froes

Przystepujac  do konstrukcji odwzorowania zadanego, kladziemy
Xy =ay.
Punkt x, dzieli / na 2 odcinki /,®, 1,); stosunek diugodci tych od-

cinkéw niech bedzie

=
(@) M=

(przez 3 rozumiemy ogdlnie dlugosé odcinka &), Odcinek L® niech lezy
na prawo od /;®.

Punktowi x; = @, przyporzadkujemy jako y; pierwszy element by,
ciagu (4), ktéry dzieli K na 2 odcinki K@, K,® [K,™ na prawo od K]
takie, e

i D ‘ :
(9)1 1%-—— 1\<Gll “Ii_‘l!<61: gdZIe
|
Ko
(10) T Ko

Element igdany y, = bn, istnieje ze wzgledu na to, ze zbiér B jest
wszedziegesty w K.

Przypus¢my teraz, ze przyporzadkowali$my juz sobie w sposéb po-
dobny elementy

Xy, Xy, .. Kpet

Vis Yay oo e Y (>1)

Punkty te dzielg / i K odpowiednio na odcinki
an LD, L=, e,
(12) K=, Ko=), . Kyn=D

(/%% niech lety na prawo od I4™; to samo dla odcinkow KSPi KS™)

Jeieli n=l=0 (mod. 2), to okreslamy naprzéd x, jako pierwszy
element ciagu (3) réiny od X, Xs,...Xy—1. Punktx, lezy wewnatrz jednego
z odcinkéw (11) np. /57 ; stosunek, w jakim x, dzieli /87, niech be-
dzie %, Elementowi x, przyporzadkujemy jako y. pierwszy element
ciagu (4), polozony wewnatrz K(;,"l) i dzielacy ten odcinek w stosunku pn,
takim, ie jednoczesnie:
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g <qy
(9),1 o [<5r1;

Element zadany y. wyznaczy¢ mozna ze wzgledu na wszedziegestosé
zbioru B na K.

Jezeli zas n=0 (mod. 2), to okreslamy naprzéd v, jako pierw-
szy element ciagu (4), rozny od ¥, ¥y, ... ¥u—y. Niech y, nalezy do Ke-0
i dzieli ten odcinek wstosunku .. Elementowi y, przyporzadkujemy jako
X pierwszy element ciagu (3), polozony wewnatrz /™ j dzielacy 747"
w stosunku A, czynigcym zado$é nieréwnosciom (9).. Element x, istnieje
ze wzgledu na wszedziegestosé zbioru A na I

Jasnem jest, ze umowy powyisze okreslaja odwzorowanie podobne
A na B. Jednoczesnie zbiér 4.7 odwzorowywuje sie w sposéb po-
dobny na B.K® (r=1,2,...n+1) przy kazdym n.

Udowodnimy, ze przy kaidem 7 =0 zachodzi nieréwnos¢

T 7a n
=K <K fa+ey G<r<nt

m=0 I l(_") I m=0

(13)n

(Przyjmujemy tu oznaczenia: [, =1/, K = K; o, =0).
Nieréwnos¢ (13), jest prawdziwa. Zaléimy, ze zachodzi (13)5—1.
Odcinek I powstal w ten sposob, ie jeden z odcinkdéw (11) np.

I¢™ zostat przez punkt x, podzielony na 2 odcinki /% LP 19 jest
jednym z tych odcinkéw: 7=1% albo r=h+41. Zaléimy np., ze + = A.
Wtedy
- 2 - — 1, =5
n = 7., (n—1). ) = % (n—1)
(14) FO = g5, B0 KW= Kb
Latwo widzie¢, ze stosunek
Pen An
15 -
(15) THe. T4,

Wy

jast zawsze zawarty miedzy 1 a 3 niezaleznie od tego czy |J<,;%).".
n

Wobec tego nieréwnosci (9), daja

oy p-
—GOp < - :

(16) 1 ST T

<14 a,.

Nierownos$¢ ta w polaczeniu z wzorami (14) i prawdziwag z zalozenia
nieréwnoscia (13)s—1 (przy r =) daje (13),. Ta sama nieréwnosé (13),
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otrzymaliby$my, zakladajac r=/4-1. Nieréwnos¢ (13), jest wiec praw-
dziwa przy kaidem n. Wynika z niej natychmiast wazny wniosek

(17) Z}: S§§5235A§ - T (1< r< nt+1) przy kaidem n
gdzie
18) s=T(-ow>0 7=T1(1+0)
oba iloczyny nieskoriczone sa zbieine ze wzgledu na (7) i (6).

Z nieréwnosci (17) tatwo wyprowadzi¢, Ze przy dowolnych m

in==m o ‘
(19) ]._<_ S= Yu TT.:YI’,‘E K . T
I Xn — Xm I

Istotnie. Niech np. n>m i x, > %, Odcinek (%, X,) jest suma

pewnej liczby odcinkéw I, 1), .. 14"

k
(20) Ko — X = 2 I,
§==i

RAnalogicznie

&
(20y In —Vm = E-Z: Ks(m

T
Ponjewaz wszystkie stosunkigl_f(,,-)' (<5< k) czynig zados¢ (17),
8

wiec wzory (20) i (20)' dajg (19).
Okreslamy teraz funkcje ¢ (x) (¢ < x < ). JeZeli x = x,, to kladziemy

(5) @ (Xn) = yn
Jezeli za§ x nie nalezy do A, to
21 © (%) =lim ¢ (x4,) = lim yp,
koo Lyeses 4
gdzie {xn} £=1,2,... jest dowolnym ciagiem punktéw zdgzajacych do x:

(22) lim X, = X
oo

Przy pomocy (19) latwo dowies¢, ze granica (21) istnieje i wartogé

jei jest ta sama dla wszystkich ciadéw {x;,} zmierzajacych do x.
Z tejze nieréwnosci (19) wynika, ze funkcjia ¢ (x) jest wszedze

ciagla, oraz ie
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A
~[
~

Px+A)—9 ()
R

IA

(23) ;? .S

dla kaidego A. Funkcja ¢ stale rosnie, gdyz S>> 0.
Pozostaje udowodni¢, ze funkcja ¢ jest wszedzie rézniczkowalna

W tym celu uogdlnimy nieréwnosci (17) i (19).
Wezmy pod uwage jakis odcinek I®. Dowiedziemy, 7e dlakazdego

IA-(”“ C 17(71) (m = n)

(24)
Jest Te 77 (m) 7 (n)
K’_ 1, KS m, i n .
(25) T S = 7@ =Tn. 7@ » gdzie
(26) S =TI (1 —os 7o = IT (14,

RAby sie o tem przekona¢ usurimy z ciggu {x.} wszystkie punkty
letace nazewnatrz L™ (a wiec i krafce odcinka ™).

Pozostanie ciag nieskonczony Xu,, Xm, ... (73 <my<<...), ktdrego
elementy bedg tworzyly zbicr A . L. Naturalnie

27) n>n,

gdyz punkty X;, X, ... Xs z pewnoscig zostaly usunigte.
Teraz z ciagami {¥X,}, {y»,} 1 odcinkami L™, K® mozemy powto-
rzyé to samo rozumowanie co przedtem z ciggami {¥a}, {Vx} i odcinkami

I, K przy dowodzie (17). Otrzymamy.

7(‘(n) oo Rv(nl) R*(n) o=
@ e - =T = Jo M0t
Poniewaz
(29) Na-o)=S:; Ma+a)=Ts
=1 i=1 i

ze wzgledu na (27), wiec z (28) wynika (25).
Z (25) otrzymujemy najprzdd

?r(n) Yp— Vg Rr(ﬂ)
(31) —[;(n) -Sn § JCp _ .?Cqé 7,-(") T dn
dla kazdej pary punktéw X, i X, naleigcych do A .1®, a nastepnie:
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K" (s +h)—9 ()
(31) ‘ir-(”) - Se = % T =R '""]’;(n) T

dla dowolnych xe™ i x-he .
Teraz juz latwo sprawdzi¢ rézniczkowalnos¢ funkeji ¢ (x).
Niech naprzéd x nie nalezy do A. Poldzmy:

(32) 8y = Minim. {¥ — x|, |x — x|, ... |x — x|}

Niech x € ™; przy |#| <3, bedzie réwniez x -+ e /"™ i stosunek

¢ xth) =9 ()
h
bedzie czynil zado$¢ nieréwnosciom (31).
czynig wigc zados¢ liczby

Tym samym nieréwnosciom

(33) lim inf, £ETH =9 k) sz,(fj;hl)z_—w e

= ¢' (x); lim sup
e R0

=0 h
Wobec tego
- Y '
(54) 0=¢' () —¢ ()= *T—Y(W(Tn — Sn)
<K
=5 T(Ty — Sn) (patrz (17))
Porfiewai Jim Sy =lim 7, =1 (wzory (26)), wigc:
(35) —L‘El(x) =il(x)=‘f” ()C)

Istnieje wiec pochodna o' (x).
W przypadku X €A, x =x, ograniczamy sie do n>p i kladziemy

(32) 8 = Minim. {{x— x|, ... X —x,l, |x — xp04l, ... 16 —x,]}

Dalej rozumujemy jak poprzednio.

W ten sposéb nasz lemmat jest udowodniony. Zauwazymy, ie

(36) .S

IA

o (x)<=-T dlakazdego x

~I| =l
~l =l

ze wizgledu na (23).
Twierdzenie B. Zalozenia
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+) ACL ACHL A4.4,=0 I=(b),

(++) B.CK B,(CK B,.B,=0 K=(c, d)

’(+++) Zbiory przeliczalne 4; i A, sa oba wszedziegeste w /, a zbiory

“przeliczalne B, i B, sg wszedziegeste w K.
Teza. Istnieje funkcja o (x) (@ < x < b) rosnaca i wszedzie roz-
niczkowalna, ktéra jednoczesnie odwzorowywuje A; na B; i A, na B,
*Dowd6d. Niech

Al = {aﬂ(l)}: A’.’ = {a"(i)}’ B1 = {bn(l)}, Bg = {bn(g)}; n= 1, 2, 3, P

Utwoérzmy sumy A = 4;+A,, B=B,+ B,.
A ={a,}, B={bs}, gdzie
ay,  =a0 a,—a® by, =b® b, =b®

Ze zbiorami A i B postepujemy teraz w ten sam sposoéb jak
w Lemmacie, dbajac tylko o to, zeby elementom ciagu {a,} o wskaznikach
nieprzepartych (wzgl. parzystych) odpowiadaly elementy ciagu {bs}
réwniez o wskaZnikach nieparzystych (wzgl. parzystych). Dalszy ciag
rozumowania bez zmiany.

§ 8. Twierdzenie ogdine.

Twierdzenie. ZaloZenie:

1) AC1 BCL AZ.B=0

— 2 zbiory przeliczalne rozlaczne dane dowolnie i poloione na odcinku
otwartym [= (0, 1).

Teza. Istnieje funkcja H (%) (0 <x<1) wszedzie rézniczkowalna
posiadajgca maxima wilasciwe w punktach zbioru A, — minima wlasciwe
w punktach zbioru B i nie posiadajaca zadnych extreméw wiasciwych
poza zbiorem A - B.

Dowdéd. Latwo wskazad 2 zbiory przeliczalne A i B takie, ze

10 ACACE BCBCI
20 A.B=0
30 Oba zbiory A i B sa wszedziegeste na I=0 1)
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Na zasadzie ,Twierdzenia B” § 7 istnieje funkcja y = ¢ (x)
(0<x<1) rosnagca i wszedzie réiniczkowalna, ktéra odwzorowywuje
jednoczesnie A na % i B na B 1), gdzie % 1 B sa to zbiory § 4:

% — jest to zbidr maximéw, a ¥ — zbiér miniméw wlasciwych
funkcji (y) 0<y<1) §4.

W odwzorowaniu ¥ = ¢ (x) zbiorom A i B odpowiadajg pewne pod-
mnogosci A i B zbiordw A i B. Na zasadzie ,Twierdzenia A" § 6

% . jest zbioren maximow wiasciwych, a zbiér B -—
wilasciwych.
Funkcja.
@ H (%) = F{p ()}

jest funkcjg 7gdana.
Qwaga. Pochodna /' (x) jest ograniczona (poniewaz ograniczone
sg obie funkcje F' (y) i @' (x)).

zbiorem miniméw

O=sxx1)

p . .
) Rolg zbioréw 4, i A, §7 graja teraz 4 i B, a role B, i B, grajg A1 B

a=c¢=0, =a=1. e posiugiwania s TOW m =1
3 0, & d 1. 1d h g i¢ odwzorowanie y ()C) zawdzigcza
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RESUME.

Nous convenons de dire gu'une fonction f(x) définie dans un
intervalle = (¢ < x < b) est ,,une fonction de Kdpcke” si elle est dérivable
dans I et vérifie la condition:

(#) l'ensemble de zéros de la fonction dérivée f'(x) est dense
dans I,

L'existence des fonctions jouissant de la dite propriété a été démontrée
pour la premiére fois par Képcke. Outre cela ces fonctions peuvent
jouir d’autres propriétés intéressantes, elles peuvent:

1) croitre constamment (M. Pompeiu);

2) admettre un ensemble dense (dans /) de traits d’invariabilité
(M. Mazurkiewicz);

3) admettre un ensemble dense de maxima et de minima stricts
(Képcke); ’

4) admettre un ensemble dense de maxima stricts sans avoir un
seul minimum strict (M. Mazurkiewicz),

Aux §§2 — 5 je donne des exemples simples de toutes ces
singularités, en se servant toujours de la méme méthode géometrique
bien intuitive, qui est, & mon égard, une simplification des procédés
constructifs classiques indiqués par M.M. Képcke, Broden, Schoen-
fliess.

Aux § 6 — 8 jobtiens un résultat nouveau:

A i B étant deux ensembles dénombrables sans points communs donnés
d'ayance sur un intervalle = (2 < x < b), il existe une fonction dériva ble
H(x) (a<x<b) quis

1° admet un maximum strict pour tout xed;

2° admet un minimum strict pour tout X € B;

3° p’admet aucun extremum strict en dehors des

A et B

ensembles
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J'arrive & cet théoréme de la maniére suivante:

Au § 4 j'avais obtenu une fonction dérivable F(x) (2 <x Xb) telle
que les ensembles 2 et 25 de maxima et de minima de la fonction F
sont tous les deux denses dans /=(a<x<b). Au §6 je démontre,
qu'on peut détruire une partie (arbitraire) d'extrema stricts de la fonction
F sans introduire des nouveaux extrema stricsts; je démontre notamment
le suivant

sThéoréme A”. 9 (C u et (B étant deux sous - ensembles
quelconques des ensembles % et B nommés tout a I'heure, il existe une
fonction dérivable F(x) (¢ <x<b) dont les ensembles de maxima et de
Puis je démontre (au §7) le second théoréme auxiliaire,

»Théorédme B”. Prémisses.:

1) A et B sont deux ensembles dénombrables sans points com-
muns situés a l'intérieur d’'un intervalle /= (a Sx <b) et denses dans J

2) Aety sont deux ensembles analogues. relatifs & un autre
intervalle

K=(=y<a.

Thése. 1l existe une fonction y = 9 (x) (@ £ x <b) croissante et
dérivable qui établie simultanément une correspondance biunivoque entre 4
et u et entre B et 8" De ces théorémes auxiliaires le résultat principal se
déduit en quelques lignes.

Soient A et B deux ensembles dénombrables sans points communs
situés & lintérieur de /=(a<x<b). Ces ensembles ne sont pas

nécessairement tous les deux denses dans I, mais on peut toujours
trouver deux autres ensembles dénombrables tels que:

) ACACIL BCBCI 2) A.B=0q 3) A et B sont denses
dans /

Soit y = o (x) (6 £x<b) une une fonction croissante et dérivable
qui donne une réprésentation semblable des ensembles A et B sur les
ensembles A et & de maxima et de minima de la fonction F
(a <y £b) construite au § 4. La transformation y = ¢ (x) fait correspondre
aux sous - ensembles A(C A et B(C B deux sous - ensembles AC o
et B (C 5. En vertu de ,,Théoréme A* il existe une fonction dérivable
F(y) (a<y <b) dont les maxima stricts forment précisement I'ensemble
% et les minima stricts — l'ensemble &. En posant
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H(x)=F{p (0} (a<x<b)

on obtient la fonction cherchée H: - .
1% ‘elle est dérivable dans /; 2° elle admet un maximum strict pour

tout x € A et un minimum strict pour tout x ¢ B, 3" elle n'admet aucun
extremum strict en dehors des ensembles 4 et B. .

Remarque. Toutes les fonctions construites au présent mémoire
vérifient la condition de Lipschitz.
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