icm

ANTONI PLRMITZER.

Utwory pewnej klasy przeksztalcen
kwadratowych

pomigdzy ukladami plaskiemi, wzgl. zwigzkami.

Erzeugnisse einer Klasse quadratischer Verwandtschaften
zwischen Grundgebilden zweiter Stufe.

W czesci I-ej niniejszej pracy ustalam n przeksztalcen kwadratowych
pomiedzy jednoimiennemi elementami ukladu plaskiego, oraz kaidego
z posréd 7 kolineacyjnych ukladéw plaskich. Podobnie ustalam tez 7
przeksztalcert kwadratowych pomiedzy jednoimiennemi elementami wiazki,
oraz kazdej z posrdd n kolineacyjnych wigzek. W trzech dalszych czesciach
tej rozprawy omawiam wlasnosci trzech, czterech i pieciu ukladow plas-
kich, wzgl. wiazek, pomiedzy ktéremi zachodza powyisze przeksztalcenia
kwadratowe. W czedci ll-ej badam tez wilasnosci krzywych plaskich
i powierzchni stozkowych 5-ej klasy (wzgl. 5-go rzedu) i 3-go rodzaju,
ktére sg utworami trzech takich ukladéw ptlaskich, wzgl. wigzek. W czesci
lll-ej omawiam!) niektdére wlasnosci powierzchni krzywolinjowej 5-go
rzedu, z podwdjng krzywa skosng rzedu 3-go, ktéra jest utworem trzech
takich wigzek plaszczyzn. Nastepnie badam wlasnosci krzywej skosnej
9-go rzedu i 6-go rodzaju, ktdra jest utworem czterech takich wigzek
plaszezyzn, Utworom tym podporzadkowane sa dwoiécie powierzchnia
krzywolinjowa 5-ej klasy i powierzchnia rozwijalna 9-ej klasy.

W czesci IV-ej przechodze do zagadniern geometrji linji prostej.
Przyjmujac trzy, cztery i pieé takich wiazek (wzgl. ukladéw plaskich),
badam wiasnosci komplekséw prostych 5-go stopnia, kongruencyj prostych
9-go stopnia i powierzchni skos$nych 28-go stopnia, ktére sa utworzone

1) Szczegolowe badania wlasnosci tej powierzchni oglosze w osobnej rozprawie.

1. Prace Matemat.-fizyczne t. XXXV. 1
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przez proste, przecinajace homologiczne proste uwazanych utworéw. Przy
szesciu wigzkach (ukladach plaskich) wystepuje 40 prostych, z ktérych
kazda przecina sze$¢ homologicznych prostych danych utworéw.

L.

1. Pomiedzy ukladami plaskiemi (), (@,)... (v,), ktére posiadajg

rézne od siebie plaszczyzny podstawowe o (1=1,..., 1), ustanédwmy
ogélne kolineacje za posrednictwem laficucha ogniw
(1) % (03) % (05) % ... % (o). (1)

Punkty. (wzgl. proste) podporzadkowane sobie w tych ukladach oznacza¢
bedziemy przez A;, Ay ..., 4n, a owe proste homologiczne przez
Ay, Qgy v ony Ane

Pomiedzy punktami ukladu plaskiego (@), ktérego podstawa jest
dowolna (i réina od ) plaszczyzna ©, oraz punktami ukladu (o)
ustandwmy ogdlne przeksztalcenie kwadratowe (przeksztalcenie
kremonjariskie 2-go stopnia), wyrazone symbolem:

(0) 7 (@) @

Ni“echajl punkty: L, M, N ukladu (w) i punkty: X, ¥, Z, ukladu (e,)
bedg punktami gldwnemi, a proste x = NM, y =N L, z= L M ukladu (w)
iproste: [, =2, Y, m =2 X,, n, =X, Y, uktadu (o) beda prostemi giéw-
nemi owego przeksztalcenia kwadratowego. — Woéwczas
punktowi A ukladu (w), ktéry nie lezy na zadnej prostej gléwnej tego
ukiadu, podporzadkowany jest w ukladzie (©,) jeden i tylko jeden
punkt A;, nie przynaleiny do zadnej prostej gléwnej ukladu (@), i na
odwrét. Natomiast punktowi glownemu np. L ukiadu (®) podporzadko-
wane s3 w ukladzie (o) wszystkie punkty prostej glownej I, oraz pun-
ktowi gléwnemu np. Z;, ukladu (»,) podporzadkowane sg w ukladzie (w)
wszystkie punkty, lefgce na prostej glownej z. Podobne wlasnosci posia-
dajg elementy gléwne: M i m;, N i m, Xix, oraz ¥, i ¥ uwazanych
ukladéw. ‘

Z zaleinosci geometrycznych (1) i (2) wynikajg bezposrednio prze-
ksztatcenia kwadratowe pomiedzy punktami ukladu (») i pun-
ktami kazdego z pozostalych ukladéw plaskich (w,), (@5), .., (ws), co
wyrazi¢ mozemy symbolem:

(@) 72 (wy), () 72 (w3), ..., (0)'2 (wn). ©)

Punktom gléwnym X, V), Z, i prostym gléwnym 4, m,, n, ukladu
ptaskiego (v,) niechaj—w mysl relacji (1)—podporzadkowane bedg odpow.
2
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punkty X, Y, Z, i proste 4, m, n, 1 =2, 3,...,n) w ukladzie (®). Skon-
struowane pod (3) przeksztalcenia kwadratowe posiadajg te¢ ¢haraktery-
styczng wlasnosé, ze: Punkty L, M, N ukladu () i punkty X,, ¥, Z,
uktadu () sa punktami giéwnemi, a proste x=NM, y=NL, z=LM
ukladu (@) i proste L, =Z Y, m =2 X, n=X Y, ukladu () sg pro-
stemi gléwnemi owych przeksztalcei kwadratowych. — Dowolnemu pun-
ktowi A ukiadu (), nie lezacemu na Zadnej prostej gtéwnej tego ukiadu,
podporzadkowany jest w ukladzie (v) jeden i tylko jeden punkt A,
nie przynaleiny do zadnej prostej gtownej ukladu (w), i naodwrét. Owe
punkty A, sa oczywiscie — w my$l relacji (1) — elementami homo-
logicznemi kolineacyjnych ukladéw ().

W dotychczasowych rozwaianiach przyjmowaliSmy dowolne i réine
od siebie plaszczyzny za podstawy ukladéw plaskich. Skoro zalozymy,
te omawiane ukiady plaskie (@), (@)),..., (©x) posiadaja wspélna
plészczyzne podstawowa o, to otrzymamy szczegSlny przypadek zaleznosci
geometrycznych, wypisanych pod (1), (2) i (3).

2. Stosujac zasade #dwoistosci w przestrzeni do rozwazarn us:tepu
1-go, otrzymamy wprost analogiczne zaleznosci geometryczne pomlqdzy
ptaszczyznami wigzek $rodkowych (W), (W), ..., (W2), ktérych
érodkami (wierzchotkami) sa: a) albo réine od siebie punkty W, Wy, ..., Wy,
b) albo tez punkty zjednoczone w punkcie W. W szczegélnosci ustano-

wimy (dla t=1, 2, ..., 7) pomiedzy wiazkami (W) ogdlne kolineacje
za pogrednictwem laricucha ogniw
(W) 2 (Wa) = (W) % ... % (W) (1a)

oraz ogdlne przeksztaicenia kwadratowe (przeksztalcenia kre-
monjariskie 2-go stopnia) .
(W) =2 (W) (22)
(W) =2 (W), (W)= (W), ..., (W)=* (W) (32)
pomiedzy plaszczyznami tych wiazek. Skonstruowane w ten spo-
séb przeksztalcenia kwadratowe posiadajg te charakterystyczna
wlasnoéé: Plaszczyzny M, p, v wiazki (W) 1 plaszczyzny &, ", G
wiazki (W), podporzadkowane dwoiscie elementom giéwnym l.., M,_ N
i X, Y, Z (ust. 1) ukladéw plaskich () i (), sa plaszczyznami glow-
nemi, a proste: x=vp, y=v\ z=X\p wiazki (W) i proste: L, =¢, s
m, =&, n =g wiazki (W) sa prostemi gtéwnemi owych przek:%.ztalcen,
przyczem plaszezyzny &, M, G, i proste 4, m, 7, sa— w mysl relacji (1a)—
elementami homologicznemi kolineacyjnych wigzek (W), (W5), ... (W).
3
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Dowolnej plaszczyinie « wigzki (W), nie przechodzacej przez iadng
prostg gléwna tej wiazki, podporzgdkowana jest — na mocy relacyj
(2a) i (3a) — w kaidej wigzce (W,) jedna i tylko jedna plaszczyzna
o, nie przechodzaca przez zadng prostg gléwna wigzki (W), i naodwrot.

Natomiast plaszczyZznie giownej np. » wiazki (W) podporzadkowane sg -

w-wiazce (W) wszystkie plaszczyzny, przechodzace przez prosta gldwna .
Te same uwagi odnoszg sie tez do elementéw gléwnych: p. i m, v i n,
g, ix, m iy oraz ¢ i 2 tych wiazek.

Do utworéw zasadniczych 2-go gatunku, ktére wystepuja w rozwa-
zaniach ust. 1-go i 2-go, zastosujemy dwa zasadnicze dzialania geometrp
rzutowej, t. j. rzucanie i przecinanie.

Rzucajgc poszczegdlne uklady
plaskie (®), (©,),... (w:) odpow.
z dowolnych punktéw W, W, ...,
W przestrzeni (wzgl. z. jednego
i tego samego punktu W), otrzy-
mamy wigzki srodkowe (W), (W),

, (Wh).

Pomigdzy prostemi a= WA, a1 W4, ..., a.= W, A, wiazek,
wypisanych po stronie lewej, zachodza — na mocy relacyj (1), (2) i (3)
ust. 1-go — ogdlne kolineacje

Przecinajac poszczegdlne - wigzki
W), (Wy),...(W,) odpow. do-
wolnemi plaszczyznami o, oy,. .. 6,
przestrzeni (wzgl. jedna i tg sanfa
plaszczyzng o), otrzymamy uklady
plaSkie (@)) (ml)» AR (m,,),

(W) % (W) % (W) % ...n (W) (1b)
oraz ogdlne przeksztatcenia kwadratowe
(W) =* (W) (2b)
(W) = (W), (W) = (W), ..., (W) 72 (Wa). (3b)
Podobnie pomiedzy prostemi a=w O, @) =, Gy, ..., Ay = W, Oy

ukladéw plaskich, - wypisanych po stronie prawej, zachodza — na mocy
relacyj (la), (2a) i (3a) — ogdine kolineacje

(o) % (0,) % (0g) % ... % (w) (1c)
oraz ogdlne przeksztaicenia kwadratowe
(o) 7 (@) (29

(m) w2 (m2)l ("“) L (mﬂ) rrens (w) = (“’3)- (SC)

Elementami gf6wnemi powyiszych przeksztalcer (dlav=1, 2
4

. n) sag:
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prostel= WL m=WMn=WN
wiazki (W) i proste x, =W, X,
Y=WY, 2 W Z wiazki (W),
oraz plaszczyzny ¢=nm,n=nl,
t=1Im wiazki (W) i plaszczyz-
ny )‘L =2 Yy =2 X, V=X
wiazki (W)).

proste =0} m=op, =0V
ukladu (©) i proste x, =&, ¢, ¥, =
=, 7, 2, = ot ukiadu (0), oraz
punkty X=nm, Y=nl, Z=1Im
ukladu (e) i punkty L, =2y,
M, =z x, N, = x,y, ukladu ().

Dowolnej prostej a wiazki (W), wzgl. ukladu (), nie przynaleinej do
zadnej plaszczyzny gidwnej wzgl. zadnego punktu gléwnego tego utworu,
podporzadkowana jest w wigzce (W), wzgl. wukladzie (»,), jedna i tylko
jedna prosta a,, nie przynalezna do 2adnego elementu gléwnego tego utworu.
Natomiast prostej gléwnej np. [ wiazki (W), wzgl. ukladu (®), podpo-
rzadkowane sg w wigzce (W), wzgl. w ukladzie (@), wszystkie proste,
lezace na plaszczyznie gidwnej ), wzgl. przechodzace przez punkt gltéwny L.
Te same uwagi odnosza sie tez do elementéw gtéwnych: m i th, £ iV,
§ix, iy, iz wiazek (W)i (W), orazmi M, niN,Xix,YViy,
Z i z, ukladéw plaskich (o) i (o).

Zauwazy¢ nalezy wkoricu, ze wymienione w tym ustepie zwigzki
geometryczne otrzymaé moglibysmy bezposrednio, stosujac analogiczne
rozwazania do rozwazan ust. 1-go. Z relacyj (la) i (2a) wynika bowiem
zalezno$¢ (3a); podobnie z relacyj (1b) i (2b) wynika zaleznos¢ (3b), a wreszcie
z relacyj (1c) i (2¢) zaleznos¢ (3c).

IL

3. Pomiedzy punktami trzech ukladéw plaskich (@), (o) i (w,),
ktére posiadajg wspdlng plaszczyzne podstawowa o, niechaj zachodza

zaleznosci: .
(07) % (o), (0) 7 (), () = (o5), (4)

wymienione pod (1), (2) i (3) w ust. 1-ym. Na plaszczyZnie w obierzmy
dowolny staly punkt P, i zbadajmy, ile przez P, przechodzi takich pro-
stych, z ktérych kaida zawieralaby po trzy homologiczne punkty owych
ukiadéw.

Celem zbadania tej zaleznosci, ustalmy pomiedzy prostemi s i &'
peku (P,), o wierzchotku P, i plaszczyinie podstawowej ®, pewna odpo-
wiednioéé. Dowolng prosta s tego peku uwazajmy za podstawe szeregu
punktéw s (4, B, C,....), ktdry przynalezy do ukladu (®). Wiadomo nam
z teorji przeksztaicen kwadratowych — p. relacja (4) — ie homologlczne
punkty ukladéw (©,) i (®,) leza odpow. na stozkowych Sti Sz, przyczem
zachodzg rzutowosci szeregéw punktéw:
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s(4, B, C...) RSt (Ay B, Cyy .. )R S3(Ay By G\,
ktére wypisa¢ mozemy w skréconej formie symbolicznej
() A (ST A (SH).

Proste, laczace Iqwomologiczne punkty Ay i 4y, By i B,, ... rzutowych sze-
regéw (S1) i (S3), sa stycznemi krzywej 4-ej klasy S, ktora jest scigle
zwigzana z uwazang prosta s. Dla poszczegdlnych prostych s, £, ... peku
(P,) skonstruowaé mozemy w analogiczny sposob krzywe S, T, ...
klasy 4-ej. Kazdej prostej s peku (P,) podporzadkujemy cztery styczne s,
wykreslone z punktu P, do odpowiedniej krzywej S,. — Kaida prostas’,
jako styczna s''= R R, krzywej S,, przechodzi przez dwa homologiczne
punkty R; i R, kolineacyjnych ukladéw () i (®,). Element §'—o ile jest
rézny od trzech prostych zjednoczonych e, = e, f; = f,. 1 &, = &, ukladoéw
(@,) % (0,) — zawiera¢ moze jedna i tylko jedna pare punktow houmologicz-
nych R, i R, tych ukladéw. Poniewai owej parze R, R, podporzadkowany
jest w uktadzie (0) — w mysl relacji (4) — jeden i tylko'jeden punkt
R, przeto prostej s' peku (P,) odpowiada jedna $cisle okreslona prosta
s = Py R, laczaca wierzcholek P, z owym punktem R.

. Pomiedzy prostemi s i §', ... peku (P,) skonstruowalismy tedy !) od-
powiednio$c [1, 4] - znaczng, a kazda z pigcin prostych zjednoczonych
tej odpowiedniosci posiada te wlasnosé¢, ze przechodzi przez trzy ho-
fm()lo)giczne punkty (rp. R, R, i R,) danych ukladéw plaskich (®), (o)
i (). :

) Uwaga._ Powyiszy dowdd nie ulegnie zmianom, jeieli punkt P, zjednoczy sie
z ktorymk_oIWIek: a) punktem gléwnym (ust. 1) ukladu (w;), wzgl. (w,), b) z czterech
1(:;1;1](?:) zjednoczonych uktadéw (w) i (o), wzgl z czterech takich punktéw ukladéw

). . .
Jezeli wierzchotek P, zjednoczy sie z punktem gléwoym np. L
ukladu (o), to wéwezas otrzymamy rzutowe szeregi punktow:

S(A: B, C,...)Ksl (Al, B., Cl, --')XSZ (Az, Bg, Cg,‘..),

ktorych 'podstawami sq proste przechodzace: s przez P, = L, 1 przez
punk‘t 'glowny Xi ukladu (w), s, za$ przez punkt gléwny X, uktadu (o).
W miejsce poprzednio wystepujacej krzywej 4-ej klasy S, i odpowiedniosci
[1, 4] - znacznej, otrzymamy teraz stozkowa S, i odpowiednios¢ [1, 2] -

'

R . . . . =
Strat ) .Frttz. Klletr.z w sw_e] rozprawie ,(iber Orter von Treffgeraden entsprechender
en in eindeutig u. linear .verwandten Strahlengebilden erster bis vierter Stufe”

Borna — Leipzig 1909, na str. 18 ustal i i
3 L a analogiczn d ios¢ -
dla trzech kolineacyjnych wigzek. °  odpoviedriost (2 1] - zoaczna
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znaczna pomiedzy prostemi § i §' w peku (Py). Wnosimy stad, ie przez
punkt P, = L przechodza trzy proste zjednoczone owej odpowiedniosci,
z ktérych kazda zawiera trzy homologiczne punkty ukladéw (v), (o)) i ().
Uwzgledni¢ jednak musimy, ze punktowi gtéwnemu L podporzadkowane
sa (ust. 1) w ukiadach () i (w,) wszystkie punkty na prostych gléw-
nych [ i ., Owe punkty, jako homologiczne elementy koline&cyjnych
ukladéw (o)), (©,) i tworza rzutowe szeregi punktow (4) A (&), ktérych
utworem jest stozkowa L2 Przez P, = L przechodza dwie styczne § =S, Sy
i t =T, T, tej stoikowej, taczace punkty homologiczne Sy i Sy, wzgl. Tyi T,
owych szeregéw. Poniewai styczna s zawiera trzy punkty S=1L, $iS,
a styczna ¢ zawiera trzy punkty 7= L, 77 i T, przeto przez punkt Py =L
przechodzi (wraz z trzema poprzednio wyznaczonemi) réwniez pigc takich
prostych, z ktorych kazda zawiera po trzy homologiczne punkty ukiadéw
(0), (o)) i (@)

Do tego samego wyniku dojdziemy tez przy pomocy odpowiedniosci
[3, 3] - znacznej, ustanowionej pomiedzy prostemi s i s' pomotniczego
peku (P,). W ukladach (w)=?(w;) skonstruujmy dwa rzutowe szeregi
punktéw homologicznych

s(A, B, C,.. A S} (A4 By, Cyy ..

a nastepnie wyznaczmy punkty Q; i R, przeciecia sig prostej s ze stoz-
kowa S..-W peku (P,) kaide] proste] s — zawierajace] dwie pary punktow
homalogicznych Q1 Q, R i Ry ukladéw (0) i (o) — podporzadkujmy
takie dwie proste §, ktére tacza Py z odpowiadajacemi im punktami
Qs i R, trzeciego ukladu (w,). Natomiast szeregowi punkiéw, s' (Qy T ...)
o podstawie s' = P, Q, niechaj podporzadkowane beda w ukiadach (o) i (o)
dwa szeregi punktéw -

S2(Q, T,..) A s1(Qu T, ...,

ktérych podstaWami sg stozkowa S' ‘i prosta s'i. Proste Q Qi -TTy,-...
$a stycznemi krzywej 3-ej klasy Sy, ktora jest écisle zwigzana z uwazang
prostg . Otéz kazde] prostej ' peku (P,) podporzadkujemy frzy styczne's,
wykreslone z wierzchotka Py do owej krzywe] S,. Pieé prostych zjednoczo-
nych odpowiedniosci [3, 2] - nacznej pomiedzy elementami s i §' do-
wodzi, ze przez P, przechodzi pigd takich prostych, z ktérych kazda
zawiera po trzy homologiczne punkty ukladow (o), (@1) i (w3). »
Uwaga. W przypadku P, = L na prostej s lezg réwniez dwie pary punktéw homo-
logicznych: Q=88 1Q, Ry=sl1 R =1L ukladéw (w)n? (w,). Pozatem powyzszy dowod
nie ulega zmianom.’ ’
.Dowiedliémy zatem prawdziwosci nastepujacego twierdzenia:
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Skoro pomigdzy punktami ukiadu plaskiego (o), oraz punktami
kazdego z dwdch kolineacyjnych uktaddw plaskich (o)) i (@) ustanowimy
preeksztaicenia kwadratowe, to wowczas: przez dowolny punkt P, —
lezacy na wspdlnej plaszczyZnie podstawowej tych trzech ukiadéw —
przechodzi piec takich prostych, Ze na kazdej z nich lezq trzy punkty
homologiczne owych uktadéw.

Na prostej zjednoczonej €; = ¢; ukladéw kolineacyjnych (wg) i (w,),
posiadajacych wspélng podstawe o, leig dwa rzutowe szeregi punktéw
homologicznych

1 (Al, Bl, Cl, poe ) X =) (Az, B?,, Cz, ‘e .),

ktérym w ukiadzie (0) podporzadkowany jest szereg punktéw E? (4, B, C, ...)
na stozkowej E2. Skoro przez B i C oznaczymy punkty przeciecia sie
prostej e1 = €, ze stozkowg E?, to dwie tréjki punkiéw: BBy By i CC; G
przynaleig do owej prostej zjednoczonej. A zatem:

Na kazdej z trzech prostych zjednoczonych ukladéw kolineacyjnych
(®1) i (wg) — posiadajacych wspélna plaszczyzneg podstawowa — lezg
dwie tréjki homologicznych punktéw badanych wkiadow (w), (w1) i (o).

Zauwazyé wkoricu musimy, e przeprowadzone dowody w ust. 3 nie
ulegajg wcale zmianie, jesli staly punkt Py a) leie¢ bedzie na prostej
zjednoczonej np, e; = &, b) identyczny bedzie z punktem zjednoczonym np.
G: = G kolineacyjnych ukiadéw (o;) i (ws), w ktérym przecinaja sie dwie
proste zjednoczone e =e, i fi = /.. W powyiszych przypadkach przez P,
przechodzi tez pigc prostych, z ktérych kazda zawiera po trzy homologiczne
punkty ukladéw, spelniajacych relacjg (4). Ale w przypadku: a) dwie
z tych pieciu prostych zjednoczyly sie z owa prosta e; = e b) dwie
zjednoczyly sig z prostg e, = €, dwie dalsze z prostg f; = /5, a piata prosta
przechodzi przez punkty Gi= G, i G,

4. Wypisanym powyzej (ust. 3) twierdzeniom podporzadkowane sg —
w mysl rozwazan ust. 2-go — twierdzenia nastepujace:

Skoro pomigdzy ptaszczyznami wigzki (W), oraz ptaszczy-
znami kazdej z dwdch kolineacyjnych wigzek (Wi) i (We) ustanowimy
przeksztalcenia kwadratowe, to wéwczas: na dowolnej plaszczyznie w, —
pr‘zechodzacej przez wspolny wierzcholek tych trzech wiazek — lezy
piec takich prostych, ze przez kazdq z nich przechodzq trzy ptaszczyzny
homologiczne owych wiqzek.

W Pz-(z‘;z)kaquhz ;rze‘cih prostych zjednoczonych kolineacyjnych wigzek
1) i (W2) przechodzq dwie trojki 1 /
), (W) i?‘%). 4 Sjki  homologiczhych plaszczyzn wigzek

Skoro plaszczyzna m, przechodzi: a) przez prosta zjednoczona e; = &,
b) przez dwie proste zjednoczone e, =, i f; = f» wiazek (W) i (W), to
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wéwczas Z pieciu prostych plaszczyzny ®, — z kt6rych kazda przynaleizy
do trzech homologicznych plaszczyzn trzech wigzek — w  przypadku:
a) dwie zjednoczyly sig z prosta & = ey b) dwie zjednoczyly sie z prosta
e; = s, a dwie dalsze z prostg fi = fa

Skoro pomiedzy prostemi ukiadu
plaskiego (w), oraz prostemi kaz-
dego z dwéch kolineacyjnych ukla-
dow plaskich (@) i (@) ustanowi-
my przeksztalcenia kwadratowe, to
wéwczas: na dowolnej prostej g, —
lezacej na ws p 6lnej plaszczyZnie
podstawowej tych ukladéw — lezy
piec takich punktow, ze przez kai-
dy z nich przechodza trzy proste
homologiczne owych ukiadéw.

Przez kaidy z trzech punktéw
zjednoczonych kolineacyjnych ukla-
déw (e,) i (w,) przechodza dwie tréj-
homologicznych prostych wiazek ki homologicznych prostych ukla-
(W) (W) 1 (W) dow (o), () i (@2).

Uwaga: Twierdzenia wypisane po stronie prawej podporzadkowane sa, w mysl
zasady dwoistodci w uktadzie plaskim, twierdzeniom ust. 3-go. Podobnie twierdzenia,
wypisane po stronie lewej, podporzadkowane sa, w mysl zasady dwoistosci w wigzce,
twierdzeniom, podanym na poczatku ust. 4-go.

Skoro prosta p,: a) lezy na plaszczyZnie zjednoczonej & = & (wzgl.

przechodzi przez punkt zjednoczony E: = E), b) lezy na dwéch plaszezy-
znach zjednoczonych & =& i g1 = g2 kolineacyjnych wigzek (W1) i (W2)
(wzgl. przechodzi przez dwa punkty zjednoczone E.=E; i Fi=F; koli-
neacyjnych ukladéw (or) i {@2)), to wowczas z pigciu plaszczyzn (wzgl.
punktéw). prostej p, — z ktérych kazda przynalezy do trzech prostych
homologicznych wiazek (W), (W3) i (W2), wzgl. ukladéw (o), (o1 i (w2) —
w przypadku:
a) dwie plaszczyzny zjednoczyly i a) dwa punkty zjednoczyly sie
sie z elementem & = &, b) dwie z elementem Eij=F:; b) dwa
plaszczyzny zjednoczyly sig z ele- punkty zjednoczyly sie z elementem
mentem a dwie dalsze E, = E,, a dwa dalsze z punktem
z plaszezyzng 91 = @2 Fy = F.

Skoro pomiedzy prostemi wiazki
(W), oraz prostemi kazdej z dwdch
kolineacyjnych wiazek (W,) i (W)
ustanowimy przeksztalcenia kwa-
dratowe, to wowczas: przez do-
wolna prostg p, — przechodzaca
przez wsp 6lny wierzchotek tych
wiazek — przechodzi piec takich
plaszczyzn, ze na kazdej z nich le-
g trzy proste homologiczne owych
wigzek.

Na kazdej z trzech plaszczyzn
zjednoczonych kolineacyjnych wia-
zek (W1) i (W) leia dwie tréjki

g = &y,

5. Dowiedziemy teraz prawdziwosci twierdzenia:
Skoro pomiedzy punktami ukiady plaskiego (w), oraz punktami
kazdego z dwdch kolineacyjnych ukiadéw plaskich (wy) i (wy) — lezacych
9
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e

wraz z ukladem (0) na wspélnej plaszczyZnie podstawowej — ustano-
wimy przeksztalcenia kwadratowe, to wowczas: 0got prostych, z kiorych
kazda przechodzi przez trzy punkty homologiczne owych uktadow, utworzy
w ogdlnosci krzywg (plaska) klasy &-ej, rzedi 14-go i rodzaju 3-go.
Trzy proste zjednoczone kolineacyjnych ukladdéw (w1} i (02) sq stycznemi
podwijnemi tej krzywej.

W istocie bowiem przez dowolny punkt P, plaszczyzny o prze-
chodzi (ust. 3) pie¢ prostych, z ktérych kaida zawiera po trzy homo-
logiczne punkty ukladéw (w;), (@) i (w,). Poniewaz owe proste sg stycz-
nemi badanej krzywej K;, przeto jest ona klasy 5-¢j.

Z uwagi na to, zé punktom gléwnym np. Xi i Xz ukladéw
(w1) i (@) podporzadkowane sa (ust. 1) w ukladzie (o) wszystkie punkty
na prostej gléwnej x, przeto prosta X = Xi X» przechodzi przez trzy ho-
mologiczne punkty X, =X, % X, 1 X, ukladéw (@), (o) i (o), wigc
jest styczng krzywej K;. Podobnie proste Y; Yy i Zy Z,, laczace dalsze
dwie pary punktéw gidéwnych ukladéw (o) i (0,), sa tei stycznemi
krzywej K;.

Niechaj punktowi zjednoczonemu Q= Q, ukladéw ()= (v;) pod-
porzadkowany bedzie w ukladzie (o)) punkt Q. .Prosta ¢=Q Q Q,
laczaca punkty Q = Q, i Q,, przechodzi wiec przez trzy homologiczne
punkty owych ukiadéw i jest styczna krzywej K;. A zatem: Przez kazdy
z czterech punktéw zjednoczonych ukladéw () #? (w,), oraz przez kazdy
z czterech punktéw zjednoczonych ukladdw (w)w? (,), przechodzi jedna
styczna krzywej K, laczaca 6w punkt z homologicznym punktem trzeciego
ukiadu.

Niechaj punktowi zjednoczonemu np. E; = E, kolineacyjnych ukla-
déw (w,) i (w,) podporzadkowany bedzie w ukladzie (o) punkt E, to prosta,
laczgca punkty E i E; = E,, jest oczywiicie styczng badanej krzywej K.
Podobnie, skoro dwém dalszym punktom zjednoczonym F, = F, i Gy = G,
tych uktadéw podporzadkowane sg w trzecim ukladzie () odpow. punkty
F i G, to proste, lgczgce punkty F i F, =F,, wzgl. Gi G; = G,, s3 tez
stycznemi krzywej K.

Zbadajmy wkoricu zachowanie sie prostej zjednoczonej np. & = ¢,
kolineacyjnych ukladéw (o) i (@,) wzgledem krzywej K;. Poniewaz na
prostej e, = @, ktéra przechodzi przez punkty zjednoczone F; = F, i G, = G,
leza (ust. 3) dwie tréjki homologicznych punktéw B, B, B, i C, C;, C,
ukladéw (©), (©;) i (0,), a nadto z posréd pieciu stycznych krzywej K,
przechodzacych przez dowolny punkt P, prostej e, = e, dwie styczne
zjednoczyly sie (ust. 3) z owa prostg e, = e, przeto: element ¢, = e, jest
styczng podwdjng krzywej K,. A zatem trzy proste zjednoczone e, = e,
fi=r.1 g =g kolineacyjnych ukladéw (o) i (0,) sg stycznemi po-
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dwojnemi badanej krzywej Kj, c. b. d. w. — Wreszcie zanotowac na-
lezy, ze krzywa klasy 5-ej z trzema stycznemi podwéjnemi jest (dla n =5,
9 =3) rzedu n(n—1)—29=14-go i rodzaju Y, (n—1) (n—2)—3 =
= 3-go.

Stosujac do poprzednich rozwaian zasade dwoistosci w “ukladzie
ptaskim, dochodzimy do twierdzenia:

Skoro pomiedzy prostemi ukladn plaskiego (), oraz prostemi
kazdego z dwoch kolineacyjnych uktadéw ptaskich (w)) i (w)) — lezacych
wraz z ukladem (o) na wspélnej plaszczysnie podstawowej— ustanowiny
przeksztatcer'zia kwadratowe, to wowczas: 0gof punktéw, z ktorych kazdy
jest punktem przeciecia sig trzech prostych homologicznych owych uktadow,
tworzy krzywa (ptaska) rzedu 6-go, klasy 14-ej i rodzaju 3-go. Trzy
punkty zjednoczone kolineacyjnych ukladéw (o)) i (v,) sq punktami po-
dwdjnemi tej krzywej.

Dwom twierdzeniom tego ustepu podporzadkowane sa, w mysl zasady
dwoistosci w przestrzeni, bezposrednio nastepujace twierdzenia:

Skoro pomiedzy prostemi wiazki’
(W), oraz prostemi kazdej z dwéch
kolineacyjnych wigzek (W) i (Ws)—
posiadajacych wraz z wiazkg (W)
wsp6lny wierzchotek — usta-
nowimy przeksztalcenia kwadra-
towe, to wowczas: ogdl plaszczyzn,
z ktérych kaida przechodzi przez
trzy proste homologiczne, tych
wigzek, utworzy stoZek klasy b-ej,
rzedu 14-go i rodzaju 3-go. Trzy
plaszczyzny zjednoczone kolinea-
cyjnych wiazek (W) i (W) sa
plaszczyznami podwdjnie - styczne-
mi tego stozka.

Skoro pomiedzy plaszczynami
wiazki (W), oraz plaszczyznami
kazdej z dwéch kolineacyjnych
wiazek (W;) i (W) — posiadaja-
cych wraz z wiazka (W) w spélny
wierzchotek — ustanowimy prze-
ksztaicenia kwadratowe, to wow-
czas: ogél prostych z  ktérych
kazda jest prosta przeciecia sie
trzech plaszczyzn homologicznych
tych wigzek, utworzy stozek rze-
du 5-go, klasy 14-ej i rodzaju
3-go. Trzy proste zjednoczone
kolineacyjnych wiazek (W;) i (W3)
sa tworzgcemi podwéjnemi tego
stozka.

Korzystajac z rozwazan ust. 4-go, moglibyémy tez bezposrednio do-
wieé¢ prawdziwosci powyzszych twierdzen.

6. Krzywa K; klasy 5-ej i rodzaju 3-go niechaj bedzie (ust. 5)
utworem trzech ukladéw plaskich (), (@) i (), ktére spetniaja relacje (4)
ustepu 3-go. Dowolna styczna a= A A, A, krzywej K, przechodzi przez
trzy homologiczne punkty 4, A; i A; owych ukladéw. Skoro uwzglednimy
0gdt stycznych a=A Ay Ay, b=BB By c= CC, G, ... krzywej K, to
zbadaé¢ moizemy miejsca geometryczne: .

11


GUEST


12 Rntoni Plamitzer.

a) punktéw 4, B, C, ... ukladu ().

b) punktéw A4, B, C,... (t=1, 2) ukladu (w).
W tym celu weimy pod uwage szereg punktéw s (P, Q....) w ukladzie
(), ktérego podstaws jest dowolna prosta s, oraz homologiczne szeregi
punktéw w ukladach (e;) i (,), ktérych podstawami (p. ust. 3) sg stoi-

kowe Sii S3. Rzutowe szeregi punktdw

S(P Q.. )ASHP, Qu..) A ST, Q)

posiadajal) pigc takich tréjek homologicznych punktéw, z ktérych kaida
tréjka lezy na jedne] prostej. Poniewaz kazda taka tréjka wyznacza
styczng krzywej K, przeto na dowolnej prostej s lezy piec takich punktéow
A,..., przez ktdre przechodzg styczne a=A A; A, ... krzywej K.
Dowiedliémy zatem, ze: w przypadku @) miejscerr geometrycznem punktéw
A, B, C,...ukladu (v) jest krzywa plaska C% rzedu 5-go.

Niechaj prosta s przechodzi przez punkt gléwny np. L ukladu ().
W miejsce poprzednich szeregéw otrzymamy teraz (p. ust. 3) trzy rzu-
towe szeregi

S, Q. )RS (P Qu. )RSy (Py Q.. ),

ktére posiadaja frzy takie tréjki homologiczniych punktéw, z ktorych
kazda tréjka leZy na jednej prostej. Owe -trzy tréjki wyznaczajg trzy
styczne a= A A Ay, b=BB, B, i ¢ = C C, C; krzywej K;. Uwzgledni¢
musimy. nadto, e punktowi gléwnemu L podporzadkowane sg (ust. 1)
w kolineacyjnych ukladach (o) i (@,) dwa rzutowe szeregi punktow

LDy Ty Vi o YANL(Dyy vy Ty Viy o)

na prostych gtéwnych I, i l,. Przez L przechodza dwie proste £ = Ty T,
i v=V,V, ktére lgcza homologiczne punkty tych szeregéw i sg stycz-
nemi do stoikowej, bedacej utworem szeregow (L) A (f,). Owe proste
t i v sg zarazem stycznemi krzywej K;, gdyz lacza tréjki homologicznych
punktéw L=1T, Ty i T, wzgl. L=V, V, i V, naszych ukladéw. Skon-
struowane w ten sposéb styczne @, b, ¢, £ i v krzywej K; wyznaczajg na
podstawie s pie¢ punktow: A=as, B=bs, C=cs, L=tsil=vus
przecigcia sie prostej s z badang krzywa C° rzedu 5-go. Poniewaz dwa
z pigciu owych punktéw zjednoczyly sie z punktem L, a prosta § jest
dowolng prosta, przechodzaca przez L, przeto: punkt giéwny L jest punktem
podwdjnym krzywej C°.

Y) Rudolf Sturm: Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, Leipzig
u. Berlin 1908, Bd. 1. Ne 177.
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Z rozwazan naszych wynika, ze krzywa C° rzedu 5-go z trzema .
punktami podwéjnemi L, M i N (ktére sq punktami gléwnemi (ust. 1)
ukladu (®)), jest krzywa klasy 14-ej i rodzaju 3-go. Rodzaj tej krzywej
otrzymamy tez w inny sposdb, jesli skorzystamy z podstawowego twier-
dzenia Clebscha. Pomiedzy stycznemi ¢ = A A, A,, b= BB, B,, ... krzy-
wej K; klasy 5-ej i rodzaju 3-go, a punktami 4, B, ... krzywej C* zacho-
dzi odpowiednio$¢ [1,1] - znaczna, wiec C® jest krzywg rodzaju 3-go,
c. b. d w.

Stosujac zupelnie analogiczne rozwazania do szeregu punkiéw
t, (P, Q. ...) ukladu (w), gdzie v=1, 2, a element £, jest dowolna prosta—
podobnie jak to uczynili§my dla szeregu punktéw s (P, Q, ...), nalezacego
do ukladu (©) — wykaza¢ mozemy z latwoscia, ze: w przypadku b) miej-
scem geometrycznem punktéw A, B, C,... ukladu (o) jest krzywa
ptaska C* rzedu 4-go, klasy 12-ej i rodzaju 3-go. )

Zauwazy¢ nalezy, ze krzywa C° rzedu 5-go, z trzema punktami podwéjnemi L,
M i N, przeksztalca sig — za posrednictwem relacji (@) =2 (wt), dla t=1,2, —na krzy-
wa rzedu 10-go, ktéra rozpada sig oczywiscie na trzy podwdjnie liczone proste glowne
L, m, i n, (ust. 1) ukladu (wy), oraz na krzywa C* rzedu 4-go, dla ktérej punkty giéwne

‘X‘_ Y, i Z, uktadu (w,) sa punktami pojedyrnczemi.

A zatem prawdziwe sg twierdzenia:

Skoro przez a=A A, Ay, b=B B, B, ... oznaczymy poszczegilne
styczne krzywej K, klasy 5-ej i rodzaju 3-go — kidra jest (ust. 5) utwo-
rem trzech ukladéw plaskich (@), (o)) i (w,), spelniajacych relacje (4)
ustepu 3-go — fo wdwczas: ,

a) punkty A, B, ... ukiadu (o) le2q na krzywej C* rzedu 5-go, klasy
14-¢j i rodzaju 3-go, dia ktdrej punkty gidwne L, M i N uktadn () sq
punktami podwdjnemi.

by punkty A, B, ... (t=1, 2) ukiadu (o) lezq na krzywej C! rzedu
4-go, klasy 12-ej i rodzaju 3-go, dla ktérej punkty gléwne X, Y, i Z,
uktadn () sq punktami pojedyticzemi.

Wiadomo nam (ust. 5), Ze prosta ¢ = Q; Q, }aczaca punkt zjedno-
czony Q= Q, ukladéw () 7* (@) z homologicznym punktem Q, ukladu
(o), jest styczna krzywej K;. Wnosimy stad, ze punkt Q= Q; lezy na
krzywych C i Ci, punkt Q, na krzywej C3. Podobnie, punkt zjednoczony
R =R, ukladéw (w) =2 (v,) lezy na krzywych C® i C3, a podporzadkowany
mu punkt R; uklada (v,) lezy na krzywej Ci. Wiadomo nam réwniez
(ust. 5), ze prosta e = E E, E,, laczaca punkt zjednoczony E, ='E, ukla-
déw (v;) % (0,) z homologicznym punktem E ukladu (w), jest sfyczn?
krzywej K;. Wnosimy stad, ze punkt E, = E, lezy na krzywych Ci 1 C3,
a punkt E na krzywej C°. A zatem:
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Cztery punkty zjednoczone ukladéw (o) i (@) leza
na krzywych C3 i Ci, a podporzadkowane im punkty
ukladu (w,) leig na krzywej C3. Cztery punkty
zjednoczone ukladéw () i (0,) leza na krzywych
C5i Ci a podporzadkowane im punkty ukiadu (v;)
lezg na krzywej Ci. Trzy punkty zjednoczone koli-
neacy;nych uktadéw (w,) i (o) leza na krzywych Ci
i Ci, a podporzadkowane im punkty uktadu (w) lezq
na krzywej C3,
Poniewaz w ukladach kolineacyjnych (o) i (0,) pomiedzy punktaml
A,, B;, ... krzywej C} a punktami homologicznemi A, By, ... krzywej Cs
zachodzi odpowiednio$¢ [1, 1] - znaczna, przeto proste a——A A, b=

= B, B,, ..., laczace podporzadkowane sobie punkty, utworza') krzywa Cq
klasy (4 -+ 4) = 8-ej. Z rozwazan jednak tego ustepu wiadomo nam, Ze proste
a= A, A, b= BB, ... preechodzg odpow. przez homologiczne punkty

A, B, ... ukiadu {0) i sa stycznemi krzywej K; klasy 5-ej. Te pozorna
sprzecznodé wyjasnimy, jesli uwzglednimy, ze punkty zjednoczone E; = E,...
kolineacyjnych ukladéw (o) i (©,) leza réwnoczesnie na krzywych CtiGs.
Kaida prosta, przechodzaca przez punkt E; = E,, jest oczywiscie styczna
do krzywe]j C;, ale tylko jedna prosta, przechodzaca przez punkty E; = E,
i E, jest styczng krzywej K;. Krzywa C; rozpada sie zatem na trzy peki
prostych, ktérych wierzcholkami sz punkty zjednoczone ukladéw (w;)
i (w,), oraz na krzywa K,, bedaca obwiednig prostych a = A4, 4,, b=
=B, B,,..., c. b.d. w.

' Rowniez odpowiednio$é [1, 1]-znaczna zachodzi (dla t=1, 2) po--

miedzy szeregami punktéw C*(4, B,...) i C* (4, B, ...), ktérych podsta-
wami sg krzywe C* i C! rodzaju 3-go. Poniewaz cztery punkty zjedno-
czone Q= Q, ... ukladéw () = (®,) lezg réwnoczesnie na tych krzywych,
przeto utworem uwazanych szeregéw jest krzywa C, klasy (54 4) = 9-¢j,
ktora rozpada sie na cztery peki prostych o wierzchotkach Q@ = Q. ...,
oraz na krzywa K, klasy 5-ej, bedaca obwiednia prostych a=A4 4,
b=BB, ...

7. Stosujgc zasady dwoistosci do rozwazan ust. 6-go, otrzymamy
nastepujace twierdzenia:

Skoro pomiedzy prostemi ukladu plaskiego (v), oraz prostemi kaz-

dego z dwéch kolineacyjnych ukladéw (m,) i (@,)-—lezacych wraz z (@) na
wspolnej plaszczyinie podstawowej — ustanowimy przeksztalcema kwa-
dratowe, a przez:

Y R. Sturm, 1. ¢. Bd. I. Nr. 177.
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A=aa a, B=bb b, ... oznaczymy poszczegdine punkty krzywej
K5 rzedu 5-go i rodzaju 3-go, bedgcej (ust. 5) utworem tych uktaddéw,
to wowczas:

a) proste a, b,... ukladu (v) sq stycznemi krzywej C, klasy 5-ej,
rzedu 14-go i rodzaju 3-go, dla kidrej proste gtowne [, m i n ukiadu (©)
sq stycznemi podwdjnemi. . :

b) proste a, b, ... (v=1, 2) ukladu (v) sq stycznemi krzywej C',
klasy 4-gj, reedu 12-go i rodzaju 3-go, dla kicrej proste gidwne x, y, i 2
uktadn (0) sq stycznemi pojedyriczemi.

Cztery proste zjednoczone ukladéw (©) i (o) — dla
v=1,2, »=2,1 — sa stycznemi krzywych C; i C%,
a podporzadkowane im proste ukladu (w,) sg stycz-
nemi krzywej C*,. Trzy proste zjednoczone kolinea-
cyjnych ukladéw (0} i (»,) sa stycznemi krzywych
C', i C%, a podporzadkowane im proste ukladu ()
sg stycznemi krzywej C,.

Skoro pomiedzy plaszczyzaami (wzgl. prostemi) wiazki (W), oraz
plaszczyznami (wzgl, prostemi) kazdej z dwéch’ kolineacyjnych wiazek
(W) i (W,), posiadajacych wraz z wiazka (W) wspolny wierzcholek,.
ustanowimy przeksztalcenie kwadratowe, a przez:

Q=00 0,0=0p8... 0znaczy- | s=aaa, f=050b"b,... oznaczy-
my poszczegdlne tworzace Sfozka | my poszczegblne plaszczyzny stycz-
K3 rzedu 5-go i rodzaju 3-go, be- | ne stoika K; klasy 5-ej i rodzaju
dacego utworem (ust. 5) tych wia- 3-go, bedacego utworem (ust. 5)
zek, to wéwczas: tych wigzek, to wdwczas:

a) plaszczyzny o, f,... wiazki a) proste a, &, ... wiazki (W)
(W) sa plaszczyznami stycznemi ' sa tworzgcemi stozka T rzedu
stozka [, klasy 5-ej, rzedu 14-go | 5-go, klasy 14-ej i rodzaju 3-go,
i rodzaju 3-go, dla ktérego plasz- dia ktérego proste glowne [, min
czyzny gléwne A, p i v wigzki (W) wigzki (W) sg tworzacemi podwdj-
sg plaszczyznami podwdéjnie-stycz- nemi.
nemi.

b) ptaszczyzny @, B, ... (=1, 2) b) proste a,, b, ... (t=1,2) wigz-
wiazki (W) sa plaszczyznami stycz- |~ ki (W) sa tworzacemi stozka I'!
nemi stozka I*, klasy 4-ej, rzedu rzedu 4-go, klasy 12-ej i rodzaju
12-go i rodzaju 3-go, dla ktérego 3-go, dla ktérego proste gléwne
ptaszczyzny gidwne &, %, 1 ¢ wiaz- x, ¥, 12 wiazki (W) sa tworza-
ki (W, sa plaszczyznami stycz- cemi pojedyriczemi.
nemi.
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Cztery plaszczyzny zjednoczone (wzgl. proste zjednoczone) wiagzek
(W) i (W) —dlav=1, 2, »=2, 1 — s3 plaszczyznami stycznemi stoi-
kow [y i ¥, (wzgl. sa tworzacemi stozkéw I i I'%), a podporzadkowane
im plaszczyzny (wzgl. proste) wiazki (W,) sa plaszczyznami stycznemi
stozka T, (wzgl. sg twarzacemi stozka I,*), Trzy plaszczyzny zjednoczone
(wzgl. proste zjednoczone) kolineacyjnych wiazek (W) i (W,) sa plasz-
czyznami stycznemi stozkéw I%, i I™, (wzgl. sg tworzacemi stozkéw I'#
i I.%), a podporzadkowane im plaszczyzny (wzgl. proste) wiazki (W) sa
ptaszczyznami stycznemi stoika I, (wzgl. sg tworzacemi stoika I'%).

8. Pomiedzy punktami czterech ukladéw plaskich (»), (o,), (@)
i (uy), ktdre posiadaja wspdlng plaszczyzng podstawowa o, niechaj zacho-
dzg zaleinosci:

(@) % (@) % (03), (0) #* (0y), (0) 7 (), (o) 72 (ay), ()

wymienione pod (1), (2) i (3) w ust. 1-ym. Zbadajmy, czy istnieja takie
czworki homologicznych punktéw tych ukladéw, z ktérych kazda czwoérka
lezalaby na jednej prostej.

W tym celu poszczegdlnym stycznym a=A A, 4,, b=BB; B,, ...
krzywej K* klasy 5-ej i rodzaju 3-go, ktéra jest (ust. 5) utworem trzech
uktadéw (@), (o) i (@,), podporzadkujmy punkty A,, B,... ukladu (o).
Poniewai jednak punkty A4, B, ... (t=1, 2) ukladu (») leza (ust. 6) na
krzywej C* rzedu 4-go, klasy 12-ej i rodzaju 3-go, przeto z kolineacji
uktadéw (@) i (;) wynika bezposrednio, ze: punkty A,, Bj, ... ukladu
(o) przynaleza do krzywe] Cj rzedu 4-go, klasy 12-ej i rodzaju 3-go.
W ustanowionej odpowiedniosci [1, 1] - znacznej pomiedzy stycznemi
a=AA A, b=BB B, ... kizywej K; i punktami 4, B,,... krzywej
Ci istnieje ) (5 4+4) =9 takich stycznych d=D D, D,, ... krzywej K,
z ktdrych kazda przechodzi przez podporzadkowany jej punkt D, .. . krzy-
wej C3. Innemi slowy: ukiady plaskie, spelniajace relacje (5), posiadaja
dziewigd takich czwérek homologicznych punktow, z ktorych  kazida
czwérka (np. D D, D, D,) lezy na jednej prostej.

Do tego samego wyniku dojdziemy, jesli obok krzywej K; weZmiemy
pod uwage krzywa S; klasy 3-ej, ktérej stycznemi sa?) proste o' = A, A, 4,,
b'= B, B, By, ..., przechodzace odpow. przez tréjki homologicznych punk-
téw kolineacyjnych ukladéw (), (@,) i (v;). Niechaj prostej zjednoczo-
nej g, = e, uktadéw (v,) i (0,) podporzadkowang bedzie w ukladzie ()
prosta e; to wdwczas punktowi G, przeciecia si¢ elementéw e, i e, = e,

1) R. Sturm, 1. c. Bd. . Nr. 177.
*) Th. Reye, Die Geometrie der Lage, Leipzig 1910, Bd. H (IV-e Rufl) S. 86.
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podporzadkowane sg w ukladach (w;) i (0,) odpow. punkty C, i C,, lezgce
na prostej e, = ¢,. Prosta zjednoczona e, = e, przechodzi zatem przez trzy
punkty homologiczne C, C,, C; i jest styczna krzywej S;,. Prosta
e, = e, jest réwnoczesnie (ust. 5) styczng podwdéjng krzywej K.

Wspélna styczna krzywych K; i S; powstaé moze: a) ze zjednocze-
nia sie stycznej @ = A A A, kizywej K, ze styczna &' = B, B, B, krzywej
Sy, lub ) ze zjednoczenia sig stycznej a = 4 A4, A, krzywej K; ze styczna
a' =4, Ay Ay krzywej S;. W przypadku a) prosta @ = &' przechodzi przez
punkty A, By i A, By, wiec jest prostq zjednoczong e, = ey = A, B, = A, B,,
kolineacyjnych ukiadéw ()i (w,). Natomiast w przypadku b) prosta a= a'
przechodzi przez cztery punkty homologiczne 4, 4;, 4,1 4, da-
nych ukladéw (w), (o), (0)) i (0,). Krzywe K; klasy 5-ej i S, klasy 3-ej,
oprécz trzech podwdéinie liczonych wspdinych stycznych e, = ey, f, = f,
i & = g, (ktére sg prostemi zjednoczonemi kolineacyjnych ukladéw (w,)
i (®,)), posiadaja (15—2.3) =9 dalszych stycznych wspélnych, a kazda
z nich zawiera po cztery homologiczne punkty danych ukladéw. Uklady
ptaskie, spetniajace relacje (5), posiadaja tedy dziewigd charakterystycz-
nych czwérek punktéw homologicznych, z ktérych kazda czwérka lezy na
jednej prostej, ¢. b. d. v

Prawdziwo$¢ tego twierdzenia wykaza¢ mozemy wreszcie, skoro po-
miedzy prostemi plaszczyzny podstawowej o ustanowimy pewna zalei-
no$¢ geometryczng, podporzadkowujac kaidej prostej s= P P, prostg
§' = P, P,, gdzie przez P, P,, P, i P; oznaczone sgq homologiczne punkty
ukladéw plaskich, spelniajacych relacje (5).

Wiadomo, Ze szeregowi punktéw s (4, B,...) ukladu (@) podpo-
rzadkowany jest ~— p. relacja (5) — w ukladzie (®;) szereg punktéw
82 (A, B, ...) na stozkowej Si. NiechajP, i R, beda punktami przeciecia
sig prostej 5 ze stozkowg S%, to: dowolnej prostej s = P P, = R Ry, ktéra
zawiera dwie pary punktéw homologicznych ukiadéw (w) 7? (o), podpo-
rzadkowaé¢ mozemy dwie proste §', przechodzace przez punkty homolo-
giczne P, i B, oraz R, i R, ukladéw (w,) i (0;). Natomiast kazdej pro-
ste] &, na ktérej — o ile nie jest prosta zjednoczong kolineacyjnych
uktadéw (w,) i (0,) — lezeé moze tylko jedna para punktéw homolo-~
gicznych P, i P, tych ukladdw, podporzadkujemy jedng prosta s =P P;,
przechodzaca przez odpowiadajace im punkty P i P, ukladéw (w) i (w;).
Zbadaé nalezy jeszcze dalsze wlasnosci tej odpowiedniosci [1, 2]-znacznej.

Skoro w wypisanych powyzej szeregach

s(A,B,..., PR T, ..)NSi(A, By, ..., P,R, Ty, ...)
punktéw homologicznych ukladéw (w) =2 (w;), podstawie s podporzadku-

jemy stozkowa Si, to wdwczas pekow]_prostych T(s,...) o wierzcholku

2. ‘Prace matemat,-fizyczne t. XXXV. 17.
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T podporzadkowany jest rzutowy do niego pek stoikowych (Si,..),
ktérego punktami podstawowemi sa purkt Ty i trzy punkty glowne X,
Y., Z, ukladu (). Z uwagi ne to, ze prosta § =P P, = RR, przecina
stozkowa S; w punktach P, i R, przeto: dla poszczegdlnych prostych
s§=PR peku T(s,...) miejscem geometrycznem punktéw P i Ry, ...
ukladu (v,) jest krzywa 73 rzedu 3 go, bedaca') utworem rzutowych pe-
kéw T(s,...) i (S1,...). Uzyskanemu w ten sposéb szeregowi punktow
T} (P, R, ...)uktadu () odpowiadaja, za posrednictwem relacji (5), w ko-
lineacyjnych ukladach (w,) i (@) dwa szeregi punktéw homologicznych:
T3Py Ro..) i T3 (Py, Ry ...), ktérych podstawami sa krzywe plaskie
T5 i T3 rzedu 3-go. Z odpowiedniosci [1, 1] - znacznej pomiedzy punktami
P, i Py, Ry i Ry, ... tych szeregdw wynika, ie proste Py Py, Ry Ry, ... sa?)
stycznemi krzywej Ty klasy (3 3) = 6-ej. Poniewaz proste Py Py, R, Ry
oznaczyliémy poprzednio symbolem §, przeto wykazalismy, ze: pekowi
prostych T'(s,...) podporzadkowany jest pek 7;(s,...) prostych stycz-
nych §,... do krzywej 6-ej klasy 7.

Prosta s' = P, P,, na ktérej leze¢ moze tylko jedna para punktéw
homologicznych P, i Py kolineacyjnych ukladéw (@) i (»;), uwazajmy za
przynaleina do ukiadu np. (®;) i oznaczmy przez s;. Elementowi s; pod-
porzadkowana jest w ukladzie (wy) prosta s, przechodzaca oczywiscie
przez punkt P, a pekowi prostych Uj (8, ...) o dowolnym wierzcholku
U, podporzadkowany jest rzutowy do niego pgk prostych U, (s, ...).
Homologiczne proste tych pekéw przecinaja sie w punktach P, = 8y S,...
stozkowej U3, ktora uwazaé moiemy za podstawe szeregu punktéw
U2 (P,, ...) ukladu (w,). Szeregowi temu odpowiadaja, za posredniclwem
relacji (5), w ukladach (o)) i (0) dwa szeregi punktéw homologicznych:

U2 (P, ...) 1 UH(P, .. ),

ktorych podstawami sa w ukladzie (o)) stozkowa U3, a w ukladzie (o)
krzywa U* rzedu 4-go i rodzaju 0-go, z trzema punktami podwojnemi
L, M i N (punkty gléwne). Z odpowiedniosci {1, 1] - znacznej pomiedzy
punktami P, i P,... tych szeregéw wynika, ie proste P, P, ... sg stycz-
nemi krzywej U, klasy (24 4) = 6-ej. Poniewaz prosta P; P oznaczy-
lismy poprzednio przez s, a element §' przez §;, przeto wykazaliSmy, Ze:
pekowi prostych U, (s',...) o wierzcholku U; podporzadkowany jest pek
Uy (8, ...) prostych stycznych s,... do krzywej 6-ej klasy U,.

Y} Pliicker, Theorie d. algebr. Kurven, Bonn 1839, S. 56.
% R. Sturm, l. ¢. Bd. L. Nr. 177.
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Pomigdzy prostemi s i §' plaszczyzny podstawowej @ ustanowiliémy
tedy taka odpowiednios¢ {1, 2] - znaczng, w ktérej — o ile T i U; sa do-
wolnemi punktami plaszczyzny o — pekowi prostych T'(s,...) podpo-
rzadkowany jest pek 7; (s',...) prostych stycznych krzywej 6-ej klasy T,
oraz pekowi prostych U; (¢,...) odpowiada pek U; (s,...) prostych .
stycznych krzywej 6-e klasy U, Powyisza odpowiednios¢ posiada ?)
(1 +2+46) =9 prostych zjednoczonych s = &', a na kazdej z nich — jak
z latwoscia stwierdzimy — lezy czwérka homologicznych punktéw P, Py,
P, i P; uwazanych ukliadéw. A zatem:

Skoro pomiegdzy punktami ukfadu ptaskiego (w), oraz punktami
kazdego z trzech kolineacyjnych ukladéw plaskich (o)), (@,) i (o) —leia-
cych wraz z ukladem (w) na wspélnej plaszczyZnie podstawowej —
ustanowimy przeksztatcenia kwadratowe, to wowczas: istnieje dziewiegc
takich czwdrek homologicznych punktéw tych ukladow, z ktérych kazda
czwirka lezy na jednej prostej.

Prawdziwe sa réwniez twierdzenia:

Skoro pomiedzy prostemi uktadu ptaskiego (), oraz prostemi

' kazdego z trzech kolineacyjnych ukladow plaskich (w)), (w,) i (03) —leza-

cych wraz z' ukladem (®) na wspdlnej plaszczyZznie podstawowej —
ustanowimy przeksztafcenia kwadratowe, to wowczas: istnieje dziewigd
takich czwdrek homologicznych prostych tych ukiadow, z ktorych kazda
czworka przechodzi przez jeden punkt.

Skoro” pomiedzy ptaszczyznami (wzgl. prostemi) wiqzki (W),
oraz plaszczyznami (prostemi) kazdej z trzech kolineacyjnych wig-
zek (W), (W,) i (W,) — posiadajacych wraz z wiazka (W) wspéliny
wierzcholek — ustanowimy przeksztatcenia kwadratowe, to wéwczas: ist-
nieje dziewiec takich czwdrek homologicznych ptaszczyzn (prostych).
tych wigzek, z ktérych kazda czwirka plaszczyzn przecina sig w jednej
prostej (wzgl. kaida czwdrka prostych lezy na jednej plaszczyZnie).

.

9. Trzy dowolne i rézne od siebie punkty W, W; i W, uwatajmy
za wierzcholki wiazek (W), (W,) i (W), a trzy dowolne i rézne od siebie
plaszczyzny ©, o, i 6, za plaszczyzny podstawowe ukladow plaskich (w),
(©) i (1,). Prawdziwe sa wowczas nastepujace twierdzenia, ktdre sa sobie
podporzadkowane w mys! zasady dwoistosci w przestrzeni:

%) R. Sturm, L. ¢. Bd. IV. Nr. 839.
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Skoro pomiedzy plaszczyzna-
mi wigzki (W), oraz plaszczyzna-
mi kazdej z dwdch kolineacyjnych
wiqzek (W) i (W),) ustanowimy
przeksztatcenia . kwadratowe, to
wowczas: na dowolnej prostej p,—

ktéra nie przechodzi przez rdoine

od siebie wierzcholki tych wigzek—
lezy piecdtakich punktow, ze przez
kazdy-z nich przechodzq trzy ho-
mologiczne ptaszczyzny tych wiq-
zek.

20° ) ___Antoni Plamitzer,

Skoro  pomiedzy  punktami
nktadn plaskiego (), oraz punkta-
mi kazdego z dwich kolineacyj-
nych ukladow ptaskich (w) i (w0,)
ustanowimy przeksztalcenia  kwa-

dratowe, to woéwczas: przez do-

wolng prostq p, — ktéra nie lezy
na réznych od siebie plaszczyznach
podstawowych tych ukladéw —
przechodzi pied takich plaszczyzn,

Ze na kazdej z nich lezq trzy -ho--

mologiczne punkty tych nkiadow.

W istocie bowiem przez prosta p, poprowadimy dowolna plasz-
czyzne o, taka jednak, aby nie przechodzila przez wierzchotki W, W,
i W, przyjetych wiazek. Plaszczyzna o przetnie te wigzki w trzech ukla-
dach plaskich (), (®;) i (), przyczem (ust. 2) pomiedzy prostemi ukiadu
(w) 1 prostemi kaidej z dwéch kolineacyjnych ukladéw {(w;):i.(,) zacho-

dza przeksztalcenia kwadratowe. Na danej prostej <p, lezy (ust. 4) piec
takich punktéw A,, By, G, D, i E,, ie przez kaidy z nich przechodzg trzy .

homologiczne proste owych ukladéw, a temsamem i trzy homologiczne
plaszczyzny danych wiazek (W), (W;) i (W;). — Owe punkty wcale nie
sg zaleZne od poloienia plaszczyzny o. Poprowadzmy bowiem inng plasz-

czyzng ©*, to uzyskane w analogiczny sposéb uklady plaskie (@), (v7)

i (o]) posiadaja te wlasnosé, ie na prostej p, lezy pie¢ punktéw A7, By
Coo Dy 1 Ej, a w kazdym z nich, np.. w punkcie A* przecinajg sig trzy
homologiczne proste @', aj i a} tych ukladéw, a temsamem i trzy homo-
logiczne plaszczyzny o, o, i @, danych wiazek: Poniewaz plaszczyzna o
przecina sie z elementami «, o i 2, w trzech prostych a, a, i a,, ktére
sa prostemi homologicznemi ukladéw (o), (o), (w,) i przechodza przez
punkt Aj, przeto A{ zjednoczy¢ sie musi (ust. 4) z jednym z wymienio-
nych poprzednio junktéw A, ..., E;. Te same uwagi stosujg sie tez
i do pozostalych punktéw By, ..., EI, wiec na prostej p, lezy tylko piec
punktéw, o omawianej wlasnosci, ¢. b. d. w. )

- Prawdziwosci tego twierdzenia mozemy: dowiesé, ustalajac pewna
odpowiednios¢ [1, 4] - znaczna pomiedzy punktami prostej p,. Pekowi
plaszczyzn ¢ (2, §,...) wiazki (W), ktérego o$ ¢ = W C przechodzi przez
dowolny punkt C prostej p,, podporzadkowane sg w wigzkach (W)
i (W) — jak nam wiadomo z teorji przeksztatceri kwadratowych — dwa
rzutowe peki

B3 (o Bro o) B T2 (2B )
20
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plaszczyzn stycznych do stozkdw 2-go stopnia I7 i % Owe peki utworza
powierzchnie skosng @ stopnia 4-go, a cztery punkty C' przeciecia
sig tej powierzchni z prostq p, podporzadkujmy punktowi C. Przez
kazdy otrzymany punkt C' przechodzi tworzaca &, = 8 B, powierzchni @4, -
przyczem owa tworzaca jest dwusieczng krzywej skosnej 3-go rzedu S3,
bedacej’) miejscemn geometrycznem punktéw przeciecia sie homologicz-
nych prostych dwéch kolineacyjnych wigzek (W;) i (W,). Poniewai ogot
dwusiecznych krzywej S jest kongruencja K, rzedu 1-go i klasy 3-ej,
przeto przez dowolny punkt C' prostej p, przechodzi jedna i tylko jedna
prosta &y, = §, B, tej kongruencji. Plaszczyznom B, i B, wigzek (W;) % (W)
podporzadkowana jest w wiazce (W) plaszczyzna B, ktéra wyznacza na
prostej p, jeden i tylko jeden punkt C=8p,, odpowiadajgcy punk-
towi C'. — Ze skonstruowanej w ten sposéb odpowiedniosci [1, 4]-znacz-
nej pomiedzy punktami C i C' prostej p, wynika, Ze przez kazdy z piecin
punktdw zjednoczonych tej odpowiedniosci przechodzi trojka plaszezyzn
homologicznych badanych wiazek (W), (W,) i (W.), c. b. d. w.

Wkoricu; zamiast odpowiednioéci [1, 4] - znacznej, mozemy wziaé pod
uwage pewng odpowiednios¢ {2, 3] - znaczng pomiedzy punktami prostej p,.
Pekowi plaszczyzn ¢ (2, By, ...) wiazki (W), ktérego o ¢, = W, C, prze-
chodzi przez dowolny punkt C; prostej p,, podporzadkowane sa”— jak
wiadomo — wigzkach (W) i (W,) dwa rzutowe peki plaszczyzn

r: (0(, ﬁ’ . ') /( Cy (dix [it!l " ')!

ktorych podstawami sz stoiek 2-go stopnia I i prosta ¢, Owe peki
utworza powierzchnie sko$na ®* stopnia 3-go, a trzy punkty C'y, prze-
cigcia sie tej powierzchni z prostg p,, podporzadkujmy punktowi C,. Przez
kazdy otrzymany w .ten sposéb punkt C', przechodzi tworzaca by, = BB,
powierzchni @2, Poniewaz ogét takich prostych gy, = « a,, ..., przeciecia sig
poszczegblnych par homologicznych plaszezyzn o i a,,... wigzek (W) =2 (W5)
utworzy ?) kongruencje Ky, rzedu 2-go i klasy 4-ej, przeto przez C', prze-
chodzg dwie proste by, = [ 8, i dy, =88, tej kongruencji. Plaszczyznom
B i 0-wigzki (W), oraz B, i 8, wiazki (W,) podporzadkowane sa w wigzce
(W) dwie plaszczyzny B, i &;, ktére niechaj przecinaja prostg g, w dwéch
punktach C;, odpowiadajgcych elementowi C'. ‘Ze skonstruowanej odpo-
wiedniosci [2, 3] - znacznej pomiedzy punktami C; i C'; prostej p, wynika
bezposrednio prawdziwos$é twierdzenia, wypisanege na poczatku tego
ustepu. '

Y} por. np. Th. Reye, l. c. Bd. ll, p. 164.
% R, Sturm, 1. c. Bd. IV. Nr. 791.
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Z rozwazan ust. 3-go i 4-go wnosimy, ze skoro prosta p, przecho-
dzi: a) przez punkt A;, = a, a, krzywej skosnej Sf, b) przez dwa takie
punkty A, = a, a, i By = b, b, krzywej S}, to wowczas: z pigein punk-
tow prostej p,, z ktérych kaidy przynalezy do trzech homologicznych
ptaszczyzn danych wiazek (W), (W) i (W), w przypadku a) dwa punkty
zjednoczyly sie z elementem Ay, w przypadku b) dwa punkty zjedno-
czyly sie z elementem A3, a dwa dalsze z elementem By,

10. Pomiedzy ptaszczyznami trzech wiazek (W), (W) i (W),
o réznych wierzchotkach W, W, i W, niechaj zachodza zaleznosci:

(W) % (W), (W)= (W), (W)= (W), (6)
wymienione pod (1a), (2a) i (3a) w ust. 2-im. Ogol punktéw B = a a; a,
B =888, ..., przeciecia sie poszczegdlnych tréjek homologicznych
plaszezyzn owych wiazek, utworzy pewng powierzchnie krzywolinjowa v,

Celem -wyznaczenia rzedu tej powierzchni, weimy pod uwage do-
~wolng prosta p,, nie przechodzaca przez wierzcholki W, W, i W,. Ponie-
wai p, posiada (ust. 9) pigd takich punktéw, z ktérych kaidy jest prze-
cigciem trzech homologicznych plaszczyzn. uwazanych wigzek (W), (W)
i (W,), a kazdy z owych punktéw przynaleiy do powierzchni- ¥, przeto
badana powierzchnia jest rz¢du 5-go. — Zaldimy teraz, Ze prosta p,
przecHodzi przez punkt Ey, = ¢, e, przeciecia sie homologicznych prostych
e, i e, kolineacyjnych wigzek (W,) i (W3), t. zn. przez dowolny punkt krzy-
wej skosnej Sy rzedu 3-go (ust. 9.). Wowczas w punkcie Ej, zjednoczyly
sie (ust. 9) dwa punkty z owych pieciu punktéw przebicia sie prostej p,
z powierzchnig W3 Poniewai te wlasnos$é posiada kazda przez punkt
E,, przechodzaca prosta p,, przeto: dowolny punkt krzywej St jest
punktem podwdjnym badanej powierzchni W', .

Rzad tej powierzchni wyznaczy¢ mozemy tez za posrednictwem prze-
kroju powierzchni ¥ dowolng plaszczyzng o. O ile © nie przechodzi
przez wierzchotki W, W, i W,, to przetnie dane wigzki w trzech ukla-
dach plaskich (w), (#,) i (®,), przyczem (ust. 2) pomiedzy prostemi tych
ukladéw zachodza — na mocy relacji (6) — nastepujace zaleznosci:

(w,) % (‘”é): (@) (o), (@) 72 (w),

Utworem owych ukladéw jest (ust. 5.) krzywa plaska K® rzedu 5-go, klasy
14-ej i rodzaju 3-go, a trzy punkty zjednoczone E, =E,, F, = F, 1 G; =G,
kolineacyjnych uktadéw (o) i (w,) sa punktami podwdjnemi krzywej K>
Poniewai przez dowolny punkt A = a g, a, krizywej K® przechodzg trzy
homologiczne proste a, a;, a, ukiadéw (w), (o) i (w,), a temsamem
i trzy homologiczne plaszczyzny a, o, o, wiazek (W), (W,) i (W), przeto:
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dowolny punkt A krzywej K% przynalety do powierzchni ¥? Innemi
stowy: plaszczyzna © przecina badang powierzchnie w krzywej 5-go rzedu,
wiec W9 jest powierzchnia 5-go rzedu c. b. d. w. )

Z uwagi na to, ie przez punkt podwéjny np. E; = E, krzywej K®
przechodza (ust. 4 i 5.) dwie tréjki homologicznych prostych b, by, b,
i ¢, ¢, ¢y uktadéw (), (0;) i (), przeto przez punkt E; = E, przechodza
réwniez dwie tréjki B, B;, By i 7, 71, 7» homologicznych plaszczyzn danych
wiazek (W), (W;) i (W.). Ow punkt E, = E, jest zatem punktem prze-
ciecia sie homologicznych prostych & =@ 7 1 &a=f " kolineacyjnych
wigzek (W), (W) i lezy (ust. 9) na krzywej skosnej 3-go rzedu S
Ale kaida plaszczyzna o, przechodzaca przez 6w punkt E; = E,, przecina
badana powierzchnie W° w krzywej K¥, ktéra w punkcie E; = E, posiada
punkt podwdjny. Wnosimy stad, ze: dowolny punkt E; = E; krzywej
skosnej St jest punktem podwdjnym powierzchni s,

Dowiedliémy zatem prawdziwosci twierdzen!):

Skoro pomiedzy ptaszczyznami wiqzki (W), oraz pltaszczy-
enami kazdej z dwéch kolineacyjnych wigzek (W) i (W,) — ktorych
wierzcholkami sg trzy dowolne i rézne od siebie punkty W, Wy, W, —
ustanewimy przeksztafcenia kwadratowe, to wéwczas: 0got punktéw,
z ktérych kazdy jest punktem przecigcia sig trzech homologicznych plasz-
czyzn tych wiqzek, utworzy powierzchnie krzywolinjowq rzedu 5-go.

Krzywa skosna 3-go rzedn — ktéra jest miejscem geometrycznem
punktéw przeciecia sie¢ homologicznych prostych kolineacyjnych wiazek
(W) i (W,) — jest krzywa podwdjng tej powierzchni.

. W mysl zasady dwoistosci w przestrzeni, prawdziwe sa tez twierdze-
nia nastgpujgce: )

Skoro pomiedzy punktami uktadu plaskiego (), oraz. punktami

kazdego z dwdch. kolineacyjnych ukiadow plaskick (w,) 1 (@,) — ktérych
podstawami sg trzy dowolne i réine od siebie plaszczyzny o, o) i @y —
ustanowimy przeksztaicenia kwadratowe, to wéwczas: ogdt plaszczyzn,
z ktérych kazda przechodzi przez trzy homologiczne punkty tych ukfadéw,
utworzy powierzchnig krzywolinjowq klasy 5-¢j.
' Powierzchnia rozwijalna 3-¢j klasy — ktdra jest miejscem geome-
trycznem plaszczyzn, przechodzacych przez homologiczne proste kolinea-
cyjnych ukladow (w) i (o)) — jest powierzchniq podwdjnie - styczna
owej powierzchni krzywolinjowe] 5-¢j klasy.

11. Pomiedzy ptaszczyznami czterech wiazek (W), (W5), (W5)
i (W,), ktérych wierzcholkami sa cztery dowolne i roézZne od siebie punkty
Wi W,(t=1,2,3), niechaj zachodza zalezno$ci:

) Por. uwage na str. 1-ej.
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(W) 2 (W) 2 (Wy), (W)= (W), (W)= (W), (W)= (W), ()

wymienione pod (la), (2a) i (3a) w ust. 2-im. Ogét punktéw 4 =« a; a, a,
B =pp; B, By ..., przecigcia sie poszczegdlnych czwérek homologicznych
plaszczyzn owych wiazek utworzy krzywa skosna R.

Celem wyznaczenia rzedu krzywej R, przetnijmy dane wiazki dowolng
plaszczyzng o (nie przechodzaca przez wierzchotki Wi W) w czterech
ukladach plaskich (®) i (0,)., Poniewa: (ust. 2) pomiedzy prostemi tych
ukladéw — na mocy relacji (7) — zachodza zaleznosci:

(@) % (@5) % (03), () 7 (wy), (@) 7% (1), (0) =* (w,), ™

przeto istnieje (ust. 8) dziewigc takich punktéw E=ee e @, ..., z kts-
rych kazdy jest przecieciem czterech homologicznych prostych tych ukta-
déw. Z uwagi na to, ze przez kaidy taki punkt np. E przechodza cztery
plaszczyzny e, e, e i e danych wigzek, kaidy z owych 9-ciu punk-
téw L, ... plaszczyzny o leiy na badanej krzywej R Wykazalismy tedy,
ze krzywa skosna R jest rzedu 9-go. :

Do tego samego wyniku dojdziemy, skoro wezmiemy pod uwage
powierzchnie 5-go rzedu W3, utworzonag (ust. 10) przez wiazki (W), (W)
i (W3), oraz powierzchnie 3-go rzedu @3, kiéra jest!) utworem trzech koli-
neacyjnych wiazek (W), (W) i (W,). Przez dowolny punkt 4 =a, a,
krzywej skodnej S} ktéra jest krzywa podwéjng powierzchni W, oraz
przez prosta a; wiazki (W,) — odpowiadajaca prostym @, i a, wiazek
(W) i (W,) — poprowad?zmy plaszczyzne 8, =Aa, Elementowi &
wigzki (W;) podporzadkowane sa w wiazkach (W) i (W) plaszczyzny
9, i 8,, przechodzace oczywiscie odpow. przez proste @; i @,. Poniewaz
przez dowolny punkt A krzywej Siy przechodzi tylko jedna tréjka homo-
logicznych plaszczyzn &, 8, i 3; wiazek (W), przeto S3 jest krzywg poje-
dyricza powierzchni ®%.  Uwaiane powierzchnie W® i &3 przenikajg sie
w krzywej skosnej rzedu 15-go, ktdra rozpada sie na podwdjnie liczong
krzywa S}, oraz na krzywa R rzedu 9-go. Dowolny punkt P krzywej R'—
nie lezacy na krzywej S} — jako punkt pojedyriczy powierzchni W jest
przecieciem trzech plaszczyzn homologicznych =, %, i =, wiazek (W), (W)
i (W), a jako punkt przynaleiny réwnoczesnie i do powierzchni @3, jest
przecigciem trzech homologicznych plaszezyzn Py, P2 i p3 kolineacyjnych
wiazek (W), (W,) i (W,). Uwzgledni¢ musimy dwa przypadki: plaszczy-
zny np. 7 1 p; wigzki (W)) sa a) réine od siebie, lub b) sg identyczne.
W przypadku &) przez punkt P przechodzilyby dwie homologiczne proste
S =7 py 1 8 =%, py wiazek (W,) i (W) a element P=s, 5, — wbrew

) H. Grassmann in Crelles Journal 1855, Bd. 49,
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naszemu zalozeniu — lezalby na krzywej skoénej Sf,. P.oz?staje t’ed)f
tylko przypadek b) w ktérym =, =p, a punkt’P je‘st przecieciem czworki
homologicznych plaszczyzn =, =, T, i %y naszych w1a?ek. Skonstrgo'wana
W powyzszy sposéb krzywa skosna 9-go rzedu R“ jest zatem miejscem
geometrycznem punktow P=zg w5, ,..., c b d w. _

W nastgpnym ustepie wykazemy, ze krzywa RY jest rodza]u, 6-go.
Rzut te] krzywej na dowolna plaszczyzne e jest krzy\_r«a p!aska’R fz.e,du
9-go i rodzaju 6-go; krzywa R', jak nam wiadom?, posiada w ogczlnoscl 22
punkty podwoéjne, 57 stycznych przegiecia 1.]est lflasy .Zﬁ.i—ej, Skorl’(l:
przez porzadek krzywej skosnej rozumie¢ bedziemy hf:zbe ]e]’ styczn.ycl ,
ktére przecinaja dowolna prosts, 2 nadto uwzglednimy twierdzenie !):
Jrzut krzywej skosnej r-go porzadku i #-ej klasy na dowolng plz}szlczzlzne;
jest krzywa plaska r-ej klasy, ktéra posiada # styczn.ych przegiecia® —
to dochodzimy do nastepujacego wyniku: Krzywa R jest 28-go porzadku,
57-ej klasy i posiada 22 pozorne punkty podwéjne. .

Krzywa R? nie posiada w ogélnym przypadku — jaki tu rozwazamy —
7adnego. punktu podwéjnego. Gdyby bowiem P by} punktem podv./op;y;n
krzywej RY, to kaida przez P przechodzaca p!aszcz)‘lzna ® }?rzecu}alaby
te krzywz{ w takich 9-ciu punktach, z ktérych dwrf\ zJ“adnoczyc rnus!a(;1 y
sie w owym punkcie P. Wowczas, p. relacje (7) i (7", przez P przec c;—
dzityby dwie czwérki homologicznych plaszczyzn woy ayay 1 BB B Bs
czterech danych wiazek (W) i (W), (\=1, 2, 3), a tem samem h.omol;
logiczne proste ¢, = oy By, © =0y 1 6= By trzec.h kc.xlfneacyjnyc
wiazek (W,) przecinalyby sie w punkcie P, — co jest me:mozhwe w przyj
padku rozwazanej przez nas ogdlne]j kolineacji tych wiazek. R zatem:

Skoro pomiedzy ptaszczyznami wigzki (W), orag piaszczy—
znami kazdej z trzech kolineacyjnych wiqzek (Wl),. (WZ) i (_W/3) —_— k;o-
rych wiérzchotkami sa cztery dowolne i réine od sxfable pux}kty —;t fls’a};
nowimy przeksztatcenia kwadratowe, to wowczas: 0gét ,?Lmktow, z ’or_ycv
kazdy jest punktem przeciecia Sig czterech izomologtcz(zyr:/z plasﬂsgyin
tych wiqeek, utworzy krzywa skosng 9-go rzedu, 57-¢f klasy, -g0
porzqdkn i G-go rodzaju, ktdra posieda 22 pozorne punkty po-
dwdjne. ’ N ) )

Prawdziwe jest tez, w mysl zasady dwoistosci, twierdzenie na-
stepujgce: A

Skoro pomiedzy punktami nkiady plaskie'go (w), oraz pu.nlatamz
kazdego z trzech kolineacyjnych ukiudow plaskich (@), (0)) 1 (03) —

1) por. R. Sturm: Synthetische Untersuchungen iiber Flachen dritter Ordnung
Leipzig 1867, p. 183 — 4.
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ktérych podstawami sa cztery dowoine i rdine od siebie plaszczyzny —
ustanowimy przeksztatenia kwadratowe, to wdéwczas: 0gdt plaszczyzn,
z ktorych kazda przechodzi przez cztery homologiczne punkty tych ukia-
déw, utworzy powierzchnie rozwijalng 9-ej klasy, 57-go porzqdku, 28-go
rzedu i 6-go rodzaju, ktdra posiadn 22 pozorne ptaszczyzny podwjne.

12, Chcac wykazaé, ze krzywa R® jest rodzjaju 6-go, uwzgledni¢
musimy ogél punktéw A = a o oy 0y, B=08 BB, ... tej krzywej, a na-
stepnie zbada¢ miejsca geometryczne:

a) plaszezyzn «, B, ... wiazki (W), }

b) ptaszczyzn o, B, ...; (t=1, 2, 3) wiazki (W)).
Skoro s jest dowolna prosta wiazki (W), to — jak nam wiadomo
z teorji przeksztalcen kwadratowych — pekowi plaszczyzn s (%, p,...)

podporzadkowane sa w wiazkach (W), w mysl relacji (7) ust. 11-go, peki

plaszczyzn  stycznych do stoikéw 2-ej klasy 3% przyczem zachodza
rzutowosci:

§ (T“! [ ") X Zi (ﬁln P1s e ) XZE (7:2' Pay » ) X 23("3, Ps» ')
Peki te posiadajg!) jednak (142424 2) =7 takich czwérek homolo-
gicznych plaszczyzn, z ktérych kaida czwérka przecina sie w jednym
punkcie. Poniewa:z kaidy taki punkt przynalety do badanej krzywej
skodnej R®, przeto: przez dowolna prosta s wigzki (W) przechodzi 7 takich
plaszczyzn «, ..., na ktérych leza odpow. punkty A =o e, @y, ... krzy-
wej R°. DowiedliSmy zatem, ze: w przypadku a) miejscem geometrycz-
nem plaszezyzn «, 8, ..., wiazki (W) jest stozek I, klasy 7-¢j.

Zalézmy teraz, ze prosta s lezy (ust. 2) na ptaszczyZnie gtéwnejnp. A
wigzki (W). Otrzymane wéwczas (ust. 2) rzutowe peki plaszczyzn

SR Py ) RS (R pu - )R 8o (R, 0oy o ) RSy (T, P ),

ktérych osie s, leza odpow. na plaszczyznach gléwnych &, wigzek (W),
posiadaja (14 1-+1+41) =4 takie czwérki homologicznych plaszczyzn,
z ktérych kazda czwérka przecina sie w punkcie krzywej R'. Przez pro-
st s przechodza tedy 4 plaszczyzny styczne do stozka I, Uwzgledni¢
nadto musimy, Ze plaszczyZnie gléwnej A podporzadkowane sa (ust. 2)
w kolineacyjnych wiazkach (W) rzutowe peki plaszczyzn

CHCTRNS DY CIN W A IS §

) R. Sturm, 1. c, Bd. 1. Ne 177.
26

icm

Utwory pewnej klasy przeksztalcen kwadratowych. 27

ktérych osiami sa proste gtéwne [/, owych wiazek. Peki te utworza
krzywa skos$na 3-go rzedu, a plaszczyzna M przecina jg w takich trzech
punktach, ktdre leig réwnoczesnie na krzywej R®. Oprocz czterech po-
przednio wyznaczonych plaszczyzn styczaych do stoika Iy, przechodza
przez prostq § jeszcze trzy dalsze plaszczyzny styczne, ktére zjedno-
czyly sie z plaszczyzng gléwna M. Element ) jest tedy plaszczyzna
potrdjnie - styczng stozka I;. Te same wlasnosci posiadaja dwie
dalsze plaszczyzny gléwne g i v wiazki (W).

Stozek I'; klasy 7-ej, z trzema plaszczyznami potrdjnie - stycznemi
A, 1 i, jest w ogélnosci rzedu 24-go i rodzaju 6-go.

W przypadku b) stosujac analogicznie rozwazania do.czterech rzuto-
wych pekéw plaszczyzn

22 (’nl p) ..

przyczem dowolnej prostej s, wiazki (W) podporzadkowany jest stozek £2
klasy 2-ej w wiazce (W), wykazaé mozemy, ze: w przypadku b) miejscem
geometrycznem plaszczyzn o, B, ... wiazki (W) jest stozek I klasy 5-ejf.
Przyjmujac prosta s, na plaszczyznie giéwnej &, (wzgl. 7, lub ¢.) wiazki (W)
wykazemy, Ze owe plaszczyzny sa stycznemi do stozka Iy, Stoiek ten
jest w ogdlnoéci rzedu 20-go i rodzaju 6-go. )

Zauwazy¢ wkoricu nalezy, ie stoiek I'y klasy 7-ej z trzema plaszezyznami po-

tréjnie-stycznemi A, p i v, przeksztalca sig (ust. 2) za posrednictwem re.la.cji .(W) vr"’(\VL_)
na stoiek klasy 14-ej, kioéry rozpada sig oczywiscie na trzy potréjnie liczone peki

plaszczyzn o osiach /[, m, i n, oraz na stozek klasy 5-ej I‘;, dla ktérego plaszczyzny

) X Sy (1‘11 ST ) X S (ﬂ:’Zi Py e - ) X Sy (‘E:«); [T -),

gtéwne E, i {, wiazki (W) sa plaszezyznami stycznemi.

‘A zatem: '

Skoro przez A = a a, ay 05, B =8P, B, B, ... 0znaczymy poszczegolne
punkty krzywej skosnej 9-go rzedu R® — ktéra je’st utworem czterech
wiazek, spelniajacych relacje (7) ust. 11-go — o wowezas! ‘

a) plaszezyzny «, B, ... wigzki (W) sq stycznemi do stazkfz r,
klasy 7-ej, rzedu 24-go i rodzaju 6-go, dla ktdrego pia'szczyzny gidwne
A i v wigzki (W) sq plaszczyznami potrdjnie-stycznemi.

b) plaszczyzny a, B,...(t=1, 2, 3) wiqzki (W) i plaszezyzny
glowne £, m, t, tej wigzki sq plaszczyznami stycznemi do stozka T} klasy
5-¢j, rzedu 20-go i rodzaju 6-8o. ‘

Prawdziwe jest tez, w mysl zasady dwoistosci, nastepujgce twier-
dzenie: X

Skoro pomiedzy punktami ukladu ptaskiego (0) oraz punktami
kazdego z trzech kolineacyjnych ukiadéw plaskich (o), t=1,2, 3 —
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ktérych podstawami sg cztery dowolne i réine od sxeble p!aszczyzny
®, o, — ustanowimy przeksztalcenia kwadratowe,

a przez a=AA A, Ay, B =B B, B, By, ... oznaczymy poszczegolne

plaszezyzny styczne powierzchni rozwijalnej 9-ef klasy, bedacej (ust. 11) -

utworem tych ukiadéw, to wowczas: -

@) punkty A, B, ... uktadu (0) le2q na krzywej C7 rzedu 7-ego, klasy
24-ej I rodzaju 6-go, dla ktorej punkty gidwne L, M, i N ukiadu (o) sq
punktami potrdjnemi.

b) punkty A, B, ... ukladn (o) i punkty gidwne X, Y, Z, tego
ukfadu leiq na krzywej C) rzedu 5-go, klasy 20-ej i rodzaju 6-go.

Pomiedzy plaszczyznami a, B, ... stozka I'; klasy 7-ej i rodzaju 6-go,
a punktami A = a o ayay, B=§8 8, B, ... krzywej skosnej R? rzedu 9-go
zachodzi — na mocy relacji (7) ust. 11-go — odpowiedniosé [1, 1] -
-znaczna. Rowniez pomiedzy plaszczyznami o, B, ... (v =1, 2, 3) stozka
I% klasy 5-ej i rodzaju 6-go, a punktami 4, B, ... krzywej RY zachodzi
tez odpowiednio$¢ [1, 1] - znaczna. Wnosimy stad, na mocy podstawo-
wego twierdzenia Clebscha, e: badana krzywa skosna 9-go rvgdu R? jest
rodzaju 6-go, c. b, d. w.

Pomiedzy plaszczyznami stycznemi: a) o i oy, 3, i B, ...stozkow
T3 T2 b) ey'iag, By 1B, ... stozkéw I2il% ¢)oyiay, 8if,...stoikow
[‘3 i Fl ktére to plaszczyzny sg- elementaml homologicznemi trzech koli-
neacy]nych wigzek (W), — zachodzg odpowiedniosci [1, 1] - znaczne.
Poniewaz kaidy ze Stoikéw T T2i I% jest 5-ef klasy (i rodzaju 6-go),
przeto punkty A = 2, a, a;, B =8, By By, ... przynaleza?) do krzywej skosnej
R rzedu (5 + 5 + 5) = 15-go. Z rozwazan ust. 11-go i 12- -go wiadomo nam
jednak, ze punkty A =ay ) o, =« oy 9, ... tworza krzywa skosng 9- -go
rzedu R°. Te pozorng sprzeczno$é usuniemy, jedli uwglednimy ?), ze dla
trzech kolineacyjnych wiazek (W,) istnieje sze$¢ takich prostych
€ =6 &8, ..., z ktdrych kazda jest przecieciem' trzech homologicznych
plaszczyzn tych wiazek. Z uwagina to, zepunkt E=¢& =¢ g, € ¢, lezy na
krzywej R, przeto e jest plaszczyzng styczng do stoika I, a plaszczyzna
e, jest (=1, 2, 3) plaszczyzna styczng do stoika T Wymieniona po-
wyzej krzywa R' rozpada sig zatem na'6 prostych e =<, e, ¢, ..., oraz
na krzywg skosng 9-go rzedu RY c. b. d, w.

Stosujac analogiczne rozwazania do stozkéw np. It I" klasy 5-ej,
oraz do stozka I'; klasy 7-ej, otrzymalibysmy. krzywa skosna RY rzedu

Y R. Sturm, . c¢. Bd. L. Ne 177.
¥ Th. Reye, 1. ¢ Bd. IIL p. 87.
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(5+5+7) = 17-go. Poniewaz jednak dla trzech wigzek (W), (W) i (W),
speiniajacych relacjg (7), istnieje ) o$m takich prostych f= ¢ o, 0, ..., )
z ktérych kaida jest przecieciem trzech homologicznych plaszczyzn tych
wigzek, przeto: krzywa R'" 1ozpada sig na 8 prostych f,..., oraz na
krzywa skosng 9-go rzedu R". -

13. Dowiedziemy prawdziwosci twierdzenia:

Skoro pomigdzy ptaszczyznami wigzki (W), oraz plaszczy-
znami kazdej z czterech kolineacyjnych wigzek (W,) — ktérych (dla
=1, 2, 3, 4) wierzcholkami sa dowolne i rézne od siebie punkty W i W,—
ustanowimy przeksztalcenia kwadratowe, to wowczas: istnieje czternadcie
takich pigtek homologicznych plaszczyzn tych wigzek, z ktdrych kazda
platka przecina sig w jednym punkcie.

W tym celu poszczegolnym punktom A = o ¢ o, ay, ... kizywej
skosnej R* rzedu 9-go i rodzaju 6-go, kidra jest (ust. 11) utworem wia-
zek (W), (W), (W) i (W,), podporzadkujniy plaszczyzny a, ... wigzki
(W,). Poniewaz  plaszczyzny np. ¢, ... wiazki (W)) sa (ust. 12) plasz-
czyznami stycznemi stozka I klasy 5-ej i rodzaju 6-go, przeto z koline-
acji wiazek (W) i (W) wymka bezposrednio, ze: uwazane plaszczyzny.
%y, ... wigzki (W) sa plaszczyznami stycznemi do stozka I'! klasy 5-ej
i rodzaju 6-go. W ustanowionej odpowiedniosci [1, 1] - znacznej pomie-
dzy punktami A, B,... krzywej skosnej R" i plaszczyznami «, §,, ...
stozka I' istnieje?) (94 5) = 14 takich punktéw E==c¢ 55, ... krzy-
wej RY, z ktérych kazdy lezy na homologiczne] plaszczyznie ¢, ... stozka
¥ Innemi stowy: dane wiazki pos'adaja 14-e takich pigtek homologicz-
nych plaszczyzn, z ktérych kaida pigtka, np. ¢, €, &, & 1 5, przecina sig
w jednym punkcie, c. b. d. w. )

Powyzszemu twierdzeniu dwoiscie podporzadkcwane jest twierdzenie
nastepujgce:

Skoro pomiedzy punktami uktadu plaskiego (w), oraz punktami
kazdego z czterech kolineacyjnych ukladow p/asézck (w) — ktérych (dla
t=1, 2, 3, 4) podstawami sg dowolne i réine*od siebie plaszczyzny o
i o — wustonowimy przeksztalcenia kwadratowe, to wowczas: Istnieje
czternascie takich pigtek homologicznych punktow tych ukladéw, z kto-
rych kazda piqtka lezy na jednej ptaszczyinie.

V.
14. Pomiedzy prostemi trzech wiazek (W), (W)) i (W), ktérych
wierzcholkami sg dowolne i réine od siebie punkty W, W, i W,, niechaj
zachodzg zaleinosci: ‘

1) Odnosny dowdd podam w osobnej rozprawie, p. str. 1. uwaga 1.
Y R. Sterm, ). c. Bd. L Nr. 177.
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(W) = (W), (W)= (W), (W)= (W), (8)

wymienione pod (1b), (2b) i (3b) w ust. 2-im. Podobnie pomiedzy pros-
temi trzech ukladéw plaskich (), (0,) i (®,), ktérych podstawami sa do-
wolne i roine od siebie plaszczyzny o, .®, i @, niechaj zachodzg za-

(0 % (@), (a) = (w), (@)% (o)), (9
wymienione pod (lc), (2¢) i (3¢) w ust. 2-im.

leznosci:

Wigzki (W) i (W,) posiadajg
klase takich prostych homologicz-

nych, ktére sie przecinaja?!) w’

punktach krzywej skosnej S¢ rze-
du 4-go i gatunku 1-go. Krzywa
ta przechodzi przez wierzcholki
W i W, tych wiazek.

Podobnie niechaj krzywa skosna
S¢ rzedu 4-go i gatunku 1-go bedzie
miejscem geometrycznem -punk-
téw przeciecia sie homologicznych
prostych wiazek (W) i (W5).

Krzywa skosna S rzedu 3-go
niechaj bedzie (ust. 9) miejscem ge-
ometrycznem punktéw przeciecia
sie homologicznych prostych koli-
neacyjnych wiazek (W;) i (W,).

Ukiady plaskie (@) i (0;) posia-

" daja klase takich prostych homo-

logicznych, ktére wyznaczajg plasz-
czyzny styczne do powierzchni roz-
wijalnej P klasy 4-ej i gatunku
1-go. Powierzchnia ta jest stycz-
ng do plaszczyzn podstawowych
o i @ tych ukladéw.

Podobnie niechaj powierzchnia
rozwijalna 2 klasy 4-ej i gatunku
1-go bedzie miejscem geometrycz-
nem plaszczyzn, przechodzacych
przez homologiczne proste ukla-
déw (©) i (ws). :

Powierzchnia rozwijalna 25 kla-
sy 3-ej niechaj bedzie miejscem ge-
ometrycznem- plaszezyzn, przecho-
dzacych przez homologiczne proste
ukladéw (o) i (o).

icm®
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w=Wp leiy pek prostych W(a, b,...), ktéremu podporzadkowane sg
rzutowe peki prostych 112 (ay, by, ...) i 112 (s, &y, . ..), ktdrych podstawami
sg stozki 2-go stopnia. Element p = W, W, przecina co - wiele tréjek
@ a, &, ... homologicznych prostych danych wiazek (W), (W) i (W5).

Pekowi prostych W, (ay, by,...), leiacemu na plaszczyznie «; =
= W W, W,, podporzadkowane sg w wiazce (W,) pek prostych W, (a, bs,...)
na plaszczyinie T, a w wigzce (W) pek prostych T2 (o, b, ...) na stoiku
2-go stopnia T% Prosta W W, przecina tedy oo - wiele tréjek homolo-
gicznych prostych aa, a,,... danych trzech wigzek. — Uwazajac t; za
plaszczyzng podstawowa o, peku W, (a4, by, ...), stwierdzimy z latwoscia,
ze prosta W W, posiada analogiczng wilasnos¢. A zatem:

Proste W W, WW,iW, W, Proste v w,, 0w, i o, 0, prze-
lgczace wierzchotki wigzek, spel- ciecia sie  podstaw ukladéw plas-
niajacych relacje (8), oraz duwu- kich, spelniajagcych relacje (9),
sieczna krzywej skosnej S§, prze- oraz ,prosta dwuptaszczyznowa )

powierzchni rozwijalnej 2132, leia-
ca na podstawie o,

chodzgca przez wierzcholek W,

posiadajg te wlasnosé, ze kazda z nich przecina nieskoriczenie wiele tro-
jek homologicznych prostych danych wiqzek, wzgl. ukiadéw ptaskich.

Niechaj w wigzkach (W) » (W,) dane beda dwa rzutowe peki ho-
mologicznych prostych W, (ay, by,...) i W, (ay by, ...), lezace odpow. na
plaszezyznach 1 i 1, Podporzadkowany im w wigzce (W) stozek pros-
tych I (a, b,...) przetnijmy prosta ¢ =7, 7, ktéra jest dwusieczng krzy-
wej Si. O ile ¢ nie przechodzi przez wierzcholek W stoika I, to ele-
ment ¢ przecina dwie tworzace € i f owego stoika. Prosta ¢ przecina
réwnoczesnie proste e, f; peku W, (a,,...) i proste ¢, f, peku W, (as,...).
A zatem:

Poniewaz dwusieczne krzywej S3 tworza (ust. 9) kongruencje K,
rzedu 1-go i klasy 3-ej, przeto przez wierzcholek W wiazki (W) przecho-
dzi jedna i tylko jedna dwusieczna @ owej krzywej. Skoro d jest krawe-
dzig przeciecia sie homologicznych plaszezyzn & i 3, wigzek (W;) i (W)),
to rzutowym pekom prostych W, (a,, &,,...) i W, (ay, by, ...) o podsta-
wach &, wzgl. 8, podporzadkowany jest w wigzce (W) pek prostych
A’ (a, b,..) na stoiku 2-go stopnia A% Dwusieczna d = 8, 8, przecina
zatem nieskoriczenie wiele trojek a a; s, b b, b,, ... homologicznych pros-
tych danych wigzek (W), (W;) i (W),

Podobne wiasnosci posiada dwusieczna p = W; W, przechodzaca
przez wierzchotki wigzek (W)) i (W,). W istocie bowiem na plaszczyznie

Y R. Sturm, 1. c. Bd. IV. Nr. 800.
30

Kazda prosta dwusieczna krzy-
wej skosnej Sf, o ile nie przecho-
dzi przez wierzcholek wigzki (W),
przecina dwie tréjki homologicz-
nych prostych danych wiqzek (W),
(W) i (W),

Kazda prosta dwuptaszczyznowa
powierzchni rozwijalnej 3, o ile
nie lezy na podstawie ukiadu plas-
kiego (@), prezecina dwie trdjki
homologicznych prostych danych
ukiadow plaskich (w), (@) 1 (0,).

Przez wierzcholek W wiazki (W) poprowadimy dowolng Prostap
i zbadajmy ile trojek homologicznych prostych danych wigzek moze prze-
cinaé owa prosta p. O ile istnieje taka trojka prostych np. b b, &y, to pe-

) t. j. prosta przecigcia sig dwéch plaszezyzn stycznych uwazanej powierzchni

rozwijalnej.
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kowi prostych W, (ay, by, ...), lezacemu na plaszczyinie =, = W, p, pod-
porzadkowany jesf w kolineacyjnej wiazce (W) rzutowy do niego pek
prostych W; (@ .0y, ...), lezacy na plaszczyinie % Skoro przez b, ozna-
czymy prosta wiazki (W), przechodzaca przez punkt p =, to wnosimy
stad, ze: element p przecina jedna i tylko jedna trojke homologicznych
prostych & b, b,. — Powyiszy dowod nie ulega zmianie, jesli p zjednoczy
sie z jedna z trzech prostych gléwrych (ust. 2) wiazki (W).

Zalézmy teraz, ze prosta p przechodzi przez wierzcholek wiazki (W)
Wowczas pekowi W, (@, by, ...) o plaszczyZnie podstawowej % = W, p
podporzadkowany jest — na mocy relacji (8) — w wiazce (W) pek pro-
stych 112 (a, b, ...), kiérego podstawa jest stozek 2-go stopnia. Skoro
przez ¢, i d, ornaczymy te tworzace stozka [P, ktére przecinaja sig
z prostg p, to stwierdzimy, ze: prosta p wiazki (W,) przecina dwie trojki
homologicznych prostych ce¢; ¢, 1 d d; d,. Powyiszy dowdd nie ulega
zmianie, jesli p zjednoczy sie z prosta giéwna wiazki (W,). — W ten
sam sposéb wykazemy, ze: dowolna prosta p wigzki (W,) posiada analo-
-giczng wlasnosé. A zatem:

Dowolna prosta. wiqzki” (W) -]
przecina jednq irdjke, a dowolna
prosta wigzki (W), wzgl. (W)
przecina dwie tréjki homologicz-
nych prostych danych wiqzek (W),
(W) i (W) @), () i (0).

15. Dowolna plaszczyzna =, nie przechodzaca przez wierzcholki da-
nych wiazek (ust. 14 relacja 8), przetnie owe trzy wiazki prostych (ust. 2)
w ukladach plaskich (), (r;) i (%)), przyczem pomiedzy ich punktami
zachodzg zaleznosci:

] Dowolna prosta uktadu (o) prze-
| cina jednq trijke, a dowolna
] . prosta uktadu, (v,) wzgl. (0,) prze-
| cina dwie trojki homologicznych
{

)% (w), (|7 (n), () = (c).

Utworem tych ukladéw jest (ust. 5) krzywa plaska 5-ej klesy K;, ktdrej
kazda styczna przecina trzy homologiczne proste danych wiazek. Krzywa
ta jest rzedu 14-go, rodzaju 3-go i posiada trzy styczne podwdjne. Po-
niewaz kazda jej styczna podwoéjna jest prostg zjednoczong e; = e, ko-
lineacyjnych ukladow () i (v), a temsamem i krawedzig przeciecia sig
dwéch homologicznych plaszezyzn g = Wi e, i e, = W, e, wiazek (W))
i (W,), przeto: Styczna podwijna krzywej K, jest dwusieczng krzywej
skosnej 3-go rzedu S},

Zaléimy teraz, ie plaszczyzna t przechodzi przez wierzchotlek
wiazki (W). Pekowi prostych W (a, &,...), lezacemu na plaszczyZnie =,
podporzadkowane sg w wigzkach (W)) i (W,) dwa rzutowe peki pros-
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tych, ktérych podstawami sa odpow. stoiki 2-go stopnia I i I'Z. Skoro
owe stozki przetniemy plaszczyzng w stoikowych C? i C% to otrzymamy
dwa szutowe szeregi punktow:
C: (A, By, -.) & C3(4y, By, ),
ktérych utworem jest krzywa plaska C, klasy 4-ej z trzema stycznemi
podwéjnemi. Dowolna styczna ay, = A, 4, tej krzywej przecina odpow.
w punktach A, i A4, proste a,ia, wigzek (W,) i (W,);, oraz homologiczna
prosta a wigzki (W), lezaca na ©. Poniewaz nadto kaida prosta wigzki:
(W) przecina (ust. 14) trzy homologiczne proste danych wiazek, przeto:
Krzywa 5-ej klasy K, rozpada sie w tym przypadku na pek prostych
W(a, b,...) o podstawie t i na krzywg 4-ej klasy C,. -
Skoro ptaszczyzna t przechodzi przez prosta giéwng np. [ wiazki (W)
to wymienione powyiej peki prostych na stozkach T%i T} rozpadaja sie
(ust. 2) na peki prostych, lezace odpow. na plaszczyznach giéwnych
A 1Ay wigzek (W)) i (W,), oraz na dwa dalsze peki prostych, lezace
odpow. na plaszczyznach vy .1 1, podporzadkowanych plaszczyZnie 1 =1
wigzki (W). Przecinajac owe cztery peki plaszczyzng t, otrzymamy dwie
pary rzutowych szeregéw punktéw, ktérych utworem sa dwie stozkowe,
wystepujace w miejsce krzywej 4-ej klasy C,. — Wreszcie plaszczyzna =
zawiera¢ moze dwie proste gléwne np. [ i m wiazki (W), czyli © zjedno-
czyé sie moie z plaszczyzng gldwng £ Wowczas pek prostych wigzki
(W), letacy na stozku I'%, rozpadnie si¢ na dwa peki prostych, ktérych
podstawami ‘sa odpow. plaszczyzny gléwne A; i . Podobne zaleznosci
wystapia w wiazce (W,).. Wnosimy stad, ze krzywa C, klasy 4-ej, lezgca
na t, rozpadnie sie tez na dwie stozkowe. —

" Zaldimy teraz, ze plaszczyzna © przechodzi przez wierzcholek
wiazki (W,) i zawiera pek prostych W, (ay, by, ...). Homologiczne peki
prostych L2 (a, b,...) i W, (ay, by, ...), naleiace odpow. do wiazek (W)
i (W,), przecina plaszczyzna © w rzutowych szeregach punktéw: '

C* (A4, B,..) A ¢ (Ay By, ...

Utworem tych szeregéw jest krzywa plaska C, klasy 3-ej, z jedng styczng
podwéing ¢, a kaida styczna np. @p = A A, te] krzywej przecina trzy
homologiczne proste @, @, i a, danych wigzek. Poniewaz kaida prosta
wiazki (W,) przecina (ust. 14) dwie tréjki homologicznych prostych naszych
wigzek, przeto: Krzywa 5-ej klasy K; rozpada sie na podwdjnie liczony
pek prostych W, (ay, &, ...) i na krzywa 3-¢j klasy C,.

Jezeli © przejdzie przez -prosta gléwna np. X; wigzki (W), to wy-
mieniony powyie] stozek prostych I* (@, b,...) rozpadnie sie (ust. 2) na

3, Prace matemat.-fizyczne t. XXXV. 33
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dwa peki prostych, ktérych podstawami sa plaszczyzna gléwna & i plasz-
czyzna ¢ wiazki (W), podporzadkowana elementowi vy =<. Krzywa 3-¢j
klasy C,, leiaca na ¢, rozpadnie sie na stoikowa C, i na pek prostych
o wierzchotku X, = t x,.—Niechaj t bedzie plaszczyzna gléwna np. v, i za-
wiera dwie proste gléwne x;, y, wiazki (W,). Pek I? (g, b,...) rozpada
sig wowczas na dwa peki prostych, ktérych podstawami sa plaszczyzny
gléwne ¢ i 1 wiazki (W), a krzywa 3-ej klasy C; rozpada sie na trzy peki
prostych.

Analogiczne zaleinodci otrzymamy, jesli © przejdzie przez wierzcho~
lek W), wzgl. prosta gléwng x, lub proste gléwne x, i y, wiazki (W),

Zaldimy teraz, ze plaszczyzna t przechodzi przez wierzchotki wig-
zek (W) i (W,). Pekowi prostych W (a, b,...) o podstawie = podporzad-
kowane sa w wiazkach (W) i (W,) dwa rzutowe peki prostych, lezace
odpow. na stozkach I? i 1% Plaszczyzna © przecina pierwszy stozek
w dwéch tworzacych e i f),  a drugi stozek w szeregu punktéw
Ci(A,, By, ..., Ey, Fy,..). Kaida prosta, lezaca na t i przechodzaca przez
E, (wzgl. Fy), przecina tréjke prostych e, e, ey (wzgl. f, f,, f,) danych
wiazek. Krzywa 5.-ej klasy K;, leiaca na plaszczyznie =, rozpada sie na
podwdjnie liczony pek prostych o wierzcholku W i na trzy peki pros-
tych o wierzcholkach W, E,, F,. Z posréd pieciu stycznych, jakie z do-
wolnego punktu P prostej W W, wykresli¢ moina do owej znieksztalco-
nej krzywej K;, dwie sg prostemi PE, i PF,, a trzy pozostale styczne
zjednoczyly sie z prosta W W,. Innemi slowy: znieksztalcona krzywa K,
posiada jedng styczng potrdjng W W,. — Rnalogiczne zaleznosci wysta-
pig dla ptaszczyzny <, przechodzacej przez wierzcholki W i W,.

Niechaj * przechodzi przez wierzchotki W, i W, kolineacyjnych
wigzek (W) i (W,). Pekowi prostych W (a, #,..., ¢, ...) o podstawie
¢, = © podporzadkowany jest w wiazce (W) pek prostych W, (ay, bs,...,
€y, ...), lezacy na plaszczyznie ¢. Elementy t=¢, i s, przecinaja sie
w prostej ¢, = T e, wigc na t lezg dwie proste homologiczne ¢, i ¢, tych
wigzek. Podporzadkowana im prosta ¢ w wigzce (W) niechaj przetnie
© w punkcie C=ct Z latwoscig stwierdzimy: Krzywa 5-ej klasy K;,
lezgca na plaszczyZnie r, rozpadnie sie v éwczas na pek prostych o wierz-
chotku C, oraz na dwa podwodjnie liczone peki prostych o wierz-
chotkach W, i W, przyczem prosta W, W, jest styczng poczwirng tej
znieksztalconej krzywej K;. , .

Jezeli wkoricu weZmiemy pod uwage plaszczyzne == W W, W,, to
na t lezaca krzywa K; rozpada sie na dwa podwdjnie liczone peki pro-
stych o wierzcholkach Wy, W, i na pek o wierzchotku W. Krzywa ta
posiada styczng poczwérng W, W, i dwie styczne potréjne W W,, W W,
A zatem: '
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Skoro  pomigdzy prostemi
wigzki (W), oraz prostemi
kazdej z dwich kolineacyjnych
wigzek (W) i (W) — ktérych
wierzcholkami sg trzy dowolne
i réZne od siebie punkty — usta-
nowimy przeksztatfcenia kwadrato-
we, to wowczas: na dowolnej plasz-
czyZnie © lezy krzywa 5-ej klasy
K, ktérej kazda styczna przecina
trzy homologiczne proste tych wig-
zek.

Jezeli plaszczyzna t nie prze-
chodzi przez Zaden wierzcholek
W, W, 1 W, to: krzywa K; jest
rzedun 14-go, rodzaju 3-go i posia-
da trzy styczne podwdjne, ktdremi
sq proste dwusieczne krzywej sko-
3-go rzedu Sf,.

Jezeli © przechodzi przez wierz-
cholek W, to krzywa K; rozpada
sie na pek prostych (W) i na krzy-
wqg 4-¢f klasy Cy, z trzema stycz-
nemi podwéjnemi. Natomiast, gdy
na t lezg jedna lub dwie proste
gtéwne wiazki (W), to krzywa C;
rozpada sie na dwie stozkowe.

Jezeli © przechodzi przez wierz-
chotek W, wzgl. W,, to krzywa
K5 rozpada sie na podwdjnie li-
czony pek prostych (W), wzgl
(W,)., oraz na krzywg 3-ef kiasy
C;, z jedna styczng podwdjna.

Natomiast, gdy na ¢ leza jedna
wzgl. dwie proste gléwne wigzki
(W) lub (W,), to krzywa C, roz-
pada sie na stozkowa i pek pro-
stych, wzgl. na trzy peki prostych.

Skoro  pomiedzy prostemi
ukladn plaskiego (»), oraz pro-
stemi kazdego z dwich Eoline-
acyjnych ukfadow plaskich ()
i (@) — ktérych podstawami sg
trzy dowolne i réine od siebie
plaszczyzny — ustanowimy prze-
ksztalcenia kwadratowe, to wow-
czas: przez dowolny punkt T prze-
chodzi stozek 5-go rzedu K3, kto-
rego kazda tworzqea przecina trzy
homologiczne proste tych ukfadow.

Jezeli punkt T nie lezy na za-
dnej plaszczyZnie podstawowej o,
o i oy, to: stozek K5 jest klasy
14-ej, rodzaju 3-go i posiada trzy
tworzqce podwdijne, ktéremi sq pro-
ste dwuptaszczyznowe powierzchni
rozwijalnej 3-ej klasy 33,

Jezeli T lezy na podstawie o,
to stozek K’ rozpada sig na pek
prostych (T), i na stozek 4-go
rzedn 1, z trzema tworzacemi po-
dwéjnemi. Natomiast, gdy przez
T przechodza jedna lub dwie pro-
ste glowne ukladu (w), to stozek
T* rozpada sig na dwa stozki 2-go
stopnia.

Jezeli T lezy na podstawie o,
wzgl. oy, to stozek K¥rozpada sie na
podwdjnie liczony pek prostych ( T,
wzgl. (T,»), oraz na stozek 3-go
rzedu I%, z jedng tworzaca po-
dwéjna. :

Nat(;miast, gdy przez T przecho-
dza jedna, wzgl. dwie proste gio-
wne ukladu (o) lub (v,), to sto-
zek I® rozpada sie na stozek
2 go stopnia i pek prostych, wzgl.
na trzy peki prostych.
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Jezeli T lezy na podstawach o
io (wzgl o i o), to stozek K°
| rozpada sie na podwdjnie liczony
| pek prostych (T)y, wzgl (T)ys
i na pek (T), i na dwa dalsze peki
| prostych.

Jezeli punkt 7 leiy na podsta-
wach o, i w,, to stozek K* rozpa-
da sie na dwa podwdjnie liczone
peki prostych (T)py, (T)ye 1 na
trzeci pek prostych.

Dla punktu 7= o, ©, stozek

- Jezeli © przechodzi przez wierz- |
chotki W i W, (wzgl. Wi W),
to krzywa ‘K; rozpada sie na po-
dwdjnie liczony pek prostych (W),
wzgl. (W))., na pek (W), ina dwa
dalsze peki prostych.

Jezeli plaszczyzna t przechodzi |
przez wierzcholki W, i W, to krzy- ‘
wa K; rozpada sig na dwa podwdj-
nie liczone peki prostych (W),
© (W), i na trzeci pek prostych.

Dila plaszezyzny == W W, W,
krzywa 5-ej klasy K; rozpada sie 5-go rzedu K° rozpada sie na pek
na pek proslyck (W).ina dwa po- . prostych (T), i na dwa podwdjnie
dwdjnie liczone peki prostych (W), |
(WE)':' :

W trzech ostatnich przypadkach
proste W W, i W W, sa styczne-
mi potréjnemi, a prosta W, W, jest
styczng poczwdrng odnosnych krzy- ‘
wych znieksztalconych K. i

!

W trzech ostatnich przypadkach
proste © @, i ©w, sg tworzqcemi
potréjnemi, a prosta o, @, jest
fworzqeq poczworng odnosnych
stozkéw znieksztalconych K2,

16. Przez dany punkt P, réiny od wierzchotkéw W, W, i W, trzech
wiazek, ktére spelniaja relacje (8) ust. 14-go, — poprowadimy dowolna
ptaszczyzne t. Plaszczyzna ta, o ile nie przechodzi przez owe wierzchol-
ki, przetnie dane wiazki w trzech ukladach plaskich (1), (%) 1 (%), przy-
czem (ust. 2) pomiedzy ich punktami zachodza zaleznosci:

@), @RE) @)

Wéwczas przez punkt P plaszczyzny © przechodzi (ust 3) pieg¢ takich
prostych, ie na kaidej z nich np. ¢, = E E; E, leig trzy homologiczne
punkty E, E, i E, tych ukladéw. Kazda z takich prostych np. &, prze-
cina trzy homologiczne proste e = WE, e, = W, E, i ey, = W, E, danych
wigzek. Poniewaz na dowolnej plaszczyznie <, przechodzace] przez punkt
P, lezy 5 takich prostych é,...., przécinajacych sie w punkcie P, przeto:
Dany punkt P jest wierzchotkiem stozka 5-go rzedu I, ktérego kazda
tworzaca przecina trzy homologiczne proste wiazek (W), (W) i (W)).

Zalézmy teraz, Ze wierzcholek P stoika I nie leiy na zadnej z krzy-
wych skosnych (ust. 14) S, S3 i S3. Woéwezas (réine od siebie) two-
rzace P W, i P W, tego stozka, przechodzace przez wierzcholki W, i W,
wigzek (W) i (W.), oraz ta tworzaca d, ktéra jest dwusieczng krzywej
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S3, sa tworzqcemi podwdjnemi stoika I, gdyz kazda z nich przecina
(ust. 14) dwie tréjki homologicznych prostych wiazek (W), (W) i (W)
Stozek 5-go rzedu z trzema tworzacemi podwdéjnemi jest klasy 14-ej i ro-
dzaju 3-go.

. Te tworzace stoika I'%, ktére lezg na pomocniczej plaszczyZnie «, sa
oczywiscie stycznemi tej krzywej 5-ej klasy Kj;, ktorg badaliémy w ust.
15-ym. Jezeli tedy wierzcholek P stoika I'® lezy na prostej W W)
(wzgl. W W,), przez ktéra przechodzi plaszczyzna =+, to z pieciu stycz-
nych z P poprowadzonych do krzywej K;, trzy styczne zjednoczyly sie
(ust, 15) na prostej W W, (wzgl. W W,). Poniewaz © jest dowolng plasz-
czytna, przechodzacg przez wymieniong prosta, przeto: element W W,
(wzgl. W W,) jest tworzqcq potrdjng uwazanego stoitka I'®. W tym
szczegdlnym przypadku stozek I'® rzedu 5-go, z tworzacg potréjng np.
PW,=W W, i z dwiema tworzacemi podwéjnemi P W, i d, jest klasy
10-ej i rodzaju 1-go.— Skoro wierzcholek P stozka I'® lezy na prostej
W, W,, przez kiéra przechodzi pomocnicza plaszczyzna ¢, to z pigciu
stycznych, wykreslonych z punktu P do krzywej K;, cztery (ust. 15) zjed-
noczyly sie na prostej W; W,. Element W, W, jest wowczas tworzgeq
poczworng stozka I'. Stozek ten jest klasy 8-ej i rodzaju O (jedno-
biezny).

Niechaj wierzchotek P lezy na prostej gléwnej np. [ wigzki (W).
Elementowi [ podporzadkowane w wiazkach (W) i (W:) sa (ust. 2) na
plaszczyznach gléwnych A, i h, Jezace dwa rzutowe peki prostych, a pro-
ste, ktére przechodza przez P i przecinaja homologiczne elementy tych
pekdw, utworza stozek 2-go stopnia. Badany stoiek I' rozpada sig na
ten stozek 2-go stopnia i na stozek rzedu 3-go. — Niechaj wierzcholek P
lezy teraz na prostej gléwnej np. x; wiazki (W)). Prostym gléwnym
x, i x, wiazek (W,) i (W,) podporzadkowany jest w wiazce (W) pek pro-
stych, lezacych na plaszczyinie gléwnej & Kazda prosta, przechodzaca
przez P i przynalezna do plaszczyzny P x,, przecina trzy homologiczne
prokte x,, X, i element peku (W) danych trzech wiazek. Stozek I's roz-
pada sie zatem na pek prostych, o wierzcholku P i plaszczyZnie podsta-
wowej P x,, oraz na stozek rzedu 4-go.

Niechaj P lezy na krzywej skosnej S i jest (ust. 14) punktem
P = ga, przeciecia sie prostych a i a, wiazek (W) i (W), ktérym pod-
porzadkowana jest prosta @, w wigzce (W,). Poniewaz kaida prosta pe-
ku (P),, o plaszczyinie podstawowej ¢ = Pa, przecina trojke 4, a;, @y,
przeto stoiek [® rozpada sie nma pek (P), i na stozek 4-go rzedu. Po-
dobne zaleinosci wystapilyby, gdyby P byt punktem P = a a, krzywej
skosnej Si. Jezeli zas P jest punktem P = @, @, krzywe] skosnej Si.to
z latwoscia stwierdzimy (ust. 14), Ze stozek 5-go rzedu I® rozpadnie sig
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na pek prostych (P)g, o plaszczyinie podstawowej = P a, i na podwoj-
nie liczony stozek 2-go stopnia I?, ktérego tworzacemi sa dwusieczne

krzywej S%. A zatem:

Skoro  pomigdzy prostemi
wiqzki (W), oraz prostemi kaz-
dej z dwdch kolineacyjnych wig-
zek (W) i (W,) ustanowimy prze-
ksztalcenia kwadratowe, to wow-
czas: dowolny punkt P—nie scho-
dzacy sie z zadnym z trzech réi-
nych od siebie wierzchotkow
W, W, i W, tych wigzek — jest
wierzcholkiem stozka 5-go rzedu
T's, ktorego kazda tworzqca prze-
cina trzy homologiczne proste da-
nych wiqzek.

Jezeli wierzchotek P nie lezy na
zadnej z trzech krzywych skosnych
(ust. 14) S4, S4 1 S2, to: stozek
[® jest kiasy 14-ej rodzaju 3-go
i posiada trzy tworzgee podwdjne,
ktoremi sq proste PW,, P W, i dwu-
sieczna d  krzywej skosnej 3-go
rzedu S},

Jezeli P lezy na prostej W W,
(wzgl. W W,), to stozek IS rzedu
5-go, z potréjng tworzaca W W,
(wzgl. W W,) i dwiema tworzace-
mi podwéjnemi 4 i P W, (wzgl.
P W), jest klasy 10-¢j i rodzaju
I-go.

Jezeli wierzchotek P lezy na pro-
ste] W, W,, to stozek I’ z po-
czworng tworzacg W, W, jest kla-
sy 8-¢j i rodzaju 0.

Jezeli P lezy na prostej giéwnej
wigzki (W), to stozek I'® rozpada
sig na stozek 2-go stovnia i sto-
Zek 3-go rzedu. Jeieli zas P leiy
na prostej gldwnej wigzki (W;) lub
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Skoro
ukiadu plaskiego (w), oraz pro-
stemi kazdego z dwdch kolinea-
cyjnych uktadow plaskich (v,) i (w,)
ustanowimy przeksztalcenia kwa-
dratowe, to wowczas: na dowolnej
plaszczyznie = — nie schodzacej sie
z Zadng z trzech réznych od
siebie podstaw o, @, i , tych ukla-
dow — lezy krzywa 5-ej klasy C,,
ktdrej kazda styczna przecina trzy

homologiczne proste danych ukia-

déw.

Jezeli plaszczyzna = nie przyna-
lezy do zadnejz trzech (ust. 14) po-
wierzchni rozwijalnych L4, 541 23,
to: krzywa C, jest rzedu 14-go, ro-
dzaju 3-go i posiada trzy styczne
podwdjne, kidremi sq proste « o,
w0, i prosta dwuptaszczyznowa d
powierzchni rozwijalnej 3-ej klasy
L5

Jezeli = przynaleiy do prostej
o o; (wzgl. © @), to krzywa C; kla-
sy 5-ej, z potrdjng styczna o o,
(wzgl. @ w;) i dwiema stycznemi
podwéjnemi d i o o, (wzgl. o o),
jest rzedu 10-go I rodzaju 1-go.

Jezeli plaszczyzna = przynalezy
do prostej o; v,, to krzywa C; z po-
czworng styczng o, ©, jest rzedu
8-go i rodzaju 0. -

Jeieli = przechodzi przez prosta
gtéwna ukladu (o), to krzywa C;
rozpada sig na stozkowq i na krzy-
wq 3-ef klasy. Jezeli za$ = prze-
chodzi przez prosta gléwna ukladu

pomiedzy prostemi |
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(W,), to % rozpada sig na pek
prostych i na stozek 4-go rzedu.

Jezeli wierzchotek Plezy na krzy-
wej skosnej S§, lub Sf, to stoiek
1’5 rozpada sig na pek prostychina
stozek 4-go rzedu. .

Jezeli zas P lezy na krzywej
skosnej S}, to stozek I rozpada
sig na pek prostych i na podwéj-
nie liczony stozek 2-go stopnia,
ktérego tworzacemi sg dwusieczne
krzywej SE.

() lub (w,), to C; rozpada sie na

pek prostych i na krzywaq 4-ef klasy.

Jezeli plaszczyzna = jest styczna
do powierzchni rozwijalnej £4 lub
¥4, to krzywa C; rozpada sig na pek
prostych i na krzywq 4-¢f klasy.

Jezeli za$ « jest plaszczyzng stycz-
na powierzchni rozwijalnej 23, to
krzywa C; rozpada sig na pegk pro-
stychk i na podwéjnie liczong
stozkowag, ktérej stycznemi sg proste
dwuplaszczyznowe powierzchni 3,

17. Trzy proste 4, @, i a,, stanowiace dowolna trojke homologicz-
nych elementéw wigzek (W), (W) i (W), ktore spelniaja relacje 8)
ust. 14-go, — sa w ogdlnosci prostemi skosnemi. Proste p, przecinajgce
tréjke @, @, 1 @y, przynaleza do powierzchni skosnej 2-go stopnia. Jezeli
prosta a bedzie elementem zmiennym w wiazce (W), to ogét takich pro-
stych p utworzy wéwczas kompleks prostych.

Z rozwazan ust. 15-go wiadomo nam, ze te proste badanego kom-
pleksu, ktore leza na dowolnej plaszczyinie t, utworza w ogélnosci krzy-
wa kompleksu K; klasy 5-ej. Z rozwazan ust. 16-go wynika, Ze te pro-
ste kompleksu, ktére przechodza przez dowolny punkt P, utworza w ogél-
nosci stozek kompleksu I rzedu 5-go. Wnosimy stad, ze badany kom-
pleks prostych jest stopnia 5-go. .

O ile plaszczyzna © nie przechodzi przez 7aden wierzchotek danych
wiazek, to (ust. 15) krzywa kompleksu Ks jest 14-go rzedu, 3-go rodzaju
i posiada trzy styczne podwdjne, ktéremi sa dwusieczne krzywe]j skoénej
3-go rzedu Sf. Z latwoscig stwierdzimy jednak, ze dwusieczna ¢ kr'zy-
wej SB jest stycznag podwéjng dla wszystkich krzywych kompleksu, kt'ore
leza na plaszczyznach © peku o osi c. Wnosimy stad, ze element ¢ jest
prosta podwdjng badanego kompleksu.

O ile wierzcholek P stoika kompleksu nie lezy na Zadnej z pro-
stych W W;, W W, i W, W,, ani na zadnej prostej gléwnej danych wig-
zek, ani tez na zadnej z krzywych skosnych S, S 1 53, to (ust. 16)
wéwezas stozek kompleksu TP rzedu 5-go jest I4-¢j klasy, 3-go rodzaju
i posiada trzy tworzqce podwdjne, ktéremi sa proste P W, PW,i dw?-
sieczna d krzywej skosnej Si: Skoro wierzcholek P poruszac sig qu’ZTE
po prostej: a) PW;, b) P W, lub c) po dwusiecznej d, tc? z latwoscia
stwierdzimy, Ze wymieniona pod a), b) lub c) prosta bedzie stale two-
rzacg podwéjng dla wszystkich stozkéw kompleksu. Owe trzy proste sg
zatem prostemi podwdjnemi badanego kompleksu.
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Z uwagi na to, ze na dowolnej plaszczyZnie = leza trzy proste po-

dwojne badanego kompleksu, a przez dowolny punkt P przechodza tez
trzy proste’ podwdjne tego kompleksu, przeto ogél tych prostych po-
dwojnych tworzy kongruencje 3-¢f klasy i 3-go rzedn. Kongruencja ta
rozpada sie jednak (ust. 14) na wigzke prostych (W)), wiazke (W) i na
kongruencje' 1-go rzedu i 3-ej klasy dwusiecznych krzywej skosnej S

Zauwazy¢ naleiy, ze dowolna prosta wigzki (W) jest prosta kom-
pleksu, gdyz (ust. 14) przecina trzy homologiczne proste danych wiazek
(W), (W) i (W,). Punkty W, W, i W, sa punktami giéwnemi') bada-
nego kompleksu.

K -Skoro plaszczyzna < przechodzi przez prosta W Wi, wzgl. W W, lub
W, W,, to dla odnosnych krzywych kompleksu prosta W W, (wzgl. W W)
jest (ust. 15) styczng potréjna, a prosta W; W, jest styczng poczwér-
na. Podobnie, gdy wierzcholek P lezy na wymienionych prostych, to dla
odnosnych stozkéw kompleksu prosta W W, (wzgl. W W,) jest (ust. 16)
tworzaca potréjna, a prosta W; W, tworzacg poczwérna, Mozemy
tedy elementy W W, i W-W, nazwaé prostemi potrdjnemi, a prosta W, W,
prostg poczworng badanego kompleksu. : oo

" A zatem dochodzimy do nastepujacych twierdzeri:

- Skoro pomigdzy prostemi wigzki (W), oraz prostemi kazdej
z dwdch kolineacyjnych wigzek (Wy) i (W,) — kiérych wierzcholkami sg
trzy dowolne i réine od siebie punkty W, W, i W, — ustanowimy prze-
ksztalcenia kwadratowe, to wowczas: ogot prostych, z ktérych kazda
preecina trzy homologiczne proste tych ‘wiqzek, utworzy kompleks 5-go
stopnia. -

Wiszystkie proste wiqzki (W) sg prostemi tego kompleksu. Proste
podwdjne tego kompleksu wyznaczajq kongruencje 3-go rzedu i 3-ej klasy,
ktdra rozpada si¢ na dwie wiqzki (W) i (W,), oraz na kongruencje dwu-
slecznych krzywej Skosnej 3-go rzedu S3. Wierzchothi danych- wigzek
sq punktami giéwnemi, proste W W, i W W, sq prostemi potrojnemi,
a prosta W, W, jest prostq poczwirng tego kompleksu.

Prawdziwe sg réwniez twierdzenia (p. ust, 14—16), dwoiscie odpo-
wiadajace poprzednim:

Skoro pomigdzy prostemi uktadu plaskiego (w), oraz prostemi
kazdego z. dwdch kolineacyjnych ukiadéw ptaskich (@) i (w,) — ktdérych
podstawami sg trzy dowolne i rézne od siebie plaszczyny o, o, i 0, —

. ) Th. Reye, 1. c. Bd. lll, p. 2, nazywa punktem gltéwnym (Haupt'punkt) komplek-
su taki punkt, ktéry jest wierzchotkiem wiazki prostych, nalezacych do tego komplek-
su. Podobnie plaszczyzna gitéwng (Hauptebene) kompleksu nazywa podstawe ukladu
ptaskiego, ktérego wszystkie proste naleza do tego kompleksu. .
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ustanowimy przeksztafcenia kwadratowe, to woéwczas: ogdf prostych,
g ktorych kazda przecina trzy homologiczne proste tych ukladoéw, utworzy
kompleks 5-go stopnia. .

Wszystkie proste ukiadi (@) sq prostemi tego kompleksu. Proste
podwdjne tego kompleksu utworzq kongruencje 3-ef klasy i 3-go rzedu,
kidra rozpada sie na dwa uwkiady (o) i (w,), oraz na kongruencje pro-
stych dwuplaszczyznowych powierzchni rozwijainej 3-ej klasy 3. Pod-
stawy danych ukiaddw sq plaszczyznami gtownemi, proste © o) i » w, sq
prostemi  potrdjnemi, a prosta o, w, jest prostq poczwdrng tego kom-
pleksu. .

18. Pomiedzy prostemi czterech wiazek (W) i (W), dia
v=1, 2, 3, ktérych wierzcholkami sg cztery dowolne i rézne od siebie
punkty W i W niechaj zachodzg zaleznosci:

(W) % (W) % (W), (W)= (W), (W) 22 (W), (W)= (W) ... (10)

‘'wymienione pod (1b), (2b) i (3b) w ust. 2-im. Cztery proste g, a;, @, i ds,
stanowiace dowolng czwérke homologicznych elementéw tych wiazek, sa
w 0gélnosci prostemi skosnemi i nie leza na tej samej powierzchni skos-
nej 2-go stopnia. Wobec tego istnieja dwie takie proste p, ktdre prze-
cinajg owa czwdrke prostych. Skoro prosta a bedzie elementem zmien-
nym w wigzce (W), to ogét takich prostych p utworzy wéwczas kongru-
encje prostych.

Celem wyznaczenia klasy tej kongruencji, przetnijmy dane wiazki
dowolng plaszczyzna t, nie przechodzaca przez wierzcholki Wi W,. Zre-
lacji (10) i ust. 2-go wynika wprost, ze pomiedzy punktami czterech
w ten sposéb otrzymanych ukladéw plaskich zachodzg zaleznosci:

(x) % (m) % (35), (B =2 (xy), (0) % (%), (%) =% (z3)-

Uklady te posiadajg (ust. 8) dziewie¢ czwérek homologicznych punkiow,
z ktérych kazda czwérka np. A 4; A, A, lezy na jednej prostej £ El.e—
ment ¢ przecina zatem cztery proste 4, a4y, @, 1 @3 danych wiazek i na-lezy
do badanej kongruencji. Poniewai na dowolnej plaszczyinie 1 1ezy?
takich prostych ¢, przeto omawiana kongruencja prostych. jest klasy G-¢j.

RAby wyznaczyé rzad tej kongruencji, wezmy pod uwage ko’r.m.:aleks
prostych Ty, stopnia 5-go, ktérego proste (ust. 17) przecinaja trojki ho-
mologicznych prostych wiazek (W), (W) i (W,). Jezeli przez d ozna-
‘¢zymy dwusieczna krzywej Sj, przechodzaca przez dany punkt P, to dla
kompleksu Ty, jego stozek kompleksu o wierzcholku P jest (ust. 16)
w ogdlnosci rzedu 5-go i posiada trzy tworzace podwéjne PW}, PW,
i d Uwzgledni¢ musimy nadto kompleks prostych T,,; stopnia 3-g‘o,
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ktérego proste 1) .przecinaja tréjki homologicznych prostych trzech koline-
acyjnych wiazek (W), (W,) i (W;), ofaz jego stoiek kompleksu o wierz-
cholku P, ktory jest rzedu 3-go i posiada trzy tworzace P W, P W, i d.
Owe dwa stozki o wspdlnym wierzcholku P przecinajg sie — oprécz
w trzech podwdjnie liczonych tworzacych P W, PW, i d — jeszcze
w (5.3 — 6) = 9-ciu dalszych tworzacych. Kaida z trzech prostych P W,
PW,id przecina (ust: 14) dwie tréjki homologicznych prostych np.
aa a,ibb, b, wiazek (W), (W), (W,) i jest w ogélnosci skosna wzgle-
dem prostych a; i by wigzki (W;); natomiast kaida z tych prostych, jako
tworzgca wymienionego powyzej stozka kompleksu 3-go rzedu, przecina
tréjke homologicznych prostych np. ¢; ¢, ¢; kolineacyjnych wigzek (W),
(W) i (W,). Trzy proste PW,, PW, id nie naleig zatem do badanej
kongruencji.

Przypusémy, ze jedna — oczywiscie réina od prostej d — z dalszych
9-ciu wspoélnych tworzacych dwéch stozkéw kompleksu odpow. rzedu 5-go
i 3-go, przecina: jako tworzaca pierwszego stozka trzy proste np. e, €, i e,
a jako tworzaca drugiego stozka przecina trzy proste np. fi, f» i f;. Two-
rzaca ta musialaby byé zatem krawedzig przeciecia sie homologicznych
plaszczyzn o; = ¢ f; i oy = e, f» kolineacyjnych wiazek (W}) i (W), a tem-
samem dwusieczng a ='o; a, krzywej Si. Z uwagi na to, ze kongruencja
dwusiecznych krzywej S2 jest 1-go rzedu, przeto przechodzaca przez P
prosta @ = ¢; %, zjednoczy¢ sig musiz wymieniong poprzednio dwusieczng
d. Zalozenie nasze doprowadzilo zatem do sprzecznosci. Wnosimy stad,
ze, -0 ile jedna z owych 9-ciu wspdlnych tworzacych przecina np. trojke
prostych e e, e;, musi zarazem (jako tworzaca stozka 3-go rzedu) prze-
cigé tréjke prostych e, ¢, ¢;. Innemi slowy: ta prosta nalezy do badanej
kongruencji, gdyz przecina cztery proste ¢, e, e, i ¢;. DowiedliSmy za-
tem, Ze przez dowolny punkt P przechodzi 9 prostych kongruencji, czyli
badana kongruencja prostych jest rzedu 9-go.

Uwaga. Rzad tej kongruencji moglibysmy tez wyznaczy¢ bezposgrednio, sto-
sujac zasadg dwoistosci do ostatniego dowodu, podanege w ust. 8-ym.

Dla kompleksu prostych TI),; stopnia 3-go wefmy pod uwage
jego stozek kompleksu o wierzcholku P = W. Poniewaz kazda tworzaca
tego stozka przecina tréjke homologicznych prostych np. @, a,, @, koli-
neacyjnych wiazek (W), (W3) i (W,), oraz element a wigzki (W), przeto
kazda tworzaca tego stoika 3-go rzedu jest elementem badanej kongru-
encji, a jego wierzcholek P = W jest punktem osobliwym 3-go stopnia
tej kongruencji.

Yy Fr. Kliem, 1. c. str. 20 — 22.
47

icm

Utwory pewnej klasy przeksztalcen kwadratowych. 43

Dia kompleksu Iy, stopnia 5-go weimy pod uwage stozek kom-
pleksu o wierzcholtku P = W,. Kaida tworzaca tego stoika przecina trzy
proste homologiczne np. a, @, i a, wiazek (W), (W}) i (W3), a nadto,
jako -element wigzki (Wj), réwniez i prosta a,. Kazda tworzaca tego
stozka 5-go rzedu przynalezy zatem do badanej kongruencji, a wierzcho-
tek P = W, jest punktem osobliwym 5-go stopnia tej kongruencji. W po-
dobny sposdb, uzgledniajac dwa dalsze kompleksy prostych 5-go stopnia
Tyes 1 I'ysy, ktérych proste przecinajg tréjki homologicznych prostych da-
nych wiazek (W), (W,) 1 (W;), wzgl. (W), (W3) i (W,) — wykaza¢ mo-
zemy, ze: wierzcholki W, i W, sg tez punktami osobliwemi 5-go stopnia
badanej kongruencji. A zatem:

Skoro pomigdzy prostemi wiqzki (W), oraz prostemi kazdej
z trzech kolineacyjnzch wigzek (W), =1, 2, 3 — ktorych wierzchotkami
sq cztery dowolne i rézne od siebie punkty W i W, — ustanowimy prze-
ksztalcenia kwadratowe, to wéwczas: 0got prostych, 2 ktorych kazda prze-
cina cztery homologiczne proste tych wigzek, utworzy kongruencje 9-go
rzedu i 9-ef klasy. ;

Wierzcholek W jest punktem osobliwym 3-go stophia, a kazdy z wierz-
chotkéw W,, W, i W, jest punktem osobliwym 5-go stopnia tej kongruenci.

Z rozwaiann dwoistych wynika prawdziwodé twierdzen:

Skoro pomiedzy prostemi ukladu plaskiego (®), oraz prostemi
kazdego z trzech kolineacyjnych uktadow plaskich (w), v=1, 2, 3,—kt6-
rych podstawami sg cztery dowolne iréine od siebie plaszczyzny i o
ustanowimy przeksztatcenia kwadratowe, to wéwczas: 0got prostych, z kto-
rych kagda przecina cztery homologiczne proste tych ukladéw, utworzy
kongruencje 9-¢j klasy i 9-go rzedu. v

Podstawa o jest plaszczyzng osobliwg 3-go stopnia, a kazda z _zzoid.-
staw w;, w, i 0, jest plaszczyzng osobliwg 5-go stopnia tej kongruenc]t:
} 19. Poszczegdlne proste g, b, ... kongruencji 9-go rzedu i. 9-ej
klasy, badanej w ustepie 18-ym, niechaj przecinaja odpow. czworki ho-
mologicznych prostych: a, a;, &y, @ b, by by, by;... danych wigzek (W) )
i (W), v=1, 2, 3. Wiadomo nam?), ze proste &, b,... te] kox?gruen'c_]l,
ktére przecinaja dowolnie przyjeta prosta p*, utworza powierzchnig skospa
T stopnia (9 -+ 9) = 18-go, dla ktorych element p* jest 9—cio.krotna _klep—
rownica. -—— Skoro uwzglednimy ogot tworzacych a,, by, .. powierzchni v,
to zbadaé¢ moiemy miejsca geometryczne:

a) prostych a, b,... wiazki (W).
b) prostych @, b,... (t=1, 2, 3) wigeki (W),

Y R. Sturm, Die Gebilde ersten u. zweiten Grades d. Liniengeometrie in syn-
thetischer Behandlung, Leipzig 1892, I Th., Nr. 34.
43


GUEST


44 ‘Antoni Plémitzer.

W- tym celu weimy pod uwage w wigzce (W) dowolny pek pro-
stych W (d, e,...)s, lezacy na dowolnie przyjetej plaszczyznie 8. Homo-
logiczne proste 4, e, ... kolineacyjnych wigzek (W) leza (p. relacja (10)
ust. 18-go i ust. 2) odpow. na stoikach 2-go stopnia A2 przyczem zacho-
dzg rzutowosci:

W(d, e,..0 & A2(dy, €5..) & A (dy €n..) T A2 (dy ey,

Proste, ktére przecinaja homologiczne proste tych pekdw, utworzg?!) po-
wierzchnie skosng @ stopnia 2 (1424 2-2) = 14-go. Poniewaz pro-
sta p* przecina 14 tworzacych powierzchni ®, a przez kazdy punkt prze-
cigeia sig plaszczyzny 6 z owemi 14-oma tworzacemi przechodzi jedna
prosta peku (W);, przeto dowiedlismy?), ze: w przypadku a) miejscem
geometrycznem prostych @, b, ... wiazki (W) jest stozek 14-go rzedu I,

Zalézmy teraz, ze plaszczyzna podstawowa 8 pomocniczego peku
(W)s przechodzi przez prosta gléwna np. { wiazki (W). Otrzymamy wéw-
czas (ust. 2) rzutowe peki prostych:
Wde . BaWi(d,e, .. Ws(dyen. Joon Welds ey Jpg. (10
ktérych podstawami sa homologiczne plaszezyzny & i 3, uwazanych wiazek,
przechodzace odpow. przez proste gléwne /i X, Proste, przecinajace
czworki homologicznych prostych tych pekéw, utworzg®) powierzchnie
skosna ®* stopnia 8-go. Uwzgledni¢ musimy nadto, ze prostej gléwnej
! podporzadkowane sa w wiazkach (W) trzy rzutowe peki prostych

Wi(fo - DA Wa(fu DA W (fa -2,

lezace odpow. na plaszczyznach giéwnych A, A, i A, tych wiazek. Proste,
przecinajace tréjki homologicznych prostych tych pekéw, utworza?®) kon-
gruencje 3-go rzedu i 3-ej klasy. Proste zas tej kongruencji, ktére prze-
. cinajg prosta gléwna I przynaleza do powierzchni skosnej ®; stopnia
(3+ 3) = 6-go, dla kiérej [ jest 3-krotng kierownicq. Rozwazana poprze-
dnio powierzchnia 14-go stopnia ® rozpada sie w tym przypadku na po-
wierzchnie 8-go stopnia ®* i na powierzchnie 6-go stopnia ¥, Prosta
p* przecina 8 tworzacych powierzchni ®¢ i 6 tworzacych powierzchni @,

) A. Plamitzer, Sétze iliber die Treffgeraden projektiver Strahleninvolutionen
héheren Grades, deren Tréger unikursale Gebilde sind, Sitzungsber. d. Rkademie d. Wis-
senschaften, Wien 1917, Bd. 126 (Fbt. lla) Nr. 13 (dla n, = n, = n, = =1 =1,
U, = Uy = U; = 2).

*) F. Kiiem, ). c. na str. 31-ej podaje analogiczny. dowdd dla stozka 8-go rzedu.

%) R. Sturm, |' c. Bd. L. Nr. 257.
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a przez (8 4 6) = 14 punktéw przebicia sie tych tworzacych z plaszczyzng
podstawowa & przechodzi tylez prostych peku (W)s, ktore sg tworzacemi
stozka I'* rzedu 14-go. Poniewaz jednak 6 tworzacych powierzchni @;
przecina jej kierownice ! — leigcg na plaszczyZnie & — w szesciu punk-
tach, przeto 6 tworzacych stozka I'* zjednoczylo sie na prostej gléwnej L
Z uwagi na to, ze & jest dowolng plaszczyzna, przechodzaca przez I
przeto element [ jest 6-ciokrotng tworzqeq stozka I't. W podobny spo-
s6b wykazemy, iz dwie dalsze proste giéwne m i n wiazki (W) sa tez
6-ciokrotnemi tworzacemi stoika I'4. .
Stosujgc analogiczne rozwazania do peku prostych W (d, fi,-..),
o dowolnej podstawie &, oraz do homologicznych pekéw w trzech po-
zostalych wigzkach (W), (W) i (W,), dochodzimy do rzutowosci:

A(d, fo VAW (du S )R W (o for YA W (dy Sy )

Proste, przecinajace homologiczne czwérki tych pekéw, utworza!) po-
wierzchnie skosng @, stopnia 2 (2414 1-41) = 10-go. Prosta p* prze-
cina tedy 10 tworzacych powierzchni ®,, a przez kazdy punkt przebicia
sie tych tworzacych z plaszczyzna 8; przechodzi jedna prosta peku
W, (d,, fi, .--)- lnnemi slowy: w przypadku b) miejscem geometrycznem
prostych a;, b,,... jest stozek 10-go rzedu T

Niechaj plaszczyzna 8, przechodzi przez prosta gléwna np. x, wigzki
(W,). Oprécz relacji (11) uwzgledni¢ musimy teraz pek prostych (W)
lezacy na plaszczyznie gléwnej & wiazki (W), oraz homologiczne proste
gléwne X;, %, i X3 trzech kolineacyjnych wiazek (W). Powierzchn’ia 10-go
stopnia ®; rozpada si¢ w tym przypadku na powierzchnie skosna 8-go
stopnia ®* i na powierzchnie skosng drugiego stopnia d2, ktorej tworzace
przecinaja . proste X;. Xi, X; i podporzadkowane im proste peku (W),
Prosta p* przecina 8 tworzacych powierzchni ®* i 2 tworzace powierzchni
®2.  Plaszczyzna podstawowa 8;—przechodzaca przez prosta gléwng x; —
przecina te tworzace w 8- 2 punktach, przyczem dwa ostatnie ‘pl.mk.ty
sg punktami przebicia sie tworzacych powierzchni P2 1leia na jej kie-
rownicy x,. Proste peku Wi (dy fi,...) o podstawie 3, przechodzace
przez owe punkty, sa tworzacemi badanego stozka 10-go rzedu. I’"“: Po-
niewaz jednak z poéréd owych 8+ 2 tworzacych dwie ostatnie zjedno-
czyly sie z elementem X, a & Jest dowolng plaszczyzng przechodz’a.ca
przez X;, przeto: prosta gléwna x; wiazki (W,) jest fworzqeq podw'o]nq
stozka I'0.—W podobny sposéb wykazemy, ze dwie dalsze ;{roste giéwne
v, 1 2, wiazki (W)) sa tez tworzacemi podwdjnemi tego stozka.

Yy A. Plamitzer, 1. c., Nr. 13.
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Stosujgc analogiczne rozwazania do wiazek (Ws) i (W,), otrzymamy.
dwa dalsze stozki 10-go rzedu I'? i TY. A zatem:

Skoro przez a,, by, ... oznaczymy te proste kongruencji 9-go rzedu
i 9-ef Klasy (ust, 18), ktére przecinajq dowolnie przyjetq prostq p* i odp.
poszczegdlne czwdrki homologicznych prostych: a, a,, a,, ay,;. b, by, by, b,;. .
wigzek (W) i (W) — spelniajacych (=1, 2, 3) relacje (10) ust. 18-go—
to wowczas:

@) proste a, b,... wiqzki (W) lezq na stozku T'¢ rzedu 14-go, dla
ktdrego trzy proste glowne l m i n wigzki (W) sq tworzacemi szescio-
krotnemi.

. b) proste a, b, ... wiqgzki (W) lezg na stotku T, rzedu 10-go, dla
ktdrego proste giowne x, y, | 2, wiqzki (W) sq tworzqcemi podwdjnemi.

Zauwazy¢ wkoricu nalezy, ze stozek I''4, nalezqcy do wiazki (W), przeksztalca sig (ust.
2) na mocy relacji (W) =? (W,) —na stozek 28-go rzedu, ktéry rozpada sig na trzy szes-
ciokrotnie liczone plaszczyzny gidwne 7.11 py 1 v, wigzki (W,), oraz na stozek 10-go
rzgdu I', 10, z trzema twyorzacemi podwoéjnemi X, V. 12, Podobnie stozek I'10 prze-
ksztalca sig na stozek 20-go rzedu, ktéry rozpada sie na trzy podwéjnie liczone piasz-
czyzny glowne &, i § wiazki (W), oraz na stozek ' rzedu 14-go, z trzema szescio-
krotnemi tworzacemi [, m t n.

W mysl zasady dwoistosci w przestrzeni prawdziwe jest twierdzenie:

Skoro pomiedzy prostemi ukiadu plaskiego (v), oraz prostemi
kazdego z trzech kolineacyjnych ukladéw plaskich (0), v=1,2, 3, —
ktérych podstawami sg dowolne i réine od siebie plaszczyzny 0io, —
ustanowimy przeksztalcenia kwadratowe,

a przez a,, by, ... oznaczymy te proste kongruencji 9-ej klasy i 9-go
rzedu, bedqcej (ust. 18) utworem tych ukladow, ktore przecindjq dowolnie
przyjeta prostg p* i odpow. poszczegdlne czwoirki homologicznych prostych:
a, a;, ay, ag; b, by, by, by ... vktadéw (o) i (o), to wowczas:

a) proste a, b, ... ukiadu (v) sq stycznemi krzywej 14-¢j klasy Cu, dla
ktorej proste glowne I, m i n ukladu (0) sq stycznemi szesciokrotnemi.

b) proste a, b, ... wkiady (o) sq stycznemi krzywej 10-¢j klasy
C'y dla ktorej proste gidwne x, y, i z, ukladn (v) sq ttycznemi podwdj-
nemi.

20. Korzystajac z rozwazan poprzedniego ustepu, dowie$¢ mozemy
prawdziwosci twierdzenia:

Skoro pomigdzy prostemi wigeki (W), oraz prostemi kazdej
2 czterech kolineacyjnych wiqzek (W), v =1, 2, 3, 4 — ktdrych wierzchot-
kami sq dowolne i rézine od siebie punkty W, W, — ustanowimy prze-
ksztafcenia kwadratowe, to woéwczas: ogdt prostych, z ktérych kazda
przecina piec homologicznych prostych tych wigzek, utworzy powierzchnie
skosng 28-go stopnia.
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Rby wyznaczy¢ stopieri tej powierzchni @, skonstruowaé nalezy punkty
przebicia sie dowolnej prostej p* z ta powierzchnig. Wiadomo nam, ie
proste a,, &, ... przecinajace p* i poszczegdine czwérki homologicznych
prostych aa, @y a,, b6, by by, .., wigzek (W), (W,), (W) i (W,), przyna-
lezg (ust. 19) do powierzchni skosnej ¥ stopnia 18-go, dla ktérej p*
jest 9-ciokrotng kierownicg. Poniewa wymienione powyiej proste
a, b,... (=1, 2, 3) wiazki (W) leza na stoizku 10-go rzedu T, przeto
z kollneaql wigzek (W) i (W) wynika, ze podporzadkowane owym pro- -
stym elementy a,, by, ... wiazki (W.) sa tworzacemi stozka I's? rzedu
10-go. — Kaidej tworzgcej 4, powierzchni ¥ podporzadkujemy, za posre-
dnictwem ‘czworki prostych a, a, @y a;, jedng i tylko jedna tworzaca as
stozka ', i naodwrét kaidej tworzacej a, tego stozka jedna scidle
okredlong tworzgca a, powierzchni W, te mianowicie, ktéra prze-
cina proste a, @, @ ‘i a., W ustalonej odpowiedniosci [1,1]-
-znacznej pomiedzy tworzacemi powierzchni U i I, ktére sa odpow,
rzedu 18-go i 10-go, istnieje') (18 4 10) = 28 par homologicznych two-
rzacych ¢, i €, ..., z ktdrych kaida para sie przecina. Tworzaca np. ¢,
powierzchni skosnej W przecina tedy czwérke prostych ¢, ¢, ¢, i ¢, oraz
prosta homologiczng ¢ (stoika [4°) i lezy na badanej powierzchni 2.
Poniewaz jednak kazda z owych 28 tworzacych ¢, ... powierzchni ¥
przecina¢ musi jej 9-krotng kierownice p* przeto dowolnie przyjeta
prosta p* przebija powierzchnig @ w 28 punktach, a temsamem powierzch-
nia ta jest 28-go stopnia, c. b. d. w. -

Z rozwazan dwoistych wynika prawdziwo$é¢ twierdzenia:

Skoro pomiedzy prostemi uktadu plaskiego (w), oraz prostemi
kazdego z czterech kolineacyjnych uktaddw plaskick (o), v=1, 2, 3, 4 —
ktérych podstawami sa dowolne i réine od siebie plaszczyzny o i @, —
ustanowimy przeksztoafcenia kwadratowe, to wéwczas: 0g6f prostych,
2 ktorych kazda przecina piec homologicznych prostych tych ukladow,
utworzy powierzchnie skosng 28-go stopnia. ‘

21. Skoro uwzglednimy ogdt tworzacych ¢, d,, ... powierzchni
skosnej &, ktére przecinaja odpow. pigtki homologicznych prostych
a, a;, 4y, a, ag b, by, by, by, by ... wigzek (W) i (W), to zbada¢ moie-
my miejsca geometryczne:

wigzki (W).
(+=1, 2, 3, 4) wiazki (W)).

a) prostych ¢, d,...
b) prostych ¢, d,...

Yy A. Plamitzer, Ueber mehrdeutige Verwandtschaften auf unikursalen Trégern,
Prace matem.-fizyczne, Tom XXX. Warszawa 1919, Nr. 2,
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W tym celu weimy pod uwage w wigzce (W) dowolny pek prostych
W (a, b,...)s, ktoremu. podporzadkowane sg (ust. 2) w wigzkach (W)
rzutowe peki prostych N -

A2 (ay, by, . .Y A A% (g, o) & A2 (as, by, .. ) A 4} (ay, by, .. ), kicrych pod-
stawami-sg’ stozki 2-go stopnia ‘4?2, Dowolnej prostej a tego peku pod-
porzadkowana jest -w kolineacyjonych ‘wigzkach (W) czwdrka  prostych
a,, @, a i as; dwie proste a* przecinajace owa czworke, przebijaja plasz-
czyzne podstawowa & tego peku w punktach A* przez ktére przechodzg
dwie proste @' = WA* peku (W);. Elementowi @ podporzadkujmy owe
proste a’. — Prosta @' przecina 16 takich prostych a*, &%,..., gdyz ogét
prostych, ktére przecinaja czwérki homologicznych prostych powyzej wy-
pisanych pekow (32), tworza (ust. 19) powierzchnig skosng 2 (24-24-2+2) =
16-go stopnia. Poniewa:z kazdej czwérce (z. posréd uzyskanych w ten
sposéb 16-u czwoérek) homologicznych prostych wiazek (W,) podporzad-
kowana jest w wiazce (W) jedna i tylko jedna prosta, lezaca na o, przeto:
elementowi a' podporzadkowalismy 16 prostych a,... Odpowiednio$é
[16,2]-znaczna ') pomiedzy prostemi a i a' peku (W); posiada 16--2
elementéw zjednoczonych, a kazdy z tych 18-tu elementéw zjednoczo-
nych ¢ =¢' posiada te wlasnos¢, ze: Prosta c¥ przecinajaca proste ho-
mologicine ¢, 5, C3 i ¢ wiazek (W,) oraz element ¢' peku (W)s, prze-
cina zarazem i element ¢ wigzki (W), gdyz ¢ =¢'. Wnosimy stad, e
kaida z 18-u w ten sposéb otrzymanych prostych c*,..‘. jest tworzgca
powierzchni skosnej £, a elementy zjednoczone ¢ = ¢',... naszej odpo-
wiedniosci leza na stozku 18-go rzedu T's. W przypadku a) miejscem
geometrycznem  prostych ¢, 4,... wiazki (W) jest zatem sfozek 18-go
rzedu T8, :

Niechaj plaszczyzna podstawowa & przechodzi przez prostg glowna
np. [ wiazki (W). Woéwcezas pekowi prostych W (a, &, ...); podporzadko-
wane sa (ust. 2) rzutowe peki prostych

uyl (a‘h bh e ') X W‘Z (a2’ b‘l’ ) A WS (asv b:iv . ) X W, (04, by, .. ')t

ktore lezg odpow. na plaszczyznach 8, a proste, przecinajace czworki
homologicznych prostych tych pekéw, utworzg (ust. 19) powierzchnie
skoéng stopnia 8-go. W sposéb analogiczny do poprzedniego, ustanowi-
my odpowiednio$¢ [8,2]-znaczng pomigdzy prostemi @i a' w peku .SW)B’
a elementy zjednoczone dowodza, ze na dowolnej plaszczyinie ¢ lezy
(84 2) = 10 tworzacych stozka I'®, — Prostej gtéwnej I podporzadkowane

sa w wiazkach (W) cztery peki prostych, lezace odpow. na plaszczyznach

1) Fr. Kliem, 1. c. na str, 32 rozwaza pig¢ kolineacyjnych wigzek i podaje analo-
giczng odpowiednios¢ [8.2]-znaczna. -
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gtéwnych X, tych wiazek. Proste, przecinajace czwdrki homologicznych
prostych tych ostatnich pekéw, utworzg powierzchnig skosng A stopnia
8-go. Prosta [ przecina A w 8-miu takich prostych e, f*, ..., z ktérych
kaida np. e* przecina elementy e, e,, ¢ i &, wiazek (W), oraz prostg
homologiczng e = wigzki (W), i jest wobec tego tworzgca powierzchni
28-go stopnia Q. Za posrednictwem ogmiu prostych e*, f* ... skonstru-
owali$my w tym przypadku na dowolnej plaszczyznie & peku (W); osm
takich tworzacych stozka I'S, ktére zjednoczyfy sig na prostej /. Prosta
glowna [ wiazki (W) jest tedy 8-krotng tworzqcq stoika I'®. — W po-
dobny sposéb dowiedziemy, e dwie dalsze proste giéwne m i n wigzki
(W) sa réwnie# 8-krotnemi tworzacemi stozka I8,

Zastosujmy teraz analogiczne rozwigzania do peku prostych W, (a,, 8,,...),
ktérego podstawa &; jest dowolna plaszczyzna wiazki (W,). Pekowi temu
podporzadkowane sa (ust. 2) w wiazce (W) pek prostych na stozku 2-go
stopnia A%, a w trzech pozostalych wiazkach peki prostych, odpow.
o plaszczyznach podstawowych 8, &, i 8. Proste, ktére przecinaja ele-
menty homologiczne czterech ostatnich rzutowych pekéw prostych, utwo-
rz3 (ust. 19) powierzchnie skosng stopnia 2 (24141 1). = 10-go.
W oméwiony powyiej sposéb ustanowimy odpowiednio$é [10,2]-znacznag
pomiedzy prostemi a, i a;" peku o wierzchotku W, i podstawie d;, a tem-
samem wykaiemy, ze: w przypadku b) miejscem geometrycznem pro-
stych ¢, di, ... wiazki (W,) jest stozek 12-go rzedu T,

Zalézmy wkoricu, e plaszczyzna &, przechodzi przez prosta gtéwna
np. x, wiazki (W)). Woéwczas pekowi prostych W, (a;, &,,...) o podsta-
wie &, podporzadkowane sg w pozostalych wiagzkach rzutowe peki pro-
stych:

W (a,b,..) % Wala by ,.) 5 Wy (a5 by .. ) K Wi (as, b, ...)

o plaszczyznach podstawowych &, 4,, &, wzgl, 5, a proste, przecinajace
homologiczne proste tych pekéw, utworza powierzchnie skosng 8-go
stopnia. Pomigdzy prostemi a; i a;' peku W, (a,, by, ...) ustanowi¢ mo-
zemy odpowiednios¢ [8,2]-znaczng, a temsamem  dowiesé, ze na plasz-
czyinie & lety 82 =10 tworzacych stozka I'2. Ponadto uwzgledni¢
musimy proste giéwne X,, x,, x; wigzek (W,) i pek homologicznych pro-
stych (W) na plaszezyznie gléwnej ¢ wiazki (W), oraz powierzchnie A2
stopnia 2-go, ktdrej tworzace przecinaja proste gléwne X, X3, X4 1 proste
peku (W)t Prosta gléwna x; przecina dwie tworzace ¥ i f* powierzch-
ni A?, ktére sg tworzacemi powierzchni 28-go stopnia £, gdyz przecinaja
odpow. proste e i f peku (W), oraz proste gldwne x;, %, X; i X1 wia-
zek (W,). Za posrednictwem prostych e* i f* skonstruowaliémy na plasz-
czyinie 9, dwie takie tworzace ¢, i f; stoika [}, kidre zjednoczyly sie
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na prostej gidwnej x,. Poniewai 8, jest dowolna plaszczyzna, przecho-
dzaca przez X, przeto: prosta gléwna x, wiazki (W;) jest tworzaca po-
dwdjng stozka I'2. — W ten sam sposéb wykazemy, e dwie dalsze
proste giéwne y, i z; wiazki (W,) sa tei tworzacemi podwdjnemi tego
stozka.

Stozkowi I'? podporzadkowane sa w kolineacyjnych wigzkach
(W), (W3) i (WL) réwniez stozki 12-go rzedu I'?, I'? | M2 Proste glow-
ne tych wigzek sa odpow. tworzacemi podwéjnemi owych stoikow.
R zatem: . :

Skoro przez c,, d,, ... oznaczymy poszczegdlne tworzqee powierzchni
skosnej 28-go stopnia Q, ktore (ust. 20) preecinajg pigthi homologicenych
proseych: ¢, ¢y, ¢ ¢y, ¢y 4, dy, do, dy, dy; ... wigzek (W) i (W), to wiw-
czas:

a) proste ¢, d, ... wiqzki (W) lezq na stozku 18-go rzedu TS, dlg
kidrego proste gidwne I, m i n wigzki (W) sq fworzqcemi oSmiokrot-
nemi.

b) proste c, d, ... (\=1, 2, 3, 4) wiqzki (W) lezq na stozku 12-go
rzedu T2, dla kidrego proste gldwne x, y, i z, wigzki (W) sq tworzqcemi
podwdjnemi. ' ‘

Uwzgledniajac przeksztalcenia kwadratowe, zachodzace pomiedzy prostemi wia-
zek (W) i (W.), zauwazy¢ nalezy, ze: Stozek I''® przeksztalca sie (ust. 2) na stozek
36-go' rzedu, ktory rozpada sie na trzy osmiokrotnie liczone plaszczyzny gléwne
Ay, py 1y, wiazki (W,), oraz na stozek rzedu 12-qo I', %, z trzema tworzacemi podwéj-
nemi x, y, iz, Podobnie stozek I',** przeksztalca sig na stozek rzedu 24-go, ktory
rozpada sig na trzy podwdjnie liczone plaszczyzny gléwne E, v i { wigzki (W), oraz na
stozek 18-go rzedu I'', z trzema oémiokrotnemi tworzacemi /, m i n.-

W myél zasady twoistosci w przestrzeni prawdziwe jest nastepujgce
twierdzenie:

Skoro przez c,, d,, ... oznaczymy poszczegolne tworzgce powierzch-
ni skosnej 28-go stopnia, ktdre przecinajq pigthi homologicznych prostych:
€ €4y €, €y, Co 4, dy, dy, dy, dy ... ukladbw plaskich (w) i (w), przyjetych
w ust. 20-ym, fo wdwczas:

4) proste c, d, ... ukfadu ptaskiego (v) sq stycznemi krzywej 18-e
klasy Cw, dla ktérej proste giowne | m i n ukladu (0) sq stycznemi
oSmiokrotnemi.

b) proste c, d, ... (v=1, 2, 3, 4) ukladu ptaskiego (@) sq stycz-
neml krzywej 12-ef klasy Ci2, dla ktdrej proste glowne x, ¥, 12, ukladu
(o) sq stycznemi podwdjnemi.

22, Korzystajac z rozwazar dwéch ostatnich ustepéw, dowie$¢ mo-
Zemy prawdziwosci twierdzenia;
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Skoro pomigdzy prostemi wigzki (W), oraz prostemi kazdej
2 piecin kolineacyjnych wiqzek (W), =1, 2, 3, 4, 5—ktérych wierzcholka-
mi sg dowolne i réine od siebie punkty W i W, — ustanowimy prze-
ksztalcenia kwadratowe, to wéwczas: istnieje 40 prostych, z ktorych kaz-
da przecina szes¢ homologicznych prostych tych wiqzek.

W tym celu weZmy pod uwage powierzchnie skoénag 28-go stopnia
®, ktdrej tworzace ¢), d,, ... przecinajg (ust. 20) piatki prostych: ¢, ¢y, £s, €5, €1
4, d,, dy, dy, dy; ... wigzek (W), (W), (W), (W,) i (W.). Poniewaz pro-
ste np. ¢, dy, ... wiazki (W) sa (ust. 12) tworzacemi stozka T2 rzedu
12-go, przeto z kolineacji wigzek (Wi) i (Ws) wynika, ze homologiczne
proste ci, ds, ... wiagzki (Ws) sa tez tworzacemi stozka 12-go rzedu I'Z,
Kazdej tworzacej ¢, powierzchni  podporzadkujemy — za posrednictwemn
piatki prostych ¢, ¢, ¢y €5, €4 — jedng i tylko jedna tworzaca ¢, stoika
I, i naodwrét, kazdej tworzacej ¢; stozka T2 podporzadkujemy jedna
Scisle okreslong tworzacy ¢, powierzchni &, te mianowicie, ktéra przecina
proste ¢, ¢, ¢, ¢; i ¢1. Odpowiednios¢ [1,1]-znaczna pomiedzy tworzace-
mi ¢, i ¢; powierzchni @ i I'?, ktére sq odpow. 28-go i 12-go rzedu, po-
siada (28 +- 12) =40 par takich homologicznych tworzacych ¢, i ¢s, ...,
z ktérych kazda para (ust. 20) sie przecina. Tworzaca np. ¢, powierzch-
ni @ przecina zatem pigtke prostych ¢, ¢, ¢, €3, ¢4, oraz prosta ¢; stoz-
ka T'2, Istnieje zatem 40 takich prostych ¢, ..., z ktérych kaida prze-
cina szes¢ homologicznych prostych wigzek (W) i (W), c. b, d. w.

Twierdzeniu temu podporzadkowane jest dwoiscie nastepujace twier-
dzenie: ‘

Skoro pomiedzy prostemi uktadu plaskiego (w),oraz prostemi
kazdej z pieciu kolineacyjnych ukiadéw plaskich (o), 1=1, 2, 3, 4, 5 —
ktérych podstawami sa dowolne i réine od siebie plaszczyzny o i o, —
ustanowimy praeksztatcenia kwadratowe, to wowczas: istnieje 40 prostych,
z ktorych kazda przecina szesc homologicznych prostych tych uktadéw
plaskick. :
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Die vorliegende Abhandlung zerféllt in vier Teile.
stelle ich allgemeine Kollineationen:

Im ersten Teile

(@) % (o) % (wg) ...

“(n) .. M

zwischen n gegebenen ebenen Feldern (w), 1 =1, 2,... 7, und eine all-
gemeine quadratische Verwandtschaft (Cremonasche Verwandtschaft vom
2-en Grade)
: (0) % () ... @

zwischen einem gegebenen ebenen Punktfelde (®) und dem Punktfelde
(o) her. Ich bezeichne mit L, M, N und X, Yy, Z, die Haupt-oder
Fundamental-punkte und mit x=NM, y=NL z=LMund [, = Z, Y,
mihszl Xy, ny=X; Y, die Hauptgeraden der quadratischen Verwandt-
schaft.

Zwischen dem Punktfelde (©) und jedem von den (n-1) ubrigen

l?unktfeldern (0), e=2 3,.,. 1 ergibt sich unmittelbar aus den Rela-
tionen (1) und (2) folgende Klasse quadratischer Verwandtschaften:
(@)% (), ()% (a3), ..., (0) 5 (00) ... ®

Diese Verwandtschaften besitzen eine charakteristische Eigenschaft: Die
Punkte X, ¥;, Z, und die Geraden I, M, n, des Feldes (w.) — welche
laut (1) den Elementen X, ¥, Z, und [, my, n; des Feldes (©;) ent-
sprechen — bilden Hauptpunkte, bezw. Hauptgeraden des betrachteten
Feldes.

" Qleichzeitig bespreche ich analoge Bezichungen zwischen ebenen
Strahlenfeldern, zentrischen Ebenenbiindeln und Strahlenbiindeln.

Der zweite Teil dieser Abhandlung enthlt folgende Sétze:

Sind zwischen dem Punktfelde (@) und jedem von zwei kollinearen
Punktfeldern (o), (0,) quadratische Verwandtschaften festgestellt, so ge-
hen durch irgend einen festen Punkt P, — der in der gemeinsamen
Grundebene dieser drei Felder liegt — fiinf solche Geraden, dass jede
von ihnen je drei entsprechende Punkte dieser Felder verbindet.
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Die Verbindungsgeraden sémtlicher Tripel homologer Punkte der
betrachteten Felder erzeugen eine Plankurve 5-er Klasse, 14-er Ordnung
und 3-en Geschlecht. Jede von den drei Koinzidenzgeraden der kolli-
nearen Felder (0;) und (w,) enthdlt zwei Tripel entsprechender Punkte
der Felder (v), (o), (#,) und ist eine Doppeltangente der betrachteten
Kurve 5-er Klasse K;. )

Bereichnet man mit a=4 A4, 4,, b=BB, B,,...
Tangenten der Kurve K, so erzeugen:

a) die Punkte A, B, ... des Feldes (») eine Plankurve C 5-er Ord-
nung, 14-er Klasse und 3-en Geschlecht, welche die drei Hauptpunkte
L, M, N 2u Doppelpunkten besitzt. .

b) die Punkte 4, B, ..., t=1, 2, des Feldes (v, eine allgemeine
Plankurve C, 4-er Ordnung, 12-er Kiasse und 3-en Geschlecht, welche
durch die Hauptpunkte X, ¥; und Z, hindurchgeht.

Sind zwischen dem Punktfelde (») und jedem von drei kollinearen
Punktfeldern (»), 1 =1, 2, 3, welche mit (@) kollokal sind, quadratische
Verwandtschaften festgestellt, so liegen 9-mal je vier entsprechende
Punkte dieser Felder in gerader Linie.

Im diesen zweiten Teile bespreche ich gleichzeitig analoge Eigen-
schaften 3. bezw, 4. kollokaler Strahlenfelder, konzentrischer Ebenenbiin-
del und Strahlenbiindel.

Der dritte Teil enthélt folgende Satze: . :

Sind zwischen dem Ebenenbiindel (W) und jedem von zwei kolli-
nearen Ebenenbiindeln (W;), (W,) quadratische Verwandtschaften festge-
stellt, so liegen auf irgend einer festen Gerade p, — die durch keinen

die samtlichen

" von den drei verschiedenen Scheitelpunkten dieser Biindel hindurch-

geht — fiinf Schnittpunkte je dreier homologer Ebenen der betrachteten
Blindel.

Die Schnittpunkte sémtlicher Tripel entsprechender Ebenen dieser
Biindel erzeugen eine Fliche 5-er Ordnung, welche eine doppelte ku-
bische Raumkurve besitzt. In Punkten dieser Raumkurve schneidep sich
je zwei homologe Strahlen der kollinearen Biindel (W;) und (W5).

Sind zwischen dem Ebenenbiindel (W) und jedem von drei kolli-
nearen Ebenenbiindeln (W), t=1, 2, 3, quadratische Verwandtschaf-
ten festgestellt, so erzeugen die Schnittpunkte sémtlicher Quadrupel ho-
mologer Ebenen dieser Biindel (welche verschiedene Scheitelpunkte ha-
ben) eine Raumkurve 9-er Ordnung, 57-er Klasse, 28-en Rang und 6-en
Geschlecht, welche 22 scheinbare Doppelpunkte besitzt.

Bezeichnet man mit 4 = o a; @y ¢y, B =88 By By, ... die sdmtlichen
Punkte dieser Raumkurve 9-er Ordnung R°, so erzeugen:

&3
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~a)-die Ebenen o, §,... des *Biindels (W) eine Kegelflache I' 7-er
Klasse, 24-er Ordnung-und 6-en Geschlecht, fiir welche jede von den
drei Hauptebenen 3, p, v des Biindesl (W) eine dreifache Beriihrungs-
ebene ist. ‘ o

b) die Ebener 4, 3, ..., 1 =1, 2, 3, des Biindels (W) eine Kegel-
flache I, 5-er Klasse, 20-er Ordnung und 6-en Geschlecht, welche ‘die
drei Hauptebenen &, 7, ¢, des Biindels (W,) zu Tagentialebenen besitzt,

Zu den fritheren fligen wir noch einen fiinften Ebenenbiidel (W)
hinzu, der zu dem Biindel (W)) kollinear ist, so schneiden sich 14-mal
je finf homologe Ebenen dieser Biindel in je einem Punkte.

Aus dualen Betrachtungen ergeben sich ganz analoge E]genschaf—
ten’ der 3., 4., und 5. Punktfelder, die bezw. in verschiedenen Grunde-
benen liegen.

Im vierten und letzten Teile meiner Abhandlung, nach der Ableitung
einiger Hilfsétze, wende ich mich einer liniengeometrischen Problem-
gruppe zu: ‘ . o

Sind zwxschen dem Strahlenbunde] (W) und jedem von zwei kolli-
nearen Strahlebenbiideln (W), (W,) — die verschiedene Scheitelpunkte
haben — quadratische Verwandtschaften festgestellt, so erzeugen die
Treffgeraden sémtlicher Tripel homologer Strahlen dieser Biindel einen
Komplex 5-en Grades. Hlle Geraden des Biindels (W) gehdren dem
Komplexe an. Die Doppelgeraden des Komplexes bilden eine Kongru-
enz 3-er Ordnung und 3-er Klasse; sie zerfillt in die Bindel (W), (W,)
und in die Kongruenz der Bisekanten einer kubischen Raumkurve, in

deren Punkten entsprechende Strahlen der kollinearen Biindel (W;) und

(W) sich schneiden. Die Scheitelpunkte W, W, und W, der betrachte-
ten Biindel sind Hauptpunkte des Komplexes, die Geraden W W,, W W,
sind dreifache-und der Strahl W, WB ist eine vierfache - Gerade des
Komplexes. -

Filgen wir noch einen vierten Strahlenbiindel (W;) hinzu, der zum
Biindel (W;) kollinear ist, so erzeugen die Treffgeraden samtlicher Qua-
drupel homologer Strahlen dieser Biindel eine Kongruenz 9-er Ordnung
und 9-er Klasse. Der Scheitelpunkt W ist ein singuldrer Punkt 3-en Gra-

des und jeder Biindelscheitel W, 1= 1, 2, 3, ist ein singulérer Punkt 5-en
" Grades dieser Kongruenz.

Bezeichnét man mit a,, &,... die Strahlen der betrachteten Kon-
gruenz, welche irgend eine feste Gerade p* und sémtliche Quadrupel
homologer Strahlen: - a, a;, @y, a;; b, by, by, by;... der gegebenen Biindel
schneiden, so -erzeugen:

a) die Geraden a, b,.

B

.. des Biindels (W) eine Kegelfliche T 14-er
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Ordnung, welche die Hauptgeraden /, m, n dieses Biindels zu 6-fachen
Erzeugenden besitzt.

b) die Geraden a, &,..., t=1, 2, 3, des Biindels (W) eine Kegel-
flache I', 10-er Ordnung, welche die Hauptgeraden x,, y, 2, dieses Biin-
dels zu Doppelerzeugenden hat.

Sind zwischen dem Strahlenbiindel (W) und jedem von vier kolli-
nearen Strahlenbiindeln (W), =1, 2, 3, 4 — welche verschiedene
Scheitelpunkte besitzen — quadratische Verwandtschaften festgestellt,
so erzeugen die Treffgeraden sémtlicher Quintupel homologer Strahlen
dieser Biindel eine Regelflache 28-en Grades.

Bezeichnet man mit ¢, d,,... die Erzeugenden dieser Regelfldche,
welche samtliche Quintupel homologer Strahlen: ¢, ¢y, ¢y, €5, €55 4, dy, ds,
dy, dy; ... der betrachteten Biindel schneiden, so erzeugen:

a) die Geraden ¢, d, ... des Biindels (W) eine Kegelfliche I' 18-er
Ordnung, welche die drei Hauptgeraden /, m, n dieses Bilindels zu 8-fa-
chen Erzeugenden hat.

b) die Geraden ¢, d, ..., \=1, 2, 3, 4, des Biindels (W) eine Ke-
gelflache T, 12-er Ordnung, welche die drei Hauptgeraden x, y,, 2, dieses
Biindels zu Doppelerzeugenden hat.

Sind endlich zwischen dem Strahlenbiinde! (W) und jedem von fiinf
kollinearen Strahlenbiindeln (W), t=1, 2, 3, 4, 5—welche verschiedene
Scheitelpunkte besitzen — quadratische Verwandtschaften festgestellt, so
gibt es im Allgemeinen 40 solche Geraden, das jede von ihnen je sechs
entsprechende Strahlen dieser Biindel schneidet.

In diesem letzten Teile meiner Abhandlung bespreche ich glelch-
zeitig auch analoge Eigenschaften der Strahlenfelder.
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