28 W. Slebodziriski.

rej dwie krzywizny giéwne sg réwne. TreScig }I Rozc_iz. s badania wlas-
no$ci geometrycznych promieni §wietlnych 1 trajektoryj punktu swobo'dne.go
w polu statystycznem przy pomocy wzoréw Freneta dla Qrzestr;em R'le_
manna. Ze wzoréw uzyskanych w ten sposéb wynika migdzy inneui, e
promieri §wietlny i trajektora, wychodzace z tegox samego punktu 1.w’tym
samym kierunku, majg w tymze punkcie wspoine tré]égmny. Frenetairéwne
skrecenia (7w 3). Stad mamy dalszy wniosek: jezeli w pewnem polu
statycznem, promienie $wietlne sg krzywemi plaskiemi, to trajektorje pun-
ktu swobodnego posiadajg te samg wiasnos¢, i nawzajem (.Tw 4). Dodajmy
wreszcie, ze wyznaczenie promieni $wietlnych i trajektoryj Punkt}x s.wobod-
nego w polu statycznem zostalo sprowadzone do rozwigzania ]?dnego
i tego samego zagadnienia z rachunku warjacyjnego. Ostatni rozdzial zo-
stat podwiecony nastgpujacemu zagadnieniu: wyznaczy¢ ‘te pola statyczne,
w ktérych promienie §wietlne, a zatem takze i trajektorje punktu' swobo_d-
nego, sa krzywemi plaskiemi. Zagadnienie to posiada trzy jedynie rozwia-
zania, okreslone wzorami (4;), (Br) (i= 1,2, 3) wzglednie wzorami (:4,’),
(B, (i=1,2,3), zaleznie od tego, czy réwnania Einsteina przyjmujemy
w pierwotnej formie czy tez w formie p6zniejszej, nogdlnionej. Z p(?érdd
tych trzech rozwigzaf jedno jest znanem rozwigzaniem Schwarzschilda
wzglednie Trefftz’a, dwa inne, o ile wiem, nie byly dotychczas wyzna-
czone.
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Geometrische Theorie logischer Funktionen.

Beitrag zur Algebra der Logik.

Teorja geometryczna funkcyj logicznych.

Przyczynek do Algebry Logiki.

§ 1. Einleitung., — § 2. Vorlaufige Klassifikation ebener Gebilde. — § 3. Entfer-
nung. — § 4. Strablenbiisehel. — § 5. Linienkoordinaten. — § 6. Der geometrische
Dualismus. — § 7. Entfernung und Winkel. — § 8. Ausweichende Geraden und Strah-
lenbiischel. — § 9. Kollinearit#t und Koinzidenz. — § 10. Dreieck und Dreiseit. —
§ 11. Invarianten der Substitutionsgruppe. — § 12. Entgegengesetzte Punkte und
Geraden. — § 13. Semikollineare und Semikoinzidente. — § 14. Entfernung und Win-
kel auf Linien. — § 15. Durchmesser, Fundamentalpunkte uad Fundamentalgeraden. —
§ 16. Liniengeschlechter. — & 17. Gerade I und Gerade II. — § 18. Kanonische Li-
nien. — § 19. Verallgemeinerte Kollineare und verallgemeinerte XKoinzidente, —
§ 20. Zusammenstellung untersuchter Linien. — § 21. Gewebe des Geradenbiischels
und der Biischelschar,

§ 1. Einleitung. Whiteheads Theorie der logischen Funktio-
nen!) behandelt die Funktionen nur im aligemeinen. In der vorliegenden
Abhandlung untersuchen wir verschiedene spezielle Funktionen der Algebra
der Logik auf Grund einer Klassifikation, welche sich durch logische Trans-
formationen begriinden ldsst. Wir geben unserer Theorie geometrisches
Geprage; sie ist eine ,analytische Geometrie® im 2-dim ,logischen Raume®?)

) Mem. on the alg. of symb. log, Amer. Journ. of. Math., XXIII, 1901. Vgi
auch dessen Abh. ,The logic of relations, log. subst. groups etc.” 1. ¢. XXV, 1903,

%) Wir beschinken uns avf 2 — dim. Raum, die ,Ebene, d.h. auf Funktionen
einer unabhiingigen Variablen. Es steht aber nihts im Wege eine analoge Theorie
fiir Funktionen mehrerer Variablen, d.h. eine mehrdimensionale Geometrie zu bilden
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Dabei stiitzen wir uns auf die von Cayley®) begriindele und von
F. Klein') ausgebildete gruppentheoretische Auffassung der Geometrie.

Die Sitze der Algebra der Logik®) sammt der Funktionen — und
Transformationentheorie®) werden als bekannt verausgesetzt.

In der Algebra der Logik bedienen wir uns folgender Symbolik:
Z logische Null (Modul der logischen Addition), T Totalitat
(Modul der logischen Multiplikation), e b logische Summe, a.o b
oder kiirzer ab logisches Produkt von aund 4, a’Negation
vong,ajb=ablUadb a)lb=(a [0 =aby a'b, a ¢ b Sub-
sumtion (a sub b).

§ 2. Vorlaufige Klassifikation ebener Gebilde. Wir nennen Punkt
m 2—dim. logischen Raume (kiirzer Pt) jede Dyade visn Dingen des lo-
gischen Bereiches; wir bezeichnen die Pte durch (a, 8), (x, y), P(a, b),...
Die Dinge x, y in (x, y) nennen wir Koordinaten.
Zwei Pte (a,, a,), (by, bs) sind dann und nur dann gleich, wenn
a, = b, a, = b, ist.
Jede Gleichung (kiirzer Gg)
axywbxy vexyvudxy=_2 (2
wo x, y Verdnderliche und @, b, ¢, d Konstanten oder Funkiionen varia-
bler Parameter, mit der Bedinguny
abed = Z @n
sind, stellt eine Gesammtheit von Pten dar. Wir sagen in diesem FalI_e,
dass (2) und (2'1) eine ebene Linie oder eine Gesammtheit
von Linien darstellt.

%) A sixth mem. on quantics, Plilos. Trans, 149 (1859), G.61ff; Coll. Math
Pap., I (1889), S.561ff.

‘) Vergl. Betr. . neue geom. Forsch., Erlangen 1872, Math. Ann., 43(1889), S. 63£f.

) Unter Algebra der Logik verstehen vir reine Klassentheorie (ohne
Riicksicht auf Anwendungen), Vgl: L. Couturat, L'alg. de la log, 1605; E. Hun-
tington, Sets of indep. postulates for the alg. of. log., Trans. Amer. Math. Soe,,
V, 1904 E. Schréder, Vorl . Alg. d. Log., Bd. 1 — I, 1890 ff; Abriss d. Alg. d.
Log., 1910: E. Sta'mm, Grundz. d. Alg. d. Log, Warschau, 1913 (polnisch; umfasst
auch Funktionen und Transformationentheorie); A. N. Whitehead, A treat on
universal alg., I, 1898.

) Vgl die zwei unter 1) uangefithrten Abh. Whiteheads u. meine unter
3 zit. Arbeit.
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Wenn fiir x = x, die Variable y in (2) den Wert y, annimmt, so
sagen wir, dass die entsprechende Linie (Gesammtheit von Linien) durch
den Pt (x,, y) hindurchgeht, oder dass der Pt (%q, y,) auf der Li-
nie (Gesammtheit von Linien) liegt.

Vorldufig nennen wir Gerade (kiirzer Ge) die Linie, welche durch
die Gg

y=axybx =f(x) 22)

bestimmt ist, wo a und # Konstanten sind.

Geradenbiischel nennen wir die Gesammtheit der Gen mit
der Gg

Yy=apxobpxX G ep'xudpx =f(px), (23
wo p variabler Parameter ist.
Kollineare nennen wir die Linie mit der Gg
x=amgybm = v (m), y=cmodm =19 (m), (24)

wo m unabhingige Vanable ist.

Kollinearenbiischel nennen wir die Gesa nmtheit von Li-
nien mit der Gg

X=apmoapn vapmga pm=zypm,

Yy=bpmobpm Obpmob pm=1yp m,

wo m unabhingige Variable und p Parameter ist.

§ 3. Entfernung Die fundamentale Beziehung zwischen zwei belie-
bigen Pten nennen wir Entfernung dieser Pte?), und definieren fol-
gendermassen:

1) Die Entfernung ist invariant bei der Substitution T x =
Ty=561]y, wo a und b beliebig sind®);

a gy ox,

) Weil wir in unserem Sysleme der Geometrie manche zu den Formen der
gewshnlichen Geometrie analogen Gebilde finden, geben wir diesen Gebilden diesel-
ben Namen, wie sie in der gewShnlichen Geometrie besitzen. Wir nehmien aber dabei
keine Riicksicht auf gewisse Eigenschaften dieser Gebilde, sondern auf ihre Stellung
im Systeme der Geometrie.

F)y Spidter werden wir beweisen, dass die Entfernung bei jeder Substitution
invariant bleibt.
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9) die Entfernung ist symmetrisch beziiglich beider Pte:

3) die Entfernung ist gleich Z nur wenn beide Pte zusammenfallen.

Um eine analytische Formel filr die Entfernung zu gewinnen, wollen
wir zuerst allgemein nachallen Invarianten zweier beliebiger Pte bei der
erwihnten Sabstitutionfragen. Weil beide Pte beliebig sind, miissen die
gesuchten Invarianten Funktionen ibrer Koordinaten sein, wobei die Koef-
fizienten dieser Funktionen nur die Werte Z oder T besitzen konnen.
Wir setzen also

F(xp XY ya) = AX Y1 X2 92 U Bixi % ¥s v Basey Yy 55 ¥ U
UBsx ¥ X3, O Byatiy % 0 Gy Xy, O G Y6y 9
G H %Y Cx Y Ky G X Y 8y Yo Cox' Y1 %3 Y50 ()

o Dyx ¥y Xy s v Dy Xy ¥y 0 Dy X Y% Y, U

U D&Y E YW E XY V& Ve

wo A bis E die Koeffizienten, welche den Wert Z oder T besitzen, aber
vorlufig unbestimmt, und (x;, ¥,), (%, ¥o) die gegebenen Pte sind. Den
Wert der Koeffizienten A bis E bestimmen wir mit Hilfe der Methode
der unbestimmten Koeffizienten®). Nach der Ausfihrung der Substitution
und Vereinfachung erhalten wir den Ausdruck

My %, 90 % ¥ O My xp 3y %5 V'3 U e O My X'y 5 ys (B

wo M Fuoklionen von A bis E und von g, b sind. Vergleichen wir die
Koeffizienten von («) und (8), so bekommen wir das System

Ad b o CabyCab uEaob=A4,
B a¥ g Bya'buD,all yDjab= B,
B,a'b o Dya’b B, ab’ v Dyab= B,

also die Bedingungen
A=Cy=C=E B =By=D,=D, B,=D =B=D,
C,=C,=C=C,

9 Vgl. meine Arbeit ,Beitr. z. Alg. d. Log.® Monatsh. f. Math. u Phys., XXII,
1911, S. 1431,
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Sind also die Werte der Koeffizienten A, B, B,, C, bestimmt, so sind die
Werte aller unserer Koeffizienten bestimmt. Dies gibt uns 16 moglische
Fille, welche 16 gesuchte Invarianten geben:

N, =2,

Ny = (%, § %) (G T Y2
Ny = (% %) (g X ga)s
Ny = (x, (%) (71 0 ¥2)
N, = (x, 0(x) () 7).
Ny = %, { %

Ny = g QY

Ny = (5 1 %) 4 s 1 Yo)
Ny = (5 1) 0@ 1y,
Nuw= 7)Y

Ny = % )( X,

Nix= (6 T 0oy T o),
Nys= (x; T x) U1 Ky,
Nio= (%, )( X)) 0 /A8
Ny = (x, W xdyy W y2)
Ny T.

Unseren drei Postulaten geniigt nur die Invariante Nj,. Wir definieren also:

Die Entfernung zweier Pte (x, y) (% ) ist deg
Wert des Ausdruckes

A= § x) v (0 0 3) (31)

Wir nennen Entfernung des Ptes (x;, y,) vonder Linie
(Gesammtheit von Linien) das Minimum der Enifernungen des Ptes
(x5, ¥o) von den Pten dieser Linie (Gesammtheit), und Entfernung
der Linie (Gesammtheit)/ von der Linie (Gesamm-
theit) 4 das Minimum der Entfernungen der Pte von /, von den Pten
von L.

§ 4. Strahlenbiischel. Wir nennen Strahlenbifischel die
Gesammtheit der Gen durch einen gegebenen Pt. — Ist der gegebene Pt
(%o, Vo), SO lautet die Gg des Stra hlenbiischels durch (x5 yo):

Y= UYIP v K150k Gydp oy pTx,  (4)

wo p ein variabler Parameter ist.
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Denn jede Ge, welche durch (x,, y,) geht befriedigt die Gy
Moo= a%, O bx'o Diese Gg ist mit o’ x, 3, U axy ¥y U ¥ X, Vo u
v bx) y/ = Z, dhomit y ab U (x, Ty ab O () y)ab o
U Y, @' b' = Z &quivalent. Diese Gg ist aber fiir ¢ und 5 modglch Lnd
hat die Losung .

a= (X' Oy n o Xy, b= (xVI)7vx ¥,

wo 2 und w beliebig sind.ADie Gg
y=I[x" vyl xyu]xu [ro W) v Uy 9y 0] X

ist aber mit (4) #quivalent. Denn
Ggen

man kann immer p so wihlen, dass die
@ U I B K B = (xy U )P U Ko Y P
o U3 T U X YV = (x, U PO N RVIENEY 4

gellen, weil dieses System fiir p moglich ist.

. Es tasst sid leicht beweisen, dass die Gen von (4) keinen fiir alle ge-
meinsamen Pt ausser (x,, y,) besitzen,

Der Strahlenbiischel besitzt folgende Eigenschaft: Jeder Pt jeder
G’en des Strahlenbiischels durch (x, o) hat vom Pte (x,, y,)
die Entfernung Tund umgekehrt.

Beweis. Wir schreiben (4) in der Form
V=0 U Pr o (5% ) PE U rnD X L YK
Die Entfernung des Pt.s (x,. y,/) vom Pte (x, ¥) ist gleich
D=(0gx 0w (e Cyyrxe@muy ps v X Yo B X O
RN P X = L0 0 (e w ) P U (U ) p X U

@ UV ru (U)X =Tpx o Tpx' o TP x v

Umgekehrt folgt aus

AW TN=T @)
leicht (4).
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§ 5. Linienkoordinaten. Linienkoordinaten der Geraden
(22) nennen wir die Ausdriicke

E=a)b 71=oa ©)

Daraus folgt

b=t )1 (51)

a=n,
Setzen wir (5'1) in (2-2) ein, so erhalten wir

y=7x0EX X (52

Diese Gg ist mit
Txyunzy oG n X yvENDAY =2 (521)
dh. mit

Yinuytd v ey XNy =2 (22
aquivalent. Aus (522) folgt fir 4
1=yt U )N (623)

diese Gg besitzt die Form von (5-2).

Jede der Ggen (52) bis (523) stellt fiir variableux, y
und konstante & <% eine Ge oder ,Punkireihe®, und fir
variable § v und konstante x, ¢y einen Pt oder Strah-
lenbiischel

In analoger Weise wie die Pte bezeichnen wir die Gen mit Hilfe der
Linienkoordinaten durch das Symbol [, ]

§ 6. Der geometrische Dualismus. Dem Begriff der Entfernung
entspricht dual der Begriff des Winkels. Wir nennen Winkel zwischen
zwel Gen [£,, 7], [&,, 7] den Ausdriick

v=0E 1% v (g mw )

Den Winkel zwischen Ge und Pt dh. Strahlenbisch.l
(Gesammtheit von Pten) und den Winkel zwischen Pt (Gesammtheit
von Pten) und Gesammtheit von Pten (Pt) definieren wir als
Minimum der méglichen Winkel, Zhnlich wie bei der Gen.

Der auf diese Weise konstruierte geometrische Dualismus ist vom 13-
gischen Dualismus verschieden. Mit diese. Dualismus haben wir eigent-
lich zwei Geometriesysteme gebildet, das eine mit den Grundbegriffen Pt

195



GUEST


8 Edward Stamm.

-und Entfernung, das andere mil den Grundbegriffen Ge und Winkel. In
formaler Hinsicht sind beide Systeme identisch; wenn wir aber eine Bezie-
hung zwischen geometrischen Gebilden beider Systeme auf Grund der Re-
lationen (5) herstellen, so vereinigen wir dadurch beide Systeme in eins,
in welchem die Symbole (x, y), [§, 4] verschiedene Bedeutungen
besitzen.

Dem Pte auf einer Gen entspricht eine Ge durch den Pt. Zwei Pten
auf einer Gen entsprechen zwei Gen durch einen Pt und umgekehrt.

Die dualen Sitze schreiben wir, #hnlich wie es in der projektiven
Geometrie nach dem Vorgange Steiners geschicht, in zwei Kolonnen,

D'e Beweise der dualen Sitze folgen aus dem Prinzip der geometri-
schen Dualitat; wir kénnen sie deshalb weglassen.

§ 7. Entfernung und Winkel.

weisen.

Die Entfernung zweier Pte
n=abUbE, 1=cltyd¥ !
ist gleich

A=(@ye)u(dya. 3

Die Entfernung des Ptes (x,, )
von der Gen (Punktreihe) [, 7]
ist gleich

A= % O &) 1) %1 7

Die Eutfernung zweier Gen !
y=axbx', y=cxydx'
ist gleich
A=(aygc)(byd.

Die Entfernung zweier Pte ist
immer dem Winkel zwischen die-
sen Gen subsumiert.
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Folgende Sitze sind leicht zu be-

Der Winkel zwischen zwei Ge-
raden

y=axubx, y=cxydx
ist gleich
v=(@giou@yd. (7
Der Winkel zwischen der Gen

[Zs, 7] und dem Pte (Strahlenbii-
schel) (x,, ¥,) betragt

v=[Vo £ L (X} 10)&"] e (71

Der Winkel zwischen zwei Pten

=at b, n=ctudf (8)
betragt
v=(@ayc)(bgad. (72

Der Winkel zwischen zwei Pten
ist immer der Entfernung dieser Pte
subsumiert.

Geometrische Theorie logischer Funktionen.

§ 8. Ausweichende Geraden und Punkte.

Zwei Gen {y) haben dann und
nur dann gemeinsame Pte, weun

@ioGod=2

Beweis folgt aus (7°2).

Zwei Strahlenbiischel (v) haben
dann und nur dann gemeinsame Gen,
wenn

@paidy=2z (8§
ist.

Geraden, welche keine gemeinsamen Ple und Strahlenbiischel (Pte),
welche keine gemeinsamen Gen besitzen nennen wir susweichende.

Es lasst sich leicht beweisen, dass wenn zwei Gen nicht ausweichend
sind, im allgemeinen beliehig viele gemeinsame Pte oder ,Schriltpunkte®
existieren. Analoges gilt {iir Strahlenbiischel.

Weiter gilt folgender Satz, dessen Beweis wir dem Leser iiberlassen.

Ist eine Ge g und ein Pt P
ausserhalb der Gan g gepehen, so
gibt es Gen durch P, welche mit g
gemeinsame Pie besitzen, und es
gibt Gen durch P, welche zu g aus-
weichend sind.

Ist ein Pt G und eine Ge p
ausserhalb des Ples G gegeben, so
gibt es Pte auf p, welche mit @G
gememsame Gen besitzen, und es
gibt Pte auf p, welche zu G aus-
weichend sind.

§ 9. Kollinearitit und Koinzidenz.

Der Pt M ist mit dén Pten K
und L kollinear, wenn die Re:
lation

(KAM) § (MALy= K AL

besteit, wo AAB die Entiernung
der Pte 4 und B bedeutet.

Die Ge m ist mit den Gen %

und / koinzident, wenn die
Relation

(kym) § (my D =Fkyl (9

besteht, wo a ¢ & den Winkel zwi-
schen den Gen ¢ und & bedeutet

Die Koinzidenz in diesern Siane ist wom Zusammenfallen verschieden.

Wenn die Pte K, L, 3/, die
Koordinaten (1, ) {#., ©), (#,, )
besitzen, so ist die notwendige und
hinreichende Bedingung der Kolli-
nearitit,

Wenn die Gen k, 1, m die

Koordinaten [u;, 2}, [1,, v}, [, v,]
pezitzen, so ist die notwendige und
hinreichende Bedingung der Koin-
zidenz

(o Gasyoles g o] 0 L@ g @)@, g vl g [ g a)oles g o)]l=Z(91)
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Beweis folgt aus (9).

Die Kollinearitit ist eine ter-
niresy mm e trische Beziehuog.
Wir sprechen deshalb kurz von
Kollinearitat dreier Pte.

§ 10. Dreieck und Dreiseit.

Wir nennen Dreieck jede
Gesammtheit von drei verschiede-
nen Pten.

Wir nennen Inhalt des Drei-

eckes P (uy,7y), Q (i) R (3 7)
den Wert des Ausdruckes

A (-P Q R) ':f(ul) ﬂlx llza vZ’ uS 7}3)!

wo f die Funktion auf der linken
Seite von (9°1) bedeutet.

Sind die Pte P, Q, R kolli-
near, so ist der Inhalt des Drei-
eckes P Q R gleich Z.

Ist im Dreieck PQR PAQ==2,,
QAR = 8, RAP =3, soist

A (PQR)"—: 51}2’321{53-

Die Koinzidenz ist eine ter-
nire symmetrische Beziehung.
Wir sprechen deshalb kurz von Ko-
inzidenz dreier Gen.

Wir nennen Dreiseit jede
Gesammiheit von drei verschiede-
nen Gen.

Wir nennen Inhalt des Drei-

seits p [, 9,1, g L 2], 7 [, 03]
den Wert des Ausdruckes

¥ (pq =1, 0. 1y, Uy, U85, 75) (10)

wo f die Funktion anf den linken
Seite von (9'1) bedeutet.

Sind die Gen p, ¢, r koinzi-
dent, so ist der Inhalt des Dreiseits
pqr gleich Z.

Ist it Dreiseit pqr pyg=2a,
gyr =208, ryp = 9 so ist

v (pgr) = 818,17 (10)

§ 1. fInvarianten der Substitutionsgruppe. Aus der Definition

der Kollinearitat folgt, dass jede Substitution, welche die Entfernung un-
gedndert lasst auch die Kollinearitdt nicht dndert. Wenn wir also die all-
gemeine Substitution bestimmen wollen, welche die Kolli-
nearitdt nicht dndert, so geniigt es die allgemeinste Substitution
zu bestimmen, fiir weiche die Entfernung eine Invariante ist. Wir nehmen
an, dass die gesuchte Substitution die Gestalt

Tx=a, xyUtyxy’ Vas XYoo xy, Ty=>bxy0bxy'Ubx'yub,x’y (=)

besitzt, wobei noch, wie die Transformationentheorie der Algebra der Lo-
gik lehrt
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4
151 (@'r bR o 1: (CHYVEARY 1;1 (@ Vb)) 1} (b =2 (©)

sein muss, Weil, wie es bekannt ist, sechs Koefiizienten die Substitution
bestimmen, und weil ¢, und b, durch die Formein

a, =a\ ad oo, asuayaly, by =8, 0,000,000, (1)

gegeben sind, werden wir nur die Koeffizienten a,, 4., a5, &, by, b5 be-
stimmen miissen. Die Entfernung zweier P-te K (xy, 3,), L (x., y,) ist
KAL = {x; 4 x) w (¥ 0y,). Nach der Substitution (2} erhalien wir

K ALi={a,x;y, wxy Vi wayxy ¥y wa, Xy y) a
G 5 Ve WX Y0 G X3 U a XY U
VX 0bhxY WX b X YT
TG Xy U b X3 Wby Xy ¥ bx'y V),

wo K,, L, die transformierten Pie bedeuten. Dieser Ausdruck muss K A L
gleich sein:

KA Ly= (2,1 %) Wiy, G 3 (@)

Um die Koeffizienten @, bis a; zu bestimmen, haben wir also die Re-
ationen (5), (7). (3) Wenn wir jetst beide Seiten von (2) in kleinste Be-
standteile der Dinge xy, 3, X, V. entwickeln und die Koeifizienten ver-
gleichen, bexommen wir

(@ T a )b 0 b)=T. (a, i a)ylb, §0)=T. (a, i a)(b, § b)=T

(
(22 0 @) (b, 1 b))= T, (a0 a)yolb, § b3=T, (2,0 a)(b; 0 b)=T

Wenn wir jetzi in diescm Systeme die Werle von a, und 3, aus (y)
einsetzen, und das System auf die Form

F (ay, by, as, by, a3, b)) = Z )

bringen, so verifizieren wir leicht, dass (), welches mit (y) und (=) aqui-
valent ist und (3) nicht enthilt, mit (5} nach der Substifution der Werte (1),
dquivalent tst. Analoges gilt fir die Koinzidenz. Weil nun (3) jede Substi-
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tution bestimmt, welche die Entfernung invariant liset, haben wir folgen-
den Satz bewiesen:

Die Entiernung zwei- Der Winkel zwischen

er Pte ist eine Invariante zwei Gen ist eine Inva-
fiir jede Substitution zwei- riante fiir jede Substitu-
er unabhangigen Varia- tion zweier unabhédngigen
bien. Variablen.

Daraus folgt direkt der weitere Satz:

Die Entfernung zweier DerWinkel zwischen

Pte, der Inhalt des Drei- zwei Gen, der Inhalt des
eckes und die Kollineari- Dreiseites und die Koingzi-
tdt von drei Pten sind In- denz von drei Gen sind In-
varianten der Substitu- varianten der Substitu

tionsgruppe. tionsgruppe.

Wenn wir (%) nach a, bis b, aufldsen, so erhalten wir die Koeffizien
ten der allgemeinsten Form der Substitution. Sie lasst sich auf folgende
spezielle Substitutionen zuriickfithren:

L Trx=x, I Tx=x, Ul Tx=y, IV. Tx=x{y, V. Tx=x, ] by
§ X a
Ty=y; Ty=y';  Ty=x Ty=y; Ty=x1y }

§ 12. Entgegengesetete Punkte und Geraden. Wir haben unse-
rem Systeme der Geonetrie zwei Fundamentalgebilde Pt und Ge zu Grund
gelegt. Weiter haben wir folgende Fundamentalbeziehungen zwischen Pten
eirgefiihri: Entfernung zweier Pte, Inhalt des Drejeckes und Kollinearitat
dreier Pte; diz entsprechenden dualen Begriffe sind Winkel, Inhalt des Drei-
seits und Koinzidenz, Inhalt des Dreieckes ist eine Beziehung zwischen
drei beliebigen, die Kollinearitit eine Beziehung zwischen drei spe-
zielle n Pten. Analoges gilt fiir die dualen Begriffe. Fiir zwei Pie ist die
Entfernung eine Beziehung zwischen beliebi gen Pten, fiir zwei Gen
der Winkel eine Beziehung zwischen beliebigen Gen Es fehlt also
noch eine Beziehung zwischen zwei s peziellen Pten und zwei spe-
ziellen Gen.

Unsere Geometrie untersucht vor allem solche Eigenschaften ihrer Ge-
bilde, welche bei ausgewiihlier Transformation invariant sind. In unserem
Falle ist diese Transformation jede Substitution. Die gesuchte Beziehung
zwischen zwei speziellen Pten (Gen) muss also eine Invariante der Substi-
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tutionsgruppe sein. In (3) haben wir alle Invarianten zweier Pte bei der
spezielien Substitution 7 = ay x, Ty =57 y angegeben. Unter diesen
Invananten befinden sich also auch alle Invarianten zweier Ptle bei alige-
meiner Substitution. Nun ist N, von (3) bei der Substitution 1V (11) nicht
invanant, weil wir TN, == N, haben. Ebenso st N, N, N, N;, Ny
Ny bei I, Ny Ny, Ny, Ny, N, bei IV nicht invariant. N,, ist dagegen,
wie wit im vorigen § bewiesen haben, bei jeder Sub:titution invariant.
Bei jeder Substitution invariant ist also auch

Ny = (x; X x ) (3 ), (12)

denn es ist N, = N,,’. Fiir die gesuchte Beziehung zwischen zwei spe-

ziellen Plen kann also nur N, = Z oder N, = T, dh. N,, = T, cder,
Ny = Z gewidhlt verden. Ist N, = Z, s0 sind die beiden Pte identisch.

Es bleibt also die Relation N}, = 7, dh. N, = Z iibrig.

Wir nennen zwei Pte (xy, y,), Wir nennen zwei Gen [&, 7,],

(x,, 3) entgegengesetzt
wenn die Relation

fr X)) (3 W) = Z

besteht.

Die Entfernung zweier enige-
gengesetzter Pte it gleich 7.

Die Gesammtheit aller Ple,
welche zum gegebenen (x,. y,) ent-
gegengeseizt sind bildet den Strah-
lenbiischel (x;. 3",).

[£, 2] entgegengesetzt,
wenn die Relation

G (&) (d)w) = Z (121)
besteht.

Der Wirkel zwischen zwei ent-
gegengesetzten Gen ist gleich 7.

Di= Gesammthert aller Gen,
welche zur geg:benen [&,. 7,] ent-
gegengesetzt sind tildet die Gera-
de [&. 7'}

§ 13. Semikollineare und Semikoinzidente. Sind zwei belicbige
Pte K (x,, 3} L (x,, 3.) gegeben, so ght es immer mit diesen Pten kolli-
neare Pte. Denn bezeichnen wir den mit K und L kollizearen Pt durch
P (x, ), so haben wir nach {91) fiir x, y die Bedingung

oo aim s Kegno0 e Mol iavnimwl=2

diese Gg ist mit

Axyquy’qu’yQD,t‘_v’=Z (=)
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dquivalent, wo A bis D die Werte

A=x"y (2 wy) 0xX1 Y (u ), B=xhy (60U ya(x. Oy
C=x2 (X V) vy (&1 U Y), D=x3 ('t 930X, y(x'y U ¥

besitzen. Die Resultanie der Gg (o) ist gleich Z, was ucsere These beweist.

Losen wir («) nach x und y auf, so erhalten wir fiir die Koordinaten
jedes mit K und L kollinearen Ptes die Ausdriicke

x=MmuNm, y=@FPmouQm)p RmSm)p, (13)

wo m unabhingige Variable und p Parameter ist. A7 bis S besitzen die
Werte

M= x,0 %< (3 ) 3) N=x, % (3, [ Vo)

P=(x)x)0x;3h U Xy,

Q=) x)vx h0UKnY, R=xxhy UX %,

!(13‘1)
S=x1 %9 0% £

Die Gg (i3) stellt im allgemeinen einen Kollinearenbiischel dar. In
speziellen Fillen geht (13), wie wir noch sehen werden, in eine Ge oder
einen Geradenbiischel iiber. Wir nennen das Gebilde (13) Semikolli-
neare und bezeichnen durch A (K, L), wenn alle Pie von (13) mit K und
L kollinear sind. Das duale Gebilde nennen wir Semikoinzidente
und bezeichnen durch v (K, L).

Ist eine Semikollineare A (K, L) { Ist eine Semikoinzidente
und zwei von K und L verschiede- | y(& /) und zwei von & und [ ver-
ne Pte K,, L, dieser Semikaollinea- 1 schiedene Gen £k, [, dieser Semi
ren gegeben, so kann es Pte der 1 koinzidenten gegeben, so kann es
Semikollinearen A (K, L) geben, Gen der Semikoinzidenten v (%, [)
welche mit K, und L, nicht kolii- ! geben, welche mit &, und /, nicht

i

near sind. koinzident sind.

Beweis durch einen Spezialfall K = (x,, 2), L = (xsy 2), K, =
=(Z,2), Ly,= (T, Z). .

Die Pte K, L in A(K, L) nen-
nen wir Brennpunkte,

82

Die Gen &, [ in y (, ) nen-
nen wir Brenngeraden.
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§ 14. Entfernung und Winkel auf Linien. Bezeichnen wir durch
{ das Minimum, durch s das Maximum einer Funktion, so nennen wir den
Ausdruck

a=1ijys (14)

die Schwankung der Funktion,
Ist fx) =ax b, soista(f) =a 3 b.

Ist eine Linie und zwei ihrer Pte (x;, y,), (x,, ¥,) gegeben, so be-
trigt die Entfernung dieser Pte

Al=(xgx ol [ =A~4x04y, (141)
wo Ax = x; { X, Ay =y, { y, die Abweichung?®) der Variablen be-
dentet. Liegen die Pte anf der Gen (2'2), so besitzen sie die Koordinaten
(x, ax; O bX"Y), (X, a x5 U bx,). lhre Entfernung ist also

Al=Axdy=(x Tx)ullax ubx'y) T (@ax, 0 bx'y)]

=(x [ x) U(a Y b) (%, }ixz)mxl.}{ X, = Ax.

Die Entfernung zweier belie-
bigen Pte.einer Gen ist

Der Winkel zwischen zwei be-
liebigen Gen eines Strahlenbiischels
. betrigt

|
Al =Ax i
| AN = AL (14-2)
Fiir die Ge (2'2) kann man leicht folgende Relation veriﬁzie‘ren
Ay = (af{b) Ax = a(f) Ax (14:21)
Fiir die Kollineare (2'4) ist, wie man leicht ausrechnet
Ax = (a(b) Am, Ay = (cy d) A m, (14:3)

wo Am = m, i m, ist. Deshalb haben wir

Al=[egdvidlam=[a(p)wa@)]Adm  (1431)

1)y Den Ausdruck g j 5 nennen wir Abweichung von 2 und b.
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Wir kdnnen also folgenden aligemeinen Satz aussprechen:

Die Entfernung zweier belie- Der Winkel zwischen zwei be-

higen Pte einer einfachen Linie'!) liebigen Gen einer einfachen Gera-

ist gleich der logischen Summe der den gesammiheit!®) ist gleich der lo-

Schwankungen von x und y. mul- gischen Summe der Schwnnkungen

tipliziert mil der Abweichung der von § und 7, multipliziert nut der

unabhingigen Variablen. Abweichung der unabhingigen Va-
riablen,

§ 15. Durchmesser, Fundamentalpunkte und Fundamentalgeraden.

Wir nennen Durchmesser Wir nennen Durchmesser ei-
einer einfachen Linie das Maximum ner einfachen Gesammtheit von Ge-
des Ausdruckes radea das Maximum des Ausdruckes

Al = (2, § %) Oy § 3) Ar=(E g8 ol g ), (15)

WO X, 1, X,. ¥, Koordinaten al- wo &, 7. &, 7, Koordinaten al-
ler moglichen Pte der Linie be- ler moglichen Gen der Gesammtheit
denten. bedeuten.

Zwei Pte einer einfachen Linie Zwei Gen einer einfachen Ge-

nennen wir Fundamental- | sammtheit von Gen nennen wir
punkte dieser Linie, wenn ihre Fundamentalgeraden die-
Entferung gleich dem Durchmesser ser Gesammtheit, wenn der Winke-

der Linie ist. zwischen ihnen gleich dem Durch-

] messer der Gesammtheit ist.

Aus dieser Definition folgen die Satze:

Der Durchmesser jeder einfa- 1 Der Durchmesser jeder einfa-

chen Linie ist gleich der logischen | chen Geradengesammtheit ist gleich
Summe der Schwankungen beider der logischen Summe der Schwan-
Variablen. kungen beider Variablen.

1y REinfache Linien nennen wir Ge und Kollineare.

) Die dualen Gebilde zu (2'2), (23), (24), (2'5) sind Strahlenbiischel
v ={f{¢) Bischelschar n==f (&, p) wo p variabler Parameter ist, Koinzi-
dente ¢ =0 (m), 7= ¢(m) und Koinzidentenschar £ = ¢ (m, p),
1=14%(m, p}_ Einfache Geradengesammtheiten nennen wir den Stirahlenbiischel
und die Koinzidente, X

184,
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Der Durchmesser der

Gen ist gleich 7.

Der Durchmesserdes
Strahlenbiischelsistgleich 7.

Die Umkehrung des letzten Satzes werden wir spiter im Zusammen-
hange mit der Transformationentheorie untersuchen (§ 17).

Die Kollineare (2'4) hat die
Fundamentalpunkte

(a,c), (b, d),
die Ge (2'2) die Fundamentalpunkte

(T, a), (Z,0).

Die Entfernung zweier Pie
einer einfachen Linie ist gleich dem
Durchmesser der Linie multipliziert
mit der Abweichung der unabhin-
gigen Variablen:

Al = DAm.

Die Koinzidente, deren Gg
dieselben Koeffizienten besitzt wie
(2'4) hat die Fundamentalgeraden

[a, ¢}, [b, 4], (151)

der Strahlenbiischel 0= qt U HE
die Fundamentalgeraden

[T.al, [Z, 8. (1511)

Der Winkel zwischen zwei
Gen einer einfachen Geradenge-
sammtheit ist gleich dem Durch-
messer der Gesammtheit multipliziert
mit der Abweichung der unabhin-
gigen Variablen:

v>= DAm. (15°2)

Weiter gilt der Satz, dessen Beweis wir dem Leser tiberlassen:

Die Kollineare (2'4) besitzt so
viele Paare von Fundamentalpunk-
ten, als es Wertpaare m;, m, gibt,
wo m; beliebig ist, und m; den
Wert

my = (D' wmy) v Dm'iv'

besitzt, wo o beliebig ist, und D
den Durchmesser der Kollinearen
bezeichnet.

Die Fundamentalpunkte = der
Gen (2'2) sind

(x,ax  bx"), (x', bx Q ax’),

wo x beliebig ist.

Die Koinzidente &=ambn’,
N =cmydm’ besitzt so viele Paare
von Fundamentalgeraden, als es
Wertpaare my, m; gibt, wo m; be-
liebig ist, und m, den Wert
my =(D'w m') v Dm'yv" (153)
besitzt, wo o beliebig ist, und D
den Durchmesser der Koinzidenten
bezeichnet.

Die Fundamentalgeraden des
des Strahlenbiischels sind
[ a8 O BE], [, 080 ad'], (15:31)
wo £ beliebig ist, wenn seine Gg
n=at Q b lautet.
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Sind zwei Pte (a,¢), (4, d) gegeben, so geht durch diese Pte d.ie Kol-
lineare (2+4) hindurch. Wir werden jetzt alle einfachen Lxr}ien bes.hmmex},
welche durch diese zwei Pte hindurchgehen. Weil (g, ¢) ein Pt dieser Li-

nien ist, so haben wir )

x=oanQun, y=cnoon, (154

wo z nod v vorldufig ubestimmt sind, und n Variable ist. Weil (15'4) den
Pt (b, d) anthiilt hat man auch

b=oanwun, d=cnoon.
Dieses System ist mit der Gg
ey ol Dluvn g O vdyuen @y Huleidluvny
vllegd v (cydiuony @Gruduvn Godydvn o
viagd) v cidluvny Gpudyav'n = Z
#quivalent, welche fiir %, v, n mdglich ist und die Losung
p={bodCXdlpubplqu{bld vidlro bplg l

v={@dud@dlpudpirofdle’v@idlp oy ‘ (15:41)

n = (a)(6) (cXd)p

besitzt, wo p, g, r beliebig sind. Wenn wir jetst (15-4) mit (2°4) verglei-
chen, so sehen wir, dass ein Pt von (15'4) mit den Werten p=pi, g=qi,
r=r, n = n; ein Pt von (2+4) ist, wenn das System

am g bm' = an O mn'y,  cmgdm' = cn;J v 'y

moglich ist, wo u; und z; die Werte von « und v fiit p;, qi 7 bedenien.
Dieses System ist aber moglich, wenn
[@¥ ) d)pgablc)d)pg v cd @)dpro

w cd @) b)prim=Z (15:411)

ist. Ist diese Resultante von Z verschieden, was auch méglich ist, so ist
(15°4) von (2'4) verschieden und kein Teil von (2+4). Daraus folgt:
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Durch zwei Fundamentalpunk-
te einer einfachen Linie kénnen
andere einfache Linien hindurch-
gehen.

Durch zwei Fundamentalgera-
den einer einfachen Geradenge-
sammtheit k&nnen andere einfache
Gesammtheiten von Gen hindurch-
gehen.

Wenn wir den Durchmesser D, von (15'4) ausrechnen bekommen wir

Dy=(@ib)ulgduleiucinr=Dulleiga o (cynlp

wo D den Durchmesser von (2'4) bezeichnet. Es ist also

D C D,

Dies fiihrt zum Satze:

Durch zwel gegebene
Pte geht eine einzige ein-
fache Linie mit dem Durch-
messer, welcher der Ent-
fernung dieser Pte gleich,
ist, hindurch. Ausserdem
gehen durch diese Pte an-
dere Linien mit anderen
Durchmessern hindurch.

Durch zwei gegebene
Gen geht eine einzige ein-
fache Geradengesammt-
heit mit dem Durchmesser,
welcher dem Winkel zwi-
schen diesen Gen gleich
ist, hindurch. Ausserdem
gehen durch diese Gen an-
dere Geradengesammt-

heiten mit anderen Durch-
messern hindurch,

Setzen wir fiir die gegebenen Pte (g, ¢), (by) b = &', in welchem

Falle die Entfernung beider Pte gleich T ist, so folgt aus (1541) u= a’

v = d; (15°4) nimmt dann die Gestalt

x = amyga'm, y=cmydm (15°5)

an. Dann ist auch (15°411) befriedigt. (155) ist eine Ge, denn aus der
ersten Gg.(15'5) folgt m = ax U a'x’. Setzen wir diesen Wert in die
zweite Gg ein, so erhallen wir

y=(cawda) x Y (doyca) x'. (15'61)
Sind im allgemeinen die Pte (a,¢), (4, d) entgegengesetzt, ist also
a=ua, b=0, c=c, d=[a b vl wu@)(b) ', (156)
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wo @ beliebig ist, so ist in diesem Falle (15:411) aunch befriedigt. (154)
stellt dann auch eine einfache Linie dar und zwar die Linie mit der Gg
x=amobn, y=mmoull@agdudlwy (a)(b) c'w'. (1561)

Denn aus (15°41) folgt z = b,
Dies gibt den Satz:

v=[layd)wclwu@)bcw.

Durch zwei enigegen-
gesetzte Pte geht eine ein-
zige einfache Linie, und
zwar eine Ge, oder eine Li-
niemitder Gg(24)hindurch
wo (a,c), (b,d) enigegengesetzte
Pte mit den Koordinaten (15°6)
sind.

Durch zwei entgegen-
gesetzte Gen gehteine ein-
zige einfache Geradenge-
sammtheit, und zwar ein
Strahlebiischel oder eine
Gesammtheit mit der Gg
t=amy bm', n=cm o dm’, hin-
durch, wo [a,c], [, d] entgegenge-
setzte Gen mit den Koordinaten
(15'6) sind.

§ 16. Liniengeschlechter. Wir transformieren die Linie
oder Liniengesammtheit (2:5) mit Hilfe der Transformation

Tx=Ff (x,9)=a,%y O @ %y’ U 335’y U a, ¥y, )
(16
Ty=/f, (%) =bxy Ubxy U by X'y O by %'y,

wenn wir anstatt der Koordinaten x,y in (2'5) die neuen Koordinaten (16)
einfithren,

Ist ein Linie oder Liniengesammtheit

x=¢(p,m) = apm @ bpm’ © cp'm © dp'm’,

(16:1)
y=1 (p,m) = epm & fpm' O gp'm © hp'm’
und eine Substitution (16) gegeben, welche die inverse Substitution
Tlx=F (%) =2% Oaxy Juxy oy,
(16:11)

Ty =F(x9)=0xy ubhxy obxyobxy
besitzt, wobei, wie aus der Transformationentheorie bekannt ist
1§ (@iwb)o l;l(a’, vb)u Fil (ar Vb)) l'll_(ai b)) =2 (1612)
138
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4
l_q @) v 1;1 @hud)o I;I (C7RVE AV I} (U B) = Z (16121)

gilt, so sind, wie man leicht ausrechnet, die Koordinaten der transfor-

mierten Linien

x=F (@e)pm < F(6,/) pm' O F, (0,8) Pm o F (&) p'rt, |

y=Fy(a,e)pm O Fy(b.f) pm' O F; (¢, 8) p'm O F, (d, h) p'mt’.

Eine Linie (Gesammtheit von
Linien)

x =9 (p,m), y =14 (p,m

ist mit der Linie (Gesammtheit von
Linien)
Xo =0 (P, M) Yo =1 (p, m)

kongruent, wenn wenigstens eine
Substitution (16) existiert, welche
(16°2) in (16°21) transformiert, wel-
che also die Relationea

Tx = Xo, Ty = .Vu

befriedigt.

l (16°13)

Eine Gesammtheit von Gen

f=9p(p,m), 1=49(p,m) (162)

ist mit der Gesammtheit von Gen

G=p, (p,m), M=% (p,m) (16:21)
kongruent, wenn wenigstens eine
Substitution Té=/f, (§,1), Tn=
=1, (&, 1) existiert, welche (16'2)
in (16-21) transformiert, welche also
die Relationen

T: =&, Tn=r, (1622)

befriedigt.

Wir wollen nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
der Kongruenz der Linien vom geometrischen Standpunktie aus untersuchen.

Sind zwei Linien
x = o (m) = am Q b,

x=q,(m) =ay,my by,

y =194 (m) = cmqydn
y

=, (m)=com O dom’

gegeben und sind ihre Durchmesser gleich, D = D,, so existiert stets eine
Substitution (16), (16:11), (16:12), (16'121), welche die erste dieser Linien
in die zweite iiberfiihit. Denn, wenn die zweite Lime aus der ersten durch
die Substitution (16) enstehen soll, so folgt aus (16:13)

F,(a,c)=a0, .Fl(b,d)=bm Fz(a,c):‘co» I;Z(bad)=d0'
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Dieses System stellt ein Gleichungssystem, fiir die Unbekannten o,
bis @, dar. Seine Resultante ist R=D, D’; sie ist wegen D = D, gleich Z.
Das System ist also fiir e, bis §, moglich. Es existiert deshalb eine Trans-
formation, welche die erste gegebene Linie in die zweite iiberfiihrt. Aus
D = D, schliessen wir weiter, dass die Entfernung der Fundamentalpunkte
(a, ©), (b,d), (awcy), (by,d,) durch diese Transformation sich nicht #ndert
Es dndert sich also auch die Entfernnng aller anderen Fundamentalpunk-
te nicht.

Aus (15°2) folgt, dass unsere Transformation auch die Entfernung
zweier beliebigen Pte der Linie nicht #ndert; sie ist also eine Substitution.
Umgekehrt, wenn es eine Substitution gibt, welche die Linie x = ¢ (m),
¥y = ¢ (m) in die Linie x = ¢,(m), y = ¢, (m) iiberfiihrt, so #ndert
diese Substitution als solche die Entfernung der Fundamentalpunkte nicht.
Wir haben also den Satz:

Die notwendige und
hinreichende Bedingung

i Die notwendige und
!
der Kongruenzzweier Li- E
|
5
{
|

hinreichende Bedingung
der Kongruenz zweier
Gesammtheiten von Gen
-ist die Gleichheit ihre
Durchmesser

nien ist die Gleichheit
ihrer Durchmessern

Dy = (a7 b)w (el do) = (@ D) W (e d) = D. (16:3)
Sind zwei Gesammtheiten von Linien
X =o(p,m) = apm @ bpm’ Y cp'm O dp'm’,
' (16:41)
y=1>_(pm = epm o fom' Q gp'm o hp'n’,
x = o, (p, m)=a,pm O bopm’ o cop'm & dop'nt,
(16:42)

y="10 (p,m) = epm O fo pm' & gop'm O hp'm’

gegeben, dann beweist man analog, dass der Bedingung (16:3) das Bedin
gungssystem

(“o?&\:bn) W (g Efo) = (ﬂ}zb) 9] (Eﬁf),
(@e) vl g =
(20 do) L (&0 U k) =

@geyuleys)
(agd) v (exh),

(164)

N, e’
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G o) W (o T &) = (bio v (S 18

(boifd) U (fi Lh) =0 UDO (YA

(164)

(o Td) U (Gl h) = (cTUd) v (gD

entspricht.

Die Gesammtheit aller miteinander kongruenten Linien nennen wir
Liniengeschlecht. Jedes Liniengeschlecht ist durch die Fundamen-
talpunkte, oder, was das selbe ist, durch den Durchmesser bestimmt.

Die Liniengeschlechter bezeichnen wir durch die Symbole

. (32) o [2]

165
. d (16'5)

wo in (L,) bezw. [M,] der Buchstabe a hen Durchmesser bedeutet, und in

¢, c, d

(a, b) bezw. [a’ 2] die Koordinaten der Fundamentalpunkte x, =a,y,=¢,

X, = b, y, = d angegeben sind. Mit dem Symbol L, bezw. M, bezeich-

nen wir die Linien selbst.

Weil wir friiher bewiesen ha-
ben, dass die Klasse der Transfor-
mationen, welche die Entfernung
nicht #ndern, mit der Klasse der
Transformationen, welche die Kolli-
nearitdt nicht #ndern, und beide
Klassen mit der Klasse der Substi-
tutionen identisch sind, so folgt
daraus, dass das Linienge-
schlecht alle Linien ent-
hdalt, welche dieselban,
sich auf den Begriffen
derEntfernung und Kolli-
nearitidt stiitzenden Eigen-
schaften besitzen, d.h. Ei-
genschaften, die bei der
Substitution invariant
bleiben.

Weil wir friiher bewiesen ha-
ben, dass die Klasse der Transfor-
mationen, welche den Winkel nicht
andern mit der Klasse der Trans-
formationen, welche die Koinzidenz
nicht #ndern, und beide Klassen
mit der Klasse der Substitutionen
identisch sind, so folgt daraus, dass
das Geschlechteiner Ge-
sammtheit von Gen alle
Gesammtheitenenthdlt,
welche dieselben, sich
auf den Begriffen des
Winkelsund Koinzidenz
stiitzenden Eigenschaf-
ten besitzen, dh. Eigen-
schaften, die beider Sub-
stitution invariant blei-
ben.
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§ 17. Gerade I und Gerade II. Die oben angegebenen Grundli-
nien der Klassifikation zwingen uns zur Prizisiernng des Begriffes der Gen.
Ge haben wir die Gesammtheit der Pte genannt, welche diirch die Glei-
chung (2'2) bestimmt sind. Nach dem vorigen Satze gehdrt diese Ge zum
Geschlecht (Zg). Es existiesen jedoch Kollinearen, welche nicht die Gg (2:2)
besitren, und desen Durchmesser auch gleich 7 ist. Diese Kollinearen
besitzen dieselben, bei der Substiution invarianten Eigenschaften, wie die
Ge (22). Wir definieren deshalb:

Wir nennen Gerade jede
Kollineare vom Geschlechte (Lz), dh.

Wir nennen Strahlenbi-
schel jede Koinzidente vom Gesch-
lechte [M7y], dh.

b

(a, b a,
(c, [egdyocluv(ayd)c u’), L, [(a {hucdluu(a I b)c’u’], (17

wo a, b, ¢ Konstanten sind und » beliebig ist.

Den Strahlenbiischel mit der
Gg 1= at o b nennen wir
Strahlenbiischel I, den Strah-
lenbiischel (17), wenn a =£ & ist,
Strahienbiischel Il

Die Ge mit der Gg (2'2) nen- |
nen wir Gerade I, die Ge (17), “
wenn a 5= 0" ist, Gerade Il i

Die Linienkoordinaten betreffen die Gen II nicht. Deshalb sind die
Gesammtheiten von Gen wie Strahlenbiischel v = af y 5%, Geraden-
biischel y= apx U bpx' O ¢p’x U dp'x’ und Biischelschar = apt U bpt'u
W cp't O dp’t’ Gesammtheiten von Gen 1. Der Strahlenbiischel = at bt
ist mit der Gen I dual. Mit der Gen II ist der Strahlenbiischel I dual.
Der Strahlenbiischel I hat in Punktkoordinaten die Gg (4), der Strahlen-
biischel 1l die Gg

x = x,m & om', ]
arn

y=yum O {0 Wy u v xw e O (%, Wy aw xu’yo’ﬂ']’ﬂ'} ', J

_ Beide Strahlenbiischel haben den Mittelpunkt (x,, y,). Man kann
leicht zeigen, dass ein Pt des Strahlenbiischels (17 1), welcher durch die

Werte m;, 2, v, bestimmt ist dann und nur darn ein Pt des Strahlenbii-
schels (4) ist, wenn

my (xo W v,) = Z 17:11)
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ist. Umgehelrt ist ein Pt von (4), welcher durch die Werte p;, x; bestimmt
ist dann und nur dann ein Pt von (17°1), wenn

Xy xo)”obx’1 x’oy,, = 7 (17:12)

gilt. Jeder Pt des Strahlenbiischels I mit dem Mittelpunkte (x,, y,) hat

vom Ple (xo, ¥,) die Entfernung 7} dies gilt fiir Strahlenbiischel 1 nicht.

Der Unterschied zwischen Ge I und Ge II tritt klar hervor, wenn wir

beide Linien mit der Semikollinearen (§ 13) vergleichen. In dieser Bezie-
hung lasst sich folgender Satz beweisen.

Jede Ge I ist Semikollineare.
Ge Il kann kann gicht Semikolli-
neare sein.

Jeder Strahlenbiischel I ist Se-
mikoinzidente. Strahlenbiischel Il
kann, nicht Semikoinzidente sein.

§ 18. Kanonische Linien. Die Eigenschaften des Symbols (a’ Z)
c)

folgen aus den Eigenschaften des Ausdruckes fiir die Entfernung zweier
Pte und den Eigenschaften der Substitution. Aus (16) und (16'11) folgt,
dass fy(a, ¢), fy (B, d), fo(a,¢), f,(b,d) und die analogen Ausdriicke
F;, F, die Koordinaten der transformierfen Fundamentalpunkte bedeuten,
Weil in demselben Geschlechte die Fundamentalpunkte dieselbe Entfernung
besitzen, so haben wir:

(a,b) _ (f1 {a,cl, 1 [b,d]). I [a. ] _ JA@o, fibd)
<, d fz [(1, C], fz [b!d] iLe d 2(a1 C), f2 (b» d)
Aus der Symmetrie der Entfernung folgt
(a. b) _ (b,a)_ [a, bJ _ [b,a . (1801)
c, d d, ¢ c, d d, c
Weiter lassen sich aus den Eigenschaften der Substilutios folgende
Relationen beweisen:

S Rl ) N
lod) =

(arl l)'>‘ i [a, ] — [a',bl], (1503)
c,d ] ¢ d c,d
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a, b\ _ [ale byd , a, 0] _ [aﬁc, Z)]IdJ, (1804)
¢ d ¢ a ¢, d c, 4
o b\ _ [ayk bk [a,b — l’a}{k, by k (18 05)
(c,d)'—(c}{l, ayl odl  leudl dyll’
wo k und [ beliebig sind,
(Z,a) _ [z ) [Z,a _ [Z,Z J.(IS'OG)
Z,b Z,ayb Z,b Z,agb

Nun folgt aus (1805) und (18-06)

Lo =lie i =)=

= (§ [Zazzb]u[czzd]) = (i fy)

wo D der Durchmesser ist. Aus (18-:01), (18'02), (18:03) deduzieren wir

weitere  Symbole, welche (a, g) gleich sind. Sammt dem vorigen sind dies:

(Z,Z) (Z,D) (D,Z) (Z,Z) (T,T Z, D\ (D, Z
z,D|’ \z,z]” \z,z]” \D,z]" Z,D)’ (T,T)’ (T,T)’
(T,T) (z,z> (T,D’) (D’,T' yAVA T, T\ [T, D
Dz’ \r.pl’ \z z|’ z,z)’ D',T)’ (T,D')’ (T, T)’
(D’,T) (T,T’
T, T)] D',T)'

Vergleicht man diese Symbole miteinander, so sieht man, dass man
sie auf 8 folgende reduzieren kann:

(D,Z) (Z,Z) (D’T T.T\ (T.T
z,zI’ \p,z)’ \z z/)’ (D,Z)’ (D',T)’

) (181)
(D,T) (1), Z) (z,z
T \1, T)° D',:r-)'
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Die entsprechenden Linien sind:
x=T x=D'ym’

y=Dm, y=D'um', y=T,

XxX=Dmx=7 x=Dym x=T

y=2% y=Dm y=2,
(18:11)
x=Dm x=12

y=T y=Dym.

Die Linien (18'11) nennen wir kanonische fiir das Geschlecht
(Lp). Wir erhalten die kanonischen Linien durch Transformation der Fun-
damentalpunkte in Pte (Z, Z), (T, Z), (Z, T), (7, T) und auf spezielle
Lineny =2, x=17, y=1, x = Z

Die Ge bat folgende kanonische Gen:

yv=2 x=2%2 y=7T x=T1T 18'12)

Jede einfache Gesammt-
heit von Gen [ besitzt die-
selbenbeider Substitution
invarianten Eigenschaften,
wie die kanonischen Linien
desselben Geschlechtes.

Jede einfache Linie
besitzt dieselben bei der
Substitutioninvarianten
Eigenschaften wie die ka-
nonischen Linien dessel-
ben Geschlechtes.

Der Beweis folgt aus dem Begriffe der kanenischen Linien,

Jede Koinzidentenschar ist
durch zwei Koinzidenten bestimmt.

Jeder Kollinearenb'iischel ist
durch zwei Koliinearen bestimmt.

Denn die Gg des Kollinearenbiischels

x = o (p, m) = apm Q bpm’ & cp'm, dp'nt’,

(18-2)
3= ¢ (p,m) = epm o fpm' O gp'm & hp'm’
kann in der Form
x=(am o bmpu(my dn)p =o(T.m)p v o (Z mp,
5= ) PO ) | asan

y=(emofm) polgmno ) p' =4 (Impo 4 Gmp |
geschrieben werden. Der Kollinearenbischel (18:2) ist dusch die Koll-
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x=q:(7,m)‘= am  bm' X = o (Z,m) = cm  dm’

y=0 (I, m) = em o fm’ y = qJ(Z,/n):gmuhm’I
bestimmt.
sta=1T b=2 c¢c=1, d= Z so geht (182) in

y=17Ftpx) = epx © fpx' v gr'x L hp'x, (1823)

also in Geradenbiischel giber. Die Ggen (18'22) verwandelm sich dann in

v =f(T,x) =exy fx, ¥ = f(Z x) = gx o hx'. (1829)
Die Linien (18'22) bezw, (18'24) nennen wir Generatoren von
(18:2) bezw. (1823). Die Generatoren haben fiir Gesammtheiten von Li-
nien dieselbe Bedeutung, wie Fundamentalpunkte fiir einfache Linien.
Fiir Symbole von Geschlechtern der Kollinearenbiischel und Koinzi-
dentenscharen wihlen wir also die Symbole

(L ap) (a,]; e, d')'

&flegh

wo im ersten Symbole a und & die Durchmesser der beiden Generatoren,
im zweiten g, b, ¢, d die Koordinaten der Fundamentalpunkte des einen,
e, f, g h die Koordinaten der Fundamentalpunkie des anderem Genera-
tors bedeuten. Analog fiir Scharen. Die Biischel bezw. die Scharen selbst
bezeichnen wir durch Lo s Myps .

Die Darstellung der Sitze, welche an diesen Ort gehbren wiirde uns
zu weit filhren. Wir geben nur, ohne Beweis, folgenden Satz:

! M, (@, 0] ¢ d] .
1\ [M o13] L’} fl gth,(lé%d)

Der Biischel Die Schar
a,blc d a b
. b | Wblc d .
(e,f’g-h) le,f,;g,h] (154

kann, wenn es sich um Figenschaf-
ten, welche bei der Substitution
invariant ‘bleiben, handelt, auf den
Biischei

kann, wenn es sich um Eigen-
schaften, ‘welche bei der Substitu-
tion invariant bleiben, handelt, auf

die Schar
Z, Z , Te Td\ | [zz Te 14
(Z, [egdloleyf] {[ Tg, le) | [z (alib)U(ezif)! T;'T}z] (18+41)
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reduziert werden; dabei erhalten wir
die Weite 7¢ bis 74 auf Grund
der Substitution

Te=[(a)(d)u(e)f)lén v
vy Nirulleyd) v
w (e)(f) e,
=ty Qe d) v
)N o la)(b)(e T NEm

reduziert werden; dabei erhalten wit
die Werte Tc bis 72 auf Grund
der Substitution

Tx=1[@)®) vEe)Hlxyu
viergHw vlleyb v
v @)(N]xy,
Iy=xyull@agdoE)fley v |
v (@)(d) ey Ny

(18411)

§ 19. Verallgemeinerte Kollineare und verallgemeinerte Koin-
zidente.

Jede dtei Gen I einer
Koinzidenten, also auch
! eines Strahlenbiischels
| sind koinzident.

Jede drei Punkte einer
Kollinearen, also auch
einer Geraden sind kolli-
near

|
i
|

Beweis, Es geniigt zu beweisen, dass jede drei Pte der kanonischen
Kollinearen

x = Dm, y = Z: (d’)
wo D beliebig ist, kollinear sind. Sind drei beliebige Pte von (a), nim-
lich P(x, Z), Q (xx, Z), R {x, Z) gegeben, so haben wir wegen
X; = Dml, Xp = Dm;,, X — sz

PAQ = D (m Y ms), QAR =D (myym:),
also

(PAQ) Y (QAR) = D (my Y my 3} ma L) = D (mi} m;) = PAR.

Die Bedingung der Kollinearitat ist also erfiillt.

Die Kollinearitat ist also in unserem System der Geometrie keine
charakteristische Eigenschaft der Gen. Die Ge unterscheidet sich von an-
deren Linien durch ihren Durchmesser 7. Die Kollinearitat dagegen ist
allen Kollinearéen gemeinsam. Unsere Geometrie Zhnelt also einer gewohn-
lichen ebenen Geometrie des Kreises, mit endlichem oder unendlichen
Radius,
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Den Fundamentalpunkiten entsprechen die Endpunkte des Durchmes-
sers, dem Durchmesser der Linien der Durchmesser des Kreises. Jedes
Liniengeschlecht enthilt Kreise mit demselben Durchmesser.

Um die Beziehung der Kollinearitit noch niher zu untersuchen, wol-
len wir nach Gesammtheiten von Pten fragen, deren jede
drei kollinear sind. Wir werden diese Gesammtheit verall ge=
meinerte Kollineare nennen. Die duale Form, deren alle drei
Geraden [ koinzident sind, nennen wir verallgemeinerte Koin-

icm

zidente.

Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir, dass
die Gg

x = o (m) = Am Q Bm',
y= 4 (mp) = Cmpy

W Dmp’  Em'p & Fin'p',

wo m unabhiingige Variable und p
Parameter ist, eine verallgemeiner-
te Kollineare darstellt, ist

ATBIIDVETH] = Z

Die notwendige und hinrei-

chende Bedingung dafiir, dass
die Gg

§ =9 (m) = Am @ B,

f= 9 (m p) =Cmp < ; (19

v Dmp’ O Em'p o Fm'p',

wo m unabhbingige Variable und p
Parameter ist, eine verellgemeiner-
te Koinzidente derstellt, ist

(19°1)

Beweis. Weil jede drei Pte (x,, 3), (s 5), (%3 ¥3) von (19) kolli-
near sein miissen, so gibt das nach (9'1) die Bedingungsgleichung

(e F22) U (1 Tyaly [ W x) W (3 Tyl T
T Wx) O (s Ty = Z

Fiir x, bis y, sollen wir die Werte (19), dh.

xe= Amp O Amp't & Bm'p O Bm'ip'y = o (my, p))

yi=Cmprw Dmp's & Em'1prQ Frt',p'y = ¥ (my py),

i =1, 2, 3, setzen. So haben wir z. B fiir x, y, X'y y, x, ¥'s:

Xy V1 X9 Yy X3 Yy =1 (my, py) $(m,, P1)Y (13, 15) by, pa) o(my, pg) & (s, p3). (%)
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Aus der Bedingung der Kollinearitit folgt

XX XYy =Z X )XYy XYy = Z, ...,

. . (*)
Xy Y1 %Y Xy = Z.
Verwandeln wir () und (o) in die Form T = Z, so erhalten wir
3v fi (A,B,C, D,E,F) opp = Z, ®

wo kv die logische Summe, f; Produkte der Koeffizienten .4 bis F, und
Smp die kleinsten Bestandteile (Konstituenten) von my, p,, m,, ps, 1, p,
sind. Weil (B) fiir alle (x, y) von (19), also auch fiir alle m, p gilt,
S0 muss

fi (A,B, C:-D:E!F):Z (T)

fiir alle £ sein.
Um die Gestalt von f; zu bestimmen schreiben wir («) allgemeiner:

(aymypy O aymp'ioasm pOa,m, p) (b mp bymp'y U
Obym' p Wby py) O (@ myp, Oasmps U asm’ypy O
walym'ypy) (bymyp, Obymap's Obym'y by O bym'yp'y) M @)

O (amypy O amyp's Oasm'ypy U a,m'yp'y) (6, mypy o

Wby mypls W bym s ps OB M py).

Im kleinsten Bestandteile x,, y, x', y, x; ¥y besitzen die Koeffiezien-
ten f;, wie man leicht in (8) verifiziert, die Typen abad’'a'b, aba'bad,
ab’ aba'b, ab'a’bab, a'babab’, a'bab’ab und die Indices, welche auf das
erste, zweite und dritte Paar der Faktoren in den Kombinationen 1,2,3 —
1,2,4 — 1,3, 4 — 2,3, 4 verteilt sind, z. B. 4, b, a, V', a’5 by,
a b a, bya by, ..., 00, 00,00, a,b, a,ba' b, ... Wir erhalten
auf diese Weise in x; y; x5 35 X3 ¥’y 24 Koeffizienten f;, dh. 24 Ggen
vom Typus (v). Es ist leicht festzustellen, dass die Koeffizienten f; in an-
deren kleinsten Bestandteilen ¢ nur durch die Paare ab, ab', a'b, a't’ in
den Kombinationen I) ab, a¥’, a's, 1) ab, ab’, a’d', 1) ab, a'b, o'V,
IV) ab’, a'b, a’d’ gebildet sind. So ist z. B. x, y, x'y ¥, x; ¥'; durch
I) gebildet. Wir erhalten auf diese Weise 96 Koeffizienten f;, also 96
Ggen (v). '
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In unserem Falle- (19) ist a; = A, 2, = A, a,= B, o, = B
by =C, by =D, by = E, b, = F. Aus den 96 Ggen miissen wir die:
jenigen ausschliessen, in welchen f; die Ausdriicke g, o',, &/, a,, a, o',,
o'y a, enthalten. Die Anzahl dieser Ggen in jeder Gruppe betrigt 16, Es
sind also insgesammt 64 Ggen auszuschliessen. Es bleiben also 32 iibrig.
Jeder der 32 Ausdriicke f; hat die gemeinsammen Faktoren AB oder A'B.
Der ganze Ausdruck besitzt also die Gestalt

AB'SU A'BS = Z.
Setzen wir S hinter die Klammer, so erhalten wir

(AYB)(CDEF' & CDE'FUCDEFUC'DEFUCDEF o
VC'DEF' UCD'E'F U UCDE'FUCD'E'F O CDEF' &
VC'DEF U C'D'E'F) = 2, '
oder
(A7[B) (CDEF G CDE'F UC'D'EF C'D' E'FY — Z,
dh.
(A1B)[(CUD)YV(EYF)] = Z

Cnlt umgek{tkrt (19°1), so gilt auch die Beziehung, welche die Kolli-
nearitéit jeder drei Punkte des Systems (19) charakterisiert. Denn aus (191)
folgt (1), also auch die Bedingung der Kollinearitat,

. D.ie Bedingung (1%°1) kOanen wir noch in anderer Form schreiben.
S}nd vier Pt.e P, (a, b’,)’ :P2 (@, 8y) Py (as, b)) P,(a,, b,) gegeben, so ist
die notwendige und binreichende Bedingung ibrer Kollinearitat die Kolli-
neatitdt jeder drei Ple von ihnen:

81E§21’aﬁ == Z:

3131%31‘55 = Z,

o (19'11)

51978 = Z,

wo P AP, =3, P,AP, =3, PAP,—3, PAP —3 5
B " == Oy, =39, P AP,=3g,

P AP, =3;. Das System (1941) st mit .

088 W80, GV 8T LY ,E = Z, i
o . 1912)
910‘5GU°18'46’595‘I18:}5'508’15'465 = Z, J

Geometrische Theorie logischer Funktionen. 33
S n np oy [PR— N oarom
8y 0,8, U 038,08, U 838,80 88,8, = Z I
(19-12)
By03 0,0 8,873 %5 U 01,8587 U 8,885 = Z

In unserem Falle ist
(@, b) = (A, C), (ayb,) = (4, D),
{as, 85) = (B, E), (a,b) = (B, F).
Das System (19.12) nimmt also die Gestalt

8,8,0,=(AYB) (CUD) =2, 58,7 =2, 5¥=21 #83=2

858,08, = (4 QB) (E:‘I F)=2, 838,85

53’3355=(A][B)(E'(1F)=Z, 625'3616=Z- 8’2638";:2‘ 8,038, = Z,

an, also zusammen (191). Die Pte (¢) sind aber Fundamentalpunkte der
Generatoren von (19). Dies filhrt zum Satz:

Die mnotwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Gg
(19) eine
verallgemeinerie Koinzidente dar-
stellt ist die Koinzidenz der Funda-
mentalgeraden [4, C] [4,D]. [B, E],
[B, F] der Generatoren voa (19).

verallgemeinerte Kollineare darstelit
ist die Kollinearitat der Fundamen-
tal punkte (4, C), (4, D), (B, E),
(B, F) der Generatoren von (19).

An diesen Satz reiht sich eine Gruppe anderer Siitze, wel.he wir
ohne Beweise anfiihren. :

Ein Biischelscher kann nicht

Ein Geraderbiischel 1 kann |
verallgemeinerte Koinzidente sein.

nicht verallgemeinerte Kollineare

sein.

Jeder Strahlenbiischel | ist eine
verallgemeinerte Koinzidente.

Jede Ge I ist eine verallge- E
meinerte Kollineare. |

Jede drei Gen 1, welche gemeinsammen Pt besitzen sind koinzident.
Die Umkehrung davon gilt aber nicht.
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Jede Koinzidente ist veralige-
meinerte Koinzidente.

Jede Kollineare ist verallge-
meirerte Kollineare. |

§ 20. Zusammenstellung untersuchter Linien. Wir wollen jetzt
das gegenseitige Verhiltnis untersuchter Linien im Zusammenhange mit
der Form der Ggen graphisch illustrieren. Bezeichnungsweise:

GI= Gel, ’ S 1 = Strahlenbiischel I,
Gl = Gell, SII == Strahlenbiischel I,
Kl == Kollineare, ‘ Kd = Koinzidente,
Klv = Verallgemeinerte Kollineare, Kdv = Verallgemeinerte Kolnzi-
SI = Semikollineare. ! dente,
! Sd = Semikoinzidente.
Das Zeichen A C B sdgt aus, dass A zugleich B ist. Ist A C B und

A CC, so schreiben wir kiirzer ACB.C; 2B GI CKI{.Klv.S!l bezeich-
net, dass jede Ge 1 zugleich Kollineare, Verallgemeinerte Kollineare und
Semikollineare ist.

y=7(p.x) = f

y=fx 1= f(p9

GICKl.Kiv.Sl S1 SI(Kd.Kdv.Sd si

eI LTI SI ‘Kdvi

¢ KCKv|RyC sl ¢ Rdckavlkavi ¢ isa
K1.KIv P8l [ |Kd.Kavi isd :
x= g (m), x= 9 (m), £ =0 (m), & =g (m),
y=1t(m) y=4{p.m) N = ¢ (m) n="9(p,m)

§ 21. Gewebe des Geradenbiischels und der Biischelschar. Wit
haben frither [(18°23), (18-24)] bewiesen, dass der Geradenbiischel 1

mit der Gg
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y= f(px)=apx o bpx' U cp'x Vdp'x’ 21
durch zwei Generatoren
g=f) =ax0by, y=fi(x)=cxydx (21-1)
in folgender Weise
y=hr®pouiixp 21t

bestimmt ist. Jede zwei Gen I bestimmen einen Geraden iischel I, und
jeder Geradenbiischel I ist durch zwei Gen bestimmt. Im speziellen Falle
y="Ff({) =a y=f,(x) = c reduziert sich (21) auf

y=ap . 21°12)

Dieses Gebilde ist von der Gen y = ax  cx’ selbstverstindlich ver-
schieden.

Alles dies gilt auch fiic die duale Form, dh. Biischelschar L

Der Geradenbiischel

y=hL®qufixq 21'13)
ist mit (21) identisch. Denn jedem p entspricht ein ¢, mimlich ¢ = p'.
Desselbe betrifit g.

Wir nehmen jetzt an, dass die Generatoren des gegebenen Geraden-
biischels gemeinsame Pte besitzen. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir ist

(afe) by d) = 2, 212)
weil (a1 ¢) (b d) die Entlernung beider Generatoren ist. Losen wir (21'2)
auf, so erhalten wir

a=a, b=25b c=1¢ d=[boul@)oglmublaygem,6 (2121)
wo a, b, ¢, m belicbig sind. Zwei Gen |, welche gemeinsame Pte besit-
zen, haben also die Ggen

y=axwbx, yg=cxula)(cyublmy@ayfc)bm’ (21-22)

Um die Koordinaten der gemeinsamen Pie zu bestimmen setzen wir
ax U bx' = cxudx, dh. @fJx o b dx = Z, losen diese Glei-
chung nach x auf und substituieren denm Wert von xin y = ax { ox'
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oder y == cx U dx'. Wir erhalten auf diese Weise, wenn wir noch (21-21)
beriicksichtigen

x=(a)cymy (@) Gyu)n,
» (21°23)
y=lecv{agedlmyulacudru(ayvc)bu]m,

wo £ beliebig und m unabhingige Variable ist,

Wir nennen die gemeinsamen Pte zweier Generatoren Knoten, und
gemeinsame Gen zweier Generatoren Balken,

Aus (21-23) folgt:

Existieren Knoten der Gene-
ratoren eines Geradenbiischels so
bilden sie einen Koilinearenbiischel. |

Existieren Balken der Gene-
ratoren einer Biischelschar, so bil-
den sie eine Koinzidentenschar.

Dle Gesammtheit der Knoten der Generatoren nennen wir Gewebe,
die Gesammtheit der Balken der Generatoren Gerfist.

Das Gewebe des Geraden-

f Das Geriist der Biischelschar
biischels kann nicht Gerade sein. |

kann nicht - Strahlenbiischel sein.

Denn der Durchmesser des Gewebes (21+23) ist gleich
D = (@)(e) (6)(w),

und fiir Ge muss (@)(¢) (b)(u) = T, dh. (a Vo) (bfu) =2 oder,
was dasselbe ist, a = ¢, b = u, sein. Weil m in (21-21) gleich # ist,
ist in diesem Falle d = b; der Geradenbiischel (21) ist also mit der Gen 1
¥, = ax  bx' identisch,

(21-24)

Jede Ge 1 des Geradenbii-

! Jeder Strahlenbiischel 1 der
schels (21) geht durch die Knoten l
|

Biischelschar enthilt die Balken
der Generatoren der Biischelschar,
und das Geriist der Biischelschar
enthilt alle Gen 1, welche allen
Strahlenbiischeln 1der Biischelschar
gemeinsam sind, und nur solche.

(21-22) hindurch, und das Gewebe
(21-23) enthilt alle Pte, welche al-
len Gen 1 von (21) gemeinsam
sind, und nur solche.

Denn wenn wir die gemeinsamen Pte aller Gen von (21) bestimmen
wollf.n, mitssen wir fiir jedes” x' = x, das Minimum von y gleich dem
Max:mum setzen: aex, U bdx'y = (a U ) x, U (b y d)x', Diese Gg
ist aber mit (a § ¢) x, L (& §d)x'y = Z aquivalent.
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Reduziert sich das Gewebe (21:23) auf einen einzigen Pt, also der
Geradenbiischel I auf Strahlenbiischel I, so ist der Durchmesser von (21-23)
gleich Z, und umgekehrt.

Die notwendige und hinrei-
chende Bed'ngung dafiir, dass das

Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir, dass das
Gewebe des Geradenbiischels aus Geriist der Biischelschar aus einer
einem einzigen Pte besteht ist die einzigen Gen besteht ist die Gleich-
Gleichheit heit

(@a)(o) (b XNuw) = Z
Die Gg (213) hat die Losung

(@Xo) (b)u) = Z (21'3)

a=ua b=2=0b c=¢ u=I[aye)u¥lvo(a)e)lv,

Setzen wir den Wert von u in (21-23) ein, so erhalten wir

x = a)(e y=abybcca, 2131)

weil ac U (@ c) b mit ab U beu ca identisch ist. Die Koordinaten des
Knotens sind also durch (21-31) bestimmt. In (2121), wo m mit & iden-
tisch ist, hat 4 in diesem Falle den Wert d = a)( 6 ¢, also der Gera-
denbiischel (21) die Gg

y=apxubpx’ Sep'xu (a)byo)px. (21-32)

Diese Gg ist aber die Gg des Strahlenbiischels I, dh. des Ptes (21-31)
Weiter gelten zwei folgende Sitze, welche wir ohne Beweise angeben:

Semikoinzidente, welche Bii-
schelschar ist, besifzt kein G 1iisi.

Semikollineare, welche Gera-
denbiischel ist, besitzt kein Gewebe.

Die Kollineare Die Koinzidente

X=om g Bm, y=1myim t=amubm!, 1=1mouim' (21*4)

ist Gewebe emes Geradenbiischels ist Geriist einer Biischelschar wenn

wenn

FEQ R (G 1E) =2 (2141)
ist.

Betrachten wir Strahlenbiischel I als Pte, dh. Knoten des Biischels
so gilt der Satz: Jede Kollineare ist eine Biischelschar
und umgekehrt.
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Denn der duale Satz: Jede Koinzidente ist ein Geradenbiischel, ist
evident.
Die Biischelschar

= api o bpt O cp't o dp't (21°5)
ist in dieser Hinsicht mit der Kollinearen
2= (@} b m o (c)dn, 21°51)

#quivalent, Die Kollineare (21'51) stellt jede beliebige Kollineare dar, denn
wir kénnen immer

a)(b=a,

y = am cm'

I

C)(d:':ﬁ’ (l"‘—«"“{, ¢

wo o, B, 7, 8 beliebig sind, setzen.

Wir habzn in § 4 bewiesen, dass jeder Pt jeder Gen des Strahlen-
biischels | mit dem Mittelpunkte (x, y,) vom Pte (x,, y,) die Entfernung
T besitzt. Analoge Eigeaschaft weisen Geradenbiischel auf, welche Gewe-
be besitzen. Ist ein Geradenbiischel

y=A@pufh@p =apx O bpr O p'x o dpx’ (216)
gegeben, so ist die Entfernung der Pte von (21'6) vom Ple (x;. yi)
A= (x g x ulyy (apx v bpx’ G ep's O dp'x')]
=[xivlgulpeo ko @y ylpey olx 0 (2161

viegmlprxulxG @y wlrx.

Soll diese Entfernung konstant sein, so muss A von p und x unabhéngig
sein. Dies gibt

Mivlagw=xolbyw=xrvlyy)y=x0 @7 y) (2162
Dieses System ist mit der Gg
(a W C‘) XV (11’ (@] C’) xiy'; v (b (W] d) x', o (b’ (] d') —’C’Iyl = Z (2163)
dquivalent, welche méglich ist, wenn
@go @yd==2 (21-64)

gilt, wenn also die Entfernung beider Generatoren | )
AR X y=hrt), y=r
gleich Z ist. Gilt (21'64) so hat (2163) die Auflgsung s e

xi= (@)omyu (byq dn,
yi=[ @y agbdimy bd (Y dadlm.
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Die Gg (21'64) hat die Auflgsungen (21-21). Setzen wir den Wert
fiir d in das vorige System ein, so erhalten wir

x = (@) c)m o (a)e) (b u)ym,

yo=lad ob @igelmull@ud)eu @ v a'cyu'ln’,  (21°65)
wo wir an Stelle von m in (21°21) #, wdlches beliebig ist setzen. Jeder
Pt des Geradenbiischels (21'6) hat von jedem Punkte (21°65) konstante
Entfernung. Vergleichen wir (21-65) mit dem Gewebe des Geradenbiischels
(21°'6), dh. mit (21-23), so sehen wir, dass die Werte von x identisch sind;
die y Werte von (21'63) erhalten wir dagegen aus den entsprechenden
Werten von (21'23), wenn wir anstalt jeder Konstante ihre Negation setzen,

Dabei soll man beachten, dass a { ¢ = a'ij ¢ ist. Wir kdnnen leicht ve-

rifizieren, dass auf diese Weise gebildeter Auscruck (21-65) Negation von y
in (21-23) ist.

Wir nennen das Gebilde (2165) Gegengewebe des Geraden-
biischels (216), und die duale Form Gegengerls t.

Die Fonstante Entfernung A kanu aus (21'61), (21'62), (21°65) ausge-
rechnet werden. Sie hat den Wert

' A=T (21°66)

Wir haben also den Satz:

Wenadie Biischelschar
Geriist besitzt, soistder
Winkel zwischen jeder
Gen dieser Scharund je-
der Gen des Gegengeri-
stes pleich T,

Wennder Geradenbi-
schel ]l Gewebe besitzt,
so hat jeder Pt dieses
Biischels von jedem Pte
des Gegengewebes die
Entfernung 7.

Reduziert sich der Geradenbiischel anf Strahlenhiischel I mit dem
Mittelpunkte (xo, o). SO besteht das Gegengewebe aus dem einzigen Kno
ten (x,, ¥,), und wir kehren zum frither bewiesenen Satze zuriick.

Sind beide Generatoren des Biisckels (21-6) identisch, geht also der Gera-
denbiischel in eine Ge I tiber, so hat das Gegergewebe die Gg y=a'x U b'xl.
Dies gibt den Satz:

Jeder Pt der Gen zwischen jeder

| Der Winkel
| Genl des Biischels

= 4 |
y=arobs | p =t 0 by QU6Y)

hat von jedem Pte der Gen und jeder Gen I des Biischels
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y = a'x U 0x o= o't QY (21'671)
die Entfernung 7, und umgekehrt.  betrigt 7, und umgekehrt.
Die iiber Gewebe und Gegengewebe der Geradenbiischel, so wie
iiber Geriist und Gegengeriist der Biischelscharen bewiesenen Sitze lassen
sich auf Kollinearenbiischel und Koinzidentenscharen erweitern.

Wir wollen noch alle Pte (x;, y;) bestimmen, deren Entfernung von
jedem Pte der Kollinearen

% = am Q bm, y = cmdm @17
konstant ist.

Diese Entfernung muss von m unabhéingig und dabei konstant sein.
Dies gibt:

(@ic) v ey =@yx)o dyy) =C
Dieses System ist mit der Gg
[@cuvbd)Cu@ b o ud)llay o
UladubdyCu@ b vwewd)Cxiyiv

, o, 2171
uldcutd)Cu@udbucdud)Clxiyiv
vi@dubrd)Cuavbucud)Cxyi=2

dquivalent, welche moglich ist, wenn
R=[agb)u(cid]C=DC=2Z (21°72)
ist. Diese Bedingung kdnnen wir auch folgendermassen schreiben:
Dac. ) (21°72)
Daraus folg!:

Ist (21'7) eine Ge, dh. D=T, | Ist die gegebene Koinzidente
dann mus C== T sein. Ist C=T, | ein Strahlenbiischel, ist also D=T,
s0 kann' die Kollineare (21°7) belit= @ so muss der Winkel C' gleich T
big sein. - sein. Ist der Winkel C=1T, so

kann die Koinzidente beliebig sein.
Losen wir (21'71) nach x; und y; auf, so {iberzevgen wir uns, dass der

geometrische Ort aller von allen Pten der Kollinearen (21+7) #quidistanten
Pte im aligemeinen ein Kollinearenbiischel ist. '
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