K. ABRAMOWICZ.

O pierwiastkach urojonych pewnej klasy funkcyj
przestepnych.
Sur les racines imaginaires d’une classe de fonctions transcendantes.
W pracy niniejszej zamierzamy podal pewng wlasno$¢ pierwiast-
kéw urojonych funkcji przestepnej o (2z), spelniajacej réwnanie
m " ()= W(z) 22,

w ktérem W{(z) jest funkcjs wymiema o spdlczynnmikach rzeczywistych.
Do tej klasy funkcyj p () nalezq funkcje Legendre’a i funkcje Bessela,
o ktérych wiadomo'), ze nie posiadajg pierwiastkéw urojonych. Do
klasy tej nalezg tez funkcje Pifunkcje Q Riemanna; o pierwiastkach uro-

jonych funkcji P istnieje szereg prac Kleina, Hurwitza, Van Vieck'a?),

zajmujacych si¢ wyznaczeniem liczby pierwiastkéw urojonych funkcji P.
Wiasnos¢ pierwiastkéw urojonych funkeji ¢(2), kiéra podajemy w pracy
niniejszej, polega na tem, 2e mozna wskazaé taki obszar plaszczyzny
z, wewnatrz kiérego znajdujg sie wszystkie pierwiastki urojone funkcji
9(2), czyli innemi slowy oddzieli¢ pierwiastki urojone funkcji 9 (2).
Mamy mianowicie twierdzenie:

Jezeli przez r i s oznaczymy dwa dowolne pierwiastki sprzgzone
réwnania ¢ {(2) =20, a wyrazenie

) Np. Schafheitlin: Die Theorie der Besselschen Functionen: p. 122.

%) Klein: Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe (Math.
An., 87, p. 579), Hurwitz: Ueber die imaginiiren Nullstellen der hypergeometrischen
Reihe (Nachrichten der Konigl. Gesellschaft der Wiss. zu Gotlingen, 1906), Van Vieck:
A determination of the number of real and imaginary roots of the hypergeometric
series (Transactions of the Am. Math. Society, Vol. 3).
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do(s do(rh
DO=0(9 L g 220,
w kiorem ¢ jest zmienna rzeczywista, przyjmuje przy {=o0 wartos¢

D(0)==o0, to pierwiastki r i s réwnania ¢(2)=0 maja takie polozenie
na plaszczyfnie z==x+ iy, ze promienie Or i Os, wychodzace z po-
czatkn O ukfadu spéirzednych, przecinajg krzywg

@ (x + )P W (x ) = (x — i W (s — iy) ;

jefeli za§ przy L=co wyrazenie D (L) przyjmuje warlos¢ D(=2) =0, to
pierwiastki r i s réwnania ¢(2)= o0 maja takie potozenie na plaszczyZnie
z, ze przediuzenia promieni Or i Os poza punkty r i s przecinajg
krzywa (2).

§ L

Przy dowodzie wypowiedzianego twierdzenia opiera¢ sig bedziemy
na nastepujacej wiasnosci elementarney: jezeli przy b°>a >0 mamy

b *
[f@t(2)dz=0
a funkcja f(2) zachowuje znak w calym przedziale (a, 0), to funkcja
9 (z) musi przynajmniej raz jeden zmienia¢ znak w przedziale (a, b).
Oznaczajgc przez

r= X, +iyg, s =Xy — 1y

dwa pierwiastki sprzezone réwnania ¢ (2)=0, a przez { zmienng rzeczy-
wista, " utworzymy iloczyny rf i st, ktére przedstawig zbiér punkiéw,
potozonych na promieniach Or i Os, wychodzgcych z poczatka O uktadu
spétrzednych, Wtedy, jak latwo widzieé, wyrazenie

@ DO=9() L. g 2L

bedzie posiadato?) wlasnos¢ D (1) = 0 (poniewaz ¢(r) = o(s) =0).

i ') Pochodna do(zf):dl przy L=
wtedy punkt logarytmowy w r.
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Poniewaz, na mocy réwnania (1), mamy
A (12
20— pwiye0y,
to z fatwoscig otrzymujemy wyrazenie 4 D () na rézniczke D({) w postaci
ADE)={s*W(s3) —r* W)} o (r1) o (s%) dX ,

co pozwoli nam wyrazxé funqu D(t) w postaci catki

4) DE) = }{s2 W(s,)—ﬁW(r,)} P(ro) e (st) de.

Otrzymane wyrazenie na D() prowadzi nas do rozpairzenia naste-
pujacych dwu przypadkéw: 1) D(0) =0, 2) D(co) =0, z kitérych kazdy
omoéwimy osobno. '

§ 2.

Niech przy = 0 wyrazenie D(Z) otrzymuje warto$¢ D{o) = 0. Wtenczas
wz6r (4) da nam réwno$¢ nastepujaca:

L]

(%) o= [{ewis)—rwenleene( a.
1

W calce, bgdacej po prawej stronie, iloczyn o(rf) p(s%) jest liczbg do-
datnig, jako iloczyn dwu liczb sprzezonych; musi przeto przy pewnej war-
tosci £, zawarte] w przedziale 0 < <1, zachodzi¢ réwnosé: 1)

SW(EH)—rrWEl)=o.

Innemi stowy, majac na uwadze oznaczenia r = x,+iy,, s = xo— iy,

mozemy powiedzieé, ze réwnanie

(o S g P Wi, S+ iy &) = (w170 2) W (x5 =75 )

wzgledem I mie¢ musi przynajmniej jeden pierwiastek miedzy 01 1.
Otrzymana wlasnos¢ mozemy jeszcze wyrazié geometrycznie tak:

1 mianownik lewej strony zachowuje znak.
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Jezeli O jest poczatkiem ukfadu spotrzednych, to pierwiastki 7 i s sg
tak potozone wzgledem krzywej
(x+igPWix+iy) = (x — iy W(x —iy)

ze odcinki Or i Os przecinajg tg krzywq.’

§ 3.

Rozpatrzmy teraz drugi przypadek, w ktérym przy = co wyrazenie
D(t) przyjmuje warto$¢ D (o0) = 0.
7 wzoru (4) otrzymamy wtedy nastepujaca wartosé:

0= f{rW(rg) — g W(Sk,) o (1%) o () d&.

1

Poniewaz w calce, bedacej po prawej stronie iloczyn o (r3) ¢ (s2) jest
liczba dodatnia, to przy jednej przynajmniej wartosci &, zawartej w prze-
dziale 1 < § << co musi wyrazenie

r W(rt) — s* W(st)
stawaé si¢ zerem.

Innemi stowy, réwnanie
(o & A igo 2 W (oL + o %) — (xo & — 155 0* W (o2 — 10 0) =

wzgledem ¢ mieé musi przynajmniej jeden pierwiastek,
dziale (1, co).

Otrzymana wlasno§¢ mozemy, podobnie jak poprzednig,
geometrycznie tak:

Jezeli D(e0) =0, to pierwiastki urojone r i s funkcji ¢ (2), speinia-
jacej rownanie (1), majg takie pofozenie na ptaszezyZnie z, ze przediuze-
nia promieni Or i Os przecinajg krzywa

(x+igpwx+iy) =

zawarty w  prze-

wyrazi¢

(x — ig)* W (x — iy).

Zostaly w ten spos6b udowodnione obie  czgdci przytoczonego na
poczatku twierdzenia.

§ 4.

Zastosowanie otrzymanej wlasnosci funkcji «(2) do funkcji P Rie-
manna daje wynik, kidry, jak nam sie wydaje, znany nie jest.
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Otrzymujemy mianowicie wlasno$¢ nastepunjaca:

Jezeli wszystkie spétezynniki o, «", 3, 8, 7', v funkcji P, jak réwniez
i jej punkty osobliwe q, b, ¢, sg 1zeczywiste i jezéli potozymy o' — o' =g,
G —B'=G: 1" —1 =1, 10 przy a <1 wszystkie pierwiastki urojone galezi
P, p”) funkcji P lezg wewngtrz tréjkata kolowego z wierzchotkiem &
i katami

2

w, ®, arc sin E:—?{ s
utworzonego przez okrag kota

Q) M y) + 2pxt
gdzie

h=(c—b)r—2 PR (C-Aa) (c--b) + 2._,—‘{:ﬂ~~— (c—a)?,

Pt
— 2 a? o S
—p=(—08)’a— — -(c—a) (c— Eg | (C—a)zb
y = (c—5)2q?— a? — .3 22 —,a y2-1
v=(c—0)%a 2 P E (C———a) (c— "‘—_?*g(t‘——a)z b,

i okrggi kék

X'ty xfa+b) - :—:—(Z)——a)—}—abz—.o,

X4y —x(at b+ ﬁ»(b—a)+ab=o,

ktdrych m ma wartosé:

-+)/ (=5

Jezeli 8 <1, to wszystkie pierwiastki urojone galezi P, P& lezg
wewnatrz tréjkata, utworzonego przez te same kola, lecz z wierzcholkiem
w a; jezeli za$ jednoczesnie 2 < 1, g <1, to wszystkie pierwiastki urojone
gatezi P, Pe”) lezg wewnatrz kola (7).

Wyniki analogiczne dla pierwiastkéw urojonych galezi P@), PG, Py
PG otrzymujemy z przytoczonego twierdzenia za pomocg podstawien:

(ad) (25). (ac) (=v).

za"ﬂ
~—,~
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§ 5.
Aby doprowadzi¢ réwnanie funkcji P do postaci (1), potozymy P=uy,

gdzie

o’ +a'’ ﬁ"H?’" 7’+7"_1

t=@E—a * (0 % (=) T
oznaczajac wiedy
— —b
(zab c) __z g2

—b'c—a

i zwazajgc na wzor

1 )2 P9(2)
z—a z—»bl dlog(zabc)

@+ @t

otrzymamy na funkcje 9 (2) réwnanie:

a*9(2)
dlog (zabc)?

A2+ Bz+4+C
= ey e—o ¥

gdzie
A=a*(a—0b) (a—c) + B2 (b—a) (b—)+1*(c—a) (c—1D),

—B=a(a—0b)(a—) 0+ )+ (b—a)b—c)(a+tc)

+@—D—a(c—0b)(a+0),

C=02(a—b)(a—¢) be+B* (0 —a) (b —c) ac+(1*— 1) (c—a(c—b) ab.

@®

Otrzymane tak réwnanie napiszemy w postaci:

do(z)  _ K(zabcy® + L(zabe)+ M
dlog(zabcy? 4 {(zabe)—1}

?(2)

gdzie spdlczynniki K, L, M mieé beda wartosci

®

K=@, L=1—a?—f —1, H=0a2,
Jezeli oznaczymy dla skrécenia

(zabe) =1L, ¢ (2) = © (zabc) = @ (%),

O pierwiastkach urojonych pewnej klasy funkcyj przestepnych 7

to réwnanie (8) mie¢ bedzie postaé:

2P (2)

0 (dlogl)?

=w()® (),

gdzie

. KP4 LL+ M

§ 6.

Oznaczajac preez r = x, + iy, dwa dowolne pierwiastki sprzgzone
réwnania P() = o i stosujac do réwnania (10) wynik ogélny, otrzymamy
dla wyrazenia

dd (sh)

dd(r3)
dlog?

(n DR= () —

(o)

rézniczkg dIXZ) w postaci:
dD(:).-:{ w (52 — @ () } ® () ® (s2) dlog

Catka {4), ze wzgledu na réwnosé:

2 (73

“dlog (ra)?

()
= @iogy”

bedzie miafa postac:

D(‘;):_{'{ w(s2) — w(r?) } (%) ® (s3) dlog?,
1
lub tez po dokonanin rachunkdw:
(12) D ="7" [ {930 L (K2 (4 8)m K4 L } %@

Majac to wyrazenie, rozpatrzymy, przy jakich warunkach bedzie:
19, D(0)=0, 2° D(c0) = 0. Biorac pod uwage pierwiastki urojone (rézne
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od a, b, c) galezi P@), mie¢ bedziemy rozwinigcie (ze wezgledu na wartose
u w iloczynie P = uo):

PO=1"2PO),

gdzie P() jest szeregiem potegowym z réznym od zera wyrazem statym.
Z wzoru (11) obliczymy wtedy, ze D() w poblizu punktu z2=a mie¢
bedzie rozwinigcie:

DO =—a) < PE—a),

gdzie P jest szeregiem potegowym z réznym od zera wyrazem stalym.

Z otizymanego rozwinigcia wynika, 2ze przy « < 1 bedzie D(0) = 0
poniewaz przy 2z =a mamy £=0.

Stosujqc wynik ogdlny do rozwazanego przypadku, otrzymamy, ze
przy o<1 musi istnie¢ w przedziale (0,1) taka wartos¢ ¢, przy kidrej
spelnia sie réwnosé:

CK+Lyrs— (K—M(@r+s):—0828M+ L)=0;
innemi stowy, réwnan'e
(e 24§ 2) QK+ L) — 2K — M)y = M+ L) = 0,

wzglgdem { mieé bedzie pierwiastek, zawarty miedzy o i 1.
Geometrycznie wyrazimy to tak: prosta, lgczgca punkt r=x,- igo
z poczatkiem 0 spéirzednych, spotyka koto

QE+I) (2 +y) —2(K—M)x— QM + L)=0,

lub tez na podstawie (9) koto:
(13) @)@ P+ ) =2 (@B — At — 1 =0,

Lecz r=1ux, + iy, jest pierwiastkiem fmnkcji P@? (%) o argumencie &,
przeto, jezeli oznaczymy przez p pierwiastek urojony funkcji PW) (2), te,
zgodunie z przyjetem oznaczeniem, bedzie

r== (pabc) .

Innemi slowy: przy «<1 kazdy pierwiastek urojony p
galgzi P@(z2) funkcji P ma takie polezenie na pta-
szczyinie 2z, Ze prosta taczaca poczgtek O uktadu spot-
rzednych z punktem (pabdc), spotyka koto (13).
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§7.

W poblizu punktu z = b funkcja D(J) ma rozwinigcie?)
D)= (z— b B+ R (z—b),

gdzie P jest szereg'em potegowym o wyrazie staltym réznym od 0.

Jezeli zalozymy 8 < 1, to przy z = b bedzie [ = <o i przeto D (ec) =0.
Stosujgc wiec wynik ogé6lny, dochodzimy, podobnie jak poprzednio, do
wniosku, ze réwnanie

(2 2y QK+ L) —2(E—M)x 2 —(2M+L)=0
wziledem . mieé¢ musi pierwiastek zawarty migdzy 11 co

Oznaczajac przez ; pierwiastek urojony galezi P® (z) o argumencie 2,
wnioskujemy dalej, ze: przy 3«1 kazdy pierwiastek p gatgzi
Pifunkcji P(z) ma takie potozenie na pltaszczyinie 2z, ze
przedfuzenie prostej, faczacej punkt O z punktem (pabc)
przecina koto (13).

Kolo (13) przechodzi przez punkt x = 1 na plaszczyinie. Rozroznia-
my cztery przypadki. Jezeli ‘22— §% > |1 —y%, to punkt O lezy zewnatrz kcla

(=%8%)< (~-¢Y

(82> (-5

Rys. 1.

(13), jezeli za§ |«2— 3, < {1 —7?!, to punkt O lezy wewnaltiz kofa.
W pierwszym przeto przypadku (fig. 2, rys. 1) przy a <1 liczby (pabc)
lezg w obszarze RQT'S, utworzonym przez styczne z punktu O do kola
(13), a przy 3<1 w obszarze ORISO; w drugim za$ przypadku przy
2 < 1 (fig. 1) liczby (pabr) lezg poza kolem, a przy 8 <1 wewngtrz kota
(13). Jezeli 22— 32 ==1—+2, to koto (13) przechodzi przez punkt O;

'y Poniewaz mamy P(a')= m, P(3") -+ m, P(3"), przy m, i m, stalych, oraz e3”>3’
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wiedy przy o <1 liczby (pabc) leza w obszarze, wskazanym na fig. 3 rys. 1,
przy <1 wewngtrz kota (13); przy o? — g2 =+% — 1 kofo (13) redukuje

A~

(L) L(1-42) , oced, <1
Rys. 2

at pt=p2 4,

sig do x == 1; wszystkie liczby (pabc) przy o<1 lezq po prawej stronie
(fig. 4) prostej x =1; przy B<C 1 po lewej stronie tej prostej.

§ 8.

Rozpatrzmy teraz, w jakim obszarze plaszczyzny z lezg pierwiastki p
funkeji P@)(z). Jezeli na podstawie powiedzianego punkty (p abc), stosow-
nie do zalezno$ci migdzy o, B, v, muszq leze¢ (przy a< 1) wewnatrz
obszaréw, wskazanych na rys. 1, to wynika z tego, ze pierwiastki g po-
winny leze¢ wewnatrz takich obszaréw plaszczyzny z, na jakie przy pomocy
funkcji

(13)

odwzorowujg sig obszary, wskazane na rys. 1.
Kiadace z = x +-iy, z;=x—iy, réwnanie kota (13) napiszemy w postaci:

2' = (2 abc)

2

il SR R UVANIN e s et WO
2’z 12_“‘62_72_?_1@ +20)+ P 0,

skad po dokonaniu przeksztalcenia (14) otrzymamy koto:

Azzg+p(z+2z) +v=o,

w ktérem
A=t —2 2B ey L EERe1
(=) pri e L Canl A Gl R P e AU
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. at — g Byl
—n=(c—b)la— ——u-=t  _(r— — 4 B ey f I 1 1
= (c—b)’a a2~§2—73+1(£ a) (¢—b) (a-+8) + e 5'—'-72+I(c a)b,
P e gt
= lebia R e b 5T et
lub tez
(15) Aty + x4+v=0;
kolo to przecina 0§ x w punkcie c.
3

N

qy/f/é ’/// /:/;/’ V) 3

4‘@%%%%%

Bty g > 7 BT, f<7

Réwnania stycznych 0Q i OT na fig. 2 1ys. 1 napiszemy w postaci
y = mx, gdzie
1_ L/ E=E
A=

F(l—mi)=2,({1 + mi).

lub tez w postaci:

Po przeksztalceniu za pomocy (14) otrzymamy dwa réwnania kok:

¥ty —x@t)+Eb—a) +ab=0.
(16)

,\-'-‘+yi'—x(a+b)~}f’2-(b——a) +ab=0,

przecinajacych o8 x w punktach o 1 4 i bedacych obrazami stycznych 0oQ
i OT, poprowadzonych z punktn O do kota {13).
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Kreslge kota (15) i (16), podalidmy na rys. 2 odpowiednie obszary,
w ktérych lezq pierwiastki urojone p gatezi P (z), P(*")(2) funkejil) P(z);
odpowiednie zaleznosci migdzy «, (3, v sy wskazane przy kazdym obszarze,

$<t, axt

e
$r, x»1

Rys. 4

Latwo widzieé, ze wszystko co powiedziano o galeziach P@? i P,
stosuje si¢ do par P@®Y, PG i PG, PG™ po zastosowaniu podstawied
(ab) (2B) 1 (21). ' .

W samej rzeczy, wystarczy wtedy przeksztalcié réwnanie funkcji P(z)
do postaci (8), lecz o argumentach odpowiednio (zbac), (2cab).

Rys. 3 i 4 daja obszary, w ktérych leza pierwiastki urojone gatezi
PEYi P4 w przypadku, kiedy |a2—B| > |1 —12|.

I 23

1) Dla galezi P(") rozwinigeie funkeji P(L) zacunie sie od potegi £ 2, a rozwi-
nigeie D(G) od potegi (=~ 2)*'; e <<1 1 2 = a bedzie D) = 0; do P(@) odnosi sie
wszystko, 6o powiedziano o P(a’).
60

O pierwiastkach urojonych pierwszej klasy funkeyj przestepnvch 13

RESUME.

Dans notre travail nous donnons la propriété suivante de la fonction
#(2) satisfaisant a I’équation 9"(z) = W(z).7(z), ot W(2) désigne une
fonction rationnelle aux coefficients rgels: si on désigne par r et s deux
racines imaginaires conjiiguées de la fonction ¢ (2) et si I'expression

D) =12(r) d?d(fg) — 2(s%) d.’g[g:)

a pour (=0 la valeur D(0) =0, les racines r et s ont une telle position
sur le plan de la veriable z que les droites Or et Os joignant les points
r et s & Porigine O de coordonnées coupent la courbe

(v +iy) W(x 4-iy) = (x — ig)* W (x —iy).

Si Pon a au contraire D (w0) = 0 les racines imaginaires r et s de la
fonction @ (2) ont une telle position sur le plan que les prolongements des
segments Or et Os au deld de r et s coupent la courbe ci dessus.

En appliquant les resultats obtenus 2 la fonction P de Riemann nous
développons les calculs nécessaires et nous obtenons des divers triangles
circulaires & lintérieur desquels se trouvent les racines imaginaires des
différentes branches de la foncticn P; nous distingons 4 cas, suivant les
rélations entre paramétres =, 3, v de la fonction.
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