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LEON LICHTENSTEIN.

O pewnych zagadnieniach Analizy, bedacych w zwiazku
z Hydrodynamika plynéw doskonalych.

Sur quelques problémes d'analyse liés avec 'hydrodynamique des fluides parfaits.

W szeregu odczytéw, wypowiedzianych przed kilkunastu laty i oglo-
szonych w ,Wiadomosciach matematycznych®,*) p. prof. Zaremba dat
pigkny zarys historyczny rozwoju nauki o zagadnieniach brzegowych,
zawdzigczajacej swe istnienie teorji sprezystosci, Akustyce i Elektrody-
namice, Znany jest zwiazek pomiedzy Hydromechanikg czyli nauka o
réwnowadze i ruchu ptynéw a teorja potencjaty, tudziez teorjg funkcyj
zmiennej zespolonej. Niechaj mi wolno bedzje w tej pracy wskaza¢ na
kilka zagadniefi mniej znanych teorji réwnaf rézniczkowych zwyczajnych
i réwnan o pochodnych czastkowych, jakotez Rachunku warjacyjnego, bg-
dacych w zwiazku z zagadnieniami Hydromechaniki.

Hydromechanika wcze$niej, uiz inne dzialy Fizyki, musiata z natury
rzeczy zwr6cié na siebie uwage matematykéw. Ciecze, a zwlaszcza plyny
maloscisliwe, sg to — jako ciala niewypowiedzianie ruchliwe, nieskoficzenie
subtelne i zmienne w swej postaci—istne wcielenia tworéw idealnych czystej
abstrakcji. To tez niezadlugo po wynalezieniu Rachunku nieskoficzono-
stkowego badania hydrodynamiczne zajmuja ‘matematykéw tej miary, co
Daniel Bernoulli, Clairaut, d’Alembert, Euler, Lagrange,
Laplace. W 19-em stuleciu prace ich kontynuuja: Cauchy, Poisson,
Lejeune-Dirichlet, Riemann, Helmholtz, Stokes S. W.
Thomson, Poincaré Liapounoff )

Pracom tyech myslicieli zawdzigczamy szereg pigknych rezultatéw.
Wszelako nieskonczenie zawily i trudng do odcyfrowania jest natura. Trud-
nosci nie do przezwyciezenia pietrza sig na kazdym kroku, a kazdy wylem
odstania przed oczami badacza nowe zagadaienia wielkiej wagi.

*) Patrz Wiadomosci matematyczne, t. X1, 1919, st, 145—221.
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§ 1.

Rozpoczynamy od kinematyki czyli nauki o ruchu cieczy bez wzgledu
na okolicznosci zewnetrzne, t. zn. sity, ruch ten powodujace.

Uwazajmy ciecz jednorodna, niecisliwa, pozbawiong tarcia v_vewﬁqtrzne»
co. Niech czastka cieczy, znajdujgca si¢ w chwili t, W puglk'ae (a, b, ¢),
ggdzie w czasie t w punkcie (x, y, ), Skiadowe predkosci oznaczamy,
jak zazwyczaj, przez

d d _4a
(1) u—_—ax(a,b,c,t), 7}=H—£ y(a, b, ¢, t), w—dt z(a, b, ¢, t)'

Zaktadamy, Ze funkcje X, ¥, 2 s3 okreslone dla wszy‘stkich punlitc')w
przestrzeni (a, b, ¢) i dla warloci czasu w pewnym przedzx‘ale < t,, t‘_ >,
ze.s3 one ciagte i majg pochodne ciggte pierwszego, drugiego i trzeciego
rzedu. Réwnania

(2) x=x (@b c t), y=y(@bct), z=z(0bc¢ 1)

‘okreslaja pewne odwzorowanie ciggte i jednojednoznaczne przestrzeni

(a, b, ¢) na przestrzei (x, y, 2). Poniewaz ciecz jest niedcidliwa, jest wigc

u v fw
3) xTayta=0

- Sktadowe wira w punkcie (x, y, 2) cieczy sg

lkaw 671) ‘_1(8u w) _1(6'0 Bzz)
ay dz!’

4) E=§ =3 6_é_d—fc)’ ) x dy
Z réwran (4) wynika
2t i}

x

[
I
o

I

©) T

<@

z

Zaktadamy, ze dla R? = x? -+ y® -} 2z — oo skladowe p_redkoéci
u, v, @ zmierzajg do zera. Powiadamy, ze w nieskoficzono$ci ciecz jest
w spoczynk. )

Doktadniej, niech bedzie, przy stosowaniu znanego symbolu L andaw’a,

®) 47w = O (R™);

T ‘
&,.-..‘,%—O(R {) (0<J<1).

&, 1, & = O (R);
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Jak wiadonio, jest wtedy

= _1_ 9 1 I et 138 [IVI '
u (X,,V; z)- 27 az[';'fl dr +Q‘E~y r" d‘:!
©o co
1 9 1 1 9 1
7 ¢ ) = — . e 4o - 7 2R et
() ’U(l,y,." 97 axf r& de +Zﬁ Bz_{ rC df,
o 0
1 9 1 il
W (x,y,z)z__ ﬂ@[?‘?d’ir—l— 21,‘:@ ‘_7]’ d-'
co co

(d&s' = dx' dy' dz!, r= (x —x"V4 (¥ — ¥+ (2—2')?)

gdzie catkowicie rozcigga sig na calkowity przestrzeri zmiennych x', y', 2'.
Najwidoczniej w danym przypadku pole predkesci jest w zupelnosci okre-
Slone przez pole wiru.

Uwazajmy teraz ciecz, zdwarta w naczypia sztywnem, zamknigtem,
nieruchomem 7, i wypetniajacq je szczelnie.  Niech $ciana wewngtrzna S
naczynia bedzie powierzchnig o kitzywiZnie cigglej. Jak wiadomo, na po-
wierzchni S skiadowa predko$¢ w kierunku normnalnej jest réwna zeru,

(8) ncos 24 vcos B4 wcos ¥ =0,

gdzie =, f,-v oznaczajg dostawy kierunkowe normalnej wewnetrzne] (7). -
Pytamy, czy i teraz pole wirn wystarcza do wyznaczenia pola predkosci.

Wedtug Helmholtza odpowiedZ jest twierdzaca*): wystarcza dla
wszystkich skofczonych x, y, z wyznaczy¢ w jakibadzkolwiek sposéb
funkcje &,, 7, L, rowne &, 7, { wewnatrz 7 i czynigce zado§¢ warunkom,
podanym poprzednio. Niech teraz bedzie

1
by (5 9, 2) = — 5= o [ asart o L[ Lean

&)
Funkcje #, v, w spelniaja wewnatrz 7 réwnania (3) i (4).
Na S moze by¢ wszakze
u, cos o + v, cos § 4 w, cos ¢y == 0.
#) Poréwnaj H. v. Helmholtz Uber Integrale der hydrodynamischen Glei-

chungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen, Journal fiir die reine und angewandte

Mathematik, 55 (1858), str. 25 — 55 (str. 37).
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Niech teraz ¢ oznacza funkcje patencjalng ciagta wewnatrz T i na S,
kréciej w T -+ S, regularng wewnatrz T i taka, ze na S mamy

(10) - g-:- = - (4, COS & + Ty COS B - Wy COS Y).
Z réwnania )
Bu, , 07 Wy __
2 R Rl
wynika .

]
(12) f (u,ﬁcosa—}—w*cosﬁ+w*cos~()_dc=——-f B_;PZ* do = 0,
S S

(do element powierzchni), tak iz funkcja o, istnieje. Funkcje

9 %y

LS A
iz

00, d
(13) u=u*+a_qi€! 'U='U=i<+ay» + w = W,

stanowia, wedtug Hemlholfza, szukane rozwigzanie zagadnienia.

Wszakze wyznaczenie istotne funkeyj &, 7 G nie zdaje sig bye
rzeczq zupelnie latwa. Znacznie predze] dojdziemy do celu, jezeli zauwa-
zymy, ze réwnania (7) zachodzg i wtedy, jezeli sktadowe wiry, £, ¥, ¢, do-
znajg na pewnych powierzchmach nieciggtosci pierwszego rodzaju,- 0 ile
“ przytem skladowa normalna zmienia sie w sposéb ciagty *).

Niech tedy ¢ (x,y,2) oznacza funkcje potencjalng, okteslong zewnatrz.
T 4 S, kedcej w dziedzinie T, regularng wewnatrz T,, w szczegélnosci
w nieskoficzonosci, i takq, ze na S jest

24

(14) ﬂ=&cosa+ncosﬁ+ﬁcosx.
Niech teraz bgdzie
oy 09, B
(15) = gy T —B—f/" L=3 A dziedzinie T,

E,=£&, M=, Gy="C w dziedzinie T.

Wewnatrz 7, mamy

08, 07y 08,
. S —% = A¢ = 0.
(16) 0x + oy + oz b

*) Poréwnaj L. Lichtenstein Bemerkung zur Vektoranatyvis, Bulletin de
I'Académie Polonaise des Sciences et des Lettres, Série A. Sciences Mathématiques 1926~
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A dalej sktadowa normalna

09 00 e ¢
i s hixs s —_ 1
17) Ax c?s a -+ 3y cos § + 5z OST =7,

jest wskutek réwnania (14) na S ciagla. Wzér

_1_1 ! ! et 19 l"l ’ 094
2ﬁazf7n*dt+ﬂa;f?’*dt+é_x—’
co 5]

u(x,y 2)=—

(18)

daje rozwigzanie zagadnienia.

§ 2

Niech Fo oznacza pewne pole ograniczone, jednospdjne plaszczyzny
zmiennych (a, b) i niech 7o bedzie walec prosty, majacy jako podstawg
Fo i rozciggajacy sie z obu stron do uieskoriczono$ci. Wyobrazmy sobie,
2e w chwili ¢, przestrzen 7o jest wypelniona ciecza jednorodns, niesci-
§liwg, i uwazajmy najogélniejszy ruch posuwisly tej cieczy. W czasie ¢
ciecz wypelnia dziedzing T, majgcg réwniez posta¢ walca prosiego, rozcig-
gajacego sie z obu stron do nieskoficzonosci.. Ruch uwazany jest okre-
$lony przez réwnania postaci

(19) x=x (818, y=y@ht,

gdzie x (a, b, t), vy (a, b, t) oznaczaja funkcje ciagle dla wszystkich
{a,b) w F, i wszystkich ¢ wpewnym przedziale <[#,, t*>>, mogace nie po-
siada¢ pochodnych. A dalej jest

(20) a == q (x, Vs t): =5b (xy V, t))
gdzie a (x, v, t), b (x, y, ) sa réwniez pewne funkcje ciagle.
Réwnania (19) i (20) okreslajg oczywiscie pewne odwzorowanie ciggte
i jednojednoznaczne pola F,, zalezne w sposéb ciagly od czasu.
A .

Niech F, oznacza jakiekolwiek pole mierzalne, potozone wewnatrz
Fo. Polu temu odpowiada, ze wzgledu na niescisliwo$é cieczy, w chwili ¢
pole F mierzalne i takie, ze powierzchnie obu pél sy réwne.

Uwazajmy teraz jakiekolwiek odwzorowanie topologiczne dwéch pol,
Fo i F¥, dane przez réwnania

5
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x*=x*(a, b), y*=y%(a, b)),
a = a* (x* y¥), b = b* (x* y¥)

i takie, ze wskazujaca (indicatrix) obu pol jest jednakowa.

@n

Wiadomo, ze mozna wyznaczy¢ przeksztatcenia typu (19), (20)
i takie, ze
x(a b t,)=a, y(a b &) =010
= x (@ b ) = % y (@ b 1) = "
Twierdzenie to podat Tietze, — dowdd jego jest wszakze nadzwy-

czajnie skomplikowany. Znacznie prostsze dowody pedali Alexander I
iv Kerékjérto #)
Niech Fc. bedzie Znowu jakiekolwiek pole mierzalne, potozone wewnatrz

Fo. Zakladamy, ze polu Fo odpowiada w Fo* pole mierzalne F‘ i takie,
Ze powierzchnie obu pol sg rdwne. Zapytu]emy, czy istnieje pﬁr7eksztalceme
typu (19), (20), spelniajace warunek (22) i takie, ze pglu Fo odpczwiada
dla kazdego ¢ w przedziale < {,t*> pole mierzalne F tejze co Fo po-
wierzchni. Innemi stowy, czy istnieje ruch posuwisty cieczy niescisliwej,
spelniajacy nastgpujace warunki. W chwili #, ciecz wypetnia dziedzing T,
w czasie ¢ za§ dziedzing T* **) przyczem dowolnej czastce (a, b) w polu
Fo odpowiada przepisana z géry czastka x* = x* (a, b), y* =y* (g, b)
w polu f* Jezeli zatozymy, ze funkcje x* (@, b), ¥* (@, ), x (a, b, 1),
¥ (a, b, t) maja pochodne pierwszego rzedu

axe oyt dx o dy

da’™'0b’ 0a’"b
ciggle, to warunek zachowania powierzchni da sie przedstawi¢ w formie
réwnan ) ) (x* ) (5% 3% e
(23) e 1, (a 5= = 1, ®),

#*) Por. H. Tietze, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 38 (1914).
str. 247—304; v. Kerékjarto Vorlesungen iber Topologie, 1. Flichentopologie. Berlin.
1923, S. 186—188.

*#%) T* oznacza walec prosty, rozciagajacy sie w uble strony do nieskonczonosci,
majacy jako podstawe F*.

axx

) W. Siss w pracy, ogloszonej w ,The Téhoku Mathematical Journal®
26 (1925), str. 90-—~97, wykaz, ze na zagadnienie, podane w tekécie nalezy daé odpowiedz
twierdzaca. -Zachodzi pytanie, czy to samo ma miejsce, jezeli zalozymy, ze funkcje
x%, y¥, x, ¥ posiadaja pochodne pierwszego rzedu ciagle.

6
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§ 3.

Przechodzimy teraz do Hydrostatyki, czyli nauki o réwnowadze cieczy.

Niech T oznacza jakgqkolwiek dziedzine skoficzong przestrzeni zmiennych
X, ¥, z jednospdjna, ograniczona powierzchnig S o krzywiznie ciagtej.
Zakladamy, ze dziedzina T jest wypelniona cieczg jednorodna, niesciliwa,
pozbawiong tarcia wewnetrzuego, znajdujaca sie w stanie réwnowagi. Niech
p oznacza gestosé cieczy, pXdr, pYde, pZdr niechaj beda skladowemi
sit zewnetrznych, dziatajacych na element p dv=p dx dydz plynu w pun-
kcie x, y, 2 X, Y, Z sa to funkcje ciggte, majace pochodne pierwszego
rzgdu ciggte. Zaktadamy dla uproszezenia, ze powierzchnia plynu jest
swobodna, i Ze na powierzchnig S nie dzialaja zadne sity zewnegtrzme.
Niech dalej u, v, w 0znaczajg jakiekolwiek funkcje ciagle zmiennych x, y, 2,
posiadajgce pochodne czastkowe pierwszego rzedu ciggle i czynigce zado$é
réwnaniu

du ) v Iw
29) % T Ty + 3z
W mysl zasady prac przygotowanych jest
(25) SpXau+ Yv 4+ Zw) de = 0.

Lagrange wyprowadza réwnania réwnowagi cieczy z zasady prac
przygotowanych, postugujac sie nastgpujacem rozumowaniem*®). Lagrange
zaklada, ze uktad (24), (25) jest réwnowazny réwnanin

(26) f{p(Xu+Yv+Zw)+l(dx+ +az)} _

zachodzacemu dla dowolnych w, v, w, 0 ile funkcja A, majaca pochodne
pierwszego rzedu ciagte, zostata we wiasciwy sposdb okreSlona.

Catkujgc (26) czqéciowo, otrzymujemy
ok
S{(ex=55)u+ (o v—S)vt(ez—F)w)e
T

—f(l (u cos (n, x)Fvcos(n,y) + wcos(n, 2) )dc:

S
gdzie cos (r, x),... oznaczajg dostawy katéw, ktére normalna do S w punkcie
6 = (x, y, 2), skierowana nawewngtrz 7, czyni z osiami spolrzednych;
ds oznacza element powierzchni S.

a

@

*) J, Lagrange, Maécanique analytique, por. J. N. Franke, Mechanika

teoretyczna, Warszawa 1889, str. 507-509.
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Z (27) wynika oczywiscie, skoro funkcje u, v, w sg dowolne,

P X = 91, Y= +— ok p Z = A wewnatrz 7,
o oy’ 0z
(28)
A=20mnas§.

Funkeje A intepretujemy jako ci$nienie cieczy.

Zatozenie Lagrange’a, ze uktad réwnan (24}, (25) jest réwnowazny
réwnaniu (27) nie jest bynajmniej samo przez sig zrozumiate.

Nietrudno jest wszelako wyprowadzi¢ réwnania réwnowagi (28) ze
wzoréw (24), (25) w sposéb nastepujacy. .

Niech U, V, W beds trzy funkcje dowolne, okre$lone wewnatrz i na
powierzchni dziedziny 7, posiadajace pochodne pierwszego i  drugiego
rzedu ciggte. Funkcje

.

_OV_OW W _0u U
Tz oy YT 9x 9z Y T oy T

<

|

(29)

%

X

czynig zado$¢ warunkowi (24). Rownanie (25) daje

30) l {A(Ql:—%-vyl’)+y(%yg-g) n z(gyg—%’)}dc:o,

lub, catkujgc cze§ciowo,

o ARGV G o)

—-.l p{U(Z cos (my) — Y cos (n, z))+V (Xcos (n, 2)
N

— Zcos (n, x))—{-W( Ycos (n,;c)—Xcos (n,y))}dc:O.

Poniewaz funkcje U. V, W sa najzupetniej dowolne, przeto must
zachodzié

0Y dZ __

0Z 49X 0X 0Y
9
@2 oz dy

Tx 9z = 0, E)—}« I-—O wewngtrz 7,

3

"X cos (n, 2) —Z cos (, X) =0, Zcos(n y)— Y cos (v, 2) =0,

Y cos (#, x) — na S.

Z véwnafi (32) wynika istnienie funkcji jednowartosciowej A, czyniacej
zado$¢ réwnaniom

8

(33)
Xcos(my)=0
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o\ an o
34 [ —
349 X=o0h Y= e Z=5.

Niech d/ oznacza jakikolwiek element drogi, styczny do powierzchni
.S w punkcie . Poniewaz

(35) cos2(m, X) + cos?(m, ¥) + cosztn, 2)y=1,

przeto dostawy katéw {(n, x), (n, ¥), (n, 2) nie mogs jednoczesnie byé
téwne zeru. Zakladamy, ze cos (n, x) 55 0. Z réwnan (33) wynika, ze

X
{36) %:Xcos (/, x) + Y cos (/,; y) + Z cos (7, 2) = 0.
© W samej rzeczy mamy

(37) cos (n, x) cos (I, x) + cos (n. ¥) cos (I, ¥) -+ cos (n, 2) cos ({, 2) =0,
przeto
(38) Xcos (n, x)cos (L. x) + Xcos (n,y) cos (I, y) -+ X cos (n,2) cos ([, 2) =0
i wobec (33) ' '
{39) X cos (n, x) cos (I, x) + Y cos (n, x) cos (I, y)

+ Z cos (n, x) cos (/, 2) = 0,
a poniewaz cos (n, x) 5= 0, jak wyzej,

(40) Xcos (4, x) + Ycos (I, y) + Z cos (I, 2) = 0.
Z r6éwnania g—)} = 0 wnosimy, ze X ma na powierzchni S warto$¢
statg %,. Zaktadajac
(1 A1, =p,
otrzymujemy réwnania réwnowagi rozwazanego plynu:
(42) d;’; Y= c)_p Z= /7 wewnatrz Tip=0 na S.

W podobny sposéb mozna z zasady prac przygotowanych wyprowa-
dzié réwnania réwnowagi w przypadku ogdlaiejszym cieczy nieSciSliwej,
niejednorodnej, zawartej w naczyniu otwartem, na kidrej powierzchnig swo-
bodng dziatajg dowolne ci§nienia ¥)

%) Por. L. Lichtenstein, Bemerkungen dber. das. Prinzip. der virtuellen
Verriickungen in der Hydrodynamik inkompressibler Fliassigkeiten, Annales de la Société
Polonaise de Mathématique (1924), S, 20-28,
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Sprobéjmy teraz uogélnié w nastgpujacy sposéb’rozwazane przed
chwilg zagadnienie.

Niech T oznacza jakiekolwiek pole dwuwymiarowe, skoficzone, ogra-
niczone przez kizywe zamknigte o krzywiZnie ciagtej S; niech a, b, ¢, f, g, &,
beda jakiekolwiek funkcje ciagle, okreslone wewngtrz T i na S, majace po-
chodne ciagte pierwszego, drugiego i trzeciego rzgdu. Niech dalej X, YV
oznaczajg pewne funkcje ciggle, majace pochodne czastkowe pierwszego
rzedu ciggle. Jakie sg warunki konieczne i dostatecznes
aby réwnanie

(43) SXu+Yv)dedy =0

T

miato miejsce dla wszelkich funkcyj u, v, posiadajagcych
pochodne pierwszego rzedu cigglte i spetniajgcych réow-
nanie

(44) Jdu

0 ov ad
a[)—)g—{—bd—;—}-cu-{—fg%—f‘g(j}:"{"hv:o})

Zaktadajac 45) a = f =1, b

c=g = h =0,
otrzymujemy réwnanie

Ju ov
(45) 3% T iy = 0
i zagadnienie nasze sprowadza sig do zagadnienia, rozwazanego przed
chwilg. RozwigzaliSmy je z tatwoscia, postugujac sie wzorami (29). Wzoréw
odpowiednich, rozwiazujacych réwnanie (44), nie znamy, dlatego wypadnie
nam uzy¢ rozwinig¢, nieco bardziej zawitych.

Zanim si¢ tym przedmiotem zajmiemy, zwréémy uwage na to, ze
réwnania typu (44), a raczej rownania nieco bardziej ogélne, olrzymujemy
m. i. traktujgc t. zw. zagadnienie rachunku warjacyjnego Lagrange’a
w dziedzinie catek podwéjnych.

Niech F (x, ¥, 2,...2) i © (x.y, 2,,..,2s) Oznaczaja funkcje
holomorficzne ' zmiennych niezaleznych X, y, 2,,..,2; w pewnej dzie-
dzinie o$miowymiarowej R; i niech pole dwuwymiarowe T, vzywane po-
priednio, bgdzie zawarte w rzucie R, na plaszezyzng x-y. Uwazajmy
catkg
) I=[ TGy 56 20z b ) dedy, 2= %z . fy:%_j.

Problematem Lagrange’a nazywamy zagadnienie nastgpujace. Zna-
lez¢ funkcje z 1 # zmiennych x { y, okreslone w dziedzinie T + S, ciggte
i majace pochodne czgstkowe pierwszego rzedu ciagle, czyniace zados¢
warunkowi
10
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47) D (x, 9,2 1 2s, 2y, £, 2y) = 0

jakotez ewentualnie pewnym warunkom na pewierzchni § (warunkom brze-
gowym) i nadajace calce [ wartosci ekstremalne. Dla uproszczenia przy-
pusémy, ze warto$¢ z i # na § moga by¢ dowolne.

Niech z i # beda funkcje szukane i niech 2z + ew, # - ¢ v 0znaczaja
jakiekolwiek funkcje w otoczeniu pierwszego rzedu funkeyj z i 7z Niech
innemi stowy u i v beda dowolne funkcje ciggle, majace pochodne czgstko-
we pierwszego rzedu ciggle, i niech e oznacza parametr rzeczywisty nie-
skoriczenie maty. Wprowadzajac we wzorach (46) i (47) @ funkcje z + e w
i ¢ 4 ev zamiast z i # otrzymujemy, catkujac czeSciowo,

Al=08]+0@E)=¢ [(Fru+F' v+
. T

Ju .
Fly, Tx + F,

@) .T"{(F'z -

du ov , 0V s
'f)jl'*'F't w+FtyE)dxdy+O(=)

t9x

d d
= F

d
zx‘—E;F,zy)U‘i‘(F/[ —EF'%

d v
—4 F, ) v} dx dy

+ . /’{(p,x dy — Fiey d2) u + (P, dy — Pl d) v}+ 0 (),
s
AP=20dF+0@E)=c@:u+t+dv
]

, Ou , Ou .
+(I)t.v5§ +®[)’5_y + @l

(49) 9V g

o ‘lY)Jr-O(EZ)zo.

iy, ay
Zaktadamy, ze warunkiem koniecznym, choé¢ oczywiscie nie dostatecz-
nym, aby funkcje z i # nadawaty cafce ] wartodci ekstremalne, jest ¢ =0
dla wszelkich u iv, spetniajacych warunek ¢ ® = 0. Zafozenie to wymaga,
nawiasem mowigc, starannego uzasadnienia, Ktadac dla uproszezenia

d d d dorrv vix v

Fe—m — F, ——E)—IF’zy=X(x,y), Fli— = Flt,— d—yFty =Y (x, ).
q dax r dy dx
OO Py = Fr g~ Fly g QO = Flugg — Iy Gy
P, =¢, P, = 4, qyzy = b, O =4, ‘b'lx =1, Cblfy =&,

otrzymujemy
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6) (et vvdsdy + [P u+ Qv ds =0,
T S

ou du | ov ov
{52 — + b — — =
(52) a TSy Tentf e+ hv=0.
Przejdimy teraz do ukladu (43), (44). Metoda heurystyczna La-
-grange’a polega, jakeSmy juz widzieli, na zatozeniu, ze réwnania (43), (44)
53 réwnowazne réwnaniu

: du du v v
(53) i {oru+ Yv+x(aﬁ+b@+au+f§;+gﬁ+hv}dxdy.—:o,
.zachodza,c'emu dla dowolnych wi v, o ile funkcja X, ciggla i majaca po-
chodne pierwszego rzedu ciagle, zostala we wiasciwy sposéb okreslona,
Catkujac czedciowo, otrzymujemy

P) P P) P)
;{ (F— ﬂ(a)‘)_w(bl)-f' C)\)u-i*(Y—E(f)\)--—a—y (N +EN v} dedy

{54) —';—éf).{(ady—bdx)u—{—(fdy—gdx)v}=O.
Przypusémy, 2e na S
d dx\? d dx\?
55 dy _ _f) y &
49 (ads ds +(f?i—s_gd—s)>o'

Natenczas z (54) i (65) wynika

oy 9 9
68 X=o @)+ 70N —ch, Y= +¢>iy (g —h)

w dziedzinie T + S,

{57) A=0 nas.
Musi wiec istnie¢ funkcja A réwna zern na S taka, iz
ge | : a, iz wewnatrz T
zachgdza zw1azk.1 (56). Nietrudno jest -wykazaé, ze funkcje X'i Y postaci (56)
czynia W samej rzeczy zado$¢ réwnaniu (43), (44) dla wszelkich w i v
spefniajacych (52). Istotnie mamy ’ ’

J (Xu-l— Yv)dxdy=f{u(%(a).‘)_f_é%(b)\)_c)\)
T T
(58) +"(aag W)-;-;—y(gl)——hl)}dxdy

12
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_ du , . du dv , 0v
- fl(aax—_l-ady+cu+fﬂ+gﬂ+kv)dxdy
T

+ l{(ady — bdx)u + (fdy — gds) v }=o.
S B

Rownania (56), (57) stanowig zatem warunek dostateczny, aby réw-
nanie (43) zachodzito dla wszelkich w i v, spetniajacych réwnanie (44)-
Chodzi teraz o wykazanie, ze stanowig one jednocze$nie warunek konieczny,.
i tu wlasnie twierdzenie Lagrange’a wymaga uzasadnienia.

Ograniczymy si¢ w tem, co nastgpuje, do przypadku szczegdlnego

1 2

(89) ag —7 (b + 1)*>0.
Poniewaz obie strony réwnania (44) mozna podzielié przez dowolna.
wielkos¢ nier6wna zeru, przeto mozemy przypuscié — co uprosci nieco dalsze
rachunki,—ze

1
(60) ag — 4 041y =1
Réwnanie o pochodnych czastkowych drugiego rzedu
_ U nU *U, U, U _
(61) L(U)=a5;§+(b+f)m+gay2 +eg,T W——O

jest wobec (60) réwnaniem typu eliptycznego. Uwazajmy réwnanie

62) M(U)E%(aU)Jra—g%((b—l-f)UH;%(gU)

_aia(”U)“E%(hU):O'

Jest to réwniez réwnadie typu eliptycznego. Niech teraz (x, y) bedzie
jakikolwiek punkt, lezacy wewnatrz T, i niech  (x, y; & ) oznacza funkcjg
Greena réwnania (62) t. j. funkcje ciagla wewnatrz Tinas, z wyjat—
kiem w punkcie (x,¥), majaca wewnatrz 7 dla r2=(¢—x)>+(n—y)* >0
pochodne pierwszego i drugiego 1zedu ciagle, réwng zeru na powierzchni &

i taka, ze funkcje ) 5 -
| L (28) g1, (20 10gf
‘g) (x, Vs E’ n)“10g77 (T&“)“Og?l ’ ().q)llog r’)
sq ograniczone. Jak wiadomo, funkcja Greena § (x,¥; g, 37), uwaza.na,
jako funkcja zmiennych (x, y), czyni zado$é¢ réwnaniu (61) i réwna jest

zern dla wszystkich (x, y) na S.
13
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Niech dalej ¢ (§, ) oznacza jakgkolwiek funkcje, okreslong w T4 S,

ciagta 1 majaca pochodne pierwszego i drugiego rzedu ciggle.
Powiadamy, ze funkcje

un3) =9 (03) + 5= /6@y&n%a@nhe+b(

+£@m?}ﬁm
{63) .

1 0
v (53) = ‘M/@@vinﬂa@m +bw@“

teme)aa
<zynig zaced¢ warunkowi (44). Istoinie, kladge dla uproszczenia

©4 @o—a@m~+b<% + e,

otrzymujemy
ulx, ¥) =4 (%, ¥) 1 9 |
_ b5 ) Fam o [ B 6y & M b G ) dE dn,
{65) T
" 1 9
v (%)) = 5—()—/6(%1/; &) ¢ (& ) didy,
a zatem T

du_, oo

66 — a
{ ) a«a "l’b +C +fdx+° —i—hv_—_ag— bg—j—l—Cq}

Fapt{/ssien b6 )
T

Funkcja
domo, ]est] ¢ (%, y) ma pochodne pierwszego rzedu ciagle. Jak wia-

@ (/s mrin e adn)—— 4y
T
Z r6wnar (66) i (67) wynika oczywiscie
(68) a-+b +cu—|-f—+g +hv-o

14
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Wprowadza]qc teraz w réwnanie (43) dla funkcy] u i v ich wartodci
(65), otrzymujemy -

1,0 1,0
(69) f{sz—!——g—'__Xﬂngabdidw—ﬂY;} f.{)qd;dn} di dy =0,
T T

albo, catkujac czefciowo i biorac ‘pod uwage, ze funkcja Greena
£ (x, v; & m) jest réwna zern dla wszystkich (&, m) wewnatrz 7, jezeli
(x, ¥) lezy na S,

(70) f{X@—%&Q;/Md&dﬂ I—E—Z/Vg d,dn}dxdyzo,
T

lub wobec (64).

@) ,/{ch (X aY)/@( E+ba‘?+cc)zz,d~r}mdy~o
T

Ca{kowanie czesciowe daje, co tatwo jest stwierdzi¢,
0X 0(af) , 0(6H)
(W)f{Amk (2 +aﬂf(ﬁg—+7ﬁ~

{ub, co na jedno wychodzi,

c@)?di d‘r,)dxdy—_-o,

@ [ ¢y xigs [ (5 [Glemnoenan)

T T
L 2[5 © @ nin ) —elen 5G]k} =0,

Zwigzek powyZszy zachodzi dla wszelkich funkeyj ¢ ciagtych i majacych
pochodne ciggte pierwszego i drugiego rzedu. Wnosimy stad, ze

e e 0]
T
+%“@ﬁ@@wﬂﬂ”—cmw©@mnwy

749 X (@ y=—

lub, zakladajac
1 (o e 0X 0¥V .
N =— g [ 6 G5 wa [ Fr+5, ] 48 dn,
‘ T
ostatecznie - : . s

(78)
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- U 9 .
(76) X o) =5, @45 (6N — ¢
Zauwazmy, ze wewnatrz T jest
” » P oD o — 2
@) M 0) = f5@0) + 576+ )+ 50— () — )

0X Y
T ox + dy '
na S mamy
(78) =0.
Niech teraz 7y (x, y) bedzie dowolna funkcja ciggta, majqca_ pochodne
pierwszego i drugiego rzadu ciggle. Rzecz naturalna, ze i funkcje

07 d
W) =ga g | Owutn{fED T+ T
T

+h<e,n)x}dedn,

@) 1 0 o
v@d) = 1@ Fa g | G b {rem 5
T

d‘
+eCDE+ G didn
czynig zado§c warunkowi (44). Wprowadzajgc do réwnania (43) dla funkeyj
u i v ich wartosci (79) otrzymujemy, jak wyzej

6 Yeo=—gp [(5F+3)[£(re0 6 G xg)

'E‘,T
+a—ay(g(x,y)© (R x,y))+h(x,y) % &3 x,y)] & dn,

a zatem 5 ;
(81) Y (=g () -+ o () — ).

Réwnania (76), (78) i (81) nie r6znia si¢ niczem od réwnad (56)
i (87). ZnaleiliSmy zatem uzasadnienie twierdzenia Lagrange’a.

§ 4.
Uwazajmy teraz ruch cieczy niescisliwej, pozbawionej tarcia wewnetrz-
nego, roztiagajacej sig ze wszech stron do nieskoficzonosci. Zakladamy,

16

O pewnych zagad. Analizy, bedacych w zwiazku z Hydrodynamika plynéw doskon, 17

ze w chwili #=#, zar6wno gestosc cieczy, p, jak i sktadowe predkosei
jej czastek, u,, v,, W,, sq wiadome: :

(82) P="py (a: b, C); Uy=1, (LZ, b, o, Up=17, (Ll, b, ), W=, (a,b, 6,

gdzie u,, v,, w, o0znaczajg spéhrzedne rozwazanej czastki, t.zw. spélrzedne
L.a grange’a. Zakladamy, ze funkcja p, jest ciagta i ma pochodne
plerwszego i drugiego rzedu ciggle i czynigce zados¢ warunkom

dp

it} ) 9%,
Y

90,
®) S Ta s

=0 R™Y; =0R™), Re=a™totc,

skad wynika oczywiscie, ze p zmierza do pewnej granicy, Pe, dla R = oo,

Niech dalej S,,., S, oznaczajg pewne powierzchnie Jorda-
nowskie o kizywiZaie ciaglej przestrzeni zmiennych a, 5, ¢, nie majgce
punktéw wspdlnych; S,M,..., S, dziela przestrzen (@, b, ¢) na (n41)
dziedzin 7,® (i=1,...n), z ktérych jedna zawiera, jako punkt wewnetrzny,
punkt w nieskoriczono$ci.- Zaktadamy, ze funkcje u,, v,, w, sg ciggte i majg
wewnatrz i na powierzchni kazdej dziedziny 7,® pochodne pierwszego
i drugiego rzedu ciggle. Wszelako, gdy przekroczymy kidrakolwiek z po-
wierzchni S,® i tem samem przejdziemy z jednej dziedziny 7,0 do dziedziny
sasiedniej, funkcje Z—Z",... s % mogg si¢ zmienia¢ w sposéb nieciagtly.
Oczywiscie zachodza tu tylko nieciggtodci pierwszego rodzaju.

Z zalozenia powyzszego wynika, ze i skladowe wirg

ljiow, dz,

®) =052 w=3

da  db

lidu, oJw,, . Lidvy, dun,
oloe —7al 5=l )
moga mie¢ na S,9 niecigglosci pierwszego rodzaju: mozliwe jest na-
przyktad, ze wewngtrz pewnych dziedzin 7,% ruch cieczy w czasie 7, jest
wiréwy, w pozostalych dziedzinach natomiast niewirowy. Latwo jest
wszelako wykazaé, ze sktadowa normalna wira jest na wszystkich po-
wierzchniach S,/D ciggta.
W nieskonczonosdcei zachodza zwiazki

?u, 0*w,

ou Jw N
(85) 2% wy=0 (Ro™), 7% o, SR =0 (R, 53,..,. 2% —0 (R,)
Zaktadamy, ze w nieskofczonosci ciecz jest w spoczynku,
Poniewaz ciecz jest niescisliwa, wiec jest @
du, 00, dw, W
(86) s T35 T 3 =02
17
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Niech #, y, z beda spéhrzgdne czastki a, b, ¢ w czasie %,
(87) x==x(a,b0c1), y=y(@bei) z=¢ (a, b, ¢, D).
‘ Oczywiscie jest k
(88) % (a, b, ¢, io) =a, }(a: b, ¢, ZLD) =b, z (a, b: 2 to) =c.

Uwazajmy niech cieczy, czyniacy zado$¢ nastepujgcym warunkom:

Funkcje (87) sa ciagle i maja wewngtrz i na powierzchni kazdej
dziedziny T,» pochodne pierwszego rzedu

ox dx dx 0y 92

da’ 06’ dc’ da’ "’ d¢
ciggte i spelniajace warunek Holdera

—X
) 0 @ 6o, ), < d, (c stala)
(89) E—ax(a’ b, C,If)-—g-a.'x(a, b 6 B) e =0

dr=(a—aP+(¢—02+(—0% 0<hi<l.

Sktadowe predkosci
d _4a be, t
(90) u=d%x(a,b,c,t), v=gy@bed, w=gz@bed)

istnieja i sa ciagte. Wewnatz 7,0 (i=1,... (n + 1) na powierzchni kazdej
z tych dziedzin istnieja wreszcie pochodne
du __d 0 Jw __d 0

— = = £ a,b,c,f),
@1 BE:B?aTzX(a’b’C’i)"" ' 9c dt dc (

ciagte i czynigce zado$¢ warunkowi Holdera.

Powierzchniom S, odpowiadaja jedno-jednoznacznie‘w pzz)estzjze?ni
zmiennych (x, y, 2) pewne powierzchnie Jord_anowskxfa S ) meh
dzinom 7,® dziedziny 70. Uwazajmy z, v, @ jako funkcje zmiennyc
(Eulerowskich) x, y, 2, £:

(92) U=—1u (xa ¥y 2, D, v=9 (x' v, 2 f)> wW="w (x’ ¥z i)'

Funkcje (92) sg oczywiscie ciagle i majg wewngtrz i na powierzchni
kazdej z dziedzin T® pochodne pierwszego rzgdu

du ou 0u 4T ey e ciaggle i spetniajgce warunek Holdera.

J_~X’ ay’ az’,z)x T az;
18
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7 7 " *Wiazk 2 Hydrodyna -
Zakladamy, ze i pochodne

(93) du__d’x do

di —df di df di—ap
istniejg i sg ciggte,

A teraz stéw kilka o zachowani

u si¢ cleczy w nieskoriczonosci,— , wa-
runkach brzegowych®, Zakladamy,

ze dla B, — oo zachodzg zwigzki

x—-—-a,y—b.z———c;u=@ -y a

ar "T i T==0 R,
99
90X 0x 0x dy oy . oy oz 9z 0z . ou ou ou,
da 867 dc’ Ba’ 9T o @’ 9 de '3a’ 3B’ B’
0v Jw
BE’“"W = O (RD_?);
I fox 0x = o —
Flm@s0-2@50).. =o@,
(95)
1 /ou U — — — N
a* (aE {a, 4, o) “TZ (a, 4 c))= - =0 R,

Z (94) i (95) wnosimy w jednej chwili, ze

9 F .
(96) T Ge =0 R, R= x4y 5
1 {ou ou R

dw’-(d_x (o g 20 — 3% Gy 3) ), oo = 0 R0,

(87)

=X 4y + 2.2, dyy?=(x, — %)t (3, — VY2 —z)

Jak wiadomo, gestosé czastki (a, b,
W czasie # czastka ta znajduje sie w punk
¢ jako funkcje zmiennych x, ¥,

(98)

¢) cieczy mnie zalezy od czasu.

cie (x, y, 2). Uwazajac gestosé
2, 1, mamy

p(x v, 2 8) =0p,(a b c) =p.

Funkcja p jest ciggta i ma wewnairzina powierzchni kazde

; . dp dp dp . . ..
T® pochodne pierwszego rzedu x’ 3y’ -02— ciagle i spelniajace warunek
Héldera,

j dziedziny

A dalej co sie tyczy cisnienia cieczy p,zakladamy, ze funkcja p jest ciggtaima

i9.
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. ; 9p 95 9B oot
wewnatrz i na powierzchni kazdej dziedziny T pochodne ox*dy’ 0z A8'C

i spetniajgce warunek Héldera. W nieskoficzono$ci jest

9p 9p 9 _ o (r-Y),
ox’ oy’ oz (R
9 0 —2—)
J ) £ yoe = 0 (Ry™}).
311_21. (B_f_ (%0 Yo 20) — 9% (%2s y2r 22) (Ry

W nieskoficzonoéci p spelnia pewne warunki brzegowe i. W szcze-
gélnosci z (99) wynika, ze p zmierza dla R— o .do pewnej granicy,
poo. Zakladamy, Ze poo ma by¢ wiadomg ciagly tunkcja czasu.

Co sie wreszcie tyczy sit, dziatajgcych na czgstki cieczy, to. kzakéa;i;?yz
se skladowe X (x, ¥, 2, £), Y (%, ¥, 2 ¢), Z (%, y, 2 z") 311, ) fna'fe
cych na jednostke masy w punkcie (x, ¥, 2), sa funkcje ciagle lz o Ja*e
pochodne pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu wzgledem x, y, agle.

W uieskoficzonosci zachodza zwigzki

X _y OX
wy X =0ry 5 =0RY 55 -

=0 (R"s) .
0

Powiadamy tetaz, ze w przedziale czasu < fy, £ > dqstateczm.e matym}
istnieje w samej rzeczy ruch cieczy, spelniajacy wsz.ystkle powyzszet“;a‘
runki; rach ten jest najzupetniej okreslony. Iquemt s{owy, dla wars i
t— t,> 0, dostatecznie matych, istnieje pewien $cile okreslony uktad funkcyj

x(@ bc B ylabdeid z(hbe i), u=§—;—c, ﬂzg—‘lé, w:izz”
czynigcych zado$é réwnaniom ruchu Eulera -
B R R e
%%:3—?-1—ug—z+v%3+wg~%=Y—%g-§,
Y memaamiaiemaz i

Ju do 0w __ 0
ax T Jy taz=0
i warunkomi poczatkowym i brzegowym, podanym wyzej.

20
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Uwazajmy réwnania (101) nieco blizej. Stosujac pewne przeksztalcenie,
uzywane czgsto w teorji réwnati o pochodnych czastkowych drugiego rzedu
typu eliptycznego, otrzymujemy przedewszystkiem wzér

(8 =2) = [ (L) 2]+

53 (7)a% () o

(102)
_ (X oy oz o~ (au')z (av')? (&w')z
TG+ T+ 58] v+ [ H{ (2] oyl ez
qu' gv' v ow' v’ dw' .
T2 Tt et o ay}‘“’
dt’:dx,dy’dzla ]S':j) (X', v, z')l P'=P(X':J": Z'),:,-, ].gz(x_xr)z

+ 0—=yP + (2—27,

przestrzen catkowita zmiennych x/, v, 2.
Jest to réwnanie catkowe linjowe, majgce, jak blizsze badanie wykazuje,
jedno jedyne rozwigzanie 2 (x,4,2) ciagte, posiadajace pochodne pierwszego
rzegu ciagle i spetniajace warunek H Gldera, i précz tego takie, iz zachodzg
zwigzki (99). :

Réwunanie catkowe (102) daje ci$nienie, jezeli skladowe predkosci
4, U, @ s wiadome. Przedewszystkiem otrzymujemy ta droga cisnienie
poczatkowe, t. j. wartosci funkeji pdla z=4.

Wzory (101) stanowia uklad réwnad o

pochodnych czastkowych
pierwszego rzedu dla niewiadomych # (x, y, 2, ),

v (%9, 21, w(xy, z 0
Gdyby mozna byto zastosowac twierdzenie zasadnicze teorji réwnaft
o pochodnych czgstkowych, znane jako twierdzenie Cauchy-Kowalew-
skiej, zadanie nasze bytoby w jednej chwili rozwigzane, albowiem dla
= #, wartosci funkcyj v, o, w, p sa wiadome. Wszelako twierdzenie Cauchy-
Kowalewskiej nie stosuje sig, a to dla nastgpujacych powodéw.
Przedewszystkiem uklad (101), jak latwo widzie¢, nie jest ukladem normal-
.. L . . du Jdv Jdw 9p
nym, gdyz réwnania nie pozwalajg wyrazi¢ pochodnychb——t, i 3P 3%
on du du o jw "
" Tx’ 3y’ 92’ 9132 W teorji kia-
sycznej 16wnafn o pochodnych czgstkowych pierwszego rzedu rozwaza sig
przewaznie uklady funkcyj holomotficznych, — istnienie rozwiazania bywa
zazwyczaj ustalane w przedziatach lub dziedzinach ograniczonych. Wgbec

przez zmienne x, gy, z, U v, W,

21
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. U, 0w,

tego powazng komplikacjg stanowi warunek, ze pochodne 52" 35
zgodnie z zatozeniem, nie sg koniecznie funkcjami ciaglemi, a tem _mnie}
holomorficznemi. Zauwazmy, 2e zatozenie takie musimy wprowadzi¢ np.
w badaniach nad teorja wiréw Helmholtza. A dalej w uwaZanem przez
nas zagadnieniu ciecz wypelnia catkowity przestrzed zmiennych x, y, 2.
Z tych to racyj teorja klasyczna nie daje sig zastosowa¢, wypada tedy uzyé
innych metod.

Punktem wyjscia naszego- dowodu istnienia rozwiazafi sg wzory A-
Friedmanna, obejmujace jako przypadek szczegdlny wzory klasyczne
Cauchy’ego. Niech § =, { oznaczajg sktadowe wiru w punkcie x, y, z
w czasie 7,

1 /0w 97 1 t)u_é_'l_@{) _1_(0_7’._3_”
(103) E=§(W—5—z)"7*§(3‘§ dx/’ > 2\ox 0y)'

Z réwnafi (101) dajg si¢ wyprowadzié¢ zwiazki nastepujgce

0 0 ) " .
E=4 a_‘;c’}—'lloﬁ-i-lg 3_)21 L=+ L, =+ Nt Mx»

J 0 0 vk | v
(1041 = & 57+ m 55 & 57 =G+,

a
t
0z 0z 0z _ ([0Xdx o0Xodx  dYdy
C=bgo Tty 25*‘{] (ﬂﬁ“'@’?ab"'abac
0Yody , 0Zdz 0Zdz
— e i T e 5

£
s {02 )2t

W szczeg6lnodel, gdy ciecz jest jednorodna, a sity, dziatajace na
¢zastki cieczy, majg potencjal, mamy ‘

LA WA AT U\ VT 1 S
(105) Ba(p)_db(p)_dc p)’ =5z Y“b_y’ =57
przeto, jak latwo wykazaé

Réwnania (104) dajg tedy wzory klasyczne Cauch y'ego bedace
podstawa teorji wiréw Helmholtza.
22
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Z réwnafi (103) wynikajg, jak wiadomo, dalsze réwnania

1 9 1 , . 1 9 1
s =—ggp [l E g [V
1 0 (1 1 0 1.
(107) 'U(X»J’xz)—"“z—z;); 7 g d€,+§;:d—,2 } 7;’ dr',

1 0 (1 1 0 (1,
”’("'Y’z)=—ﬂ§;] FU oo [ S,

gdzie calkowanie rozciaga sig na calkowity przestrzefi zmiennych «', y', 2%
Z (107) wynika w jednej chwili

t
_ SN O L I S B
x_a_im}]d[\—_ﬁ_ﬁﬁj;v"dt -}—2_"10%1/’7;/(#,},
il
: 19 1. 1o (1,
(108) y—_—é—i-ldz‘{—ﬁa-;‘;s’dﬂ—}-ﬁé;’?; dr},
. i

o
t
1 2 1 1 9 /1
zz”*ff‘“{—ﬂ— [Fear+ g i [ Lna).
@
Wzory (104) i (108) stanowia uktad r6wnad rézniczkowo - catkowych

dla funkey] x (b, b, ¢, 8, v (g, b, ¢, 9, 2 (a, b, ¢, 2.

Dowdd istnienia rozwiazan przeprowadzamy, postugujgc sie metoda
przyblizei kolejnych. W pierwszem przyblizeniu przyjmujemy, ze predkosé
czastki a, &, ¢ réwna jest ciggle predkosci poczatkowej, u,, v, @,, innemi
sfowy ze :

{109) U =l v = v W = W,.

Spotizedne czastki (g, &, ¢) w chwili # sg

t
i i 0 (1
xliza—}—ulz‘:a-f-uoz‘:a—{-‘f Iif{——;z—zt)—c“ronn’dt'a
tO COD
1 9 1., .,
+§Eﬂ.‘r_o‘=u dr, }:
S

0

(110)
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‘ 1 0 1
gs=ctwi=c+wi=c+ { di{_g‘g ﬁ/ . & dsy
ty ©3,
1 0 (1 ,
+t 55 54 ’ ;;’fm'dfu },
. o,

(d)=da'db'de , r@=(@a—a)2+ b—0)2+(c—c)?)

gdzie catki / rozciagajg sie na.catkowita przestrzen zmiennych a, b, c.
o

Powierzehniom S,®, ..., 5,, kr6cej powierzchniom S,, odpowiadajg
dla dostatecznie maltych wartosci #—7, w przestrzeni x,, y;, 2, jedno-jedno-
znacznie pewne powierzchnie S, ..., 5™, kréce) .S, na ktérych pochodne
‘;ﬁ, g—l[jl, ) e s 9% moga doznawaé nieciagltosci
a c ) .
Czastce (a, b, ¢) w punkcie (x;, ¥, 2;) przypisujemy teraz ggstos¢

pierwszego rodzaju.

(111) b (B y1, 2) = 0 (@, b, )

a sktadowym sity w punkcie (x,, y,, 2;) wartosci

(112) X=X (x,¥n2, 8, Y1=Y (x, y,2,8, Z, = Z (XY, 2y, b).
Uwazajmy teraz réwnanie catkowe

4’(/)1 Po) = [ﬁl {c)x1 (r]l)ail (ll) +5’f/1v(711)<931(f_]f)

01

o)) e

(113)
01X, dYy , 0.2 N _1_{(011")2 (M)Z (‘)_Z_WL')Z
—[r,( ’+0y’+ )drl’ T‘{rl ax, + 9y, + iz,
ooy Oy .
du' dv, du dw' v, Q&"} ,
ay 0%, T 2 Gz 0x' 2 0z 0y, sy,

(de = dx/dy, d?x', = —x P (0 — P+ (2 —2)?)
gdzie catki f rozciagaja si¢ na catkowity przestrzed zmienmych x,, y,, 2.

Niech p, oznacza rozwigzanie tego réwnania, zmierzajace dla R—»co
(Ry?= x4 ;> + 2% do poo. Funkeje p, = p, (x, y,, ), ) nwatamy
jako ci$nienie cieczy w pierwszem przyblizeniu.

24
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Niech teraz bedzie

t
2&*:{'{‘”{‘1&_?:_’60_& 9Y; 9y, _ oY, ay
1 ; 06 oc¢ dec 06 0b dc oc 0b
07,0z, 07 0z
T 55 ac 75755}‘”’"-

‘wf{ac( )% =353 % e

i

= & 1 &% £
S =& 4 &7 T Sepg e

(114)

. 0 X, 0x il
G=ty Bal+'q:n 1+‘a160;7u‘—5may1+ o 111

OZ

0 . 0z Bz
+Cm &,sl‘——hléj'f‘ 0106 ‘{—tm 1

Potézmy wdrugiem przyblizeniu

3 3 ¢
x2=a+_/uzdi, y,:b%—f‘r}ﬂii, 2y = ¢ /'wzdf,
£ t, %,

¢l
1 8 1 @ 1.
”z='—2‘__3—21f7‘fud“x'+2—‘_5‘)71f'a1'd11,
oy oy
(115) .
b — 1 a i I3 I3 1 ﬁ 1 ! r
wi__ﬁgy; P! 2:5;{fa'f.1dﬁu
[=el} 0oy

rozumiejac przez u,, v,, @, skladowe predkosci czastki (a, b, ), znajdujgce]
si¢ w chwili £ w punkcie x,, y, 2z, Powierzchniom Sy odpowiadajg

w przestizeni x,, y,, 2, dla dostatecznie matych 7—t, jedno-jednoznacznie
u2 dw,

-~y moga dozna-
wac nieciggtosci pierwszego rodzaju. Czastce (a b ¢) w punkcie (xy,¥s, 2,)
przypisujemy teraz gestosc

(116)

pewne powierzchnie .S,, na kidrych pochodne ?

P2 (3 ¥y 25) = p (g, B, ©)

a skladowym sity w punkcie (x,, 3, 2,) wartosci

{117 X=X yn2), YVo=Y(tnynz), Z=2Z (%, ¥, 25)-
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Ciénienie cieczy w drugiem przyblizeniu otrzymamy, rozwiazujac
réwnania catkowe

o= = [t ) s () + 3 () 3 )

Peo

) A 1 [0uy)2, (002, [0w,y)?
1 (90X ( 0Y'y | 0Zh\ 4 _{( wa) (92 +( L
_f?g(ax'ﬁay'g az'z) e 0x2) (dy’z) azg)

[}

du'y dv'y dv', 0w’y
dy's 0x', + 2 0z

u'y 0w, } ey

+ 2 5y, T2 52, 0%,

w

(dd'y = dx'y dy', d2'y, 1= (X, — &'n)2 - (Vo — ¥'a)* + (2, — 2')?
o> Poo dla Ry —> o0, Ry?= %"+ Va3 -+ 25%),
gdzie catki rozciggajq sig na catkowita przestrzent ?miennych Xay Vo, z'z,
Od drugiego przyblizenia przechodzimy do trzeciego, tworzac napr.zoq
funkeje &%, 5%, G55 &% Mm* §¥; g Mow Lor W ten sam sposéb, w jaki
zostaly utworzone funkcje &% #,% ... i ktadac nastepnie
t

1 9 1 Lo (L, .
(119) x,=ua +fu3dt, u3=—2_5()zgf?; n’gdr’ﬁ—%ayz &y atly,
fy o0z 002

W ten sposéb otrzymujemy ciag nieskonczony funkeyj Xn. Yy Zns P
(n=1,2,...), okreslony dla wszystkich a, b, ¢ i dla dosta}tecz.me mal‘yc‘h
wartosci #—#, Ciagi te sg, jak bliZsze badanie wykazuje, jednostajnie
zbiezne dla (@, b, ¢) wewnatrz kazde) dziedziny

— MSasM, —MSb=<M, —MSc=M

w pewnym przedziale < %, #, + #* >, niezaleznym od M. Niech bedzie
im  Xa (@, b,c,8) = x (g, b,¢,8), lim y,(ab,¢8=y(@abect),
n—y0o0 n—»co
(120) lim z,(a, b, ¢, f) =z (a b ¢ t).
n—>00

Funkcje x (a, &, ¢, 1), .. sq ciagle i majg wewnatrz 1 na povs.rierzchm,
kazdej dziedziny T,® pochodne pierwszego rzedu ciagle i spelniajace wa-
runek Holdera. A dalej istniejg funkcje #, o, w,

Jdu ow du 4 du

o o7
ﬂ,...,ﬁ,...,d—f,...,dt JxT ﬁ,ax,...
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i majq wlasnosci podane uprzednio. Funkcje x (g, 4, c, Bysz2(a bcdp
czynig zado$é¢ réwnaniom hydrodynamicznym Eulera i Lagran ge’a.
Analiza szczegélowa wykazuje, ze znalezionme rozwiazanie jest jedynem,
spelniajacem wszystkie warunki powyzsze.

A teraz st6w kilka o dowodzie zbieznosci ciggow (120). Jak zazwyczaj,
uwazamy T0Znice Xuyq— X, Yat1—VYm Znp1— 2, 1 staramy sie ustali¢ dla
wartosci  bezwzglednych | xpp1— xn ], ... kres gorny o, taki, iz szereg X 3,
bedzie zbiezny. Najwidoczniej jest

t t
Xl = Xp = / (Uny1 — 1) df = / d¢ {— L 9 f 1 T dt'y

2z 3

ty ty - ?Z”mn T

1 9 1
(121) t 55— ) = Tudts

2% yno‘on I'n

1 9 N , 1 2 1 ., ,

=+ o 9 Zns j E W1 Aty — 5 57’;_1 / Esn-—l dr's—1 },
Opn1 Rp—1

.

Po prawej stronie réwnaf (121) mamy wyrazu ksztattu / — f

o, “Op—1

gdzie pod znakiem catkowania znajdujg sie pochodne pewnych potencjatow
Newtonowskich, Nalezy zwrécic uwage na to, 2ze okreslonemu punk-
tami (a, b, ¢) pizestrzeni co, odpowiadaja dwa naogél rézme punkty
%1y Yo Zn) 1 (Xn—t1, Y1, Zp—1) przestrzeni co, i cop_y 1 28 ry i re_q Ozna-
czajg odlegtodci punktéw (x,, Yoy Zn)s (V'ny Yy 2'0) 1 (Ynety Yoty Znt) ,
(x'n—ly y’u—ly z’n—l)- i

r

Dowdd zbieznosci ciagéw (120) zalezy od nowych pewnych lemmatow
teorji potencjatu, posiadajgcych same przez si¢ pewng warto§é. Podamy
w nastepnym paragrafie jeden z nich, przyczem dla uproszczenia bedziemy
uwazali potencjat masy ograniczonej.

§ 5.

Niech 7" oznacza dziedzing skonczong zmiennych X, y, 2, ograniczong
powierzchnig Jordanowskg .S, majaca plaszczyzne styczng ciagly i do-
stawy kierunkowe normalnej, spetniajace warunek Héldera z wykladnikiem
L0 < X< 1.
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Niech P, (%, ¥, z1) 1 Py (¥, ¥y, 25) beda jakiekolwiek dwa punkty
na S, niech oy, By, 7 1 %y By 7o Oznaczajg dostawy kierunkewe normalnej
w P, i P, Mamy tedy

122) Jo—ay], [B—fls -1l = Moom, O <h<1), o= (% —x,)
+ (3 =32)? + (2= 2)

Niech dalej é, 5), ¢ oznaczajg jakiekolwiek funkcje ciggte zmiennych
X, y, 2, okre§lone w 7T -5, majace pochodne pierwszego rzedu ciggle
1 spetniajace warunek Holdera, Niech bedzie

(123)

) dL; (x "'xz) =y (zi—2)* ) )

= (X, V%),

a_§> _aé
( (6x R
Jezeli, co zakladamy, @, jest dostatecznie male, to réwnania

. - 1 . .

x =+ &, z=1z4¢
okre§laja pewne przeksztalcenie ‘ciagle i jédno-jednoznaczne. Powierzchn

S odpowiada w przestrzeni %, ¥, z powierzchnia S o wlasnosciach najzu-
petniej podobnych dztedzmle T odpowiada dziedzina T.

(124) y=y=n1,

A
Niech dalej &, 7]. ¢ oznaczajg inny uktad funkcyj okreslonych w T+ S,
ciaglych i majacych pochodne pierwszego rzedu ciagte i czynigce zados¢
warunkowi Hoéldera, Zakladamy, ze
I

HEEE 1c1_ o) ]B_j-k g—; <
[[E REyees

(125)
], et ;a (e-a)‘

I
oz =b)~ (5% (e—e)){é i,

(i-bl=esto
Q

] * W (123) (x;. 31 z;). (%5 Yo 2z} oznaczaja dowolne punkty w 7S,
" 28 PR A )
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Piszemy dla uproszczenia m, i. ( &)) zamiast

€ (1, Y1, 20

ox
a4 9
—E(xn Vi Z) — T

Dzledzxme T odpowmda w przestrzeni zmxennych x=x + g, y =y

-+ n, z =2z + - dziedzina T ograniczona powierzchnig S majgcg wlasnosci
najzupetniej podobne do wlasnosci powierzchni S i S, Niech wreszcie
¥ (x,¥, 2) oznacza dowolng funkcje ciagla i czynigcq zado$¢ warunkowi
Héldera i niech bedzie

. N - . S A AA
(126) Y,y 2)=%(x, 3 2) =% ¥ 2.

Uwazajmy potencjaly Newtonowskie

e 1 . A A K6 A1
an  VEn= [V Ve = / b a
7._ r
(e m ity i, P G PG PP G— ).
Jak wiadomo, funkcja I jest ciagla i ma w T + S pochodne pierw=
szego i drugiego rzgdu ciggle i spetniajace warunek Holdera z wykiad-

nikiem X. Potencjat V zachowuje si¢ w sposéb najzupefniej analogiczny.
Procz -tego dla wszystkich funkcyj, speiniajacych warunki (123) i (125)
zachodza nowe zwigzki *

A
[ . o 2 2
V-V =62, g"‘a“z =69, ?‘}f*?f/isczp; 5
N R P L2 garlT

(128) . "

(B oy e
‘(ng a,’x)1 (

ﬁi{ﬁ;).‘(§cz Qdh, ..
9 x2 2
Nalezy zwrdcié szczegolna u\vagq na to, ze nieréwnosci (128) maja.
miejsce dla wszystkich g, 7, E,E n, ,,, spetniajacych (123) i (125) 1 Ze
stala ¢, nalezy tylko od .S, &1 £, natomiast jest niezalezna od g, -q, \,, g, T, i.
Jak widzimy, w twierdzeniu pewyzszem potencjat Vi V jest uwazany

w zaleznosci od dziedziny T, wzglednie T, jako ,fonctionnel*. Twierdzenia.
podobne zachodza i dla potencjatu warstwy pojedynczej i podwdéijnej, a takze
dla rozwiazan pewnych zagadniefi brzegowych.
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