3 J, Sptawa-Neyman’

pierwiastkiem réwnania:
z

(n—1) e — 2z [edo=0. (®)

—0

Pomiedzy okreslonemi w ten sposéb funkcjami « (n), B (n), v(n) zachodzg
nastepujace nieréwnosci. Przy dowolnem prawie prawdopodobiefistw a ¢ (z):

a(n) > B(n). ®
W zatozeniu, ze v (z) jest funkcja Gaussa (4):
a(m) > 8(n) > 1(n). ®)

Nieréwnosci te uzasadniajg stwierdzony przez Wi Bortkiewicza empi-
ryczmie fakt 1), ze a(n) posiada wartoSci, jak na wartos¢ teoretyczng naj-
wigkszego z n bledéw za wielkie. Dalej, przegladajac rachunki Wi Bort-
kiewicza, latwo stwierdzi¢, ze v(n) jest cho¢ nieznacznie, lecz stale mniej-
sza od liczb zdobytych na drodze empirycznej. Okoliczno$¢ ta pozwala przy-
puszczad, 2e 8(n) jest lepsza teoretyczng wartoscia najwigkszego z o bledow
niz nig jest ¥ (n), za czemby przemawiata i mtuicja.

Y} Przedsigwzieta przez Wi Bortkiewicza préba dowodu nieréwnosci (7) winna
by¢ uznana za nieudang (patrz ostatnl z wymienionych artykuléw, str, 214),
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Przyczynek do teorji spotczynnikéw Fouriera.
(Uae contribution 2 la théorie des coeflicients de Fonrier).

1. Niech p(x) bedzie funkcjg ciggly okresows. Dla ustalenia uwagi
zatozymy, ze okres jej rowna sie 2=; ilekro¢ tu bedziemy méwili: ,funkcja
okresowa® bez dalszych wyjasniefi, nalezy rozumied, ze mamy na mysli
funkcjg o okresie 2z. Zaktadamy wiec:

p(z+-27) =p (). M

Funkcjg p(x) nazwiemy osobliwag, jesli jest ortogonalna do obu funkcyj
cos i sin z. Przeto p(z) jest nieosobliwa, jesli zachodzi nier6wnos¢

2=

(f;(:é) cos :z:aiar:)2 -+ “ p(x) sin xdx)s + 0. @)

U ]

Wreszcie p (x) nazwiemy unormowang, jesli bedzie
2
[r@ =0 @

0

Oczywiscie kazdg funkcje catkowalng mozna ,unormowac® przez do-
danie odpowiedniej stalej.

2. Niech f(z) bedzie jakgkolwiek funkcja calkowalng podiug Le-
besgue’a, p(x) za§ funkcjg ciggla, okresows, nieosobliwgiunor-
mowang, co krétko oznaczaé bedzie ,funkcja c. 0. n. u.*; kiade

2z
7',.(.'1:)=~71;— n [p@-tnt) (o) de. )
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Oczywiicie 7. (%) jest funkcja ciagla i okresowa; wobec tego istnieje
M, = maximum |7, (2)|, (5)
gdy « przebiega wszystkie wartosci rzeczywiste.

3. Mozemy teraz wypowiedzie¢ twierdzenia nastgpujace:

L. Przy danej funkcji f(z) M, jest ograniczone albo dla kazdej
funkcji c. 0. n. u. p(z) albo dia zadne]

1L Je§li przy danej funkeji /(=) M. jest ograniczone, to gra}nica
lim 7, (%) ) (6)
n—>c0

istnieje dla wszelkiej rzeczywistej wartosci 2 albo dla kazdej funkcji c. o.
n. u. p(z) albo dla Zadnej; w pierwszym przypadku wspomniana granica
jest osiagana jednostajnie, przyczem warto$¢ jej daje wzér nastgpujacy:

=22

/[C’Iog——lt———;—%t]p(t) at, )

llm 7 (Z) = p
u, 2 sin

gdzie
27"

= hm —j f(x) cosnxdr; S= hm — / f(x)sinnzxdr. (8)

4. Tozsamo$¢ pomocniczal)
Zatozenie: )
p@)ic(®

— funkcje ciagle (w zastosowaniu, dla ktérego wyprowadzamy te tozsamos¢:
p(2) —funkcja ¢. 0. n. u.; ¢(x) == cos k2 albo c¢(x) = sinkx)
f(z) — funkcja catkowalna podiug Lebesgue’a,
n — stala rzeczywista (w zastosowaniu: n — liczba naturalna).
Teza. Sprawdza sig tozsamos¢ nastepujaca:
2= "r 2‘ 2-
[c(m ] p@nt) f() dt = [f(t)dt [patnye@an.  @©
[ 3 [ [

Uwaga. Oczywiscie wybér 0i2= jako granic catkowania jest nie-
istotny. Zrobilismy ten wyb6r ze wzgiedu na dalsze zastosowanie.

1) Jest to zreszty bardzo specjalny przypadek znanego wzoru na zmiang porzadku
catkowarl.
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Przyczynek do tearji spolczynnikéw Fourier'a 3

Dowéd. Klade

F=N—1 o
w0=T X5 i+nelyi) a0
=

bedzie oczywicie jednostajnie wzglgdem ¢ 0=<t=2%)

lim gx{f) = (p{a:—{—-nt)c(x)da:. an
Podobunie, ktade

2z
o ,= N—1

=[e@rea="75 Xl "7)f (3L + i) r@az. (12)

§ i=

4l0

-3

0

9

Wobec ciaglosci funkcji ¢ (z) f pi{x -+ nt) F(¢) d bedzie oczywiscie:
J

lim 4y = [ c(@)dz f plz4-nt) F@) dt. (13)

V—>o0 R

0 [

o

Wobec jednostajnosci przejscia do granicy we wzorze (1 1) mozemy, po-
mnozywszy obie jego strony przez f(Z) i przecatkowawszy od 0 do 2=, prze-
stawi¢ znaki granicy i calki; otrzymamy wowczas zwigzek nastepujacy:

2z iz 2

lim 4y = hm ‘ = (8) Ft) dt = “f(t) di. {p(x—}—'n He@dr. (14)
T 0 b

N—rcc

Zestawiajac wzory (18) i (14), otrzymujemy bezposrednio tozsamosci

{9) c.b. d. d.
5. Spéiczynniki Fouriera funkcji 7.(2).
Kiade .
1 2 1 b ) )
du= = (f(m cos nxpde; B.=- f ‘f(z:) sin nz dz, (15)
o &
oy = 1— {’ﬁ(ﬁ) cos nxdzr; Bn= % fp(w) sin nx dw, (16)
K 5
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- Twierdzenie. Przy oznaczeniach (4), (15)i (16) i dowolnem naty-
ralnem % zachodza réwnosci nastepujace: ’

b

2z
1
g 7 Aty = B 11 By = ;/n(m) coskzdz
i .

A { an
Br-M Ak — 0.0 By = E—fn(x) sinkxda.
0 J
Dowéd. Bedzie oczywiscie
1 2 I 2afnt
——‘_;-fp(w—[—nt) cos kxdxr = |pR)cosk(z—ne)de
0 nt
= % C0S knt -} By sin knt, !
| 2 i Onfnt ) as)
»E-/p(w;{—nt) sinkxdwzjfp(z) sink(z— nt)dt
0 -4
= [ cOS knt — oy, sin Lnt.

Zwiazki powyzsze, pomnozone i j
bespommet. , D przez f(f), po przecatkowanin daja

1 :.!7: e
F'/f(t) at /p(x—l— nt) €S kT dw = oy, Apn - By B
0 [

y

L . (9
;;z_[fw)di.[p(w-‘rnt) €08 k2 d% = B Az — oz By, .
0 o

Wystarczy teraz zastosowaé tozsamosc 9 §4
W ) § 4-go do lewych stron
zwxqgk@z powyziszych (przy c(z) = cos kz, wzgl, = sin kx) iwgkorzystaé
z definicji (4) § 2go, aby otrzymaé réwnosci (A7) c. b. d. d.

6. Nieréwnoséci pomocnicze.

Twierdzenie. Wielkosci 4., B, « B §5 .
‘e . ny On,y &yy -g0 oraz M, N .
zado$¢ nier6wnosciom nastepujgcym: nH g § 2-go czynid

2 M,
[ndy| = ——==_; nB, 2My
Va2 12 = Va,3+f§? (20)

Przyczynek do teorji spélczynnikéw Fouriera. ] 5

Dowé6d. W réwnaniach (17) § 5-go kiade £ =1.
Rozwigzujgc tak otrzymany uklad dwuch réwnai linjowych z dwiema
niewiadomemi ze wzgledu na niewiadome n 4, i nB,, otrzymuje wzory na-
stgpujace: :
2z

l = T .
nhy= W!n(m} (2, cos m—}— %, sin z) dz;

(2D

[ ——

1 " .
nB.:»—-———Ir,.m cos & — a, sin x) dz,
n(al!+512)b ( )(BI 1 )
Ze wzoréw (21) oraz oczywistych nieréwnosci:
ra(x)) = M,;
oy cos z 4 By sin @] = Vo, 5%
1By cos & — oy sinz = Vo, 2-1-53,3,
wynikajg bezposrednio nieréwnosci (20) c. b. d. d.
7. Twierdzenie pomocnicze
Jesli spétczynniki Fouriera funkcji f(z) speniajg nieréwnosci

4 =%, B =% ©22)
! n n

gdzie T jest stale, to, dla wszelkiego = i wszelkiego naturalnego n, sprawdza
sig nieréwno$¢ nastepujaca:

n@is T [ 2 (z) do. @3)
. ‘

Dowdd.
Kilade:

2z

™ = -é {r, (@) cos kzdz; o = —j_— [?‘,. (%) sin kzdz. @4
3 [

]

Jesli w pierwszej z rownosci (17) § 5-go podstawimy & = 0 i uwzgled-
nimy zatozenie (3) § 1-go, przekonamy sig, ze begdzie:

ul = 0. (25)

Zatozenie (22) daje bezposrednio nieré6wnosci nastepujace:
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T inBa=-L. (26)

|mdn = 55 3

Z nieréwnosci powyzszych i ze wzoréw (17) § 5-go wynika bezposrednio
prawdziwos¢ nieréwnosci nastgpujacych:

w_ T, ‘
WS (ol B o s (sl + D). @7)

Skorzystamy teraz z arytmetycznej nier6wnosci Schwarza. Na zasa-
dzie tej nieréwnosci bgdzie dla wszelkiego naturalnego N.

k=N 1 i o )‘_N S |
el _l , ‘kz S Gl 18] (28)

k=1 ::-1

I_\d

Przechodzac do granicy dla N-— co, widzimy, ze szereg,

k=oc

| o
2 2! +— jest zbiezny. (29)
k=}
Wobec nieréwnoéci (27) wynika stad bezwzgledna i jednostajna zbie-
2no$¢ szeregu Fourier'a funkeji #,(x), przyczem bedzie
k=0 k=oc,

[7a(@)| = E“? cos kx + o sinkz < TV2 S‘

k=1 k:

’-"k ’Jf" pk\ (30)

Aby otrzymaé¢ stad nieréwnos¢ (23), wystarczy pamietaé nieréwnosé
(28) i uwzglednié, ze:?)

k=rx

f— e 2
S h =T S ui+al P=23wtw = r@,
pey [

k=1

8. Twierdzenie I (por. § 3).
Oznaczenia: p(x) — dowolna funkcja ¢. o. n. u.

(&) — pewna specjalna funkcja c. 0. n. 1.
7 (@), Mo, 24 Bn — wielkodci powstale odpowiednio z
74 (), Ma, %, Bu, gdy we wzorach: (4), (5) i (16) wy-
konamy podstawienie p(z) = p(z).

Zatozenie. M, jest ograniczone.

Teza. M, jest ograniczone.

) Znany wzér Parsevala; por. np. Lebesgue, ,Lecons sur les séries trigon®

/Pﬂgyc}ynek do teorji spolczynnikéw Fourler'a. 7

Dowdd. Z zatozenia p(z) jest funkcig c. 0. n. u,, przeto a B2 #0;
2 M
M., jest ograniczone — istnieje wiec kres gémy wyrazenia — Vs ;i:_ =, na-
a B
zwijmy go H; wobec nieréwnosci (20) § 6-go bedzie:

4, £ B, =—. (31)

Zastosujemy teraz twierdzenie pomocnicze § 7-go. Na zasadzie nie-
réwnosci (23) mozemy napisaé nieré6wnos¢ nastepujgcg:

M, = maximum |r.(z) < ] *H "/ jp‘(w)dx (32)

Poniewaz prawa strona nieréwnosci powyzszej nie zalezy od n, wige
M, jest ograniczone c. b. d. d.

9. Twierdzenie pomocnicze.
Jesli istniejg granice (zachowujemy oznaczenia (15) § 5-go)

C=lim nd,: 8§ =lim nB., (33)

a0 B0

to granica lim r,(z) istnieje i jest osiggana jednostajnie dla wszelkiej rze-
n—roe

czywiste] wartosci x, przyczem warto$¢ jej daje wzor nastgpujacy:

() de. (34)

Dowdéd. Klade
an =14, —C; by=nB,— 8 (35)

Przyjmujac oznaczenia (24) § 7-go, mozemy nada¢ wzorom (17) §5-g0
posta¢ nastgpujaca:

) Coyp + S | %Ume Eibm
ui' = — % + —~___.~];‘_. (36)
w_ —SutCh , —% Dox - B @7
B = k ! k
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Ktade:

g @)= Z 5 ¢os kx —|— sinkzx, (38)
py )
Feia

h(x):E [Zi cos kas—»] sinka, (89)
o]
k=02

jul@) = V o Ak + - B bue. cos o - —2xn — Ok nln+[3kank sinkz. (40)

k"‘l

Wobec stwierdzonej w § 7-ym zbieznosci szeregu (29), szeregi (38), (39)
i (40), okreslajgce g(x), h(x) oraz j,(x), sa zbiezne bezwzglednie i jedno-
stajnie; wobec zwigzkéw (36) i (37) bedzie oczywiscie:

7u (@) = Cg (@) + Sh(z) 4 ju (@). (41)
Nazwijmy &, najwieksza z posréd wielkosci: ‘
[@n|s [bl, Przy mzmn.
Poniewaz na zasadzie zalozenia (35) @.. 1 b,, dazg do zera réwnoczes$nie
z%;, przeto e, istnieje i bedzie

lim e, = 0. (42)

n—>co

Wobec wspomnianej juz (stwierdzonej w § 7-ym) zbieznosci szeregu
(29) bedzie oczywiscie dla wszelkiego rzeczywistego x:

k=oo g
o)) = e V3, L 43)
k=1
bedzie wigc, i to jednostajnie wzgledem z,
iﬁ.}o Ja(@) =0, (44)
czyli (réwniez jednostajnie)

lim 7.(2) = Gy (@) + Sh(z). (45)

WykazaliSmy wiec istnienie granicy lim 7,(z). Aby obliczy¢ jej war-

tos¢, powolamy si¢ na nastgpujgce elementarne wzory:
64
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k 1 i::x—f—?n
O = [log —S— cos meas;
Tl 2 sm t—z
i=x 9
ink i=x+2x 1
Sin A% .
S = - [tog ——— sin haat, (46)
Yy 2 sin
2
kw1 (% kw17
_in___ﬂg {——cosktdt coskr _ 1 /_i) sinktdt.  (47)
1= -

Jezeli przypomnimy sobie okreglenie (16) § 5-go oraz zalozenie (3)
§ 1-go, podtug ktérego a, =0, to zestawienie wzoréw (38) i (46), wzglednie
(39) 1 (47) da nam bezpos$rednio tozsamosci nastepujgce:

1 {=x-+2 ;
g0 = log —— s dt; (48)
r__x 2sin
9
1 f:z%l:’z
B(x) = - f —-5 pipt, “0
fr

skad, wobec z+ iazku (45) bezposrednio wynika wzor (34) c. b. d. d.

10. Twierdzenie Nl (por. § 3\

Oznaczenia: Te same,cow§ 8.

Zatozenia: M jest ograniczone, a nadto En 7.(x) istnieje dla
wszystkich rzeczywistych wartosci z.

Teza: lim r,(z) istnieje dla wszystkich rzeczywistych wartodci
n—rx
x ito jednostajne wzgledem x, poczem -warto$¢ tej gra-
nicy jest dana przez wzor (34) § 9 go.

Dowéd: Skorzystamy ze wzoréw (21) § 6 go i podstawimy w nich
p(x) = pla), zatem: 7,(x) = ul@) o= oy; B =
Poniewaz z zalozenia ciag funkcyj 7, (%), 7,(@)... r.(x)
jest ograniczony, przeto z istnienia granicy funkcji pod-
catkowej wynika istnienie granicy calki; wynika stad
bezposdrednio istnienie granic (33) § 9-go. Powolujemy
si¢ teraz na twierdzenie pomocnicze § 9 go i orzekamy
istnienie granicy lim 7, (z), jej jednostajne osigganie
oraz sprawdzanie przez nig wzoru (34)§9-goc. b. d. d .
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Resumé.

Appelons ,du type A“ toute fonction continue, vérifiant les relations

stivantes:
on

P+ =p@); [pEds=0;
0

(f:(x) cos mdm)z—{—(./.p(:c) sinxdw)2¢ 0. (4
[ i

Soit f(z) une fonction intégrable au sens de M. H. Lebesgue.
Posons

2
r@ 2 [p@tnfod.
¢

L’objet de cette Note est la démonstration des théorémes suivants:

Théoréme 1. Si pour le couple formé par une fonction donnée f(x) et
une fonction p(z) du type A le maximum de |7, ()| est borné, il en est de
méme pour tout couple formé par la méme fonction f(z) et une fonction
quelconque du type A.

Théoreme I Si la fonction donnée f(x) vérifie les conditions du théo-
réme précédent et si de plus hm 7. () existe pour toute valeur réelle de =

pour le couple formé par la fonmon f(x) et une fonction p (x) du type 4,
il en est de méme pour tout couplesformé par la méme fonction f(z) est une
fonction quelcinque?) du type A. On peut démontrer de plus, que la limite
”lil;l’l r.(%) dansces conditions est atteinte uniformément et que sa valeur
est égale a:

l 249 1

a 231n 5

C et S étant des constantes égales respectivement a

— S p0ya,

lim — {f(a;) cosnxdr et hm = ff(m) sinnade. (B)

n—>

*) En particulier on en déduil I'existence des limites (B).

F. LEJA.
Séries entiéres doubles et multiples.-

(Szeregi potegowe podwdéjne i wielokrotne).

Le domaine de la convergence absolue d'une série entjére double

X an gy W
ny=0
est, comme on le sait, beaucoup moins simple que celui d’'une série entiére
simple. Il a été étudié par K. Weijerstrass, A. Meyer, E. Phragmén-
E.Lemaire, E. Fabry et presque en méme temps déterminé par G. Faber
et F. Hartogs?®).

Je vais exposer ici ce probléme fondamental de la théorie des fonctions
analytiques par une méthode qui semble &tre assez naturelle et simple
et s'applique bien aux séries multiples & un nombre quelconque de variables,
Un rdle important jouent dans ce probléme certaines courbes réelles, que j'ai
appelé courbes hyperboliques. Elles ont été introduites par G. Faber dans
son étude des séries doubles, mais leur importance est beaucoup plus large
et s’étend aux séries multiples, quel que soit le nombre de variables. J'ai taché
a montrer que les courbes hyperboliques s’adaptent parfaitement a I'étude de
1a frontiere du domaine de la convergence absolue de ces séries.

1} K. Wejerstrass: Vorlesungen vom Jahre 1880,81.

A. Meyer: Stockholm Ved-Ak. Forh, Ofv. 40 (1883) M 9.

E. Phragmén: ibid. N 10.

(Ces travaux sont cités d’aprés W. Osgood: Topics in the thoory of se-
veral compl variables. The Maddison Colloguium. New York 1914).

E. Lemaire: Bull des sciences math. t. 20 (1896)

E. Fabry: C. R. 1. 134 (1902) p. 1190-92.

G. Faber: Math. Annalen t. 61 (1905).

F. Hartogs: Diss. Miinchen 1904 et Math. Ann. t. 62 (1906).
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