14 K. Abramowicz.

6 wyzriaczniku M2 - N*® = 7 wynosi¢ bedzie 4. W samej rzeczy, kladac:
M=a+tpj, N=q+0j,

gdzie a, B, 7, 53 liczbami catkowitemi wymiernemi, przekonamy sig natych-
miast, ze liczby «, B, 1, 8, muszg spelnia¢ warunek :

12_{_ @2+ .‘.2_%_ 52:7;
rozkiad za$ liczby 7 na sume 4 kwadratéw jest jeden:
241241212 = 7.
Uwzgledniajac jeszeze warunek
2 (@B + 19) = f2 22,

ktéry muszg spetniac liczby «,8,v,8, znajdziemy. tylko nastgpujgce 4 mozliwe
uktady wartosci na liczby o, £, 7, &:

2, 1,—1, 1
1,—1, 2 1
2, 1, 1,—1I
—1, 1, 2, 1. -

Do przgksztalcenia 7-go stopnia funkcji automorficznej ¢ (2) mozemy
przeto uzy¢ jednego z czterech nastepujacych podstawied:

n=( Y5 R e=(LT) 1),
=(a1) a5 n=( 53T

o wyznaczniku 7.
; Liczbg B +- 87 bedzie w rozwazanym przypadku ‘liczba 5 -+ 37; po
niewaz sprawdzamy, ze (5 -}- 35)2 =—1 (mod 7).
Przekonamy sig dalej, ze przy podstawieniach T,iT, wspdlng podgrupe
grupy (0, 3; 2, 4, 5) i grupy przeksztatconej wyznacza kongruencja:
d=(5-}35) b (mod 7);
przy podstawieniach 7,1 T, odpowiednia podgrupe wyznaczy kongruencja.’:
d=(2-+47) b (mod 7).
Podstawienia (1, &, 0, (5 -+ 34) ¥, przeksztatcajgce podstawienie
(1,.1, 0,5 ~+ 34) samo w siebie, tworzg grupe Gy, rzedn 49. Giupa ta jest
dzielnikiem normalnym grupy @, rzedu 1176. Funkeje przeksztaicone

¢(T12), g(Ty2), ©(T,2), ¢(T,2) beda pierwiastkami réwnan algebraicznych
stopnia 50.
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Recherches sur les réseaux isothermes
des surfaces.

Badania nad sieciami izotermicznemi powierzchni %)

Les pages qui suivent ont pour principal objet d'étendre la notion de
résean isotherme, afin de faire rentrer dans une méme théorie diverses
classes de réseaux, notamment ceux qui caractérisent soit les surfaces iso-
thermiques, soit les surfaces dont les lignes de courbure ont leur représentation
sphérique isctherme, et cenx que Bianchi appelle isothermes-conjuguées.

Je commence par définir I'isothermie relative de deux réseaunx et, aprés
avoir moutré qu’a deux réseaux qui présentent cette propriété on en peut
toujours associer un troisi¢me, qui est dans la méme relation avec chacun
d’eux, je donne sous forme invariante les conditions qui assurent l'isothermie
relative de denx réseaux.

Japplique d’abord ces conditionrs anx surfaces & lignes de courbure
isothermes, et je raméne ['un 2 lauire les deux critéres de S. Lie erde
M. Weingarten relatifs 3 ces surfaces.

Une seconde application concerne les surfaces 2 lignes de courbure
isothermes- conjuguées, dont U'étude a €t commencée par Eisenhart
(American Journal of Mathematics, t. XXV, p. 213—248). Par le fait méme
de son rattachement 2 une notion plus large, cette étude se trouve complétée
sur divers points. Je calcule i nouveau, en la généralisant, ’équation aux
dérivées partielles des surfaces de Eisenhart et j'en déduis leurs caracté-
ristiques (lignes de courbure et lignes asymptotigues).

Y  Praca, przedstawiona na posiedzeniu Warszawskiego Oddziatu Polskiego Towa-

rzystwa Matematycznego, listopad, 1923 1.
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Aprés diverses indications concernant la compatibilité des deux condi-
tions d’isothermie relative, je montre que toute famille de courbes dont ’équa-

tion est de la forme
U (w) + V (v) = const.

appartient 4 un réseau isotherme relativement au réseau des lignes coordon-
nées (u==const, v==const.) et je fais rentrer dans une méme catégorie
les surfaces isothermiques, celles dont les lignes de courbure ont leur repré-
sentation sphérique isotherme et celles dont les lignes de courbure forment
un réseau isotherme -conjugué.

1. Définition et conditions pour I'isothermie
- relative des réseaux.

1. Quand deux couples de variables, a et 8 d'une part v et » d'autre
part donnent lieu & une identité telle que

dadp = (¢, %) (d9* +dx), )

_si les équations o = const., B = const. sont celles des deux familles de lignes
de longueur nulle d'une surface, on dit que le réseau des courbes ¢ = const,,
%= const. est un réseau isotherme de la surface %).

En vue de généraliser cette notion, nous n'imposerons plus, au moins
en général, aux lignes a == const.,, == const, la condition d'étre des lignes
minima, et nous énoncerons le fait analytique exprimé par I'identité (1) en di-
sant que le réseau ¢ = const., » =const. est isotherme relativement
au réseau a=const, § =rconst, ou plus bricgvement, que le réseau (cp, %)
est isotherme relatxvement au réseau (a, ).

D'aprés cette convention de langage, une surface est dite 1sother-
mique, quand le réseau de ses lignes de courbure est isotherme relativement
au réseau formé par ses lignes de longueur nulle; la représentation sphérique
(des lignes de courbure) d'une surface est dite isotherme, quand le réseau
de ses lignes,de courbure est isotherme relativement au réseau qui correspond
aux lignes minima de sa représentation sphérique; un réseau est dit iso-
terme-conjugué, au sens de Bianchi, quand il est isotherme relati-
vement au réseau formé par les lignes asymptotiques.

1) Si, au lieu de I'identité (1), on posait
dodf == W (a, 0) (U (a) du* + V() do¥],

le réseau a = const, o= const. coinciderait, comme il est bien conny, avec le réseau
v = const,, » = const.

bl
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2. Revenons i I'identité (1). Pour gt'elle ait liey, il faut et il suffit que
« et 8 soient deux fonctions ne dépendant, 'une que de 9 --%x, l'autre de
v —ix, de sorte qu'on a, inversement, :

o4 in =20 (a), 7 —in=2:F ().
Ces équations entrainent
do dx = — i(da? -} dB?).
Or, le réseau (ay, B;) n'est pas distinct du réseau (s, B); d’olt cette
conclusion:

Théoréme I. Si un réseau (g, %) est isotherme relativement
aun résean (z, B), le réseau («, §) est isotherme relativement au
réseau (o, ), et réciproquement. En d'autres termes, pour quun
réseau soit isotherme relativement & un autre, il faut et il
suffit que cet autre soit isotherme relativement au premier.

Comme application, cherchons la condition d’isothermie des lignes de
courbure d'une surface (S) rapportée 2 ses lignes minima. Soit

ds® = 4% (o, p) dad3,

son élément linéaire et soit & I'une des coordonnées isotropes, z -{- %y, par
exemple, d’un point variable de cette surface; les lignes de courbure sont
déterminées (O. Bonnet) par 'équation

aq(gg) do? — -~ 2 (E )doz._

Soient @ = const., » = const. leurs équations finies; on a

udq»dx——(“)d s (5Ear.
Pour exprimer que la surface (S) est isothermique, écrivons que le
réseatt {x, B) est isotherme relativement au réseau (p, x): nous trouvons
immédiatement ’

;__(5;,)__ 1 i(i_ﬁ)
Ap(@) 22\ X By(@) 2\ M )
ce qui est la condition connue.

Comme autre application, considérons une surface rapportée aux coor-

données tangentielles isotropes ¢'Ossian Bonnet, qui sont les paramétres
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(=, B) des lignes minima de sa reptésentation sphérique, et cherchons la con-
dition pout que I'éiément lindaire
4 do dp
2 —
4=
de la sphére de Gauss acquitre la forme ¢ (d¢? -} d=?), quand on prend

pour variables les paramétres- (g, x) des lignes de courbure. Le plan tangent
3 1a surface a pour équation

(o—fr—il—y+@p—1)24+£=0,
et, si I'on pose
p=elm q=ﬁ'p, ,,.___.e/r‘,’ 8:&”,1;. t=E"g,
I'équation différentielle des lignes de courbure est
rdo? — tdp* =0,

hdy dx = rda® —¢dp?.

de sorte qu’on a

Au lien d"écrire que le réseau (g, x) est isotherme relativement au ré-
seau (e, §), écrivons que celui ci est isotherme relativement au premier;
nous trouvons immédiatement

r .t
4@y By ()’

c'est la condition pour que la représentation sphérique (des lignes de cout-
b.ure) de la surface soit isotherme. Elle entraine 'équation aux dérivées par-
tielles du quatriéme ordre ‘ '
92 r

sasg 87 =0,

qui lui est équivalente, et dont les caractéristiques sont définies par la relation
Ao dB(rde® — £dp%) = 0.

Ainsi, 'équation aux dérivées partielles des surfaces pour
lesquelles la représentation sphérique des lignes de cour-
bure est isotherme admet comme caractéristiques les lignes
decourbureet les lignes qui correspondent aux lignes mini-
ma de la représentation sphérique.

. 3 L'isothermie relative de deux réseaux pent se reconnaitre 3 un ca-
r&:!;em théorique, comme le précédent, et que veici:

icm
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Théordme H. Ponr que deux réseaunx soient isothermesIun
relativement a I'autre, il fautet il suffit: 1°que les tangentes
aux courbes de I'un d’enx forment en tout point un faiscean
harmonique avec les tangentes aux courbes de lautlre;
20 qu'ils soient isothermes I'un et l'autre relativement & un
troisiéme réseau.

1° Soient (=, B) et (¢, ) les deux réseaux. On a, par hypothése,
dadB = §(p. ») (do* + d?)-
Or, si lon rapporte le second membre au type général

&F = Ady* +-2Bdydx + Cde?,
on aura

A=C=14%, B=0.

De méme, si I'on compare le produit 2dgdx au type général

&F, = A4,ds*+ 2B, dvdr -+ Cydx?,
on aura
4,=0C, =0, By=1.
De 1a résuite immédiatement
AC, —2BB, + (4, =0,

ce qui exprime que les tangentes aux courbes dn résean F=0 ou (s B)
forment en tout point un faiscean harmonique avec les tangentes aux courbes
du réseau oF, = 0 ou (g, x). Nous dirons avec G. Darboux (Théorie des
surfaces, t. IV, p. 65) que les réseaux JFet ¢F, se divisent harmo-
niquement.

9° Une extension facile d’'un théoréme dfi &4 Tissot conduit 2 cet
énoitcé: Etant données deux formes quadratiques binaires de
différentielles, il existe des variables telles que les deux
formes, exprimées au moyen de ces variables, ne contiennet
pas de terme rectangle. Siles deux formes &F et ¢F, ne sont pas pro-
portionnelles, ce systéme de variables est unique et il est fourni par les inté-
grales de I'équation

Adp 4 Bdw A dg-- B dx

=0, 2)
Bdyp |- Cdx B dy-+ C,dx

qu 0: obtient en égalant & zéro le covariant jacobien des deux formes. Dans
29
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le probléme qui nous occupe, les deux réseaux étant distincts, les formes
F et ¢F, ne peuvent pas &tre proportionnelles.

Appliquons cette régle au cas présent. L'équation différentielle du ré-
seau qu’elle fait correspondre aux deux réseaux (a, p) et (o, %) est

Fy = dg? — dn? = 0.
Posons
dp 4 dr =2du, dy —dn= 2dv.

Nous déduisons de 1a
dadB = ¢ (de? -+ dn?) = 2 (du?® + dv?); dodx = du? — do?;

ce qui prouve que le réseau ¢F, =0 ou (u, v) est isotherme relativement aux
deux réseaux (=, B) et (p, %), et que ces deux réseaux sont isothermes rela-
tivement & lui.

Réciproquement, supposons qu'il existe un réseau (u, v) tel que, quand
on rapporte la surface & ce réseau, les deux formes dxdp et dpdx deviennent
respectivement

dadg = 20(du* + dv?), dpdx = \[U@w)du? — V() dv?].

. Si, de plus, les deux réseaux (z, f) et (y, %) se divisent harmoniquement,
on "devra, d"aprés la condition rappelée plus haut avoir U= ¥, de sorte
qu'il viendra |

ao dx = p.(du? — dv?).
Dés lors I'identité b )

24 (u+ 1) d(w — iv) = [d(u -+ O -+ [d(uw— o)
prouve que_le réseau (4 - v, 4 — v), cest-a-dire le réseau (9, %), est iso-
therme relativement au résean (u “+1v, % — iv) ou (a, B).

) La proposition est donc complétement démontrée. Le résean (u, v),
isotherme relativement aux deux réseaux proposés, n’est autre que celui qui

est défini par I'extension du théoréme de Tissot. Son équation, que nous

avons dans le cas général mise sous la forme (2), peut aussi s’écrire

|4 B ¢ |=o.
| 4, B cy |

fdx’-’ —dgdn  dg? |

71

E}le exprime simplement que ce réseau divise harmoniquement les
deux réseaux proposés.

30
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4. Remarques ef exemples. Faisons, pour un instant, abstraction de I'hy-
pothdse concernant T'isothermie relative des réseaux et considérons, sur une
surface, deux réseaux (R,) et (R,), définis respectivement par I’évanouisse-
ment de deux formes quadratiques de différentielles.

F, = Aydy?+ 20 dedn -+ G dn? = 0,
Fr = Ayde? 4 20, dpdnt Cydn? = 0.

En égalant 3 zéro le covariant jacobien o, de ces deux formes, on
définit un troisiéme réseau (R,), qui divise harmoniquement et le réseau

(R,) etle réseau (R,). Si donc ces deux réseaux se divisent harmoniquement,

quel que soit celui des trois réseaux (By), (RB,), (R,) que I'on considére, il
divise harmoniquement chacun des deux autres: la condition est nécessaire
et suffisante. ;

Quand elle est réalisée, les trois réseaux présentent une liaison mu-
tuelle remarquable, que nous rappellerons en disant qu'ils forment une
triade. Voici divers exemples de triades: 1° tout réseau orthogonal tracé
sur une surface, son réseau bissecteur et le réseau des lignes minima; en par-
ticulier, les lignes de courbure d'une surface, leurs courbes bissectrices et les
lignes minima; 2° les lignes de courbure d'une surface, ses lignes asympto-
tiques et ses lignes diagonales (lignes tangentes aux diamétres conju-
gués égaux de lindicatrice); 3° les réseaux considérés par G. Darboux
dans sa théorie de donze surfaces (loc. cit.).

A Thypothdse qui définit la triade ajoutons Iisothermie relative de
deux des réseaux; d’aprés le théordme qui précéde, le troisiéme réseau sera
isotherme relativement aux deux premiers. En conséquence, pour exprimer
Iisothermie relative de deux réseaux, on pourra introduire le réseau qui com-
plate la triade dont ils font partie et exprimer que ce résean est isotherme
relativement a I'un des premiers. Il y aura donc trois maniéres équivalentes
d’énoncer la propriété d'une surface sur laquelle deux réseaux déterminés
sont isothermes I'un relativement a 'autre. Ainsi, les surfaces isother-
miques étant définies par I'isothermie relative de leurs lignes de courbure
et de leurs lignes minima, on a ces théorémes, dont les réciproques sont
vraies: Sur toute surface isothermique, le résean bissecteur
des lignes de courbure est isotherme relativement au réseau
des lignes minima; il est isotherme relativement au réseau
des lignes de courbure. De méme, les surfacesalignesdecour-
bure isothermes-conjuguées étant définies par I'isothermie relative
de leurs asymptotiques et de leurs lignes de courbure, en considérant le
réseau des lignes diagonales, on trouve ces deux propriétés caractéristiques:

a1


GUEST


8 Romuald Witwiiski.

Sur toute surface 4 lignes de courbure isothermes-conju-
guées, le 1éseau des lignes diagonales est isotherme rela
tivement aux lignes asymptotiques; il est isotherme rela-
tivement aux lignes de courbure.

Il résulte immédiatement delaque les surfaces minima ont, comme
P’a démoniré Eisenhart, leurs lignes de courbure isothermes-
conjuguées. En effet, les lignes asymptotiques des surfaces minima, étant
rectangulaires, coincident avec le réseau bissecteur des lignes de courbure;
lisothermie relative des lignes de courbure et de leur réseau bissecteur, que
les surfaces minima présentent parte qu'elles sont isothermiques, revient
donc 3 l'isothermie relative des lignes de courbure et des lignes asymptoti-
ques, propriété qui définit les surfaces,a lignes de courbure isothermes-
conjuguées.

5. Nous allons maintenant donner, sous forme invariante, les condi-
tions qui assurent lisothermie relative de deux réseaux déterminées.
A cet effet, nous introduirons une notion qui parait de nature 4 intervenir dans
bien d’autres recherches, la notion des é1éments invariants. Soient

&F = Adu* +2Bdudv 3+ Cdv* =0 ()
I'6quation d'un premier réseau et
Ldu? - 9mdudv - ndvt =0, ' a

celle d'une second réseau, isotherme relativement au premier. Cette derniére
€quation peut &tre remplacée par les deux suivantes:

Ldutndv =0, Ldu-tnydo=0, Jih

dont les premiers membres ne sont déterminés chacun qu'd un facteur
arbitraire prés. A ces premiers membres mous substituerons des expressions
différentielles que nous appellerons les éléments invariants de la
forme (II) ou du réseau (I) relativement & la forme (I) ou au
réseau (I) et qui seront indépendantes non seulement des facteurs arbi-
traires dont il vient d’etre question, mais aussi de coordonnées curvilignes
auxquelles on rapporte la surface. Ces €léments invariants, auxquels
nous attribuons les expressions suivantes

x ‘ L du-{-n, dv
72 ; in2 ! 10V )
]/(}Z2 2Bl,n, + An, L —ml, ]

j (ED

V&lg — 2Bl + An? %1

icm
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sont homogénes et du degré zéro séparément par rapport & [, n, et par rap-
port & I,, n,. s se réduisent respectivement, quand la forme (I) est 'élément
linéaire de la surface, aux éléments d’arc?) des courbes du réseau (II).
Pour établir dans tous les cas leur invariance, posons

Lduf-ndv=odx, Ldu-}n,dv = w,d} (3)
et désignons par Ax, Af les paramétres différentiels de « et de B calculés par
rapport & la forme quadratique (I); soit enfin 6(z, B) le déterminant fonction-
nel de a et B, divisé par YAC — B?. Les expressions considérées sont re-
spectivement identiques & ces deux-ci
do. —

v 0% _ a8
Tag 525" 'a "

oit ne figurent que des symboles invariants.

Cela étant, nous pouvons prendre pour courbes coordonnées les courbes
du réseau (II) et faire, en comséquence, l, =n, =1, I, =n, = 0. Les ¢l&-
ments invariants (E1) se réduisent respectivement 2 ¥4 du, VCdv ?).

Pour que le réseau (I) soit isotherme relativement au réseau (D), il faut

et il suffit, par définition méme, que oF ne contienne pas de terme en du dv
et que les coefficientsde du? etde dv® soient proportionnels & deux fonctions,
dont I'nne ne® dépend que de u et I'antre que de ». Clest ce qu'expriment
les deux relations

B=0, *

Vi re
Sy T T 5
Ulu) V) ®)

La condition (4) exprime simplement que les deuxréseaux (I)
et (II) se divisent harmoniquement.

Draprés la condition (5), les éléments invariants s’écrivent

1) Les éléments d'arc ont été considérés par Lilienthal(Grundlagen einer
Krimmungslehre der Knrvenscharen, Leipzig, 1896; p. 17) et lui omt fourni,
entres autres, un résultat que nous rapporterons un peu plus loin.

%) L'équation Adu®— Cdo?=0 définit le réseau qui divise harmoniquement le ré-
seau (I) et le réseau {u, o). Dloit cetie propriété générale: En égalant entre eux les
carrés des éléments invariants d'un réseau relativement 2 un autre, on
obtient I'équation différentielle du réseau quiles divise harmonique-
ment tous les deux. o
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VAdut Uw)du, VCdvo==CV@®)dv,

c'est-a-dire qu'ils admettent un facteur intégrant commun.

Reéciproquement, si les deux expressions VAdu et V€ dv.admettent un
facteur intégrant commun, la premitre ne dépendant que de u et la seconde
que de v, on a les relations précédentes, qui entrainent la condition (5).

En conséquence nous arrivons 4 cette conclusion:

Théoréme Il Pour que deux réseaux soient isothermes 'un
relativement & lautre, il faut et il suffit que ces deux réseaux
se divisent harmoniquement et que les éléments invariants
de I'un, calculés relativement & autre, admettent un facteur
intégrant commun.

Nous allons faire maintenant diverses applications de ce théoréme,
1l va sans dire que on peut, dans les applications, multiplier chaque élément
invariant par tel facteur constant que l'on veut et multiplier simultanément
ces deux éléments par n'importe quel facteur constant ou variable, par exemple
négliger le dénominateur commun I, n, — n,1,.

Il. Réseaux isothermes et critéres divers pour l'isofltermie
des lignes de courbure.

6. Un réseau isotherme d'une surface est un réseau orthogonal, iso-
therme relativement au réseau des lignes de longueur nulle de la surface.
En raison de leur orthogonalité, les tangentes aux courbes du réseau consi-
déré forment un faisceau harmonique avec les tangentes aux lignes minima,
Nous avons’ donc simplement i exprimer que les éléments invariants
du réseau relativement a 'élément linéaire admettent un fac-
teur intégrant commun; en d'autres termes, pour qu'un réseau
soit isotherme, il faut et il suffit que les éléments d'arc des
deux familles de courbes dont il est composé admettent un
facteur intégrant commun.

Clest 1a form.e méme donnée par Lilienthal (loc. cit.) au critére que
Sophus Lie?) a formulé ainsi:

Pour que les courbes intégrales d'une équation

Ldu+n,do =0

fassent partie d'un réseau isotherme sur une surface d'élé-
ment linéaire
"} Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten infi-
nitesimalen Transformationen. Leipzig, 1891; p- 162.
2"
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ds* = Edu? 1 2 Fdudv -+ Gde®,

il faut et il suffit que l’expreésion l,du+n,dv et le premier

membre
En, — F Pn, — @l

VEG = YT VEG — B

de ’équation différentielle des trajectoires orthogonales de
ces courbes admettent un facteur intégrant commun.

Désignous, en effet, ce premier membre par I, du - n,dv et comparons
les 61éments invariants (E])

Ldu--n,dv

2 2
V@i, 2Fl,n, -+ En, Im, —n,l,

E]

TR e Ol s dy
VGIF = 2Fi,n, + En, ol

avec les expressions correspondantes de Sophus Lie
L du-t-n,dv, lLydu-mn,dv.
Pour prouver qu’ils leur sont proportionnels, nous n'avons qu’a vérifier
I'identité
GlL? —2FlLn, -} En,2 = Gl — 2 F1 n; + En?.
Or cette vérification est immédiate, en égard aux significations de, et n,.

7. Clest, au fond, le critdre tiré des éléments invariants que Dar-
boux (Théorie des surfaces, t. II, p. 248—249) a employé pour former
P’équation anx dérivées partielles des surfaces isothermiques. La surface
étant rapportée aux lignes minima (= = const., § = const.) de sa représen-
tation sphérique (voir ci-dessus, n® 2), si 'on pose

£rn

— b gs
aj -1

2=

I'élément linéaire a pour expression
ds* = [rda+ (2 8) d7] [( + ) da -2 df],
et le réseau des lignes de courbure a pour équations
+ 1V rda+-Vidg=0.

Formons ses éléments invariants relativement a I'élément linéaire,
d’aprés les expressions générales (E1); nous aurons ici
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A=r@+s), 2B=(z4s84rt, C=t(e+s);
= V?, ng = V?, ' Z2 = VF, Ny = VE.

De 12 tésulte
Oly? — 2 Blyn, - An?y = Vrt (2 4+ s -V 782,
Cl? —2Bhn + An® = — Vot (s +s — V)2,
Ln, —nly = 2Vrt.
Par suite, les éléments invariants sont, & des facteurs numériques prés,
VrdatVidg

(z-fs+ ]/7‘7)*—4*:
rt

— Vrde — VT
(z+s— VM)_.%:KEEZE__
. Vrt
Or G. Darboux considére les deux expressions

Voda -+ Vidp
zts—Vrt

Vrde —Vids
2sVri

visiblement proportionnelles aux deux précédentes et il &crit qu’elles admet-
tent un facteur intégrant commun, ce qui conduit 3 Péquation du quatridme
ordre que nous formerons un peu plus loin (voir ci-aprés, n® 9).

8 Comparaison avec le critére de Weingarten. Voici, aux
notations prés, comment Bianchi expose 1) le critére de Weingarten:

L'élément linéaire d'une surface et sa seconde forme
quadratique fondamentale étant respectivement

Edw+2Fdudv 4 Gdv?, Lduw?-+2Mdudy -+ Ndv?,

on introduit trois fonctions A, p,v, définies par le systéme

Ev — 2Fp 4+ G =0, } ©)
Ly —2Mp + Nr=0,
aA 2
5o 3= D H(Bi— p — 4,
oy o @
éﬁ‘“ﬁzBf’"}“(B—‘ Clp— O,

") Lezioni di Geometria differenziale, t. II, p. 30.
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oft 4, 4,, B, B, 0,0, sont les symboles de Christoffel formés
avec E, F,G. L'existence des fonctions A, p,v est la condition
nécessaireetsuffisante pour que la surface soit isothermique.

Pour vérifier les équations finies {6), on pose

A= p(EM—FL), 2pn=—p(GL—EN), v=p(FN—GM).

Substituant dans les équations aux dérivées partielles, on obtient deux
relations qui déterminent les deux dérivées de logp; on écrit la condition
d’existence de cette fonction auxiliaire: c’est la condition cherchée.

Tout revient donc ici & écrire qu'une certaine expression différentielle
est une différentielle exacte. Pour appliquer le critére tiré des éléments inva-
riants, on doit écrire que deux expressions différentielles admettent un fac-
teur intégrant commun. Ces deux opérations ne sont pas, au fond, distinctes
I'une de Vautre: en effet, pour vérifier si deux expressions différentielles
admettent un facteur intégrant commun, on en forme une troisiéme et l'on
écrit que cette expression différentielle est une différentielle exacte.

Pour ramener les deux procédés 'un & l'autre, rapportons la surface
i ses lignes de courbure (4 = const., ¥ = const.); nous aurons F=M = 0
et, par suite, A=v==0. Les équations (7) se réduisent &

-

dlogy 3 l/zE'j
o A Bi=gl8) & l

2logt El G
'e?=@"B=EWVE»I

S

et la condition d’isothermie des lignes de courbure exprime simplement que
I’expression

3 /E 3 G
) e p— p— I [
d = Sulogl/ g du—{—avlogl/E dv

est une différentielle exacte.

Or les éléments invariants (qui sont ici les éléments d’arc) du réseau
des lignes de courbure ont pour expressions respectives VE du et VG dv.
L'existence d’un facteur intégrant commun revient 4 la condition pour que
Pexpression
2log V@
@ =2187G 4 ¢

Su

2log VE
3 dv

soit une différentielle exacte. Mais I'identité
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dlog VEG = d' 24"
montre que @/ et d” sont en méme temps des différentielles exactes.

Remarque. Les fonctions X, p, v étant proportionnelles aux coefficients
de la forme invariante aux lignes de courbure
o EM—FL du’_GL — EN

. F\fGM
=T H H

dv? (H=VEG=F?),

il parait préférable d‘mtrodmre cette forme elle-méme, en posant

.

-
P'— H 1]
de maniére 2 avoir
Ndu? -+ 2p dudo v do? = WF,

Alors la nouvelle fonction auxiliaire W a une signification invariante,
facile & trouver. Reportons-nous, en effet, aux équations (7). L'existence de
la fonction p. entraine la condition nécessaire et suffisante

E
au%

D'autre part, les rayons de courbure principaux étant representes par
R, et R,, la forme invariante ¢ se réduit ici &

o !—«‘“__L .
J_FLG(R‘ Rz)dudv,

la fonction auxiliaire W est donc lice & w par la relation

%p = WVEG (}1?,_71?‘)
2

Mais, la condition (8) étant vérifiée, on peut supposer les paramétres
des lignes de courbure choisis de fagon que I'on ait E==G. Alors, en verty
des équations (7)', la fonction p se réduit & une constante. En conséquence,
la fonction W, dont la condition d'éxistence exprime liso-
thermie des lignes de courbure, est, 3 un facteur constant
prés, linverse de

38

logG—O.......<(8)

icm

Recherches sur les réseanx isothermes des surfaces. 15
1)
2 \R, R/’

clest-a-dire de la courbure moyenne de I'une des transformées
par normales paralléles de la surface considérée (transforma-
tion de Bour-Christoffel; voir Annales de I'Ecole Normale su-
périeure, 1905, p. 419).

Ajoutons que, d’aprés I'identité

2p dudo = WcF,

oit p est maintenant une constante, WcF est un produit de deux diffénre-
tielles. Ainsi, quand une surface est isothermique, pour chan-
ger sa forme invariante aux lignes de courbure F en un pro
duit de deux différentielles, il suffit de diviser cette forme
par la courbure moyenne de I'une des transformées par nor-
males parallzles. Ceci s'accorde bien avec la proposition de Sophus
Lie, aux termes de laquelle les lignes de courbure de toute surface isother-
mique peuvent tre déterminées par des quadratures de différentielles exactes.

On peut mettre le résultat précédent sous une forme un peu différente
et dire: Atoute surface isothermique correspond une fonction
o telle que P'élément linjaire, multiplié par o, devient un
produit de deux différentielles et que la forme invariante
aux lignes de courbure devient aussi un produit de deuxdif-
férentielles lorsqu'on la multiplie par w et quon la divise
par la différence des courbures principales. En effet, si l'on dé-
signe par 2T la différence des courbures principales, on a, d'aprés ce que-
vient d’étre rappelé,

&F = 2T (VEdu) (VG dv).

Ainsi la forme oF est égale au produit de 2I" et des éléments inva-
riants VEdu, YG@dv du réseau des lignes de courbure. Soit Yo le facteur
intégrant commun 2 ces denx éléments: nous aurons

Vo VE=U'w), Ve VG@= V' (v);

ot résulte immédiatement '
3 72
F=2L4uav, ast = Bawr 4 G =TT,

ce qui démontre la proposition.
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Il Lses surfaces & lignes de courbure isothermes - conjugnées
et leurs caractéristiques.

0. Pour exprimer la proprié:é qui définit ces surfaces, il faut écrire que
le réseau de leurs lignes de courbure et celui de leurs lignes asymptotiques
sont isothermes I'un relativement & 'autre. Les tangentes aux courbes de ces
deux réseaux formant en chaque point un faisceau harmonique, nous h'avons
2 tenir compte que de la condition relative aux éléments invariants. Employ-
ons encore les coordonnées tangentielles isotropes de Bonnet (voir ci-
dessus, n°2 et 7). Léquation des lignes asymptotiques est

Ada? L 2Bdadf + Cdp? = rda® 4 2(z+ ) dadf 4-£d3* =0,
ce qui permet de prendre
=1.

A=7r, B==2z+s,

Pour les lignes de courbure, nous aurons, comme an n°7,

L=Vr, ny=V%t, ly=~Vr, ny=Vi.
De la résulte
Oly2 ~—2Blyn, + Any? = 2Vrt (Vri -2+ 9),

Cl*—2Blin, - An?=2Vrt (Vri —z—s),
Ln, —n,l, = 2V7t.

En conséquence, les éléments invariants du réseau des lignes de cour-
bure relativement aux asymptotiques sont, & des facteurs numériques prés,

V—V'rda.+lz‘d V~{~s VtVrda—thﬁ
Vn: V'rt

Vets+

1l suffira donc d'écrire qu'il existe un facteur m'(egrant commun aux
deux expressions

@+s+Vr)y" (Vrdad-Vidd), (z+s—Vri) (Vrda—Vidg),

ce qui donne
&0‘
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@ 2 z +s-41 Vri )

auQﬁ IOg 1 m’aa ( T Ba z+s__ ;
— (&)

3 ]/ z4s—Vrt l
— M ! - lo = 0.
EE ( N )
L'hypothése m =0 conduit 2 I'équation
& r )

W}Og? = 0, . (9)

qui caractérise (n° 2) les surfaces dont les lignes de courbure ont leur repré-
sentation sphérique isotherme.

En faisant m =1, on retrouve 'équation de Darboux relative anx
surfaces isothermiques. Pour m=={, on obtient Péquation de M. Eisenhart
(loc. cit., p. 226) relative aux surfaces a lignes de courbure isothermes-
conjuguées.

Ces deux derniéres équations ne différant que par les coefficients de
leur premier terme, les surfaces qui les vérifient 2 la fois satisfont visiblement
2 I'équation (9); il suit de 1 que la représentation sphérique de leurs lignes
de courpure est isotherme. Réciproquement, toute surface qui vérifie 2 la fois
I'équation (9), ainsi que I'une des éguations de Darboux et de M. Eisen-
hart, satfsfait aussi & I'autre. En conséquence, si le résean des lignes
de courbure d'une surface est isotherme relativement 2 deux
des trois réseaux formés par ses asymptotiques, ses lignes
minima et les lignes minima de sa représentationsphérique,
il est isotherme relativement & tous les trois. On peut encore
dire: Toute surface qui posséde deuxdespropriétés suivantes,
lignes de courbure isothermes, représentation sphérique des
lignes de courbure isotherme, lignesde courbure isothermes-
conjuguées, posséde aussi la troisiéme. Tel est le cas des surfaces
de révolution, des quadriques et, plus généralement, de toutes les surfaces
isothermiques a représentation sphérique isotherme.

Nous allons maintenant chercher les caractéristiques de I’équation gé-
nérale (E).

Le groupe des termes contenant les dérivées du quatridme ordre est,
abstraction faite du diviseur commun (z + s)* — 72,

_ (e84 (2m — I)rt(

ATt

m(z—{—s)( i&_“t 343) , LT _ 345)
7t ot dat 3353a o)’

Prace ,Matem.-Fiz.*, t. XXXIIL 41



GUEST


18 Romuald Witwinski.

de sorte que les caractéristiques sont définies par l’éqﬁation
m(z -8) (r*dot — t2dBY)
(e + 9 + @m— 1)re] (rdo® — tdp?) dadg =0,
quel’on peut écrire
(r do? — 1 d8%) {mm (2 -+ 5) (r do?+ 1 dB%) -+ [ (2 + 8)* + (2m — 1) r¢] dodf} = 0.
Si I'on fait m =0, on trouve
(r do? _ $dp?) dadB = 0.

Donc les caractéristiques des surfaces dont les lignesde
courbure ont leur représentation sphérique isotherme sont
les lignes de courbure et les lignes qui correspondent aux
lignes minima de la représentation sphérique.

Pour m = 1, il vient
(rdo® — ¢dg?) [rda + (2 + s)dB] [(2 +8) do +2dB] = O,

ce qui vérifie un théoréme qu'a démontré autrement Raffy: les caracté-
ristiques de 'équation des surfaces isothermiques soidt les
lignes de courbure etles lignes minima (voir Annales de
I’Ecole Normale supérieure, 1906).

Pour 2m = 1, en écartant Uhypothése z s = 0, qui correspond aux
surfaces minima signalées plus haut, on a

(rdo® —tdg?) [r da* +2(z + 5) doudf + %) == 0.

Ainsi les caractéristiques de T'équation des surfaces 2

lignesde courbure isothermes-conjuguées sont les lignes de

courbureetleslignes asymptotiques. Cette proposition devra inter-
venir dans le théorie des surfaces dont il s’agit, de la méme fagon que la pro-
position ci dessus intervient dans la recherche des surfaces isothermiques
dépendant de fonctions arbitraires.

Ces deux théorémes ne pouvaient d'ailleurs étre prévus d’aprés les seules
définitions des surfaces qu’ils concernent, car nous savons (n° 4) que ces sur-
faces sont également définies par l'isothermie relative de trois couples

de réseaux, tandis qu'um seul de ces couples de réseaux est formé de leurs.

caractéristiques.
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10. Compatibilité des conditions d’isothermie et questions diverses.

10. Dans les deux cas que nous venons d'éiudier, I'une des conditions
pour lisothermie relative des deux réseaux considerés, celle du faisceau har-
monique, était vérifiée d’elle méme. Il n’est resté que la condition concernant
les éléments invariants: ces éléments étant exprimés an moyen d'une fon-
ction inconnue £ et de ses dérivées des deux premiers ordres, on a obtenu
dans les deux cas une équation du quatridéme ordre.

Si 'on veut exprimer qu’une surface présente Iisothermie relative de
deux réseaux déterminés, on aura généralement deux conditions di-
stinctes. Supposons que les équations différentielles des deux réseaux
dépendent d'une fonction inconnue £ et des ses dérivées partielles jusqu’a
I’ordre n inclusivement. La condition du faiscean harmonique s’exprime par
une équation d’ordre n; la condition relative aux éléments invariants donnera
une équation qui sera généralement de ordre n + 2 et ces deux équations -
aux dérivées partielles pourront n’admettre que des solutions fort particu-
liéres, ou méme étre incompatibles. C’est ce dont on s’assurerait en fraitant
des exemples convenablement choisis.

Pour définir des classes trés étendues de surfaces présentant I'isothermie
relative de deux réseaux, on pourra se donner les deux familles de 'un
des réseaux et seulement 'une des familles de l'autre. Si les équations
différentielles de ces trois familles dépendent d’une fonction inconnue £ et de
ses dérivées partielles jusqu'a V'ordre n inclusivement, celle de la quatriéme
famille, qui sera fournie par la condition du faisceau harmonique, dépendra
des mémes dérivées et la condition relative aux éléments invariants fournira
une équation de I'ordre n--2 en général.

On peut aussi, dans ce cas, répéter le raisonnement bien connu qui
conduit & la condition nécessaire et suffisante pour que les courbes p==const.
constituent, avec leurs trajectoires orthogonales x == const., un réseau iso-
therme (au sens classique du mot) sur une surface donnée. La condition
d’orthogonalité A(w,x) = 0 exprime simplement que les courbes ¢ = const.,
# = const. qui se croisent en chaque point de la surface forment un faisceau
harmonique avec ses lignes minima. Elle n’implique aucunement et la suite
de la démonstration n'implique pas davantage que la forme quadratique des
différentielles dont les coefficients figurent dans les paramétres Ag, Ax,
A(p, %), A, soit un élément linéaire. En conséquence, pour que les cour
bes p—const. fassent partie d’un réseau isotherme relative-
ment au réseau défini par Péquation

F = Adu?+ 2Bdudv + Cdv? = 0, i
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il fautetil suffit quele quotient des deux parameétres 4 pet Ag,
calculés parrapporta ¢/ soit une fonction de o. On arrive ainsi
aux conclusions qui viennent d'étre énoncées.

1. 1y a plus. La régle précédente fait connaitre I'équation dont dépend
larecherche detous lesréseauxisothermes relativement au résean
défini par I'équation ¢F = 0. En outre, les symboles qu’elle fait intervenir

étant essentiellement invariants, nous pouvons réduire la forme ¢#a sonterme
rectangle, en supposant 4= C=0. 1l vient alors simplement

'~P”uv
voe, 2@

Cette équation exprime, comme on sait, que ¢ est une fonction de la
somme Uu)-+V(®), ot Uet ¥ sont des fonctions arbitraires de leurs
arguments respectifs. Ainsi 'équation

U{u) + V(v) = const.

définit sur une surface quelconque une famille de courbes
qui fait partie d'un réseaun isotherme relativement au réseau
des courbes coordonnées u=-const., v=const. Cette remarque géné-
rale s'applique en particulier 2 diverses classes de surfaces dont les cour-
bures principales sont fonctions I'une de I'autre: le réseat (u, v) étant com-
posé des lignes de courbure, les rayons principaux sont fonctions de
Utu) 4 V(») pour les helicoides, pour les surfaces isothermiques (voir la
ihése de Carronet, Paris, 1894), pour celles dont la représentation spheri-
que est isotherme, pour celles dont les lignes de courbure sont isothermes -
conjuguées (Eisenhart), pour celles qui présentent une famille de lignes
de courbure planes (Dini, Dobriner) ou sphériques et, sans doute, pour
d’autres encore.

12. Proposons-nous, en terminant, la question inverse de celle qui fait
I'objet du théordme II1:

Etant données deux expressions différentielles
M, (4 du+tn, dv), M,(, du 4 n, dv)

qui sont supposées admettre un facteur intégrant commun,
trouver le réseau isotherme relativement au réseau (R) défini
parl'équation
(y du - ny dv)(l, du + n, do) = 0.
44
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Les deux inconnues du probléme sont les rapports des coeHficients A, B,
C de 'équation
F = Adu? -+ 2Bdudo + Cdv® = 0,

qui définit le réseau cherche. Pour déterminer ces rapports, nous allons écrire
que les deux expressions données sont proportionnelles aux éléments inva-

riants (E1) du réseau (RB) relativement au réseau oF = 0; il vient ainsi
(1,2 —2Bln, -+ An,* — A M2,
Cl* — 2Blin, -+ An? =\ M,2,

A étant une indéterminée. De plus, les réseaux (R) et (¢7) devant se diviser
harmoniqement, nous avons

Clyly — B{lyn; +n, L) + Anyn, = 0.

Ainsi se trouve constitué un systtme de trois équations du premier
degré 2 trois inconnues dont le déterminant () n, — n,1,)* est différent de
zéro. 1I fait connaitre 4, B, C en fonctions des données et du coefficient A
auquel on peut attribuer telle expression qu’on veut.

En appliquant la régle précédente aux deux expressions différentielles )
e+s+Vrt)" (Vrda+-Vidap),
(g+s—Vrt," Vrda— Vidg),
considérées ci-dessus (n° 9), on trouve sans peine équation
F=[e+s+ Vi)™ — (e45—Vri)™| (rda>-+ tdp?)
+2Vri[(z 4 s VrE)" 4 (2 + s — VriY™ dadf = 0,
pour définir le réseau isotherme relativement au réseau des lignes de courbure
rda® —tds? = 0.

Si 'on rapporte la surface 4 ses lignes de courbure dudv = 0, on voit
facilement qu'il faut remplacer les expressions précédentes par ces deux-ci:

VEdu VGdo

W’ Eﬂ“’

(10

dont les numérateurs sont les éléments d’arc ds, et ds, des lignes de cour-
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bure; dans chaque dénominateur figure le rayon de la section principale
tangente & la ligne de courbure considérée.

Supposons que ces deux expressions, visiblement invariantes, admettent
un facteur intégrant commun et cherchons le réseau dont cette hypothése
entraine l'isothermie relativement aux lignes de courbure dudv =0. Par
I'application ‘des formules ci-dessus, on trouve immédiatement

B

G
= )\_Rlx—,?m 1

R 5

A B=0, C=1A

d’olt résulte I’équation du résean cherché.

Edu? Gdv?
g T g =0

.

Pour m =0, on ales lignes minima de la représentation sphérique;
pour m =1, celles de la surface elle-méme; pour 2m =1 ses lignes
asymptotiques. Ainsi les surfaces dont les lignes de courbure ont leur repré-
sentation sphérique isotherme, les surfaces isothermiques et les surfaces
a lignes de courbure isothermes-conjuguées rentrent dans la catégorie plus
générale des surfaces dont les lignes de courbure forment un réseau isotherme
relativement au réseau défini par I'équation oF = 0, oit m est une constante
arbitraire. On peut donc définir ces trois classes par la condition que les
deux expressions (10) admettent un facteur intégrant commun, potr les trois
valeurs correspondantes de m.

Streszczenie.

W rozprawie niniejszej zajmuje sie rozszerzeniem pojecia sieci izo-
termicznej, ktére pozwala mi wiaczyé w ogolng teorje rézne klasy sieci,
w szczegdlnosci za$ te z mich, ktére charakteryzujg badz to powierzchnie
izotermiczne, badZ to powierzchnie, ktGrych linje krzywizny maja izoter-
miczne odwzorowanie kuliste, oraz te powierzchnie, ktére Bianchi nazywa
izotermicznemi sprzgzonemi.

Praca sklada sie z czterech czgsci.

W czesci pierwszej podaje przedewszystkiem definicje izotermji
wzglednej dwéch sieci, i nastgpnie dowodze, iZ dwém sieciom, ktére po-
siadajg t¢ wlasnos¢, zawsze mozna podporzadkowad sieé trzecig, ktéra jest
wiym . samym zwigzku z kazdgq z nich. Nastepnie podaje ‘w postaci nie-
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zmienniczej warunki dostateczne i konieczne, przy ktérych zachodzi izoter-
mja wzgledna dwdch sieci.

W czesci drugiej stosuje wyprowadzone warunki do powierzchni
o linjach krzywiznowych izotermicznych i wyprowadzam jedno z drugiego
kryterja S. Liego i Weingartena, dotyczace tych powierzchni.

Czgs¢ trzecia rozprawy zawiera zastosowanie do powierzchni o linjach
krzywiznowych izotermiczno-sprzezonych, kiérych badanie zapoczatkowane
byto przez Eisenharta (American Journal, t. XXV, str. 213—248).

Dzigki wprowadzonemu przezemnie pojeciu ogélniejszemu, udaje mi
sig z fatwoscig otrzyma¢ rezultaty Eisenharta i w wielu punktach uzupel-
ni¢ je. Itak podaj¢ uogélnione réwnanie o pochodnych czastkowych po-
wierzchni Eisenharta, z ktérego wyprowadzam ich charakterystyki (linje
kizywizny oraz linje asymptotyczne).

Wreszcie w czgéci czwartej wykazuje, iz kazda rodzina krzywych,
ktérych réwnanie ma postaé:

U{u) -+ V(v) == const.

nalezy do sieci izotermicznej wzgledem sieci linij spotrzednych (u = const.,
v == const.). Dzigki tej wiasnosci udaje mi sie uskuteczni¢ sprowadzenie do
jednej kategorji ogélnej powierzchni izotermicznych, powierzchni, ktérych
linje krzywizny majg odwzorowanie kuliste izotermiczne oraz tych, ktérych
linje krzywiznowe tworzg sie¢ izotermiczno-sprzezong.
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