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Bouq uet, (§§ 1i2. Dla réwnania tego dowodzg twierdzenia, analogicznego
do twierdzenia Briot i Bouquet, dotyczaczego granicy stosunku (§ 2)

.Bad:am szereg, czynigey formalnie zado$¢ réwnaniu. powyzszemu, wy-
kazt}]qc, iz jego rozbiezno$¢ zachodzi dzigki obecnodci pewnych ]iczb’ cal-
k'othych, ktére nazywam czynnikami rozbieznos$ci, i ktére wy}ahia'
sig w racfgunku pochodnych kolejnych. Z rozwazan tych wynika interesuj <]::;l
therdzi:rge‘ (?otyczq.ce szybkodci rozbieznosci rzeczonego szeregu, k}[?)l‘e
2:fléazfé?0iﬁr$ﬁzizr$ wielu matematykow, iz réwnanie (2) nie posiada naogét
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K. ABRAMO WVICZ.

O przeksztalceniu funkcji automorficznej,

nalezacej do grupy (0, 3; 2, 4, 5).
Sur la transformation d’une fonction automorphe appartenant au groupe (0,3; 2,4,5).

@

Pierwsze badania mad przeksztatceniem funkeyj automorficznych znaj-
dujemy u Frickego?); dotyczg one przeksztalcenia 3-go stopnia funkceji
automorficznej, nalezacej do grupy, oznaczonej przez K leina znakiem (0, 3;
2, 4,5). Poza tym przypadkiem przeksztalcenia- 3-go. stopnia, zbadanym
szczegotowo przez Frickego, i dwoma, podanemi przez niego, przypadkami
specjalnemi ?), dajacemi grupy Gioo i Ghess dalszych badaii w zakresie prze-
ksztatcenia funktyj automorficznych nie posiadamy. Przedmiotem pracy ni-
niejszej sg pewne spostrzezenia ogolue, dotyczace przeksztakcenia p-go stop-
nia funkcji automorficznej, nalezacej do grupy (0, 35 2, 4, 5). Wynik,
otrzymany przez nas, mozemy sformutowaé w spos6b nastepujacy:

Jezeli liczba naturalna p ma jedne z postaci:

20%-+1, 20% 3, 20k+7, 20649

ijest przytem liczbg pierwszg w ciele kwadratowem K (f), wyznaczonem
przez pierwiastek dodatni j réwnania 42 4+j—1 =20, to przy przeksztatce-
niu p-go stopnia funkcji automorficzne]j ¢ (2), nalezacej do grupy (0, 3; 2,4,5),
funkeja przeksztatcona ¢ (T'z) jest pierwiastkiem réwnania algebraicznego
stopnia p*-1.
§ 1

Zauwazymy uprzednio, ze grupa autom orficzna (0, 3; 2, 4, b) okre-

§la sie, jako zbidr wszystkich podstawien postaci:

1) Anhang w,Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Functionen® Bd. 2 str. 345.
) Fricke: ,Entwicklungen zur Transformation fiinfter und siebenter Ordnung ei-
niger spezieller automorpher Functionen® (Acta math, t. 17, str. 345).
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y (@t ietotali 0
(—e+dVi)z+a—0bVy
w ktorych j oznacza pierwiastek dodatni réwnania 5247 —1 = 0, liczby
@, b, ¢, d sq liczbami catkowitemi ciata kwadratowego K(j), a wyznacznik:
a? -} ¢ — 7 (b* 4 d% podstawien jest réwny 4 albo 2.
Jezeli dalej T'(2) oznacza podstawienie postaci (1), majace wyznacznik

@ — i+ ) =p,

gdzie liczba naturalna p jest rézna od 412, to wedtug Poincarégo?)
przez przeksztatcenie stopnia p funkeji automorficznej ¢(2), nale-

zacej do grupy (0, 3; 2, 4, 5), rozumiemy wyrazenie funkcji przeksztalconej

#(T%) przez funkcje poczatkows g (2).

Zgodnie z powyzszem do przeksztalcenia stopnia p funkeji automor-
ficznej moze by¢ uzyte kazde podstawienie T postaci (1), majace wyznacz-
nik réwny liczbie p; w dalszym ciagu zaktadamy, ze liczba p jest
pierwszg wciele K(7).

Stopief réwnania algebraicznego, ktéremu czyni wtedy zado$é
funkcja przeksztaicona ¢(T2), réwna si¢ wskaznikowi najobszerniejsze]
wspblnej podgrupy grup:

0,3; 2,4,5), T-1(0,3; 2 45T,
Wyznaczenie tego wskaznika jest celem pracy niniejszej.

§ 2.

Dowolnos¢ przy wyborze podstawienia 7' o wyznaczniku p moze by¢
szeroka. Ograniczymy jednak zakres mozliwych podstawien (1) przez warunek:

b=d=0,.
Mie¢ bedziemy wtedy podstawienia postaci:

Mz+ N
— Nz M
0 wyznaczniku M?-{ N2 = p i liczbach Mi N catkowitych w ciele K();
obierzemy jedno z takich podstawieri.

Zadanie nasze bedzie polegato na wyznaczeniu:
1°, wspélnej podgrupy grup:

T(z) =

') Oecuvres, t II, p. 463.
12
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©,3;2,4,5 i 710,3;2,45T,

90, jej wskaZnika wzgledem grupy (0, 3; 2, 4, 5). o

Spos6b rozwigzania zadania 1° bedzie przedstawiat uog_dlmeme §pos:)bu,
uzytego przez Frickego przy przeksztatceniu 3-go stopnia; zadanie 2 be-
dzie rozwigzane w sposéb zupetnie odmienny od sposobu stosowanego przez
Fricke)go. $s

Oznaczajac dla krétkosci podstawienia grupy (0, 3; 2, 4, 5) przez (a,
b, ¢, d;, mie¢ bedziemy na podstawienie 7’ symbol:

T=(M,0,N,0.
Obliczymy podstawienia (4, B, C, p) grupy przeksztatconej T (0, 3;
2, 4, 5) T. Korzystajac w tym celu z wzorow:
of =mga — np&+ ped — mAT,
¥ = ngla— b+ 8 — 1,
1 =mp@E—a) —PB+m'T,
8 == mqd—npa— peB -+ mny,

@

wyznaczajacych spétezynniki o, B, o podstawienia, wynikajacego z prze-
ksztatcenia podstawienia
() e ()
ez
(7, sl PP Ap g

znajdziemy na spétczynniki 4, B, C, D pf)dstawieﬁ (4, B, C, D) grupy prze-
ksztatconej T (0, 3;2, 4, 5) T wyrazenia:

A = pa, B:b(Mz——I\72)——2MNd1
¢ =pc, D=d(M*—N?)+2MNb.

Lemmat [: W skiad szukanej wspolnej Podgrupy gnllp (0,'32; 2, g,;)
i T-1(0,3;2.4,5) T wejdg tylko te podstawiejn}a grupy T— (0,.'3?,', ,5) T,
ktére po:zvstaty z podstawied (a, b, ¢, d); spelniajacych kongruencjg:

9 MNd = (M?* — N*b (modp). (2)
W samej rzeczy, wyznacznik podstawienia k(AV, B, C, D) jest:

LB o=@ D) =plaH e — O+ .
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aby wigc podstawienie to moglo naleze¢ do grupy (0, 3; 2, 4, 5),
wyznacznik réwny 4 albo 2, muszg liczb
t. j. ilorazy:

t. j. mie¢
Y 4, B, C, D by¢ podzielne przez P,

, 4 o B 1 ;
=~ = q, = —=—1ip 2 __ 2
a 7 a. WA fo(M N)—QMNd},
0 D 1 3
T — A = = 2 2 . -
¢ 7 e, 7= fd(M2—N ) -+ 2MN b}

muszg by¢ liczbami catkowitemi, Llczba ' jest catk

owita, jezeli jest spel-
niony warunek (2); lecz z (2) otrzymujemy dalej:

2MNd(M?—~ N¥ = b(Yi4-Nt—2 MIN?) = b[(M2 4 N?? — 4 M2 N7,
skad, ze wzgledu na M? 4 N2 — », mamy )

ad(M?*—N?%) = —2MN» (mod p),

i otrzymana kongruencja wskazuje, ze przy spelnieniu (2) liczba @’ jest tez
catkowita,

Lemmat II: Podstawienia (o' ¥, ¢, &) grpy T~1(0, 3; 2, 4,5 T,
mogace wejs¢ w skiad grupy (0, 3; 2, 4, 5), spelnia¢ musza warunek:

Md = Nb (modp).-

‘Wsamej rzeczy, namocy lemmatu I'kazde takie podstawienie (b, d
musialo powsta¢ droga przeksztatcenia z takiego podstawienia (g, b, c, d),

w ktérem wartosci na g, &, ¢, d otrzymamy, rozwigzujac kongruencje (3) co
do a, b, ¢, d; beda to liczby:

a=d, b =—;7;(Mz — NYW o MN @),

1 4)
c=¢, d= mﬁv{(M2 —N)d —2MNYY;

ale zeby liczby 5 i d byly calkowite, musi sie spelnia¢ kongruencja:

(M* — N*)d' = 2MN¥ (mod p), T

kidra ze wzgledu na M? N2 — P, mozemy zamienié na:

IM?— p)d = 2 N
stad wynika: ¢ D MN' (mod p),

) Mozemy skréci¢ 2MN, poniewaz wsz
niez liczba M2 — N2 jest niepodzielna przez p.

ystkie idealy ciala K (4) 53 gléwne; r6w-
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Md = NV (mod p).

Otrzymujemy teraz twierdzenie: ]
Twierdzenie I: Najobszerniejsza wspdlna podgrupa grup

0,8;2,4,5 i T-10,3;245T
sktada sie z podstawien (a,b,¢, d), spetniajacych kongruencje;
Md = Nb (mod p).

W samej rzeczy, podstawienia te wchodzg w sktad grupy (0_, 3;. 2,4, B):
lecz na zasadzie lemmatu II sg to zarazem ;edym? pods’taw.xema grupy
T-1(0,3;2,4,5) T, kiére mogg wejsc w sktad szukanej wspélnej podgrupy.

ey 3

§ 4 '
Przechodzac obecnie do wyznaczenia wskaznika podgrupy, wyznaczo-
nej przezkongruencjg: Md = No (mod D),
wzgledem grupy (0, 3; 2, 4, 5), mozZemy napisang kongruencjg zamieflifi nainna.
W samej rzeczy, jezeli wyznaczymy liczbe R |Sj, speiniajacq kon-
gruenele: (R4 87 = —1 (mod ),
to bedzie miata zawsze miejsce jedna z kongruencyj:
MR+ 8)—N=0,
MEB4+8)+N=0,
poniewaz wtedy iloczyn ich lewych stron
M*(R + 8j2 — N?

bedzie, ze wzgledn na warunek M? - N? = p, liczbg podzielng przez p.

jedzie¢ twierdzenie:

Mozemy przeto wypowiedzie¢ ! 4 N
Twierdzenie II: Jezeli istnieje liczba R-4-Sj, spelniajaca
komgruencie  p 1 g 1=0 (mod p), ®
dowol-

to przy przeksztatceniu grupy (0,3;2,4,5) za pomocg dowo]

nego podstawienia: Mz4 N

T="pN;1H
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owyznaczniku M?- N2=p wspblng podgrupeg grup (0,3;2,4,5)
iT-140,3;2 4,57 wyznacza zawsze jedna z kongruencyj

d= (R 8/)b (mod p).

Zbiér przeto podstawiefi 7' o wyznaczniku p zawiera 2 klasy: dla jed-
nej klasy wspélna podgrupe grup (0,3;2,4,5) i T—1(0,3; 2, 4, 5) T wy-
znacza kongruencja: .
d=(B+ 8)b (mod p),

dla drugiej klasy — wsp6ing podgrupe wyznacza kongruencja:
= (R 87)b (mod p).

§ 5.

Wszedzie wyzej zakladaliSmy istnienie liczby R 87, spelnia-
jacej kongruencje (5). Kongruencja ta jest réwnowazna nastepujgcym kon-
gruencjom:

Rf8=—1 2R=S5 (mod p),
skad otrzymujemy
5R*+1=0 (mod p).

Liczba zatem R —[—S] istnieje tylko wtedy, jezeli 11czba pierwsza p
spelnia warunek:
—5 )
( r 1

Jak widzimy, liczba pierwsza p musi mieé jedne z postaci:
2041, 20k-3, 20k-+7, 20k-49.

Mamy twierdzenie:
Twierdzenie Ill: Jezeli przy przeksztalceniu p-go stopnia

funkcji automorficznej ¢(2), nalezacej do grupy (0, 3; 2, 4, ),

liczba pierwsza p spetnia warunek:

to funkcja przeksztatcona ¢(Te) jest pierwiastkiem réwnania
algebraicznego, ktérego stopiefi réwna sie wskaznikowi pod-
grupy wyznaczonej przez kongruencjg:

d=(B+85)b (mod p),

w ktérej liczbe B+ Sj wyznacza warunek: (B+57)*+1=0 (mod p).
16
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§ 6.

Majgc teraz na celu wyznaczenie tego wskaznika, zauwazymy, ze przy
przeksztatceniu 3-go stopnia metoda Frickego polegata na wyznaczeniu
obszaru zasadniczego rozwazanej podgrupy. Liczba tréjkgtéw, skiadajgcych
otrzymany obszar zasadniczy, wyznaczala wtedy wskaznik rozwazanej pod-
grupy. Zdaje si¢, Ze uzycie tego sposobu w przypadku ogéinym byloby nie-
zwykle trudnem do przeprowadzenia.

Spos6b nasz zasadza¢ sig bedzie na pewnej wiasnosci grupy skoriczo-
nej G rzedu 4 p?(p* — 1), do ktérej redukuje sie grupa (0, 3; 2, 4, 5) wzglg-
dem modutu p. Wiasnosé o kitdrej méwimy, polegaé bedzie na istnieniu
u grupy G pewnej podgrupy rzedu 4 p2(p® — 1).

Podstawienia grupy skoficzonej ¢ bedziemy oznaczali symbolem
(a, b, ¢, d); grupg G bedziemy uwazali, jako zbiér symboli (a,b, ¢, d), w kté-
rych spotezynniki @, b, ¢, d przebiega¢ bedg uklad zupelny liczb catkowitych
ciala K (), nieprzystajacych do siebie wzgledem modutu p, i spelnia¢ warunek:

a? e — 7@+ d*) =1 mod p).

§ 7.
Wezmiemy najprzod pod uwagg podstawienie
8=(1.1,0,B+ 8j),
majgce ostatni wyraz R -} S7; podstawienie to posiada wlasno$¢:
8% =1 (mod p),

poniewaz tatwo si¢ przekonad, ze wogéle kaide podstawienie postaci-
U = (1, b, ¢, dy ma okres p; w samej rzeczy, korzystajgc z wzoréw:

A=aa4 70— ey +jds,
B=agf+fa-+4cd— 1d,
C= a1+ jbs4cu— jdg,
D=ad+do4by—ck

(4; B, C. D) ={(a, b, ¢, d) (=, §, 7, 9),
znajdziemy kolejno:

(6)

na iloczyn

]

g (1,21),26,2(1)»
U3 = (1,3b,3¢,34d),

U = (1, pb, pe, pd) = (1, 0, 0, 0) = 1;

2 Prace Matemat.fizyczne t. XXXIIL 17


GUEST


8 K. Abramowicz.

podstawienie S ma przytem wyznacznik = 1 (mod p), poniewaz (B--Sj)?
= —1 (mod p).
Podstawienie to daje poczatek grupie cykliczne]:

G=(1,1,0, B+ 8k k=0,1,2,... p—1.

Waznem bedzie dla dalszego wyznaczenie wszystkich podstawien
(a, b, ¢, d) grupy @, ktére przeksztalcalyby grupe G, samg w sie-
bie; zbiér tych podstawieri bedzie najobszerniejsza grupg, dla ktérej grupa
@, bedzie dzielnikiem normalnym.

Mamy przeto warunek:

(—abe¢d1,1,0,R4+8))(a,b,¢,d) =(1,1,0,B + S7),

poniewaz podstawienie (— a, b, ¢,d) jest odwrotnoscia podstawienia (a, b, ¢, d).
Jezeli lews stron tej kongruencji oznaczymy przez (a', ¥, ¢’,d'), to ko-
rzystajac z wzoréw (6) i majac na uwadze warunek:

znajdziemy: G EmI G+ & =1(md ), (7)

a'=—1,

V=- 204270414 2(R 4 87) (ca -+ bdy),

¢ =-—2adj+ 2j (B+ 55) (de -+ ab),

@=—2ac+2/bd+ (R + 87) (I 4+ 2% — 2a2);
bedziemy przeto (po skréceniu 2) mieli kongruencje:

¢ —jd@ + (B+ 8j) (ca+ bdj) =0,
ad —(E 4 87) (ab+dc) =0, (8)

7bd — ac+ (B4 8j) (¢* — b)) = 0.
Mnozgc pierwszq ztych kongruencyj przez b, a trzecig przez d, i dodajac,
otrzymamy :
b2+ c[(B+ 87) (@b + de) — ad] = 0 (mod p),
¢o, ze wzgledu na kongruencje drugg, zamieni sie na:
b¢? = 0 (mod p),

stad albo 1°, b = 0, albo 2°, ¢ = 0.
Warunek b =0 jest niemozliwy,

. kb= poniewaz przy nim trzecia z kongru-
encyj (8) zamieni sig na

; ¢l—atcB+8j)=0,

icm
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i da warunek: a = ¢ (R -} 87); lecz przy tym warunku pierwsza z kongru-
encyj (8) przejdzie na — jd?® = 0, co pociggnie za soba d=0; ale otrzy-
mane w ten sposéb wartosci:

=0, a=c(B+5j), d=0

nie spetniajg kongruencji (7).
Pozostaje mozliwos¢ ¢=0; wiedy trzeciazkongruencyj(8) przechodzi na

70 [d —b (B + 55} =0 (mod p,
d=0 (R + Sj.

co daje

Wtedy i pierwsza z kongruencyj (8) spelnia sig; z warunku zas$ (7) otrzy-
mujemy na @ wartos¢ = =+ L.

Poszukiwane podstawienia, przeksztalcajgce grupe G, samg w siebie,
beda zatem postaci:

(1, 5,0, (B -+ Sj b);
biczba b, ktéra pozostala niewyznaczona, przybferaé bedzie wszystkie war-
tosci, nieprzystajace do siebie wzgledem modulu p.

Mozemy przeto wypowiedzie¢ twierdzenie:

Twierdzenie IV: Zbiér p* podstawiedi postaci(9), wktérych b
przebiega uktad zupeiny liczb calkowitych ciata K(j), nie-
przystajgcych do siebie wzgledem modutu p, tworzy najob-
szerniejszg grupe G, dla ktérej grupa cykliczna Gy

(1, 1,0, R4+ 8jk k=0,1,2,...p— 1

jest dzielnikiem normalnym.
§ 8.

Mozemy dalej przekonaé sig o istnieniu conajmniej p* + 1 grup po-
wyzszego typt.

W samej rzeczy, liczba!) podstawien (a, b, ¢, d) ze spétezynnikiem a=1,
po odrzuceniu podstawienia (1, 0, 0, 0), wynosi p* — 1. Jezeli grupg Gy prze-
ksztalcimy za pomocg dowolnego podstawienia U o okresie p, wzigtego
z liczby powyzszych p* — 1 podstawiedi, to otrzymamy nowg grupe rzedu p?
zlozong wylgcznie z podstawieri o okresie p.

Kazde podstawienie o okresie p wchodzi¢ bedzie tylko
raz jeden do pewnej okreslonej grupy typu G.

9)

4

1) Liczba ta jest wyznaczona w pracy naszej: Przyczynek do przekszialcenia 7»gt.) sto-
pnia pewnej funk_cji automorficznej (Prace Komisji Mat.-Przyrod. Poz. Tow. Nauk., serja D,
t. 1, str. 28), .
19
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W samej rzeczy, jezeliby 8,18, byly dwoma podstawieniami grupy G,
z ktérych jedno, np., 8, mogloby wejs¢ w sktad nowej grupy, otrzyma-
nej z G, drogq przeksztalcenia przy pomocy podstawienia 7, to musiatoby byé:

S =787,

skad wynikaloby: V'8, =S8, ¥, co jest jednak niemozliwe, poniewaz grupa Gy,
zgodnie z definicjg, jest zbiorem wszystkich podstawiefi o okresie P prze-
miennych ze soba.

Jezeli przeto kazde podstawienie o okresie p z ogélnej ich liczby pt—1
wejdzie tylko raz jeden do pewnej okreslonej grupy rzedu p? zawierajg-
cej p* —1 podstawied. réznych od 1, to liczba otrzymanych grup bedzie wy-
nosita (p*— 1) : (p*— 1) =p*+ 1.

§09.

Okazemy teraz, ze grupa G, jest dzielnikiem normalnym
0 wskaZniku §.(p*> — 1) pewnej grupy rzedu st (p?—1).

Dofgczymy w tym celu do p? podstawieri :

C(1,0,0. (B+87) b
wszystkie podstawienia postaci

(#,0, ¢, (B 4 87)b).-

Bedziemy mieli § (p? — 1) uktadéw po p* takich podstawien; w samej
rzeczy, ze wzgledu na warunek (7), mieé bedziemy:

@+ — 7B [1 + (R -+ 85y’ =1 (mod p),
skad, zwazajac na kongruencje:

(B + 871 4 1 = 0 (mod ),

otrzymamy na wyznaczenie aic zalezno§t: g2 + ¢* =1 (mod p); otrzy-
mamy w ten sposéb 4§ (p*— 1) par (a,¢) wartosci!) na aiec. Dalszych ukla-
. 46w postaci:

(—a,b, —c, (B4 80
bra¢ pod uwage nie bedzie trzeba, gdyz podstawienia takie mogg by¢ napi-
sane w postaci:

‘@, —b,e, — (R+8j.0),

i, jak wida¢ odrazu, nie przedstawiajg nowych podstawien (med p).
Po tych uwagach udowodnimy twierdzenie,

) : ; ktére da moznos¢ wyzna-
czenia poszukiwanego przez nas wskaznika.

Yy P. pracg naszg wyzej cylowans, str. 29.
20
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Twierdzenie V: Zbidr §p® (p* —1) podstawieft postaci:
(ai b7 c) (R+Si) b)’

w ktérych b przebiega uklad zupelny liczb qieprzyst?jg-
cych do siebie wzgledem modutu p, a liczby e i ¢ spetniajg

kongruencje .
& a? 4 ¢2=1 (mod p),

tworzy grupe, dla ktdérej grupa Gy jest dzielnikiem nor-
malnym.
Wystarczy napisaé iloczyn:
(@,b, ¢, (R4 S/10;.(ay, by ¢y, (B4 87) &)
dwdch podstawien
(a. b, e, (R4 8))b)i(ay, b, e, (BR4+S7)0by,
spelniajacych warunki:
a®+ct=1, a2+ ¢?=1 (modp).
Oznaczajgc go przez (4, B, ¢, D), mie¢ bedziemy:
A=aa, - cc,
B=ab, +ba; + (B -+ Sj)(cdy — ¢, 1),
'=aec, +cay,
D=bey —ch + (R -+ Sj)tab, + bay).
Majac dalej na uwadze kongruencje:
(R + §j)*=—1 (mod p),
sprawdzimy natychmiast zaleinos’c’: )
D= (R 8/) B (mod p). ©)
Mamy takze dalej: ‘
A2+ C=a%a 4 e+ a’e? + ctalt =
=@+l tel(l—c)=a?4c¢2=1, ’
co w zwiazku z (9) dowodzi, ze zbiér wymienionych w twierdzeniu podsta-
wienl rzeczywiscie tworzy grupe. . :
Aby okazaé, ze grupa Gy jest dzielnikiem normalnym tej grupy, za-

uwazymy najwpierw, Ze grupa ta, zgodnie z definicjs, zawiera w. sobie
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tylk. ) p’ podstawiefi o pierwszym wyrazie a=1; sg niemi wszystkie pod-
stawienia grupy G,s. Jezeli teraz przeksztalcimy grupe G,. za pomocy jakie-
gokolwiek podstawienia
! U = (a’, b') C’) d,))

toz }_atwos'ciq obliczymy na zasadzie wzoréw § 3, ze pierwszy wyraz a u pod-
stawiefi grupy U—!'G,» U bedzie liczbg:

a4 —j - d'?) =1 (mod p),
przystajacq wzgledem modutu p do 1.
Zgodnie przeto z wyzej powiedzianem bedzie musiato by¢:

U1 Gy U= G},z
dla wszelkiego U.

§ 10.

Wy?naczenie grupy rzedu §p? (p? — 1) daje nam teraz moznosé udeo-
wodnienia nastepujacego twierdzenia:

.Twierdzenie VI: Jezeli liczbe R4 87 wyznacza kongru-
encja:
(B4 872+ 1=0 (modp),

to zbiér wszystkich podstawien:

(@a40Viyetectdly

(—c+dVj)z+a—0bV] (19)
grupy (0, 8; 2,4, 5), spetniajacych warunek:
d:—s(R—l—Sﬂb(mOd_p), (1)

twprzy podgrupe grupy (0,3; 2,4,5) o wskazniku P+ 1.
Oznaczymy poczatkowo wskaznik liter
o cz literg p., a rozwazang podgrupe pod-
STa\:VIEIl (JQ), spefniajacych warunek (11), litera T,; grupe (0, 3; 2, 4 5)
mozna bedzie wtedy przedstawi¢ w postaci: Y

0,3; 2,4,5) =0, S, Ty, ... S, T,

gfizie Iitefy‘ S; oznaczaé bedg pewne, roine migdzy soba, podstawienia (10)
nie spelniajace kongruencii (11). ’
Jezeli teraz zwrécimy uwage na gru f '
Jezs Zwre pe skoficzong @ rzedu §p? (p*—1
do ktdrej redukuje sig wzglgdem modutu p grupa (0,3; 2, 4, 5), to sr(f;strz«zf

zemy, ze wzgledem modutu p podstawienia grupy I', zredukujg sie do pod-
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O przeksztatceniu funkcji automorlicznej, nalezace] itd. 13

stawieri (a, b, ¢, d) grupy @, czyniacych zado$¢ konmgruencji (11); innemi
stowy, grupa I, zredukuje si¢ do zbioru podstawier:

(@, b, ¢, (B -+ S5 b),

ktory, zgodnie z twierdzeniem V, jest grupq rzedu § »(p*—1).
Wskaznik p. wyniesie przeto 3p? (p* —1): $p*(P*— D) =p"+1.

§1l.

Poniewaz, jak to wpierw juz bylo zaznaczone, stopiedi réwnania alge-
braicznego, ktéremu czyni zados¢ funkcja automorficzna przeksztatcona ¢ (T=),
réwnaé sie musi wskaznikowi najobszerniejszej wspélnej podgrupy grup
(0, 3; 2, 4, 5) i przeksztatconej T (0, 3; 2,4,5) T, to zostalo jedmoczesnie
udowodnione twierdzenie:

Twierdzenie VII: Jezeli liczba naturalna p spetnia I° wa-
runek:

—5
(7=
i 20, jest liczba pierwszg w ciele K(j), to przy rozwazanem
przez nas przeksztatceniu

.(MZ-}‘]L

— Nz+M

T(e) =

p-go stopnia funkcji automorficznej (2), nalezacej do grupy
0,3; 2,4,5), funkcja przeksztalcona ¢ (T2) jest pierwiastkiem
réwnania algebraicznego stopnia p* 1.

§ 12,
Liczby p, spelniajgce pierwszy warunek twierdzenia VII, tworzg szereg:
3, 7,28, 29, 41, 43, 47,61, .....

Po liczbie p==3, rozwazanej przez Frickego, nastepuje?) liczba p=7,
ki6ra jest pierwsza w ciele K (j); zastosujemy ogélne nasze uwagi do tego
przypadku.

Latwo sie majwpierw przekonamy, Ze liczba mozliwych podstawien
postaci

g Me4N
—Nz+4+M

Yy Przypadek liczby 5, kibra mnie jest pierwsza w ciele K(j), byl przedmiotem cy-
towanej poprzednio pracy Frickego w Acta mathematica, 17; prowadzi on do grupy dwu-
dziestoscianu.
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6 wyzriaczniku M2 - N*® = 7 wynosi¢ bedzie 4. W samej rzeczy, kladac:
M=a+tpj, N=q+0j,

gdzie a, B, 7, 53 liczbami catkowitemi wymiernemi, przekonamy sig natych-
miast, ze liczby «, B, 1, 8, muszg spelnia¢ warunek :

12_{_ @2+ .‘.2_%_ 52:7;
rozkiad za$ liczby 7 na sume 4 kwadratéw jest jeden:
241241212 = 7.
Uwzgledniajac jeszeze warunek
2 (@B + 19) = f2 22,

ktéry muszg spetniac liczby «,8,v,8, znajdziemy. tylko nastgpujgce 4 mozliwe
uktady wartosci na liczby o, £, 7, &:

2, 1,—1, 1
1,—1, 2 1
2, 1, 1,—1I
—1, 1, 2, 1. -

Do przgksztalcenia 7-go stopnia funkcji automorficznej ¢ (2) mozemy
przeto uzy¢ jednego z czterech nastepujacych podstawied:

n=( Y5 R e=(LT) 1),
=(a1) a5 n=( 53T

o wyznaczniku 7.
; Liczbg B +- 87 bedzie w rozwazanym przypadku ‘liczba 5 -+ 37; po
niewaz sprawdzamy, ze (5 -}- 35)2 =—1 (mod 7).
Przekonamy sig dalej, ze przy podstawieniach T,iT, wspdlng podgrupe
grupy (0, 3; 2, 4, 5) i grupy przeksztatconej wyznacza kongruencja:
d=(5-}35) b (mod 7);
przy podstawieniach 7,1 T, odpowiednia podgrupe wyznaczy kongruencja.’:
d=(2-+47) b (mod 7).
Podstawienia (1, &, 0, (5 -+ 34) ¥, przeksztatcajgce podstawienie
(1,.1, 0,5 ~+ 34) samo w siebie, tworzg grupe Gy, rzedn 49. Giupa ta jest
dzielnikiem normalnym grupy @, rzedu 1176. Funkeje przeksztaicone

¢(T12), g(Ty2), ©(T,2), ¢(T,2) beda pierwiastkami réwnan algebraicznych
stopnia 50.
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ROMUALD WITWINSKI
lieutenant de cavalede.

Recherches sur les réseaux isothermes
des surfaces.

Badania nad sieciami izotermicznemi powierzchni %)

Les pages qui suivent ont pour principal objet d'étendre la notion de
résean isotherme, afin de faire rentrer dans une méme théorie diverses
classes de réseaux, notamment ceux qui caractérisent soit les surfaces iso-
thermiques, soit les surfaces dont les lignes de courbure ont leur représentation
sphérique isctherme, et cenx que Bianchi appelle isothermes-conjuguées.

Je commence par définir I'isothermie relative de deux réseaunx et, aprés
avoir moutré qu’a deux réseaux qui présentent cette propriété on en peut
toujours associer un troisi¢me, qui est dans la méme relation avec chacun
d’eux, je donne sous forme invariante les conditions qui assurent l'isothermie
relative de denx réseaux.

Japplique d’abord ces conditionrs anx surfaces & lignes de courbure
isothermes, et je raméne ['un 2 lauire les deux critéres de S. Lie erde
M. Weingarten relatifs 3 ces surfaces.

Une seconde application concerne les surfaces 2 lignes de courbure
isothermes- conjuguées, dont U'étude a €t commencée par Eisenhart
(American Journal of Mathematics, t. XXV, p. 213—248). Par le fait méme
de son rattachement 2 une notion plus large, cette étude se trouve complétée
sur divers points. Je calcule i nouveau, en la généralisant, ’équation aux
dérivées partielles des surfaces de Eisenhart et j'en déduis leurs caracté-
ristiques (lignes de courbure et lignes asymptotigues).

Y  Praca, przedstawiona na posiedzeniu Warszawskiego Oddziatu Polskiego Towa-

rzystwa Matematycznego, listopad, 1923 1.
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