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10 Sur les variétés algébriques

d’aprés nos suppositions, ce cas est impossible, etla s ~}- 1-me intégrale
appartient 4 Ia congruence { C'},

Nous obtenons donc comme résultat final*) le

Théoréme 3: ,Une variété V, qui satisfait aux conditions du théora-
me 1 posséde une congruence irréguliere de courbes d’irrégularite
7+ 1 =p; —p.“.

.

JTai énoncé ce résultat idans' une Note des Com tes
. d :
les variétés algébriques & trois dimensions do P e e S0/ 24:
P, <23 (p,—p,—3)*.
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A. ZYGMUND.
O module cigglosci sumy szeregu sprzezonego z sze-
regiem Fouriera

Sur le module de continuité de la somme de la série conjuguée de la série
de Fourier

Niech f (x) bedzie funkcja ciaglg o okresie 2 , liczby za$ a,,, b, (n=10
1, 2, ...) niech bedg jej spéiczynnikami Fouriera:

flee)
1 f(x)N%—{—Za,cosm-i—b.sinnz.
: =1
Sprzezonym z szeregiem trygonometrycznym (1) nazywamy szereg
o0
@) Za. sin nzx — b, cos nx.
n=1

Oczywiscie, jezeli szereg (1) jest szeregiem Fouriera funkcji catkowalnej
wraz z kwadratem (a wiec w szczegé6lnosci, gdy funkcja £ (x) jest ciagta),
wowczas szereg (2) jest réwniez szeregiem Fouriera pewnej funkcji g (z),
catkowalnej wraz z kwadratem:?)

[ o}
g(z)NZa,,sinm:—-b.cosnw
=1

Poraz pierwszy whasnosciamifunkejig (), wzaleznosci od whasnosci
funkeji f (%), zajat si¢ Fatou?). Wykazal.on mianowicie, ze jezeli funkcja

1) Jest to konsekwencja znanych twierdzeii Parsevala oraz Riesza-Fischera
Por. np. Hilb und Riesz. Neuere Untersuchungen fiber trigonometrische Reihen (Enzy-
klop. d. Math. Wiss. Il C 10 str. 1209 i 1212).
%) Séres trigonométriques et séres de Taylor (Acta Mathematica XXX str. 361—3).
125


GUEST


icm°®

2 " O module cigglo§ci sumy szeregu sprzezonego z szeregiem Foltriera.

f (%) spetnia warunek Lipschitza rzedu o (0 <o 1), to funkeja g () jest
réwniez funkcja lipszycowska rzedu f = —-—_|_ i < a.
Priwatow?) wykazal, ze twierdzenie Fatou moze by¢ udgélnione,
a mianowicie, ze funkcje f(x) i g (%) sq jednocze$nie funkcjami lipszy-
cowskiemi rzedu a (0 < a < 1); jezeli za$ f (z) jest funkcjg lipszycowska
rzedn 1,to ¢ () spelnia warunek

|g(w+h)—g<x)|<ohlog|—1,7|.

a wigc w kazdym razie speinia warunek Lipschitza kazdego rzedu < 1.

Nasuwa si¢ pytanie, czy wynik Fatou-Priwalowa nie moze byé¢
wogblniony, a mianowicie, czy nie moznaby poda¢ ogdlnego wzoru na mo-
dut cigglosci?) funkeji g (z) w zaleznosci od modutu ciaglosci furikcji
f (z). OdpowiedZ na to pytanie daje nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 1, Jezeli funkcja ciggtaf(z), 0 okresie 2w,
posiada modutl ciggltosci w(®), wéwczas modul cigglolci
o, (0) funkcji sprzgzonej g(x) speinia warunek

°

B 13
@ o6 <K [ f 2O a4 f Lo dt] (K — stata niezalezna od 8).
3

Oczywis'cie twierdzenie to%) nie jest banalnem tylko w przypadku, gdy catka

f o @) jest zbiezna, musimy sie wiec ograniczy¢ do tego przypadku. Ale

o

bardzo tatwo spostrzec, Zze ograniczenie to lezy w pewnym sensie w istocie
rzeczy. Bedziemy méwili, Ze funkcja g () rézniczkowalna, okreslona "w prze-
dziale (o, =), spetnia warunek (4), jezeli 1° p.(x) nie maleje na (0, x); 2° . (0)=0;
3% p! () ®) nie roénie na (0, %).

3) Bull. de la Soc. Math. de France, 1916.

4) Niech F(x) bedzie funkcja ciagly okreslong w przedziale (@, b). Modutem cigglo-
4ci funkcji F(x) w przedziale (g, b) nazywamy funkcje o (3) (0<<3<b— a), okreslotia
przez wzbr: w(@)=max |F(z,) — F(z,)| dla wszystkich wartosci (x,, #,) przedzidh
{a, b), spelniajacych warunek | , — @, | < 8. (Por. De la Vallée Pousin. Legons sur 'appfo-

ximation etc. Paris 1919). Jezeli- F'(z) spelnia warunek Lipschitza rzedu a, to o (3) << K3*
(K — stata) .

%) kibrego szezegSlnym przypadkiem jest, jak latwo sprawdzié, twierdzehie
Priwatowa.

% T. zn. 2e p(z) jest wypukla ku gérze a (o 7). Najplrostzemx przyktadami furikeji
# (%) moga byés 2% (0 <Ta 1), Tog E’L lug +1gs —, etc. (o, @, —state) (0 <z r)

Dia dwu ostatnich wymienionych funkeyj catka f Lg’;)_ dx jest rozbiezna,
o
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Twierdzenie IL Do kaide] funkcji g (2),spetniajgcej wa-
runek (4) i takiej, ze calka M ) dt jest rozbiezna, mozZna

zbudowa¢ funkcjg f (=), c1agla o okresie 2%, ktérej modut
cigglosci ©(z) spetnia nieréwnosé¢ o{@) <p(jz)0<e <)

i dlaktérej funkcja sprzezona g (z) jest nieciggia (a nawet

nieograniczomna)?)

Rozpoczniemy od dowodu twierdzenia 1. Funkcja g (z) sprzgzona
z funkcjg f (z) jest dana przez zngny wzdr )

+=
z - 1) — f(x)
9@ = f LRR L
v 2tg = 5
ktéry ma zupelnie oznaczony sens przy uczymionem zatozeniu zbieznodci

calki f o) g‘) dt.

°

Zbadajmy réznice g (x + 3z) — g (z), gdzie Az > 0. Otrzymamy:

oA gE)— o ha i flotin)y, / fle+0-112) dt}

—

fat-tatsn (w—i—t)——f(w)} i
2tg Ar 2tg~2—

+24z

=/+f=A+B

— 24z B

przyczem R oznacza reszte przedziatu (— 7, %) po usunigciu zen przedziatu
(— 2 Az, 2 Az). Oczywiscie:

7y By¢ mote, ze warnnek 2° jest zbedny dla prawdziwosci twierdzenia II.
8)Por. np. Hilb und Riesz loc. cit. str. 1199,
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4 O module ciaglodci sumy szeregu sprzgzonego z szereglem Fouriera.

Az

24z -
— A _
/f(x+2 0=t ao) gy / feth—r(thn),
tg 2tg

2 —2Azx 2
+ f tato—fl) 4
2tg—2

Ax 84r 24x
<f‘°—§’)dz+f1§”—)dt+2f“’+‘)at
—2 Az o < o .
Az Az Az 9) Az
</‘°—,§th+3/mﬂtmdt+4/f’—gldt=é‘ /ii(ﬁdt
[

Obecnie ocenimy | B|:

ff(w+t)—f(x+A$)

R
/_f_@;Mdt
t
. 2tg7

Latwo widzie¢, ze ostatni wyraz po prawej stronie znika wskutek nie-

parzystosci funkji tg % , zatem

=4 <

z

2 4

{'1 1

#Bl< eEE e
2

-+

—24x

e o (|t—Az])
4/W—?Tdt= Rl
tsin sin—
R i 2 2 l . 2Az -

™

2| B|<

A Lecz

= i3

2 Az o (1 — Az) 2
BT foli=an) T o (f)
ST e/(t‘Ax)t< 7z - at.

24= Az

9 Opierimy sig na twierdzenin, ze w (Kt) < Ka (f) dl
< a K catkowitych. Dla &k
‘ do:c;;lnych i dodatnich w (Kf) = (k-}1) @ (£), Potéw. De la Vallée Poussin 1 c.

A. Zygwund 5

zas

. 2Az % ) x

w2, (o(i—az) , =, [e@tsn =, (ee)

B < 4“[ =t %=1 A"”jt-{—mz U< Az =5 dt
—_ 24z

24z

=

skad:

A wiec twierdzenie I mozemy uwazaé za udowodnione, przyczem za C mozna
przyja¢ wartos¢: Max (%5: ,-g—) = -g—

Latwo spostrzec, ze gdy funkcja f (z) (ookresie2 7), catkowalna w sen-
sieLebesgue’a, posiadaw przedziale zamknigtym (a, b) modutciagloscies (),
to funkcja g (x) sprzezona z f (z) posiada w przedziale (a 48,5 — €) mo-
dut ciagtosci o, (8), dany przez wzér (3), tylko 2e obecnie stata ¢ bedzie za-
lezna od e: = C (¢). Dow6d w niczem sig¢ nie rézni od od poprzedniego

 dowodu.

Dowé6d twierdzenia II. OkreSlmy funkcje f(2) przez warnnki
10 ()=p();

(0 <z < -’2‘—) 90 f(x) = 0! 3° f(z) jest linjowa w przedziale (—;—n)

iwreszcie f(—x) =71 (@) (0 <Lz <), Latwo spostrzec, ze naskutek wa-

£

runkow (4) i rozbieznodci catki } i—gl df modut ciagtodei o (8) funkeji £ (z)

w ten sposéb okreslonej spelnia warunek : o) < f@) (0 <z < =). Niech
szereg (2) bedzie szeregiem sprzgzonym z szeregiem Fouriera funkcji f (2).
Wykaze, ze dlaz = 0 bedzie on sumowalny metoda pierwszej $redniej aryt-
metycznej do -+ co, co bgdzie dowodzilo, ze funkcja sprzezona g (%) jest nie-
ciggta dla 2 = 0, a nawet nieograniczona w poblizu tej wartosci.
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6 O module ciagloci sumy szeregu sprzeZonego z szeregiem Fouriera,

Latwy rachunek wykazuje, ze suma czgstkowa S, rzedu n szeregu (2)
dla 2 = 0 ma postaé

L3

_ ¢ (9 ¢
Sn—ﬁIQSlnL[COST—cos(n+ ] ¢
2

0

x
2

=~i—f—f—@7[cos-%- — cos (n-+4) t] dt + 0(1).
QSin? )

L]

A wiec:
—:— 7!
2 0
S»:;f——p‘—( [ cos (n--1) t]dt+ 2[ L@ [cost—l]dt+0(1;
2si -2— ZSm?
j e () [1-cos(n+,)t] dt+ 0(L),
9.sm
ale
w [ Fuy (e
J mn%[l cos (n+1) 1] dt}!Tdt-f-Tms (n+3) ¢ dt

Poniewaz na zasadzie znanych twierdzefi o spélczynnikach Fo uriera

ostatnia catka dazy do zera wraz z —;— , wiec

L

2
. 14 .
lim S”>fﬂf)_ dt4-0(1), przy kazdeme >0, a wigc
n—roo
lim S,=-4o0,t.j. lim S, =+ oco.
n—>co n—> o

*y Piszemy wraz z Landau’em 2ze ¢ (@)=0(¢(x)) ew. ¢(x)==0 ($ (@)) Woto-
czeniu wartoscl x=m; (np. =0, Wy==oo efc) jezeli wartod¢ bezwzgledma stosunku
:((g jest ograniwona, ew. dazy do zera dla & —»m,.
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Zatem cigg liczb S, jest rozbiezny do + oo, a wiec jest réwniez sumowalny
do 4 co metod pierwszej $redniej arytmetycznej, c. b. d. o.
Jako latwy wniosek z twierdzenia I otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie III. Jezeli dla dostatecznie matych &: ()
1 o 1 s .
= 0( S loga‘T .... logg® -6_)(6>0; &y, 8y ,-. o liczhy rzeczywiste, 0<ay<C1),

woéwczas o, () ma tg samgpostac.

Jezeum(a_—_o(iog“«ilog;* -log¥ )(rﬁ<——1),t0 0, (®

=0 ( log"""l 1 log® +

=0{logz' lczl 5‘-1—...log§’=—1~ ,2t0m (81=0 Elog““z'1 logg — .- log¥—+
) gl :

1og:*»;-),i wreszcie jezeli o(3)

Résnmé.

Dans cette note je démontre, en généralisant certains résultats de
M. M. Fatou et Privaloff, le théordme suivant:

Sie (5) est le module de continnité de la fonction [ (z)
de période 2= la fonction g(z) conjuguée & f(z) posséde
le module de continuité

3 =
@ 0 ()< C (f 1?)— dt 48 f i‘ig)- dt) (C-une constante)

Si f () est intégrable L est continue dans T'intervalle fermé (a, D), le module
de continuité w, (8) de la fonction g(x) sur (¢« & —e), e > 0, est donné par
1a méme formule, oit O==C () dépend de e. On déduit aisément de la for-

. 1 o 1

mule que,si pour & (5 > 0) suffisamment petitem () = 0(3% log= E"‘h’gk"ﬁ)
. R . PO S | o1

(0<a, < 1),ilestde mémedew, (8). Sio(@)est 0 (o logs ¥ logs E...logk —3—)

1
resp. 0(Iog —Iog ?. log?—a—) (2, < — 1), @ (B)est

u,—-ll

1 1 -
0(8log“"'l 1ogfg 1 log‘i"—a—) resp,O(log logg_g_,_log;k_a_) .

Evidémment la formule (4) ne donne pas rien dans le cas de divergence de
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8 O module cigglodci sumy szeregu sprzezonego z szeregiem Fouriera.

) . .
l'intégrale‘ f _‘27(75)_ dt. Mais on a le théordme suivant: pour toute fonction

r(@ (0 < 2z < 7) s'annulant pour =0, non décrofssante, vérifiant dans

(0, %) la condition p' (z,) > ' () (0 < &, < @, < 7j et telle que V'infégrale
1

a,

]Og 2z

efc. oll a;, a, sont des constantes positives) on peut construire une fonction

" f(x) de période 2 =, dont le module de continuité w, (5) ne surpasse pas

p@: o)< (0L et pour laquelle la fonction conjugueé
g (x) west pas continue (méme bornée) dans certains points.

f i(—t)—drr divérge (p.ex.on peut'poser n(z)= 1 on p(z) =——-
1 . a; ay
4 : log = logz—g

icm®
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