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0 hypotezach, ktore stuia za podstawe Geometrji,

Przetozyt

S. Dickstein.

Z przypisami Wi Gosiewskiegoy, H. Weberad i ttumacza.

Przeklad polski stawnej rozprawy Riemanna, wygloszonej jako wy-
ktad habilitacyjny 10 czerwca 1854 r. i wydrukowanej juz po $mierci Rie-
manna w tomie 34-m Rozpraw getyngefiskich w roku 1866, zostal ogloszo-
ny w tomie IX Pamietnikéw Towarzystwa nauk Scistych w Paryzun w 1. 1877.
Wielka doniostos¢ tej rozprawy znalazia nowe pigkne i prawie niespodziewane
potwierdzenie w Teorji grawitacji Einsteina. To sklonito nas do przedruku
niedostepnego juz dzisiejszym czytelnikom polskim dawnego naszego prze-
ktadu. Z wyjatkiem drobnych poprawek przeklad ten pozostawiliSmy bez
zmiany. Przedmowe ttumacza wraz z zyciorysem Riemanna i bibljografjg
Gwczesng prac, zwigzanych z rozprawg Riemanna pomingliSmy w ftem no-
wem wydaniu. W przypisach za to umiesciliémy niektére wyjasnienia, nie za-
warte w wydaniu pierwszem a zwigzane z niektéremi nowszemi badaniami
matematycznemi. 8, D.

Prace mat.-fiz. t. XXXIL 10
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Plan badania.

Geometrja, jak wiadomo, przyjmuje jako co$ danego zaréwno pojecie
przestrzeni, jak i pierwsze pojecia podstawowe dla konstrukeyj w przestrzeni
Tych poje¢ daje ona tylko definicje nominalne, przyczem istotne okreélenie;
wystepuja w formie aksjomatéw. Stosunek tych zalozen pozostaje przytem

. w ciemnodci: nie widaé, czy i o ile ich polgczenie jest konieczne, ani a priori,

czy jest mozliwe.
Ciemnosci tej nie zdolali usunaé¢ ani matematycy ani filozofowie, ktérzy

_sig tem zajmowali, poczagwszy od Euklidesa az do Legendre'a, ze tu

ym.ieniq najstawniejszego z nowszych uczonych, ktérzy opracowywali Geo-
metrje. Powdd lezal w tem, ze ogdlne pojecie wielkosci wielokrotnie rozcig-
glych, w kiérem zawierajg si¢ wielkosci przestrzenne, pozostawato zupelnie
nieopracowanem. I dlatego postawilem sobie najprzéd zadanie zbudowania
pojecia wielkosci wielokrotnie rozcigglej z ogélnych pojeé wielkosciowych
Stad wyniknie, ze wielko$¢ wielokrotnie rozciggla nadaje sie do rozmaitych'
st.osunkéw miarowych, Ze wigc przestrzed stanowi tylko przypadek szczegdlny
wxglkos’ci tréjkrotnie rozciaglej. Tego za$ nastepstwem koniecznem jest, ze
twierdzenia Geometrji nie dajg sie wyprowadzi¢ z ogdlnych pojec wielkos’jcio-
v{ych, lecz ze te wiasnosci, kibremi przestrzefi rézni sie od innych potnysleé
sig dajacych tréjkrotnie rozciggtych wielkosci, mogg byé¢ powzigte tylko z do-
$wiadczenia. Powstaje stad zadanie odszukania najprostszych faktéw, z kté-
.rych wyznaczy¢ sig dajg stosunki miarowe przestrzeni,— zadanie ktéré wedle
1sFoty rzeczy nie jest jeszcze zupelnie oznaczone, albowiem r;xozna podac
W{ele ukladow faktéw prostych, wystarczajacych do wyznaczenia stosunkéw
mlziu'owych przestrzeni; najwazniejszym dla teraZniejszego celu jest iktad
wzigty za podstawe przez Enklidesa. Fakty te, tak jak wszystkie fakty, nié
sg kpn.leczne, a majg tylko pewno$¢ empiryczna, sg hypotezami; mozna ’tedy
bad‘aé ich prawdopodobiefistwo, ktére wprawdzie wewnatrz granic spostrze-
iremp. jest bardzo wielkie, i wnioskowac o mozliwosci rozciagnienia ich poza
granice spostrzeZenia, zaréwno w strong niezmierzonej wielkosci, jako tez
w strong niezmierzonej matosci. ’

I. Pojgcie n-krotnie rozciaglej wielkosci.

'szystqujqc do rozwigzania pierwszego z tych zadaf, mianowicie do
rozwinigcia pojecia wielkodci wielokrotnie rozcigglej, mniemam, ze liczy¢ moge
na wizgledno$é sadu, poniewaz mato jestem wyctwiczony w prac‘ach tegarodza-
ju natury iilgzoficznej, gdzie trudnodci spoczywajg bardziej w pojeciach niz
w konstrukeji, i ze nie moglem korzysta¢ z zadnych prac poprzednich, précz
kl}ku bardzo krétkich wskazan, ktére o tym przedmiocie dat p. tajn;( radca
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dworu Gauss w drugiej rozprawie o resztach bikwadratowych, ogloszonej
w ,Wiadomos$ciach naukowych Getyngefskich® i w swojej pracy jubileu-
szowej, oraz z niektérych badan filozoficznych Herbarta.

B

1.

Pojecia wielkosciowe sg mozliwe tylko tam, gdzie przedtem znajduje
sie pojecie ogdlne, pozwalajace na rozmaite sposoby wyznaczania. Wedle te-
go, czy pomigdzy temi sposobami wyznaczania ma miejsce przejscie ciagte
od jednego do drugiego, czy tez nie, tworza one rozmaitosc ciggla albo prze-
rywang; pojedyficze sposoby wyznaczania nazywajg sie w pierwszym przy-
padkn punktami, w drugim elementami tej rozmaitosci. Pojecia, ktérych spo-
soby wyznaczania tworzg rozmaito$¢ przerywang, spotykaijq sig tak czesto, ze
dla dowolnie danych przedmiotéw, przynajmniej w jezykach wyksztalceriszych,
daje sig zawsze odnale$¢ pojecie, w ktérem one sg zawarte (i matematycy mo-
gli bez wahania w nauce o wietkosciach przerywanych wziaé za punkt wyjscia
zadanie, aby przedmioty dane uwazane byly za jednogatunkowe); przeciwnie
za$ sposobnosé do tworzenia pojeé, ktérych sposoby wyznaczania tworzg 10z-
maitos¢ ciagla, jest w zyciu powszedniem tak rzadka, ze miejsca przedmiotéw
zmystowych i barwy s jedynemi pojeciami prostemi, ktérych sposoby wy-
znaczania tworza rozmaitosé wielokrotnie rozciagta. Czestszg sposohnosé do
tworzefiia i rozwijania tych poje¢ znajdujemy dopiero w Matematyce wyzszej.

Okreslone czesci rozmaitoéci, wyréznione cechg lub granica, nazywaja sig
wielosciami (quanta). Poréwnanie ich co do ilosci odbywa sig dla wielkosci
przerywanych przez liczenie, dla ciagtych przez mierzenie. Mierzenie polega
na nakladywaniu na siebie poréwnywanych wielkosci; do mierzenia wigc po-
trzeba $rodka, za pomoca ktérego moznaby jedne wielkos¢ przenosic¢ jako
miare na inna. W braku takiego $rodka mozna dwie wielkosci poréwnaé tyl-
ko, gdy jedna jest czgScig drugiej, i wtedy mozna tylko rozstrzygnag, o ile jed-

. na jest wigksza lub mniejsza, nie za$ ile razy jest wigksza od drugiej. Bada-

nia, ktére daje sie w tym przypadku nad niemi przeprowadzi¢, tworzg ogolna,
niezalezng od wyznaczeri miarowych, cze$¢ nauki o wielkosciach, gdzie wielko-
§ci uwazajg sie za istniejace nie niezaleznie od pofozenia i nie jako wyrazalne
przez jednostke, lecz jako dziedziny w jednej rozmaitosci. Takie badania staty
sie potrzebg dla wielu czesci Matematyki, mianowicie dla badania wielowarto-
$ciowych funkcyj analitycznych, i brak tychze jest gtéwna przyczyna, dla kt6-
rej stawne twierdzenie Abela oraz prace Lagrange’a, Pfaifa, Jaco-
bie'go tak dlugo byly bezptodne dla ogélnej teorji réwnan rézniczkowych,
Dla terazniejszego celu wystarcza z tej ogllnej czesci nauki o wietkosciach
rozciagtych, gdzie nic wiecej nie zakfada sig nad to, co jest zawarte w samem
ich pojeciu, podnies¢é dwa punkty, z ktérych pierwszy dotyczy tworzenia po-
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jecia rozmaitosci wielokrotnie rozciagtej, drugi za$§ sprowadzania wyznaczes
miejsca w danej rozmaitodci do wyznaczeri ilosciowych, co wyjasni istotny
charakter rozcigglosci n-krotnej.

2.

_ Jezeli przy pojeciu, ktérego sposoby wyznaczania tworza rozmaito$é
ciagla, przechodzi¢ bedziemy od jednego sposobu wyznaczania do drugiego
v sposéb okres’lony,_ to przebiezone sposoby wyznaczania tworzg rozmaitogé
]ednf)krotnie rozciggly, ktorej istotng cechg jest to, ze w niej z jednego pun-
ktu jest mozliwe posuwanie sig ciagte tylko w dwie strony: naprzéd albo
?vtyl. Jezeli pomyslimy, ze ta rozmaitos¢ przechodzi w inng zupetnie réing
ito sposobem zupetnie okreslonym, t. j. tak ze kazdy punkt jednej przechodzi
w okreslony punkt drugiej, to wszystkie tak otrzymane sposoby wyznaczania
tworzq_ rozmaito$¢ dwukrotnie rozciggty. W podobny sposéb otrzymujemy
rozn}axtos’c' trojkrotnie rozciagly, jezeli przedstawimy sobie, ze dwukrotnie
ro‘zcx‘qg}a‘ przechodzi w sposéb okreslony w inng catkowicie rézng, i tatwo
wxdz.:eé,‘ jak t? k(?nstrukch, w dalszym ciggu prowadzi¢ mozna. Jeieliz zamiast
uwazama pojecia za wyznaczalne, uwaza¢ bedziemy przedmiot jego jako
zmienny, to konstrukcje te nazwaé bedzie mozna skiadaniem zmiennosci
(n—}—l‘)-wymiarowej ze zmiennosci n-wymiarowe] i ze zmiennosci jednowymia-
rowej. .

3.

) Pokaze ter?z, jak odwrotnie mozna rozlozy¢ zmienno$é, ktérej dziedzina
jest f%an?, na zmiennos§¢ o jednym wymiarze i na zmienno$é o mniejszej liczbie
wymiar6w. ‘W tym celu pomy$imy sobie zmienny odcinek rozmaitosci jedno-
wyn.n.arowe],‘ liczony od pewnego statego punktu poczqtkowégo tak, ze war-
todci jego daja sig wzajemnie poréwnaé, ktéry to odcinek ma dla'kazdevo
punktu’ dar‘lej rozmaitosci warto§¢ oznaczona, zmieniajgcy sie¢ wraz z n;’m
w spo‘sob. ciagly; albo innemi stowy, przyjmijmy wewnatrz danej rozmaitosci
fu.nkc;q cx'aglq miejsca, mianowicie takg funkcje. ktéra wzdtuz pewnej czeSci
tej rozmaitosci nie jest stata. Kazdy uktad punkiéw, w ktérych fuﬁkcja ma
wartosc stata, tworzy wtedy rozmaito$¢ o mniejszej liczbie wymiaréw niz da-
na. Te rozmaitosci przy zmianie funkcji przechodza jedna w diuga w spos6b

icm®

ciagly; mozna wiec bedzie przyja¢, ze z jednej z nich powstaja pozostate, co, -

ogélnie méwige, -tak odbywac sie moze, ze kazdy punkt jednej przechodzi
w oznaczony punkt innej; przypadki wyjatkowe, ktérych badanie jest wazne
moga.tu.p.ozostac' nierozwazonemi. Przez to wyznaczenie miejsca w demeZ
rO?IfIalfOSCl sProwadzi si¢ do wyznaczenia wielkosciowego i do wyznaczenizjl
miejsca w mniejkrotnie rozciaglej rozmaitosci. Otéz tatwo pokazad, ze ta roz-
maito$¢ ma n— 1 wymiaréw, jezeli dana jest m-krotnie rozciqé}a. Przez
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n-krotne tedy powtérzenie tego postgpowania wyznaczenie miejsca W n-krot-
nie rozcigglej rozmaitosci sprowadza sig do n wyznaczefi wielko$ciowych,
a wiec wyznaczenie miejsca w danej rozmaitosci, gdy ono jest mozliwe, do
skoriczonej liczby wyznaczefi ilosciowych. Istniejg wszakze rozmaitosci,
w ktérych wyznaczanie miejsca wymaga juz nie, jak wyzej, skoriczonej liczby,
lecz albo nieskoficzonego szeregu, albo tez ciagle] rozmaitoéci wyznaczen
wielkosciowych. Takie rozmaitosci tworzq np. mozliwe wyznaczenia funkcji
dla danej dziedziny, mozliwe ksztalty figury przestrzennej i t. d.

II. Stosunki miarowe, wlasciwe rozmaitosci n-wymiarowej,
w zalozeniu, ze linje posiadaja dlugoéé niezaleznie od
polozenia, ze wiec kazda linja daje sig¢ mierzyé kazda.

Po ustanowienin pojecia n-krotnie rozciaglej rozmaitosci i znalezieniu
jej istotnego charakteru, polegajacego na tem, ze wyznaczenie miejsca w tej
rozmaitosci daje’sig sprowadzi¢ do n wyznaczeni wielkosciowych, przystgpu-
jemy do drugiego z wyzej postawionych zadafi, a mianowicie do badania sto-
sunkéw miarowych, do kiérych nadaje sig taka rozmaitosc, oraz warunkéw,
wystarczajgcych do wyznaczenia tych stosunkéw miarowych. Te stosunki
.miarowe dajg tylko sig bada¢ przy pomocy oderwanych pojec¢ wielko$ciowych
i przedstawi¢ w zwigzku tylko przez wzory; przy pewnych zatoZeniach mozna
je atoli rozozy¢ na stosunki, ktére, pojedyiiczo wzigte, nadajg sie do przedsta-
wienia geometrycznego, przez co staje si¢ rzeczg mozliwg wyniki rachunku
wyrazi¢ geometrycznie. Dla zyskania przeto statej podstawy, nie bedzie mozna
wprawdzie unikng¢ oderwanego badania przy pomocy wzoréw, lecz wyniki
tego badania dadza sie przedstawic w szacie geometryczuej. Podstawy do obu
rzeczy znajdujq si¢ w slawnej rozprawie pana tajnego radcy dworu Gaussa
o powierzchniach krzywych.

1.

Wyznaczenia miarowe wymagajg niezaleznosci wielkosci od miejsca,
ki6re moze zachodzi¢ w wieloraki spos6b; najprzéd nasuwajace sig przypusz-
czenie, kidrego trzymaé sig bede, jest to, Ze diugos¢ linij jest niezalezna od
polozenia, ze wiec kazda linja daje si¢ mierzy¢ kazda. Jezeli wyznaczenie
miejsca sprowadzimy do wyznaczen wielkosciowych, t.]. jezeli potozenie pun-
kiu w danej n-krotnie rozcigglej rozmaitosci wyrazimy zapomoca n wielko-
$ci zmiennych 7, x,, x; i tak dalej do @, to wyznaczenie linji wychodzi
na to, ze wielkosci # sa dane jako funkcje jednej zmiennej. Zadanie wtedy
jest: utworzy¢ wyrazenie matematyczne na dtugosé linji, do ktérego to celu
wielkosci  nalezy uwazaé za wyrazalne w jednostkach. Bedg traktowal to za-
danie tylko pod pewnemi ograniczeniami i ograniczam sie najprzéd do takich
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linij, w ktérych stosunki pomiedzy wielkosciami dz, t. j. odpowiedniemi
przyrostami wielkosci @, zmieniajg sig¢ W spos6b - ciggly. Mozna pomysle¢
sobie te linje podzielone na elementy, wewnatrz ktorych stosunki wielkosci
dz moga by¢ uwazane za stale, i zadanie sprowadza si¢ do tego, by dla kaz-
dego punktu znale$¢ ogélne wyrazenie na wychodzgey z niego element linij-
ny ds, ktére to wyrazenie zawiera¢ bedzie wielkosei o 1 wielkosci dx.
Przyjmuje powtdre, ze, jezeli odwrocimy uwagg od wielkosci drugiego rzedu,
d!}lgo§é elementu pozostaje niezmieniona, gdy wszystkie jego punkty doznaja
tej samej nieskoficzenie matej zmiany miejsca, w czem zawiera sig ito, ze gdy
wszystkie wielkosci d= rosng, w tym samym stosunku, to i element linijny
w tym samym stosunku si¢ zmienia. Przy takich przyjeciach element linijny
mo’ie by¢ dowolng funkcjg jednorodna stopnia pierwszego wielkosci dx,
ktéra pozostaje niezmieniona, gdy wszystkie wielkosci d zmieniajg swoj
Zl’lak., i w ktorej stale dowolne sa funkcjami ciggtemi wielkosci @. Dla znale-
zienia przypadkéw najprostszych, szukam najprzéd wyrazenia na 7 --1-krot-
nie tozciggle rozmaitosci, réwnooddalone od poczatku elementu linijnego
t.j. sz1'1kam takiej funkcji miejsca, kt6ra te rozmaitodci od siebie odrézr?iai
Funkeja ta od punktu poczatkowego bedzie na wszystkie strony albo rosta
albo I.n:a.lala; przyjmuje, Ze na wszystkie strony rosnie, Ze wigc w tym punkcie
ma minimum. Gdy wigc jej pierwsza i druga pochodna sg skoficzone, jej r6z-
m_czka rzedu pierwszego musi znikaé, rézniczka za$ 1zedu drugiego nie po-
winna byc"nigdy ujemna; przyjmuje, ze zawsze pozostaje dodatnig. To wyra-
Zenie réi'mczkowe drugiego rzedu pozostaje wtedy statem, jezeli d# pozostaje
stai.em‘, i r9énie w stosunku kwadratowym, gdy wietkoSci dx, a wiec i ds
zmlf,ma]q si¢ wszystkie w tym samym stosunku; réwna sig przeto const. dsg’
a wiec Ads réwna si¢ pierwiastkowi kwadratowemu z zawsze dodatniej funkcj{
catkowitej jednorodnej stopnia drugiego wielkosci 2 o spélczynnikach, ktére
sa funkcjami cigglemi wielkosci x. Dla przestrzeni, jezeli poloienié pun-
ktow' wyrazimy w spétrzednych prostokgtnych, bedzie s=VI(dz)% prze-
strzen tedy jest zawarta w tym przypadku najprostszym. Nastgpny prosty
pr_zypa_dek obejmowalby rozmaitosci, ktérych element linijny wyraza sig pier-
wxastktem czwartego stopnia z wyrazenia rézniczkowego stopnia czwartego.
Badanie tego og6lniejszego gatunku nie wymagatoby wprawdzie istotnie no-
wych zasad, ale pochiongloby sporo czasu i stosunkowo rzuciloby nie wiele
nowegtc? s'wiaﬂa na nauke o przestrzeni, chocby dlatego, ze wyniki nie dajg sig
wyrazi¢ ‘igeometrycznie; ograniczam sig przeto do rozmaitodci, ktérych ele-
ment linijny wyraza sig pierwiastkiem kwadratowym z wyraier;ia rézniczko-
wego stopnia drugiego. Mozna takie wyrazenie przeksztalci¢ na inne podob-
ne, ktadgc za n zmiennych niezaleznych funkcje n nowych niezaleznych
zmiennych. Na tej Qrodze' nie bedzie mozna jednak kazdego wyrazenia pryze-
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ksztalcaé na kazde, albowiem to wyraZenie zawiera 7.5 spéiczynnikéw,

ktére sg funkcjami dowolnemi zmiennych niezaleznych; przez wprowadzenie
nowych zmiennych uczyni sig zado$¢ tylko n zwigzkom, bedzie wigc mozna
tylko n spélezynnikow uczynié réwnemi wielkosciom danym. Pozostale
spotezynniki w liczbie 7. ?":51_
majacej sie przedstawic rozmaitosci,

rowych tejze potrzeba n_ﬁg ! funkcyj miejsca. Rozmaitosci, w ktérych, tak

! sg juz zupelnie wyznaczone przez naturg

a wiec dla wyznaczenia stosunk6éw mia-

jak na ptaszczyznie i w przestrzeni, element linijny daje sig sprowadzi¢ do
formy V¥ da?, tworza tylko szczegdlny przypadek badanych tu rozmaitosci,
zastugujg one na oddzielng nazwg i z tego powodu nazywaé bede plaskiemi
te rozmaitodci, w ktérych kwadrat elementu linijnego sprowadzi€ sig daje do
sumy kwadratéw rézniczek zupetnych. Aby méc przejrze¢ wszystkie istotnie
réne rozmaitodci, zawarte w zalozonej formie, jest konieczne usunigcie 162-
nic pochodzacych ze sposobu przedstawienia, co da sie osiagngC przez wy-
bér wielkosci zmiennych wedtug pewnej zasady.

2.

W tym celu pomyslmy zbudowany uklad linij najkrétszych, wychodzg-
cych z pewnego dowolnego punktu; potozenie punktu nieoznaczonego da sig
wtedy wyznaczyC przez kierunek poczatkowy linji najkrétszej, na ktérej on
lezy, i przez jego odleglos¢ na tej linji od punktu poczatkowego; bedzie moz-
na zatem wyrazi¢ je przez stosunki wielkosci da®, t. . wielko§ci dxz w po-
czatku tej linji najkrotszej i przez dtugosé s tej linji. Wprowadzmy zamiast
dz® takie z nich utworzone wyrazenia linjowe dz, by warto§¢ poczatkowa
kwadratu elementu linijnego rownata sig sumie kwadratéw tych wyrazes, tak
e zmiennemi niezaleznemi sa: wielkos¢ s i stosunki wielkosci da. Potézmy
teraz w miejsce dax takie proporcjonalne do nich wielkodcl %, Tyy- -y Tny
by suma kwadrat6w réwnata sie s2. Jezeli wprowadzimy te wielkosci, to dla
nieskoficzenie matych wartosci z kwadrat elementu linijnego bedzie réwny
S dx?, wyraz rzgdu nastgpnego w nim bedzie réwny wyrazeniu jednorodnemu

Bl ielkosci (i, Ay — @ dy), (@ ity — T3dy), -+

stopnia drugiego 7
a wiec ilosci nieskoficzenie male] czwartego wymiaru, tak ze otrzymamy
wielkos¢ skofczong, gdy podzielimy ja przez kwadrat nieskoficzenie ma-
tego trojkata, w kiorego wierzcholkach wartosci zmiennych sa: (0, 0, 0,...)
(g, Ty, By, o) (@4, dx,, dzy,..). Ta wielkogé zachowuje tg samg war-
tosé, dopoki z i da sq zawarte W tych samych dwéjkowych formach linjo-
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wych, albo dopéki obie linje najkrétsze od wartoci 0 do wartosci z iod
wartodci 0 do warto$ci dz pozostaja na tym samym elemencie powierzchnio-
wym, zalezy wiec od miejsca i od kierunku tegoz elementu. Jest ona oczy-
wiscie réwna zeru, gdy przedstawiona rozmaito$¢ jest ptaska, t. . gdy kwa-
drat elementu linijnego daje sig sprowadzi¢ do £da?, moze by¢ zatem uwa-
zana jako miara odchylenia rozmaitodci od plaskodci w tym kierunku powierz-

chniowym. Pomnozona przez vy staje sig¢ ona réwng wielkosci, kiérg

p. radca tajny dworn Gauss nazwal miarg kizywizny powierzchni. Wyzej
znaleZliSmy, ze dla wyznaczenia stosunkéw miarowych n-krotnie rozciaglej
rozmaitoci, dajacej sig przedstawi¢ w zalozonej formie, potrzeba n n%-l
funkcyj miejsca; gdy wiec dana bedzie miara krzywizny w kazdym punkcie
2
sunki miarowe rozmaitodci, o ile tylko pomiedzy temi wartosciami nie zacho-
dzg zwigzki tozsamo§ciowe, co, w rzeczy samej, ogélnie méwigc, nie ma miej-
sca. Stosunki miarowe tych rozmaitosci, w ktérych element linijny wyraza sig
pierwiasﬁkiem kwadratowym z-wyrazenia rézniczkowego drugiego stopnia,
daje si¢ tedy wyrazi¢ w sposéb zupelnie niezalezny od wyboru wielkosci
zmiennych. Catkowicie podobna droga daje sie zastosowac¢ w tym celu i w tych
rozmaito$ciach, w kiérych element linijny wyraza si¢ w spos6b mniej prosty;
np. pierwiastkiem czwartego stopnia z wyrazenia rézniczkowego stopnia czwar-
tego. Element linijny wtedy, ogélnie méwige, nie dalby sig juz sprowadzi¢ do
fom_xy pierwiastka kwadratowego z sumy kwadratéw wyrazed r6zniczkowych,
a wige w wyrazeniu na kwadrat elementu linijnego odchylenie od ptaskosci
byloby iloscig nieskoficzenie matg drugiego wymiaru, gdy tymczasem w tam-
tych jest nieskoriczenie matq czwartego wymiaru. Ta wiasciwosé tych ostat-
nich rozmaitosci moze by¢ nazwana ptaskoscia w czedciach najmniejszych.
Dla terazniejszego celir najwazniejszg wasciwosciq tych rozmaitosci, dla kt6-
rej one tu s badane, jest to, ze stosunki dwukrotnie rozciagtych rozmaitosci
dajg si¢ przedstawi¢ geometrycznie przez powierzchnie, a stosunki wielokrot-
nie rozcigglych sprowadzi¢ do powierzchni w nich zawartych, co jeszcze wy-
maga krétkiego wyjadnienia.

n
wn

kierunkach powierzchniowych, to stgd wyznaczy¢ sig¢ dadza sto-

3.

W sposobie ujmowania powierzchni obok wewnetrznych stosunkéw mia-
rov.vych, przy ktérych zwraca sig tylko uwage na dtugos¢ drég na nich, wystg-
puje zawsze i ich polozenie wzgledem punktéw zewnatrz nich lezgcych. Lecz
n{oina‘oderwaé uwage od stosunkéw zewnetrznych, przedsiebiorae tylko ta-
kie zmiany z niemi, przy ktérych dlugosé linij pozostaje w nich niezmienna,

9) O hypotezach, ktére stuzg za podstawe Geometrji. <1231

t. j. wyobrazajac je sobie dowolnie zginanemi bez rozciagniecia i uwazajgc
wszystkie w ten spos6b jedne z drugiej powstajace powierzchnie za jednorodne.
Np. jakiekolwiek powierzchnie walcowe lub stozkowe sq jednorodne z plasz-
czyzna, dlatego ze daja sig ntworzyC przez proste zgiecie plaszczyzny, przy-
czem stosunki miarowe wewnetrzne i wszystkie o nich twierdzenia, a wige cala
Planimetrja zachowujg swa moc; przeciwnie réznig sig one istotnie od kuli,
ktéra bez rozciagniecia nie daje sig przeksztatci¢ na plaszczyzng. Wedtug ba-
dania poprzedzajgcego, wewngtrzne stosunki miarowe dwukrotnie rozciaglej
wielkosci, gdy element linijny daje si¢ wyrazi¢ pierwiastkiem kwadratowym
z wyrazenia rézniczkowego drugiego stopnia, jak to ma miejsce dla powierz-
chni, charakteryzuje sie przez miarg krzywizny. Wielkos¢ ta dla powierzchni
daje si¢ unaoczni¢, gdyz jest iloczynem dwdch krzywizn powierzchni w tym
punkcie, albo tez w ten sposéb, ze iloczyn tychze przez tréjkat nieskoficzenie
maly, utworzony z linij najkrétszych, réwna sie przewyzce sumy jego katow
nad dwa katy proste w czedciach promienia. Pierwsza definicja zaklada twier-
dzenie, ze iloczyn obu promieni krzywizny przy prostem zginaniu powierz-
chni pozostaje bez zmiany, — druga, ze w tem samem miejscu przewyzka su-
my katéw nieskoficzenie malego tr6jkata nad dwa katy proste jest proporcjo-
nalna do jego pola. Aby unaoczni¢ znaczenie krzywizny rozmaitosci n-krot-
nie rozciaglej w danym punkcie i w danym kierunku powierzchniowym prze-
zen przechodzacym, trzeba wyjs¢ z tego, ze linja najkrotsza, wychodzaca
zdanego punktuy, jest zupeinie wyznaczona, gdy dany jest jej kierunek poczat-
kowy. W ten sposéb otrzymamy oznaczong powierzchnie, gdy wszystkie kie-
runki poczatkowe, wychodzace z danego punktu i lezace na danym elemencie
powierzchniowym, przedtuzymy na linje najkrdtsze, i powierzchnia ta w da-
nym punkcie ma oznaczong miarg krzywizny, ktéra zarazem jest miarg krzy-
wizny n-krotnie rozciaglej rozmaitosci w danym punkcie i w danym kierunku
powierzchniowym. )

4.

Zanim poczynimy zastosowanie do przestrzeni, musimy poda¢ kilka
uwag o rozmaitosciach plaskich w ogélnosci, t.j. o tych, w ktérych kwadrat
elementu linijnego wyraza sig suma kwadratéw r6zniczek zupetnych.

W ptaskiej n-krotnie rozciaglej rozmaitosci miara krzywizny w kazdym
punkcie i w kazdym kierunku jest zerem; do wyznaczenia atoli stosunkéw
miarowych do$é wiedzie¢, jak to z poprzedzajacego badania wynika, Ze ta

. —1.. . R
miara w kazdym punkcie w n.ig - kierunkach powierzchniowych, ktérych

miary krzywiznowe sg od siebie niezalezne, jest zerem. Rozmaitosci, dia kto-

rych miara krzywizny jest wszedzie réwna zeru, mozna uwazac za saczegblny

przypadek rozmaitosci, kidrych miara krzywizny jest wszedzie stala. Wsp6lmy
Prace mat.-fiz. t. XXXIL 10*
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charakter rozmaitosci, ktérych miara krzywizny jest stala, daje sie jeszcze tak
wyrazié, ze w nich figury mogg sig porusza¢ bez rozciggania. Oczywiscie bo-
wiem figury w nich nie moglyby si¢ dowolnie porusza¢ i obraca¢, gdyby mia-
ra krzywizny w kazdym punkcie we wszystkich kierunkach nie byta jednaita
sama. Zdrugi.j strony stosunki miarowe rozmaitoéci sg zupetnie wyznaczone
przez miare krzywizny, a wigc w okoto jednego punktu we wszystkich kierun-
kach stosunki miarowe sg takie same jak w okofo innego punktu, a zatem,
z jednego punktu poczynajac, mozna wykonywac te same konstrukcje, co
i z innego; w rozmaitosciach zatem o stalej mierze krzywiznowej figurom da-
waé mozna potozenie dowolne. :

Stosunki miarowe tych rozmaitosci zalezq tylko od wartosci miary kizy-
wiznowej, a co sie tyczy przedstawienia analitycznego, to zauwazymy, ze gdy
te warto§¢é oznaczymy przez a, elementowi linijnemu mozna da¢ forme nastg-
pujaca; :

Lo V¥
-4

Y, ;2
e il
4

4
i

5.

Do wyjasnienia geometrycznego moze stuzy¢ rozwazanie powierzchni
o.statej mierze krzywizny. Latwo widzie¢, Ze powierzchnie, ktérych krzywizna
jest dodatnia, dadza sig zawsze nawing¢ na kulg, ktdrej promien réwna sig
jednosci podzielonej przez pierwiastek kwadratowy z miary krzywizny; lecz
. aby przejrze¢ caly rozmaito$¢ tych powierzchni, dajemy jednej z nich ksztalt
kuli, pozostalym za$ ksztalt powierzchni obrotowych, ktére dotykajg kuli
wzdtuz réwnika. Powierzchnie o wigkszej mierze krzywiznowej niz ta kula
beda dotykaly kuli od wewngtrz i przyjmg posta taka, jakg ma czgs¢ ze-
waetrzna powierzchni pierscienia odwrécona od osi; datyby sig one nawingé
na pasy kul o mniejszym promieniu, ale wigcej niz raz jeden. Powierzchnie
o mniejszej dpdatniej krzywiinie otrzymamy, gdy z powierzchni kulisty¢h
o0 wigkszym prpmieniu wytniemy kawatek ograniczony dwoma pdlokregami
ko6t wielkich i :gqczymy linje przecigcia. Powierzchnia o krzywiZnie zero bg-
dzie powierzchpia walcowa, stojgca na réwniku; powierzchnie z krzywizng
ujemng bedg datykaty tego walca od zewnatrz i beda uformowane jak czgsc
powierzchni pierScienia, zwrécona ku osi, Jezeli pomyslimy te powierzchnie
jako miejsce dla poruszajacych si¢ na nich czesci powierzchniowych, w ten
spos6b, w jaki przestrzen jest miejscem dla cial, to na wszystkich tych po-
wierzchniach czg$ei powierzchniowe bedg poruszaly sie bez rozciggnigcia.
Pov.:it‘zrzchrfie z krzywizng dodatnig dajg sie zawsze tak uformowac, by w nich
czgdci powierzchniowe mogly sig porusza¢ dowolnie i bez zgigcia, a mianowi-
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cie w powierzchnie kuliste, powierzchnie za$ z ujemng kizywizng — nie.
Oprécz niezaleznosci czgsci powierzchniowych od miejsca w powierzchniach
2 miarg krzywiznowa réwna zers, zachodzi takze niezalezno$é kierunku od
miejsca, nie zachodzaca przy innych powierzchniach.

M. Zastosowanie do przestrzeni.

1.

_ Po tych badaniach i wyznaczeniu stosunkéw miarowych n krotnie roz-
cigglej wielkosci, mozna juz podac warunki dostateczne i konieczne do wy-
znaczenia stosunkéw miarowych przestrzeni, gdy zatozymy niezalezno$¢ linij
od polozenia, oraz ze element linijny wyraza sig pierwiastkiem kwadratowym
z wyrazenia rézniczkowego drugiego stopnia, t.j. gdy zatozymy ptasko$c
w czesciach najmniejszych.

Stosunki te daja si¢ po pierwsze w ten spos6b wyrazié, ze krzywizna w kaz-
dym punkcie w trzech kierunkach powierzchniowych jest zerem, a stad sto-
sunki miarowe przestrzeni sg oznaczone, gdy suma katéw w tréjkacie jest
réwna dwém katom prostym.

Jezeli zatozymy, po drugie, wraz z Euklidesem istnienie niezalezne
od polozenia nietylko linij ale i cial, to wyniknie stad, ze miara krzywizny
jest wszedzie stala i wtedy we wszystkich tréjkatach suma katéw jest ozna-
czona, jezeli jest oznaczona w jednym trojkacie.

Na koniec moznaby, po trzecie, zamiast przyjecia niezaleznosci diugosci
linij od miejsca i kierunku, przyjac niezalezno§¢ ich dugosci i kierunku od
miejsca. Przy takiem uwazaniu zmiany miejsca albo r6znosci miejsca sg wiel-
kogciami zespolonemi wyrazalnemi w trzech niezaleznych jednosciach.

2,

W ciggu dotychczasowych rozwazai oddzielalismy stosunki rozciggto-
sciowe albo dziedzinowe od stosunkéw miarowych, i znalezliSmy, Ze przy tych
samych stosunkach rozciaglosciowych mozna pomysle¢ rozmaite stosunki
miarowe; nastgpnie szukalismy uktadéw najprostszych wyznaczen miarowych,
okreglajacych catkowicie stosunki miarowe przestrzeni, ktérych to wyznaczen
wszystkie twierdzenia o stosunkach miarowych s3 koniecznem nastgpstwem.
Pozostaje jeszcze wyjasni¢ pytanie, jak, w jakim stopniu i w jakim zakresie
doswiadczenie stwierdza te zatozenia. Pod tym wzgledem zachodzi istotna
réznica miedzy stosunkami rozcigglosciowemi a stosunkami miarowemi; albo-
wiem przy pierwszych, gdzie mozliwe przypadki stanowig rozmaitos¢ przery-
wana, wypowiedzi do§wiadczenia nie sg wprawdzie nigdy zupeinie pewne, ale
nie s niedoktadne, gdy tymczasem przy ostatnich, gdzie mozliwe przypadki
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tworzg rozmaito$c ciagla, kazde wyznaczenie z doSwiadczenia pozostaje za-
wsze niedokladnem,'jakkolwiek wielkie by¢ moze prawdopodobienstwo, ze
ono jest prawie pewne. Ta okoliczno$¢ jest wazna przy rozciggnieciu tych
wyznaczen empirycznych poza granice spostrzezefi w niezmierzalng wielkogé
i niezmierzalng malos¢, albowiem te stosunki miarowe mogg rzeczywiscie
poza granicami spostrzezeni stawaé si¢. ciggle niedokiadniejszemi, stosunki
za$ rozciaglosciowe — nie.

Przy rozciagnigein konstrukcyj przestrzennych w niezmierzalng wiel-
ko3¢, nalezy odrézni¢ nieograniczonodé od nieskoficzonosci. Pierwsza nalezy
do stosunkéw rozcigglosciowych, druga do miarowych. Ze przestrzefi jest
nieograniczong tréjkrotnie rozciagla rozmaitoscia, jest to zatozenie, ktére sto-
sujemy przy kazdem pojmowaniu Swiata zewngtrznego, w ktérem w kazdej
chwili dopetniamy dziedziny rzeczywistych poczué i budujemy mozliwe miej-
sca szukanego przedmiotu, tak ze to zatozenie przy tych zastosowaniach cig-
gle sig stwierdza. Nieograniczono$¢ przestrzeni posiada zatem wigksza pew-
nos§¢ empiryczng, anizeli jakiekolwiek do$wiadczenie. Stad jednak nie wynika
bynajmniej nieskoficzono$¢; przeciwnie, przestrzen, gdy w niej zatozymy nie-
zalezno$¢ ciat od miejsca, t. j. gdy jej przypiszemy stalg miarg krzywizny, by-
taby koniecznie skoriczona, jezeliby ta miara miala jakakolwiek wartosé do-
datnig.  Gdybysmy wtedy kierunki poczgtkowe, lezqce na elemencie powierz-
chnjowym, przediuzyli na linje najkrétsze, otrzymalibysmy powierzchnie nie-
ograniczong o stalej dodatniej mierze krzywizny, a wigc powierzchnie, ktdra
w rozmaitosci plaskiej przyjetaby ksztalt powierzchni kulistej, ktéra zatem
jest skonczona.

3.

Pytania o wielkosci niezmierzalnej s dla wyjasnienia natury pytaniami
préznemi. Inaczej rzecz sie ma z pytaniami o niezmierzalnej matosci. Na do-
ktadnosci, z -ktéra przenikamy zjawiska w nieskoficzonej matosci, polega
istotne poznanie ich zwiazku przyczynowego. Postepy ostatnich stuleci w po-
znaniu Mechaniki przyrody sg prawie catkowicie uwarunkowane doktadnoscig
konstrukeji, kidra stala si¢ mozliwg przez wynalezienie Analizy nieskoriczo-
nostkowej i przy pomocy prostych pojeé zasadniczych odkrytych przez Ar-
chimedesa, Galileusza i Newtona, ktéremi postuguje sig terazniejsza
Fizyka. W naukach przyrodniczych za$, gdzie dotad brak prostych pojec¢ za-
sadniczych do takich konstrukeyj, bada sie zjawiska .dla poznania zwigzku
przyczynowego az do przestrzennej matosci tak daleko, jak pozwala na to mi-
kroskop. Pytania o stosunkach miarowych przestrzeni w niezmierzalnej ma-
fosci nie nalezg zatem do pytan préznych. -

Jezeli zatozymy, ze ciala istniejq niezaleznie od miejsca,” to miara krzy-
wizny jest wszedzie stala i z pomiaréw astronomicznych wynika, ze nie moze
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byé rézna od zera; w kazdym razie jej wartos¢ odwrotna musiataby by¢ po-
wierzchnig, w poréwnaniu z ktérg znika dziedzina df)st.e;pn_a naszym telesko-
pom. Lecz jezeli taka niezalezno$c ciat od miejsca nie 1stn1e]_e, to ze 'stosgn-
kow miarowych w skoriczonosci (im. Grossen) nie mozna wmqskowac 0 Tuch
w nieskoficzonej matodci; moze wtedy w kazdym punkcie miara krzyw1zn.y
w trzech kierunkach mie¢ wartoé¢ dowolna, jezeli tylko cafa krzywx%na w kaz-
dej, wymierzy¢ sig dajacej, czesci przestrzeni, nie rézni §i¢ wyraz’m-e od ?era;
jeszcze zawiklafisze stosunki moga wystepowaé, jezeli me\zachodzx zatozone
przez nas przedstawienie elementu linijnego przez pi(?rWI.ast.ek k?lafiratowy
z wyrazenia rézniczkowego drugiego stopnia. Otz zda]e_sxe,, Ze pojecia empi-
ryczne, na ktérych zasadzajg sig przestrzenne wyznaczenia n;xarowe:, polef:lfa
ciala statego i promienia §wiatla, tracg swojg moc w nieskqnczogle] mafosct:
mozna tedy pomysle¢, ze stosunki miarowe przestrzeni w mesko.nczonfaj ma-
todci nie zgadzajg sie z zatozeniami Geometrji, co w rzeczy samej nalezaloby
przyjaé, gdyby przez to zjawiska daty sig prosciej wyjas’pxc. . ) .

Pytanie o stosowaniu si¢ zalozen Geometrji do meskonc:zone] matosci
jest w zwigzku z pytaniem o wewnetrznej istocie stosunkow ml‘arowych prze-
strzeni. Przy tem pytaniu, ktére zaliczone by¢ jeszcze powinno (%o.naukx
o przestrzeni, znajduje zastosowanie powyZsza uwaga, Ze W rqzn?axto.scl prze-
rywanej zasada stosunkéw miarowych jest juz zawarta w pojeciu tef rozma-
itosci, w ciggtej za$ musi by¢ wzigta skqdingd. A zatem: albo rzeczyw1stos?,
bedgca podstawa przestrzeni, musi tworzy¢ rozmaitos¢ przerywang, albf} tez,
istoty stosunkéw miarowych szukaé nalezy zewnatrz w wiazacych sitach,
ktére w niej dzialaja. )

Rozstrzygniecie tych pyta bedzie moglo wtedy tylko nas?qplc’, gdy, wy-
szedlszy z teraZniejszego pojmowania zjawisk nabytego d.os'w1ad.czemem, do
czego Newton polozyt podstawy, powoli opracowywac je bgdmemy, pob'u-
dzani do tego faktami, kidre nie daja sig za pomocs tego pojmowania wyja-
$ni¢; takie badania, ktére, jak niniejsze, wychodzg z poje¢ ogélnych, moga stu-
2y¢é tylko do tego, by tej pracy nie tamowata ograniczono$¢ pojet, a postgpu
w poznawaniu zwigzku pomigdzy rzeczami nie wstrzymywaly przekazane prze-
sady. o o

Wprowadza nas to w dziedzine innej umiejetnosci, w dziedzing Fizyki,
do ktdrej nie pozwala wstgpic tre$¢ dzisiejszego wyktadu.
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- Przeglad tresci.

Plan badania . . . s e o .. St (2), 114
1. Pojecie n-krotnie rozqug@q \v1e1kose1 no. . " "
§ 1. Rozmaitosei ciggte i przerywane. Oznaczone czgdei roz-
maitodei nazywajg sig wielkosciami. Podzial nauki o wielkosciach cia-
glych na navke:

1) o samych stosunkach dziedzinowych, przy ktérych nie

zaklada sig niezaleznosci wielkosci od miejsca;
2) O stosunkach miarowych, przy ktérych potrzeba za-

tozyé taky niezaleznosé. . R 2 1 B £}

§ 2. Wytworzenie pojecia jednokrotnie, dwukrotme R

krotnie rozcigglej rozmaitodei . . . . . . . . . . .. ., (4,116
§ 3. Sprowadzenie wyznaczenia miejsca w danej rozmaitosei :

do wyznaczefi ilodciowych Istotna wladeiwosdé n krotnie rozciagle]

rozmaitosei .. [ N ” »
I1. Stosunki miarowe, do ktorth nadaje sig rwmmtosc on

wymiarach? przy zalozeniu, Ze linje posiadajs dlugosé niezaleinie od

polozenia, %e wiec kazda linja daje sig mierzyé kazda . (B, 117

§ 1. Wyrazenie elementu linijnego. Za plaskie uwaza sig.ta-
kie rozmaitodci, w ktorych element linijny daje sig wyrazié pierwia-
stkiem z sumy kwadratdw rézniczek zupelnych . . . . . (6),118

§ 2. Badanie n-krotnie rozciggiych rozmaitosei, w Lmryoh eIe—
ment linijoy moze byé przedstawiony przez pierwiastek kwadratowy
z wyrazenia rézniczkowego drugiego stopnia. Miara odchylenia ich
od plaskosci (miara krsywizny) w danym punkcie i w danym kierun-
ku powierzchniowym. Do wyznaczenia stosunkéw miarowych jest
(przy pewnych ograniczeniach) rzeczg mozliwg i dostateczng, by mia-

. 3 n(n—l;
ra krzywiznowa w kaidym punkeie w -—s--to

kierunkach po-

wierzchniowych byla dowolnie dana.

§ 8. Wyjadnienie geometryczne. . .

§ 4. Rozmaitodei plaskie (w kitérych miara I\rzywmnowa Jest
wszedzie réwna zern) dajg sie uwazaé za szezeg6lny przypadek roz-
maitodci o stalej krzywiznie. Daja sie. one okreslié i w ten sposéb,

»  (8),120
. (9),121

'} Art. 1 stanowi zarazem prace przygotowawcza do przyczynkéw do Analysis Situs.
%) Te badania o mozfiwych wyznaczeniach miarowych n-krotnie rozciaglej rozma-
itodci jest bardzo niezupelne, ale dla terazniejszego celu wystarczajace.
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%e w nich zachodzi niezaleinosé n-krotnie rozciggtych wielkosei od

miejsca (poruszalnodé ich bez rozciggnigeia). . . . . . . . . Str. (10), 122
§ 6. Powierzchnie o stalej mierze krzywizny . . . . . ., N
111, Zastosowanie do przestrzeni, . . . . . L, (11,128
§$ 1. Uklad faktéw, wystarczajacych do wyznaczenia stosun-

kéw misrowych przestrzeni jak je zaklada Geometrja. . . . (12), 124
§ 2. Jak dalece jest prawdopodobne stosowanie tych wyzna-

czen empiryeznych poza granicami dogwiadezen w dziedzinie nieskod-

czonej wielkodei?. . . . . . e e e e » »
§ 8. Juk dalece w dzledzxme meskonczonq malogei? ﬁ\quek

tego pytania z wyjasnieniem Przyrody ¥ . . . . . . . . , (18), 126

Y, Paragraf 3 art. 1l wymaga jeszcze opracowania i dalszego rozwinigcia.
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PRZYPISY."

1. Do str. 1 (118). W Scistym zwigzku z niniejszg rozprawa sa badania Rie-
manna, zawarte w jego rozprawie konkursowej, przedstawionej Akademji paryskiej
w 1861 (wydrukowanej w zbiorowem wydaniu dziel Riemanna w 1876): ,Commen-
tatio mathematica, qua respondere tentatur quaestioni ab Ill-ma Academia Parisiensi
propositae , Trouver guel doit &tre 1'état calorifique d'un corps solide homogéne indé-
fini pour gqu'un systéme de courbes isothermes, a un instant donné, reste isotherme
aprés un temps guelconque, de telle sorte que la température d'un point puisse s'ex-
primer en fonction du temps et de deux autres variables indépendantes®. Rozprawa
ta zawiera rozwinigeia analityczre, wyjadniajace niektére ustgpy rozprawy o hypote-
zach Geometrji. Poréwn. uwagi Dedekinda w zbiorowem wydaniu dziet Rie-
manna wydanie 1° str: 384. (Bernard Riemann’s gesammelte mathematische
Werke und wissenschaftlicher Nachlass, herausgegeben unter Mitwirkung von R. De-
dekind von H. Weber, Lipsk 1876). W tymze roku 1866, w ktérym wyszta z druka
rozprawa Riemanna o hypotezach Geometrji, oglosit Helmholtz artykut o pod-
stawach Geometrji (Uber die tatstichtlichen Grundlagen der Geometrie, Verhandl. des
Naturw.-med. Vereins, Heidelberg) a nastgpnie w Wiadomosciach Getyngesskich
w r. 1868 rozprawe p. t. , Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen“.

Rozprawy Riemanna i Helmholtza pobudzity matematykéw do rozwazan
nad podstawami Geometrji, ktére po dzies dzisiejszy nie schodza z porzadku dziennego
badaf. Krytyke tych rozpraw, gléwnie ze stanowiska Teorji grup przeksztatcen, podjat
Lie (Verhandlungen de Sichs. Ges. der Wissenschaften zu Leipzig Bd. 42; 1890)
oraz w dziele ,Theorie der Transformationsgruppen“ Abteilung V (Lipsk, 1894),
Z yozwazah Liego korzystaliémy w praypisach' ponizszych dla ofwietlenia niekté-
rych miejsc rozprawy Riemanna. Uwagi krytyczne o badaniach Riemanna
i Helmholtza podal tez matematyk wloski Veronese w daisle sFondamenti di
geometria & piu dimensioni“ 1891, praeklad niemiecki, Lipsk 1894, s. 642— 643,

') Literami W& G. 1 H. W. oznaczone sg przypisy, podane przez Wl Gosie w-
skiego i H. Webera,

©
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2. Dostr.4(116) § 3. Riemann sprowadza wyznaczenie miejsca w n-krotnie
rozcigglej rozmaitosci do n wyznaczed wielkosciowych, czyli innemi slowy, do tego, e
uklad puuktéw przestrzeni mozna odwrzorowaé w sposéb jedno-jednoznaczny i ciggly
w ukladzie wartosci n spoirzednyeh. Na tej odpowiedniosci opiera stosowanie ra-
chunku analityeznego do badania stosunkéw miarowych rozmaitosei. Co do tego
przedmiotu istniejg licane prace, migdzy innemi &. Cantora (Journal fir die reine
und angen. Mathematik t. 84, 1878), Liego (L c.), Brouwera (Mathem. Ann. 70,
1911; 72, 1912).

4. Do str. 5 (117) II 1. Drugie zalozenie, ze dlugo$¢ linji jest niezalezna od
miejsca, lub inacze], ze kazda linja daje sig mierzyé kaidq—\.wyrafz‘a R;iem?{:n ana-
litycznie, przyjmujge, Ze spblrzedne x sy dane jako funkcje jednej zmiennej i ze diu-
godé elementu linji pomigdzy dwoma punktami jest funkejs jednorodng stopnia pierv-
szego przyrostow dxg, . dm,,, zalezngod ., ®,, ..., inie zmieniajaes znaku,
gdy wszystkie dx zmiemajq znak. Lie (L 9.) czyni uwage, Ze RIBID.& nn przyj-
muje tu milezgeo, i% kaide dwa dowolne punkty rozmaitosci n-wymiarowej majg ozna-
crong odleglodé, t.j. zakiada istnienie pewnej funkeji @ (zy, u,,... @n; 2% ..., T,
ktére posiada tg samg wartosé dla weaystkich punktéw 2, @, ..., @,, kibre ajed-
nakowo sa odlegle od punktu % *,°..., »,’. Nie widaé, czy Riemann’ezyni
przez to nowe zalozenie, czy tei sadzi, Ze z istnienia elementu luku, o ktérym mowa
wytej, wynika juz istnienie takiej funkcji Q. Z istnienia takiego elemenm{ wynilz:ﬂ.
istnienie takiej funkeji wiedy tylko, gdy przez element luku wyznaczona jest linja
najkrétsza pomigdzy dwoma punktami.

5. Do str, 6 (118). Lie (L ¢.) powiada, Ze tu po raz pierwszy zostalo przez
Riemanna wprowadzone ogdine pojgcie odleglosei (funkeji odleglosciowe]) w prze-
strzeni n-wymiarowej. O tej funkcji przyjmuje Riemann, e jako funkeja zmien-
nych w,, @, ..., Tx W otoczeniu ukladu 2 ..., x,® roénie . Wszy‘s‘fkie strony,
t.j. posiada dla m, = 2,° wartoé najmniejsza; przyjmuje dalej, ze jej pochf)dne
pierwsza i druga sg skofczone dla @, ==x0. Przy tych zalozeniach jest dQ réwne
zeru dla «, = x,°, druga zad résniczka

po podstawieniu wartosci 2, ze m,, nie staje sig ujemng dla zadnego ukladu przyro-
stéw. Riemann ogranicza sig tu do przypadku, w ktérym ta rézniczka jest formy

kwadratows stale dodatnig réniczek dicy, .. ., dx,. Jezeli ds o‘vnacza elemen.t tuku
w punkeie x,% ..., @9, tokwadrab tego elementu moze sig réznié¢ od wyrazenia

e R 3252

D {_——] da; dz;
~ 5

% x

=x®

1

Prace mat-fiz., t. XXXIL
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- tylko caynoikiem statym, zaleznym od @0 ..., @0, a wiee element tuku w punkeie

dowoloym @, ... &, Wyrasi sig réwnaniem postaci

dst= Z bij(®y, .+ ooy Ta) GO Ay,
1%
gdzie b;; s funkeje rzeczywiste, ktérych wyznacznik nie znika tozsamosciowo i gdzie
strona prawa dla ogélnych wartosel @, ..., &, jest funkeja stale dodatnig rézniczek
Ay, e Gy
To wyrazenie pozwala na zastosowanie Rachunku warjacyjnego i wtedy okaze
 sig, % pomiedzy kazdemi dwoma punktami, lezgcemi wewnatrz pewnego obszaru, jest
mozliwa jedna i tylko jedna linja najkrétsza, nalezgea catkowicie do tego obszaru.
Nadto jest rzeczs jasna, ze przez kazdy punkt x,, @, ..., %, przechodzi tylko jedna
linja najkréteza, majaca element linijny clk):1 daey ... :dx,, przez ten punkt prze-
chodzacy. -
6. Do str. 8 (120) (WL G.). Kwadrat elementn linijnego przedstawia wzor na
ds? w praypisie 5, Warunek, by linje wychodzgee z danego punktu byly najkréteze,
wyraza sig, jak wiadomo, analitycznie réwnaniem

§ 8
aj ds::éj Vb dw du; =0,
i 0 '

ktére powiada, Ze warjacja dlugodei linji, jesli ona ma byé najkrétsza, powinna byé

zerem. 7 warunku tego wynikaja réwnania rézniczkowe linij najkrétszych w ten .

sposéb:

s
S— ¥, 80;; de; dee; 4~ 2 X b dx, dOu;
FY {I/Eb”dmldmj:f 1] i % J;;s = Ofq 3 7
¢

:2.‘ {(“Z)” “ds )(690)1 ( n,cj;c) N }

[‘]ds S‘ 55”% d_“fl
s ds
i
Z przycayny, ze (8x), = (8x),, otrzymuje sig
ds 5 do; dm, -
“2‘2 Y%igs s Zaw’ (b‘fT)
(¥ ) iF

rozwijajge za$ warjacje Ob;; i poréwnywajac spolezynniki kaizdej
Sy (m=1, 2, 8,... n) otrzymamy n réwnan keztaltu:

7 warjacyj

©
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ds v Sbi; da; day dx;
¢) 2, —_— = lz —_
© 2 sl 2w, ds ds b""d

. da; .
Zalézmy teraz c; = (—2;);—) , rozumiejgc przez drugg strong wartosé poczatkows sto-
‘o

sunku ilofei du; i ds dla i=1, 3, 8,..., n. Poniewaz, gdy znany jest kierunek
-poczatkowy linji najkrétszej i jej dlugosé, to polozenie punktu na niej znajdujgcege
sig jest oznaczone, przeto zmiennemi niezaleZnemi sg teraz ilodei ¢; i s.

Wprowadzajae te nowe zmienne, polétmy y; == ¢;s, i poniewaz przy rézniczko-
waniach, jakie ponizej wykonywaé sig beds, bedziemy sig posuwali wzdluz linji naj-
krétsze], przeto iloscig zmienng bedzie wiedy s. Prey tych nowych zmiennych réw-
nania {(a) i (c) przechodzg w nastgpujace:

—
(a") ds’——_—‘}J a;5dy;dy,
ij
ds da;
El > dg;j Cey=d 2 dim i,
ij i

)

gdzie a;; sg wartodei spolezynnikéw przy nowyeh zmiennych.
Zakladajge s nieskonczenie malem, rozwijajac a;; wedlug szeregu Taylora
i poprzestajac w tem rozwinieciu na wyrazach rzedu drugiego, mieé bedziemy:

aij= (%‘j)o"‘z (Eii) et} ( Fais

Sk 2y

) Yeh-

Wartosci te wprowadzone do réwnania (c') zamieniaj@ je, po wykonaniu przedtem
wskazanego rézniczkowania i po pomnozeniu nastepnie obu stron przez s%, na naste-
pujace:

;X0 (i‘}fi) 17: by Pay;

3 1_; N oyzy)+§§ Z/u/]‘_‘ (ayﬁym Yx
N\ Sa; 2 a;,

_—‘}-%E( m}’/u+ S‘(ayay)yﬂ/z
i ®

Poniewaz te rdwnania majg miejsce przy wszelkich nieskoficzenie malych wartosciach
Yy, to poréwnanie obu stron doprowadza do nastgpujgeych zwigzkéw:

2 2 245,
(sl =G+ (o),
o j( L

b )
1~al/13.7/m0 Y2 Yo eyl«r":./l 6

(32(21,,,)_‘_(92(1,. ) ( a“)
T \ey il aJng oy ymly
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Przestawiajac w pierwszej z tych réwnosei dwa znaczki m, j i dodajge otrzymans
réwnania odpowiedniemi stronami, znajdziemy: )

: day;
a (52 =o.
@ 5o,
Prrestawiajac za$ dwa znaczki i, k w drugiej » powyiszych roéwnosei i dodajac je
odpowiedniemi stronami, dochodzi sig fatwo do zwigzku:

§—3 l(_ah"_) ___( Py )0} ’

N Woyidyely 10918 ym

gdzie § oz:uacza sumeg szedcin pochodnych

» ay; 3% ayy 3%a; 2 ay Py 3% ay;
3Yidym’ ymOye’ yedy’ Cyidy’ 2%y’ YiOym

Na mocy whasnofei, Ze suma nie zmienia sig przy przestawieniu znaczkéw I, m ze

znaczkami i, % znajdujemy latwo:

22
b
yiayk ay137m

a e stgd S=0, wigc pray pomocy drugiej z rdwnosci, z ktérych wyszlismy, do-
chodzimy do zwigzku:

a;y 2g4 n R,

® 3Yi%m | Oym O ' 2yidy
_ Py, %a,,y Pag

- Oy; dyx Qy; 9y Syiaym—

Podstawiwszy rozwinigeie a;; w wyrazenie kwadratu elementu, znajdujemy:

—2 (aij) dyidy; + > ( E

+é$‘ ( o1 ) v dy: dy;

2‘_
3
w.kl dyklysly

)mdyzd%

Jezeli w miejsce y polozymy tymczasn%vo Sy i uméwimy sig, ze warjacie ddy, ¢dy,
8dy 188y sg zerem, to ostatni wyraz powyiszego rozwinigeia przedstawié mozna
pod dwiema postaciami
3 dds‘ a;; 0y 8y; =338 2 a;;dy, dy;,
i ij
gdzie, po wykonaniu rézniczkowan, nalesy podstawié za pochodne czgstkowe ich war-
tofici poczgtkowe. Na te] zasadaie i przy pomocy zwigzku (£) znajdziemy takze »

30, as38y 09,4243 D, ayydyidy; =0,
ij 5}

icm°®
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skad wypadnie: -
ad Y, 0338y

ij -
=} {dd S bty — 245 3 agdydy 498 a,-jdy;'dgjj},
ij i ij
co mo#na, po wykonaniu wspomnianych dzialafi i przy pomocy réwnosei (c), sprowadszié
do formy nastepujacej:

22q;
} 2( oL ) @y ys— Sy ay) (dy; 8ys — Bysdys),
ihi dyidmn
gdzie sume nalezy rozciagnaé do wszystkich réimych par znaczkéw ik, jI.
Uwzgledniajae wige w rozwinigein kwadratu elementu otrzymamy teraz wypa-
dek i réwnosei (i) oraz przywracajae ilosciom gy ich plerwotne znaczenie ¥y, znaj-
dujemy:

;a’ : N
() ds3=dso°+%s‘ (oy,,ay) (yrdyi— yidys) (yedy; — y7d90),
L ik .
gdzie ’
(b) dsoz_S‘ (axj'odywd.‘lj

ij

Poniewaz we wzorach (g) i {b) spélezynniki sy ilosciami stalemi, przeto istniejs takie
podstawienia linjowe o stalych spétezynnikach, przy pomocy ktérych poczgtkowa war-
to$¢ kwadratu elementu linijnego daje sig sprowadzié do formy Ydz?, przyczem wy-
raz nastepujacego rzedu W rozwinigeiu wyrazenia ds* nie ulegnie zmianie ksataltu,
tak ze przy tych nowych zmiennych napisaé go bgdzie mozna: ’

s | :
1\j T4 wdm) ( R
pa laxkcxz) (e dor; — 2 day) (e dony — wpday),
£

A2a;:
jezeli by nie wprowadzaé nowych oznaczes, uméwimy sig, aby ilogei (dm ()'l; z) przed-
3

stawialy wartosei odpowiednich spélezynnikéw w tem nowem przeksztalceniu.
Kwadrat trojkata majacego wierzcholki w punktach (0, 0, 0..), %y, (%, Lg.e)s
(de,, dw,, dx,..) wyrazs sig wtedy w sposob nastepujacy:

i Z e d iy — xyda)t.
i
Dzielae poprzednie wyrazenie przez ostatnie i mnozge otrzymamy wynik preez — 32,
otrzymujemy wyrazenie:

i
ik §l

R\
(8 2 Suxt)u(z" dac; — 2 Aoy (g docy — x5 dy)

a=—1%5.
E (2; d o5 — j d ;)

o
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2
ktbremu mozna jeszeze nadaé postad:
(. a::.—z Az 55 m% —{—22 Ay, gy migmyy,
jeteli polozymy
32 ag i

4 =1’2( K )__,_zgf_)_dzﬂﬁ
ST Bmam), (o), 3902?)}

Aij =1 {( ‘Eg_“‘_f;)o_;_ ( &, 7,) _ ( @ ,Cf",’i_)o_ (ﬁ Ll @L}} ,

(&) Naw dal) Vda; dugl ™~ \owjdml, \da dz

,,,, Y e
E (s Ay = o d )
ij

My ;==

i ktére '_|'est réwnowazne temu, co Gauss nazwal miarg krzywizny. Aby to pokazad
przypus:cmy, .ze element linijny znajduje sig na powierzehni z;z;, skad juz sam(;
przez sig wynika, e kwadrat tego elementu wyrazi sig wzorem
Cli,;dxl‘z + 2a,7-d:r.,-dw,~+ i tlx,-".
Wedlug teorji Gaussa mi i ' i
edtug iara krzywizny u;; dla takiego przypadku otrzymuje sig
4 (aia5, — o) oy ;= ay, ‘[34“ 245 g 2wy 2wy (,?EJ; :
ij ij dx; axj 2x;

da;; 2a,; '
_}_aij[_é‘?;! ;_G‘L_{_;aﬁi ‘9_‘2:;__ da;; ?ﬁ;i_{_:t da;; dayy Qag;2a;;]
i x; 3$j ox; Smj 3xj 89‘;‘,“ Q—x:__z 3-’&' ngll
O oG 8y Boy e 4 et ’
a.’lf,' 91}; Szi 3-.%; + Néxi l }
Vazau %q;;

—(2 aii"jj—az”)( —2 Sa;
ij 951,‘.-9.’2]-+ az2 )

Podstawiajage w tym wrorze za zmienne zera, znajdziemy;
Las 24

Wi:;{z(d ) = (Ga) — (B | = 4y,

Z; daily ax; 0 dx?; ol v

albowiem z powodu, ze wartosé poczatkowa kwadratu elem
Sda? jest

S
oz i

entu linijnego ma ksztatt
(@ = () = ... =1,
@iy =(@)p=...=0
.l:n;zaé uproslzcze.nia. wynikajy z rownania (d). Taki sam rezaltat daje wzor
o :; :v.vzg' gd_mmy. wartosé kwadratu elementu, do ktérej zastosowali§
1 widoeane jest, ze, nadajge znakowi ij wszystkie rézne znaczenia,

Jest )i(f—_ D
2

(¢}, gdy
my wzér
, ktérych

» otrzymamy tylez miar krzy wiznowych, wyznaczajgeych w uwazanym

©
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punkcie rozmaitodei n-wymiarowej jej stosunki miarowe w 2@2;9 kierunkach po-
wierzchniowych, tych samych, kiére prayjelismy za kierunki spétrzednych.

Sposéb, uzyty przez nas do pokazania tozsamosci definicji miary krzywizny po-
danej przez Riemanna z takas definicjs Gaussa, ]est zupelnie rézny od tego,
ktéry wykonat Dedekind wedlug wskazad Riemanna (poréwn. B. Riemann’s
Gesamm. Math, Werke; 1876 od str. 389 do 891). Xie jest on jednak mniej ogélny,
albowiem kierunek powierzchniowy, oznaczony w formule Riemanna (i) iloSciami
m;; jest tak samo dowolny, jak kierunek wazigty przes mas %;%;; jezeli wigg'defiicie
Riemanna i Gaussa zgadzaja sig z soby dla tego ostatniege: kiérunkuo, to nie sg
takte w sprzecznosci i dia kazdego innego. Lecz podsjac ten sposéb nieréwnie krét-
szy, nie mieliSmy na celu samego tylko uproszezenia kwestji. Cheieliémy zarazem uto-
rowaé droge do wykagzania niedokladnosci pomienionej definicji Riemanna w piz_y-
padku rozmaitodei o wigeej niz dwn wymiarach, i nastepnie do uzupeinienia tej de-
finicji.

W reeczy samej, trzymajac sig Scisle orzeczenia wilasnego Riemanna (patrz
w tekscie str. 8 (120) wiersz 11 od géry, od wyrazow ,gdy wiecit. d.#), trudno jest
zawyrokowad, iz dla wyznaczenia stosunkéw miarowych w danym punkcie rozmaitodci
wystarczy mieé miary krzywizny w 7«3 (n—‘)—_};) kierunkach powierzehniowych dowol-
nych, czy te# konieczne jest je mieé w tylus kierunkach w pewien spos6b oznaczonych.
Przyjawszy za podstawg to pierwsze, moinaby za owe kierunkei-weigd. kierunki po-
czatkowe spolrzednych, i wtedy wedlng tego, co wyizej bylo powiedziane, stosunki

—1
miarowe wyznaczylyby sig za pomocg 2—(22—) spolezynnikéw 4, ;;, danych przez

réwnanie (k). Lecz w takim razie nastrgeza sama przez sig watpliwosé, dotycazgca
znaczenia pozostalych spélezynnikow A;j 3, ktére dla przyjgtych teraz kierunkéw
#adnej nie majg roli, podezas gdy dla kierunkéw innych, jak to formula (1) wskazuje,
posiadaja rolg jednorodng ze spolczynnikami A;j ¢;. Dla usunigeia tej watpliwosei
nalezy definicje Riemanna uzupeinié jak nastgpuje: .

Poprowadimy w punkcie (0, 0, 0...) n elementéw linijnych w ten sposéb
wzgledem siebie skierowanych, by przedtuzone w linje najkrotsze utworzyly uklad
taki, w ktérym warto$é poczatkowa kwadratu elementu linijnego ma ksztalt Rdx?,
innemi stowy, by elementy te byly wzajemnie do siebie prostopadle. Kazde dwa ta-
kie elementy wyznaczajg w uwazanym punkeie jeden kierunek powierzchniowy, da-

1)

jacy sig okreslié zapomocg f,\fl,z_:,, ilodei m;; (weér (k)), a kazdemu z tak utwo-

» —1
rzonych n~n2 )

kierunkow powierzehniowych odpowiada w tym samym punkcie

miara krzywizny o, dajaca sig wyznaczyé, wedlug Riemanna za pomocg formu-
1y (i). Jezeli teraz pomyslimy, ze uklad niezmienny = takich elementéw porusza sig
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okolo. swego poczatku, to miary krzywizny e, odpowiadajace ﬂﬁ; n kierunkom
powierzchniowym, réwniez stale ze sobg polaczonym, zmieniaja sie wéwczas wraz
z ilofciami wm;; tak, e gdy np. polozenie tego ukladu zgodzi sig z polozeniem w po-
czgtku ukiadu pierwotoego spélrzedayeh, to ilofei o przyjma wartosei spélezynnikéw
4;j, 5. Mozna pytaé sie takze o takie polozenie pomienionego uktadu, by miary krzy-

n(n—1)
T2

wizn o, odpowiadajace kierunkom powierzchniowym, byly, ogélnie mé-

wige, maksymum lub minimum, Odpowied% na to pytanie latwa, bo znajduje sie ja,
9zukajac maksyméw i miniméw ilodci o, uwazanej za funkeje (wzor (i) zmiennych
m;;. Stosujae w tym celu dobrze znang metode, otrzymamy na wyznaczenie LT; 1)
maksyméw i miniméw A funkeyj o i im odpowiadajaeych i wzajemnie do siebie pro-

stopadiych tyluz kierunkéw powierzchniowych E-(nz;ll réwnah za\;vartych w jed-

nem réwnaniu

> 2 2

P W — 2)\112”‘) dm;;=0,

ij

ktére ma miejsce przy wezelkich wartosciach & m;;. Tym e ;-‘-12 kierunkom po-

wierzchniowym odpowiada n elementéw linijnyeh, réwniez wzajemnie do siebie pro-
st?padfych w sposéh, e kazde dwa kierunki linijue wyznaczaja jeden Kierunek po-
wzerzchniowy, ktéremu odpowiada miara kraywizny maksymum lub minimum A. Tak
wige ?vkazdym punkeie rozmaitoei n-wymiarowej istnieje zawsze jeden i wogéle
tylko jeden uklad n kierunkéw linfjnych wzajemnie do siebie prostopadlych, tworzacy

o kierunkéw powierzchniowych, majacych w tym punkcie

jedx;oczeénie uklad

mlar‘? krzywizny maksymum lub minimum. Otéz te miary i odpowiadajgce im kie~
runki pov.vierzchniowe okreflajg w uwazanym punkeie stosunki miarowe rozmaitosei.
‘Dla odrt?znienia nazwiemy je miarami gléwnemi i kierunkami gléwnemi.
Mlara. krzywizny, analogiczna do gléwnej, w kierunku dowolnym bedzie juz te-
ra'z bardziej . zlozona iz wedlig definicji Riemanna, Aby otrzymaé kwadrat tej
- miarg, dla kieranku %;;, nalezy zsumowad kwadraty spélezynnikéw 4;; 5, wzie-
tych z wyrazenia 1 dz
o dg’
wxerzch{niowym Z;%;, jak to ma miejsce dla kierdnku gléwnego, ale oznacza sig sto-
sankami pO?Iﬂ'BhiOnych spblezynnikéw ' 4;; 3; do wielkosei miary,. ) o
m&imi;ieo:ro:inﬁt?éé ]est‘ ciqglfa, ‘to zbi6ér ellementéw powierzchniowych w calej roz-
Ty n,n “‘;p; aljageych J?dummlennemu kierunkowi gléwnemu, stanowi rozmaitosé
oy miarows, ktéry naswieny powierzchnig gléwng,
glownej jest wazedzie do niej normalna.

kierunek zad tej miary nie zgadza sig 2 kierankiem po-

‘ Miara krzywizny powierzchni
Wedlug tego wszelka rozmaitodé n-wymia-

icm®
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s L. .. n(n—1) s . .
rowg uwazaé mozna jako utwér jedynego ukladu ———- familij powierzchni gléw-
n (n—1) . . A . .
yeh, v-—r-—2~»-~;-krotme prostopadtyeh i posiadajacych miary krzywizny normalne.

W rozmaitoei o krzywiznie stale] we wszystkich kierunkach i w kazdym punkcie
wszystkie krzywizny gléwne sg réwne. W takie] wiec rozmaitosei jest nieskoficzenie

nn

- . -1
wiele migdzy sobg tozsamosciowych ukladéw —‘2——} familij powierzchni gléwnych.

TFormula dana ponizej (str. (11), 122), przedstawiaja'gca dugosé elementu linijnego ta-
kiej rozmaitodei, odnosi sig do jednego z takich ukladéw.

7. Do str, 9 (120). Do metryki rozmaitosci wprowadzil przed niedawnym eza-
sem prof. T. Levi-Civita bardzo waine nowe pojecie rdwnoleglosei, bedace uogol-
nieniem réwnoleglosei euklidesowej, i na podstawie tego pojecia utworzyl nows teorje
geometryczng krzywizny riemannowskiej . Oto definicje i gléwne wyniki tej
teorji.

Dla scharakteryzowania réwnoleglosei dwéch kierunkéw () i (a”), wychodza-
cych z dwéch punktéw P i P' nieskoficzenie bliskich w rozmaitodci V,,, pomyslmy,
e ta rozmaitosé jest zanurzona w przestrzeni Euklidesowej Sy o dostatecznie wyso-
kiej liezbie & wymiaréw i wyobrazmy sobie pewien kierunek (f) w tej przestrzeni,
wychodzacy z punktu P, Réwncleglodé zwykla w takiej przestrzeni polegalaby na
tem, e kgt pomiedzy () i (@) réwnalby sie katowi pomigdzy (J) i (2') dla jakiegokol-
wiek f. Otoz rownoleglosé w rozmaitosei V, okresla sig przez wymaganie, by waru-
nek powyiszy spelnial sig dla wezystkich kierunkéw (f), nalezazeych
do rozmaitosei V,. . '

Rozmaito$é V,, odniesmy do spélrzednych &, @y, ..., &, iniechaj dz,, dx,,
..., dx, beds przyrosty spolrzgdnych przy przejciu od P do P'; &), £B), .. &
niechaj beda parametry, nalezace do kierunku («), wychodzacego z punktu P;
LU dED, EOJ-£®, . ¢ L 2 parametry, nalesgee do kierunku (), wy-
chodzacego z punktu .P’ . Warunek rownolegloéci wyraza sig przy pomocy n row-
nah:

) Nozione di parallelismo in una varietd qualunque e conseguente specificazione
della curvatura riemanniana, Rendiconii - dcl Circolo matematico di Palermo, 1917. T. 42.
s. 172 -204.

.Questions de mecanica classica i refativista; ,Conferéncia Iil. Parallelisme i curvatura
en una variatat qualvevol. s. 81—117. Institut d’estudis Catalons. Barcelona.

Fr. Severi,. Sulla curvatura delle superficie e varietd. Rendiconti del Circolo mate-
matico di Palermo. 1917. T. 42. s. 227~259. o

Hermann Weyl, Raum-Zeit-Materie. Vierte Auflage 1921. s. 100.

Luigi Bianchi, Le reti di Tchebychef sulle superficie ed il parallelismo nel senso
di Levi-Civita, Bulletino della Unione matematica italiana, Ottobre 1922, s. 1—6.

Prace mat.-fiz. t. XXXIL 11*
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%)

la.n
at® +2 (Jil)dgigul_—_o, (i=1, 2, 8,... n)
jt )

gdzie (j;l)’ i==1, 2, 3... n sa znane symbole Christoffela,

Jezeli =, (s), T, =@, (8) ..., Tu==1,(s) 53 réwnania parametryczne
pewne] krzywej O, wtedy w réwnaniach (1) dla krzywej tej z réwnati (1) otrzymamy
uklad nastgpujacy ' ‘

-t
age il da;
"d%’JF 21 ('7i ) ({'Sﬁ =0 (i=1,2 8...0n

Stad.wynikaja nastepujgce wnioski geometryczne:

1°. Kierunek réwnolegly w punkcie P do kierunku (a), wychodzacego z pun-
ktu P,, zalezy w ogdlnosci od drogi, ktérg przechodzimy od punktu P, do punkta P,
Niezaleznodé od drogi jest cechg wylzezna rozmaitosei euklidesowych.

20, Wadluz tej samej linji geodezyjnej kierunki stycznych sg réwnolegle.

80, Przeniesienie dwéch kierunkéw przy pomocy réwnoleglodei wzdhug jakiej-
kolwiek drogi nie zmienia ich kata. Stad wynika, ze wzdluz linji geodezyjnych kie-
runki réwnolegle s zawsze réwno nachylone do tej linji geodezyjnej.

Niechaj PQ bedzie lukiem linji geodezyjnej w roumaitodei V. Z punktéw
PiQ wyobrazmy sobie poprowadzone dwie inne linje geodezyjne w kierunkach réw-
noleglych; tworza one z linjg geodezyjng ten sam kat . Weimy pa tych geodezyj-
nych tuki réwne PP'= QQ'=ds i polaczmy punkty P’ i Q' hukiem linji geodezyj-
nej. Otrzymamy wtedy czworokat geodezyjny, ktéry Levi-Civita nazywa paral-
lelogrammoidem; PQ i P'Q' s3 podstawami tego czworokata.

Otéz, jezeli w rozmaitosci V, zbudujemy nieskonczenie maly
parallelogrammoid PQP'Q' i weimiemy stosunek réznicy kwadra-
téw dwéch jego podstaw do kwadratu jego pola, to stosunek ten

PQ2— P
E= (ds 8s sin ¢)?
stanowi krzywizng riemannowska rozmaitodei V. w punkcie P
w kierunkn powierzchniowym parallelogrammoidu.

) 7. Do str. 120, ustep ostatni Nb 2 (Wi. G.). Jezeli element linijny wyraza sie
pierwiastkiem czwartego stopnia z wyrazenia rézniczkowego czwartego rzedu, wtedy
bedzie:
dgd = Z aij 1 ax; dx,dxkdx;

. GH

Tub takze

ds? = Eidﬂ&z_i_ (I/ z a5 u AT; dz;dyy, da, — 2 dxii!) ,
i -
1

Gkl

icm

(2 O -hypotezach. kidre stuzg za podstawe Geometrji. 139

gdzie wyraz znajdujaey sig W nawiasie musi, ogBIn,ie mdowige, pozostad wymiaru dru-
giego, co tlumacsy latwo powyisze miejsce w tekdcie. Mozna przytem zauwaiyé, ze
poniewaz stosunek wyrazu w nawiasie do kwadratu nieskoficzenie malego tréjkata, ma-
Jacego wierzehotki w punktach (0, 0, 0...), @, &, Ty,...), (A%, Ly, dT4,...),
Jjest nieskoriczenie wielki drugiego rzedu, przeto biorge ten stosunek za miarg krzy-
wizny, przyszliby$my do wniosku, Ze rozmaitodei tego rodzaju maja w kazdym pun-
keie krzywizng nieskoriczenie wielks, i to jest powéd dla ktérego autor nazwal rozma-
itodei poprzednio traktowane plaskiemi w czgéciach najmniejszych.

8. Str, 125; wiersz 18 i nastep. Wynika to ze znanego twierdzenia Geaussa,
ze krzywizna catkowita trojkata utworzonego = linij najkrétszych na powierzehni tak
sig ma do powierzchni kuli, jak przeéwyika sumy trzech katéw trojkata nad dwa pro-
ste do o$miu katéw prostych,

9. Str. 122. Wzér w ustepie ostatnim (Wi, G.).

Dla udowodnienia tego wzoru przyjmijmy za uklad spélrzeduych uklad
n(n—1)

3 ~krotnie do siebie prostopadiych powierzchni gtdwnyeh. Wartosé poczgtko-

wa kwadratu elementu linijnego wyrazi sig wtedy suma 2 dx? Oznaczmy przez
odleglodé punktu jakiegokolwiek od poczatku spéirzednych, rachowana na linji naj-
krétszej, na kiérej oba znajdujg sig, a przez y,; n ilodei, okreslejacych kierunek po-
czatkowy tejze linji. Ilodei v; majg te same wartoSel wzdluz calej dtugodei » i zadosé

czynf@ warankowi 2 7:=1. Spolrzedne tego samego punktu odnoénie do przyje-

tego ukladu powierzchni gléwnych wyraza sig ilosciami x;=1,p, rozumiejac preez p
fankcje zmiennej r, zamieniajgeg sig na » dla r nieskoficzenie malego.

Pozostawiajac ten sam poezgtek, weimy inny ukiad tozsamosciowy z teraZniej-
szym, co jest zawsze mozliwe z przyezyny, ze krzywizna rozmaitodei jest stala, i oznacz-
my ‘spéirzgdne punkiu s w tym nowym ukladzie, przez ;. Formuly, stuiace do
przejécia od uktadu pierwszego do drugiego, zawieraja si¢ w nastgpujacej:

Ii= Z ey
P

rogumiejac przez ¢;; n? ilodei stalych, czynigeyeh zadosé zwigzkom:

Z 63;k= 1,

2 epicyi==0;
B i
skoro bowiem uklady s3 migdzy sobg tozsamosciowe, to przejécie od jednego do dru-
giego powinno sig dokonad za pomoca podstawied linjowych o spilezynnikach statyeh,
proétokqtnoéé za$ w obu ukiadach wymaga przytoczonych zwigzkéw pomigdzy temi
stalemi. : '
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Przyjetemu ukladowi odpowiadajg oczywidcie dwa niezmienniki
2 __ 2 s A \PIETER \
So-Semp sams Saw— Y

a ze kwadrat elementu linijnego w rozmaitosci o krzywiZnie stalej i w spolrzednych
gléwnych powinien by¢ takze niezmiennikiem, przeto kwadrat ten musi mieé forme

B 2 d2?, rozumiejge przez ¢ funkejg samego p.
Celem znalezienia tej funkeji poprowadimy przez linje npajkrétsza = i przez
linj, bedacg przediuzeniem elementu linijnego ds = Vs Z dx?, powierzchnig i po-

myslmy w tej powierzchni uklad spélrzednych, analogiczny do powyzszego o wspéls
nym z nim poezgtku. Oznaczajac w tym nowym ukladzie przez &, i§, spélrzedne
punktu, z ktérego element ds wychodzi, mieé bedziemy

& =peosy, , == psinp,

gdzle ¢ oznacza kat, ktéry kierunek poczatkowy linji najkrétszej r tworzy 2 kierun-
kiem poczatkowym linji 52 =0. Kwadrat elementu ]xnxJnego wyrazi sig wtedy for-

wuly
& (d§,* - dt,?)
Stosujac do be ostatniej formulg (i) Gaussa (przyp. 6), na wyznaczenie funkeji &
znajdziemy réwnanie .
de\2  [2e\? a2 2¢
2aed = (° (M N S A N
= (oe) o) —< g+ 52
ktére przy pomocy spélrzednych p i@ przechodszi w nastqpujqce:
2e\2 2 2
P i I Y L o L 9%
Bas= (39) T pz(aqt é‘p-+ *9

1 3
wz + [ 3@)

Ponieyvai fankeja e nie powinna zalezeé od kata ¢, przeto réwnanie poprzedzajace

redukuje sie do nastgpujacego '

208 = (tg 5)2__
dp
—5 ., -Przybiera postaé:

Q2o | do
=l o)~

dw\?
P‘dJ
Calka ogélna ‘tego ostatniego réwnania ma postad:

Bt v

E(dzs 1 de
Adp? bp dp)’

ktére, po zalozenin e =

gdzie ai ib sq dwie state dowolne, Stale dowolne Wyznaczymy z warunku ze ‘dla

icm®
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=0 powinno byé &, a tem samem i ®, réwne 2. Temu mozna uczynié zadosé,

o f.
kladage albo b==2, a==1, albo tez b =0, a= T W obun razach otrzymuje sie:

1{)’
m:l+ 4 3
a stad

B

Jezeli za p? przywrécimy wartosé 2 22 wyzej zalozong, to otrzymamy na dugosé

1+ ?ﬁV‘

elementu linijnego
ds=

t. j. wzér Riemanna,
W celu znalezienia funkeji p zmiennej 7, uwazamy, %e, zakladajge wszystkie
=0 z wyjatkiem jednego y; = 1, mamy réwnies wszystkie 2 réwne O z.wyjat-
kiem jednego #;=p. Kierunkowi temu odpowiada cczywiscie linja najkrétsza »r,
ktorej dlugosé elementu ds wyrazi sie, na mocy otrzymanego teraz wzorn, wzorem

_dp
ap
T+

Jest przeto

r:[ds‘..-{ —df——zz——arctg )—P,
11 § 1+’1jii' *
a stad N ]/EP
P—ﬁtg*z'—
i nastepnie:
ZT¢ Von'
=Va'

10. (Do tego samego ustepn co w przyp. 9). Podamy jeszcze inny dowod
wzorn Riemanna, zakomunikowany nam przez H. Webera (w owym czasie pro-
fesora w Krolewcu).

(H. W.). Jeteli we wzorze

I—V dx;dx,
T L as ds
ij

wynikajacym z wzoru
sg——Zb,Jtlw.da:“ bij==b;i,
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. . dwy .
wprowadzimy wartodci poczatkowe (—”) rowna Z;, to oznaczajgc przez b;; warto-
: o

$ci poczgtkowe ilosei b;;, mieé bedziemy réwnanie
(]
2 biyeie;=1;
i
Za pomocy podstawienia linjowego ze spélezynnikami statemi sprowadzmy to ostatnie

do formy
2 1=
t

polézmy & =py; tak ze ilosci 7 wzdluz jednej linji najkrotszej sg sta}e; p za8
oznacza funkeje zmiennej r, ktéra dla nieskofczenie malych wartosei + jest réwna r,

Uwazamy teraz te linje najkrotsze, dla ktérych v; i 7; s résne od zera, gdy
pozostale 7 sg zerami. Wtedy tworza one powierzchnig, ktéra nadaje sig do przed-
stawienia w naszej przestrzeni tréjwymiarowej i ktéra posiada staly krzywizng. Mo~
zna wige do niej zastosowaé metodg Gaussa. Jeseli @ oznacza kat, jaki poczgtko-
wy element jednej z tych linij najkrétszych tworzy z elementem poczgtkowym £=0,
to f;=cos ¢, 7;=sine i wedlug Gaussa (Disquisitiones supra superf. curvas,
Art, 19) dla dowolnego elementu linijnego, znajdujacego sie na uwazanej powierzehni,
mamy:

ds? = dr? -{-—mzd(p"’,
am— L &m
m o dr?’

. ., dm
gdzie m =10 i —d—;—.—z 1 dla r==0. Stad dla stalego ¢ otrzymujemy

1
m==——sinrVa.
Va

45 =& (@62 + a6 = e 4g? f eptag?,

Zakladajac

znajdnjemy za pomocy prostego rachunku
2 _
o _. l‘/; tgir Ve
i nastepnie e
do= VIR AG
o - ’
T4+ E2 459
Dowiedlismy wige wzorn Riemanna dla takiego elementu linijnego, ktéry
lezy na powierzchoi, dla ktérej pozostale £ §3 zerami.

5 o fer Lecz poniewaz wzér ten nie
zmienia swojej formy, jezeli w miejsce ilogci £ lub,

zmier i y ¢0 na jedno wychodzi, w miejsce
ilosei ¥ wprowadzimy dowolne podstawienia linjowe ortogonalne, wigc stad wynika
ogdlna jego prawdziwosé.
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11. Do str. (13), 125. Glebokie mysli, wyrasone przez Riemanna w ostat-
nich ustgpach niniejszej rozprawy, byly niejako przeczuciem wieszezem — tak wyraza
sig o nich H. Weyl w nowem jej wydaniu!)— tych przeobraien, jakich w pogla-
dach na podstawy Fizyki, a zwlaszcza na istote grawitacji, dokonala ogélna Teorja
waglednosei Einsteina. Wyrazenie elementu linijnego rozmaitosei Riemannowskiej,
dane w postaci

ds?= E dyydy, d2,y,
By
badania nad przekszialceniem form rézniczkowych kwadratowych, ktére zawdzigeza-
my Christoffelowi,® a zwlaszcza Rachunek rézniczkowy beswzgledny, (t. j. nie-
zalezny od ukladu spélrzednych, ktérego twércami sg Riceci i Levi-Civitad—
oto $rodki i narzedzia, przy ktérych pomocy rozwija sig czedé matematyczna teorji
Einsteinowskiej.¥

4 H. Riemann, ,Uber die Hypotesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen®.
Neu herausgegeben und erldutert von H. Weyl, Zweite Auflage Berlin, 1921, str. IV.

3) Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades.
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, T. 70 (1869).

). Metody Rachunku rézniczkowego bezwzglednego i ich zastosowania. Prace mate-
matyczno-fizyczne t. 12 (1901) str, 11—94. .

%) -Strona matematyczna i fizykalna ogélnej teorji grawitacji sa wylozone miedzy in-
nemi w nastepujscych pracach:

Entwurf einer verallgemeinerten Relativitdtstheorie und einer Theorie der Gravitation.
1. Physikaiischer Teil von Albert Einstein, II. Mathematischer Teil von Marcel Gross-
mann, Leipzig und Berlin 1913.

Die Grundlage der aligemeinen Relativitatstheorie vou A. Einstein, Leipzig, 1916.

Raum-Zeit-Materie. Vorlesungen iiber allgemeine Relativitatstheorie von Hermann
Weyl, Vierte Auflage, Berlin 1921.
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