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D. MENCHOFF.

Sur un ensemble des lignes cantoriennes.

(O munogoéci linij Caatora).

Appelons C-courbe toute ligne cantorienne?) située dans un plan,
qui ne peut &tre regardée comme une courbe de M. Jordan (simple ou non).
Dans cette Note nous allons démontrer I'existence d'un ensemble non
dénombrable des C-courbes situées dans le m&me plan et
n'ayant pas de points communs.

Soit 4B un segment rectiligne quelconque situé dans un plan = (fig. A)
et soit P un ensemble parfait linéaire, non dense dans aucun segment, com-
pris dans AB et ayant ses extrémités aux points 4 et B. Désignons par

Upys Uyys Unye Uppe Yoty Uagy Uggy Upgy - -o oy Uika ooo o+ N

1<E<2,i=0,1,2,3,..... , les segments contigus 2 'ensemble P. Comme
il est bien connu, on peut supposer les segments % numérotés de telle fagon
que les distances du point 4 aux segments croissent avec k, pour £ fixe,
et qu’ entre deux segments consécutifs wa, et 0 < k<249 soit compris
un et un senl segment u e, << 1.

Menons, dans le plan =, de tous les poins = de I'ensemble P les seg-
ments p@, de longueur 1, perpendiculaires 2 AB et ayant la méme direction.
Considérons les domaines

. ;
T, Ty Trge Tors Tage Tass Toeeeror Tinenvenn,

1.k, 5=0,1,2,3,..... , limités respectivement par les contours
Yy Zoretti, Lecons sur le prolongement analytique, p. 20.

1 Nous regardons les points 4 et B comme des segment dont les extrémités sont
confondues, et mous les désignons respectivement par #ip et %4, iy quel que soit 7.
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dont les positions sont indiquées sur la fig. A. On voit que le domaine T,
se compose de trois bandes curvilignes pointillées et de parties des domaines
Ty, et T}, comprises entre ces bandes pointillées. De méme, chacun des deux
domaines Ty, et Ty, s¢ compose de deux bandes - petites mailles carrées et
d'une partie du domaine Ty, (dans le casde T},) ou T,y (dans le cas de 77,)
comprise entre elles. Enfin chacun des quatre domaines Ty, . Ty, T}, ’11;
est teinté en noir. i ) o

Nous supposerons que chacun des segments My Ny est situé sur le pro-
longement du perpendiculaire p(as) mené de 'extrémité gauche a; du seg-
ment 2 et que la distance du point Ny au segment AB ne dépend que du
premier indice ¢ et tend vers 1 pour Z-—oco. On suppose enfin que l'aire du

. . | S
domaine T tend vers zéro avec v indépendamment du second indice % et

que la distance minima du botd supérieur Ny N’y du domaine T au segment.

g est inférieure 4 la longueur de ce segment, c’est-d-dire, tend aussi vers
P | ’ ’
2éro-avec .

Nous dirons que le domaine Ty est engainé dans le domaine Tiy, si
T4 a la méme position par rapport & Tiw que les domaines Ty,, Ty, T,,—par
rapport 2 T, C'est-a-dire, si la partie droite du domaine T est située 2 I'in-
térieur du-domaine Ty est située & I'intérieur du domaine Ty Il est clair que
le domaine T est engainé dans Ty, quand 7 >4/ et quand les segments cor-
respondants ug, % possédent les propriétés suivantes: - ’

1. % est situé i droite de 2. .

2. Il n'existe pas un troisitme segment ;- situé entre les segments
Ua, Ui et dont le premier indice 7 est inférieur & 4"

- On voit immédiatement que les domaines Ty peuvent &tre rangés dans
le tableau de la fig. B, oi1 les fleches «—, joignant deux domaines quelcon-
ques. Ty et Tingr. i°>1", indiquent que Ty est le domaine ayént le plus
grand premier indice de tous les domaines Ty tels que 7y est engainé
dans Ta. B

Spit z un point quelconque de second espéce de I'ensemble P, distinct
d?s points .4 et B. Nous dirons que le segment % a une positio;l prin-
cip a.le Fntre le point 2 et un autre segment u;, situé  droite de , si le
premier indice 4’ de tes segment 4 la plis petite valeur parimi tous les’ indi-
ces ¢ correspondant aux segments g situés entre le point z et le segment

.. +3) Nous regardons, ccﬁnme plus hallt le ‘i '
: K nt B
i=0,1,2,3..... ,-dont les extrémités sont confondugz ' w*mme ]c' srement y'j"zi'%b

icm

® Sur uon ensemble des lignés cantorennmes.

Upr . On voit immédiatement que le domaine T est engainé ‘dans le do-
maine Tingr, qua i< #' et quand le segment w2 une position principale
entre le point & considéré et le segment % -, )
Soient
: M
les segments contigus & I'ensemble P possédant les propriétés suivantes:
1. Le segment u;,; a une position principale entre le point & considéré
et le point B. . o
2. Le segment %;,z, a une position principale entre le point z et le
segment i, x, 1y M2
1l est clair que les segments u, .

it

possédent aussi les deux propriétés suivantes:
. . . . 1
3. La distance du point z au segment #;,,;, tend vers zéro avec P

Uik Wizt Wigyy -« - 3 Zi,'m;;“; ......

ainsi définis, et les domaines T: x,,

4. Le domaine T;_y,, est engainé dans le domaine T _,%,_;, m 2.

Nous appelons la suite (1) des segments contigns & 'ensemble P ia
suite canonique correspondant au point x considéré.

Désignons par L(x) 'ensemble limite restreint des ensembles formés
respectivement des poinis des domaines Tz . m=1,2,3,..... dComme

Paire du domaine T x, tend vers zéro avec ;nl» I'ensemble L{z) n'a pas de
points intérieurs. En tenant compte que la distance du point & au segment
i, v, tend vers zéro avec ;z et que la distance du point N, au segment
4B tend en méme temps vers un, il résulte de la propriété 4° des domaines

T;,.x, que tous les points limites de I'ensemble L(x), non situés sur cet en-
semble, appartiennent au segment p(x) correspondant au point o consi-

déré. En posant
C@) =L@ +p@).
on voit donc que
(A) C(x) est un ensemble fermé qui n'a pas
intérieurs.
On démontre aussi aisément que

(B) C(z) est un ensemble bien enchainé.
Comme la distance minima du bord supérieur Ny Na du domaine T

de points

au segment AB tend vers z€ro avec —Iz— et la distance du point Mg 2 ce seg-

ment est, en méme temps, supérieure a un, les deux extrémités du segment
p(z) et, par suite,
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(C) Yensemble C(z) ne peut étre regardé comme une
courbe de M. Jordan. : :

En rapprochant les propriétés (A), (B) et (C) de I'ensemble C(z), il :1é-
sulte immédiatement que cet ensemble est une (-courbe. On voit donc
qu'a chaque point = de seconde espéce de I'ensemble P, different des points
4 et B, correspond une C-courbe C(x). Comme l'ensemble de points de se-
conde espéce d'un ensemble parfait queiconque a la puissance du corftinu,
T'ensemble formé des C-courbes C(x) correspondant a tous les points z con-
sidérés de Pensemble P a la méme puissance; on obtient donc un ensem-
ble non dénombrable des C-courbes O(#) situées dans le me-
me plan.

~ Nous allons démontrer que les deux C-courbes, correspondant a deux
points différents x et ', n'ont pas de points communs. Sofent, en effet,

et ', =1, deux points quelconques de seconde espéce de I'ensemble P,

différents des points 4 et B. Désignons respectivement par
) Uik Uigkys Uik -even. , Tlimkm; ......

et .

Wire, 3 Wiy Wirvgs ooneny Uiy oy oo

les suites canoniques des segments contigus a 'ensemble P correspondant

aux points & et 2. Comme les distances des points x et 2/ aux segments

u;m,;; et uy, 5, tendent respectivement vers z€r0 avec 1—; ces segments doivent
étre différents A partir d'un certain indice m; m%sm peut-on déterminer, pour
m suffisamment grand, un segment wuy, 1 <im, 1<y, situé entre les
segments u; x, et wy 1,. Nous supposerons, pour fixer les idées, que 2 est
situé & gauche de 2/; les segments Ui, b, €1 U, w, sONt alors situés respectiA
vement 4 gauche et A droite de uy et, par suite, comme on le voit de la
fig. A et des inégalités ¢ < 4,,, i <#,, le domaine T, est engainé dans Ty
ou situé an-dessus de ce domaine et le domaine Ti,x, est en méme temps
situé au-dessous de T%. Il en résulte immédiatement que les ensembles L (x)

et L(z') et, par suite, les C-courbes C(x) et C(x') ne peuvent avoir de points
communs. On voit ainsi

quil existe un ensemble non dénombrable des C-cour-

bes C(x) situées dans le méme plan et mayant pas de points
communs, ¢ q. L d.
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