B. KALICUN-CHODOWICKL

Przyczynek do konstrukcji elementéw stycznosci
i srodk6w krzywizn jednobieznych krzywych pta-
skich przy pomocy Geometrji kinematycznej.

(Contribution a la construction des éléments de contact et des centres de courbure
des courbes planes unicursales 4 P'aide de la Géométrie cinématique).

TRESO.

We wstgpie podaje autor zasadnicze pojecia i konstrukeje z Geometrji kinema-
tycznej.

W czgdei 11 IT wyprowadza przy pomocy ruchu postgpowego punktu po linji
prostej i ruchu obrotowego prostej okolo punktn konstrukcje punktéw stycznosci,
stycznych i #rodkéw krzywizn krzywych rz. II. Konstrukeje te, nader proste
i przejrzyste, mogy mieé w technice wszechstronne zastosowanie.

W czedei III i IV wyprowadza autor sposobem kinematycznym konstrukcje
punktéw stycznosei, stycanych i drodkéw krzywizn jednobieznych krzywych wyzszych
rzeddw i wyzszych klas.

O ile konstrukeje we wstepie, w czedei I i II sg samodzielnem opracowaniem na
podstawie #rédel obeych, o tyle konstrukeje w ezefei ITT i IV sg wylaczng wia-
snodcig autora.
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W niniejszej rozprawie podaje autor zastosowanie Geometrji kinema-
tycznej do kreslenia krzywych jednobieznych ¥ i wynajdywania ich $rodkéw
krzywizn. Dla jasnodci przedstawia we wstepie w krétkosci te zasady Geo-
metrji kinematycznej, na ktérych nastepnie opiera swe konstrukcje 2.

I Prosta I (fig. 1) obraca sig¢ okoto swego punktu Ciprze-
cina statg prostg g w punkcie 8. Z przyjetej predkosci obro-
towej prostej I wykresli¢ predkos$¢ ¢, z jaka punkt S porusza
si¢ po prostej g.

1. Jezeli prosta I podczas obrotu okoto punktu ' zajmie nieskoriczenie
bliskie potozenie V, to punkt S, jako punkt prostej I, opisze nieskoficzenie
maty tuk kotowy 8§/, jako za$§ punkt prostej stalej g opisze nieskoriczenie

) Poréwnaj: 1) B. Kalicun. Uber die Eigenschaften der ebenen Kurven... Sitzungs-
berichte der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien. Bd. CXIX. Abt. Ila. 1910.
2) B. Kalicun. Uber die Erzeugnisse krummer projek. Gebilde, deren Tréger. Plankurven
sind. Tamze CXXI, CXXIl, 1913, 1914.

*) Poréwnaj: 1) Mannheim. Géométrie cinématique, 2) D'Oca gne. Cours de géo-
méirie descr. et de géom. iufinitésimale. 3) Prochazka. Vybrané stats z descriptivni geo-
metrie. T, IV. Praga, 1916.
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maly odcinek SS. Poniewaz nieskoficzenie maly tréjkat S'S* moze byé
uwazany za prostokatny, przeto oznaczajgc kgt (Ig) =a, otrzymamy:

NiSd
sin o

88t= ) !

t’
.S/ 5‘//

e g

Kiadgc 88’ =ds, S8'=ds,
i dzielac oba te réwnania
przez dt, otrzymamy w réw-

naniu%:v predkoscé obro-
towg punktu S, w réwnaniu
4ds,

zas g = ¢ predkosé, z ktS-

r4 punkt S porusza sig po

prostej statej g. Z réwna- Fig. 1.

v

nia (1) wyniknie wtedy réwnanie: c¢=

T sina’ & .
kidre podaje konstrukcje predkosci postepowej ¢, gdy dana jest predkosé
obrotowa v lub naodwrét. A mianowicie: Jezeli prosta I (fig. 2) obraca sig
okoto swego punktu C tak,

Ze jej punkt przeciecia sie S 1

ze stalg prosta g ma pred-
kos¢ SS'=w, to predkosc
postepows tego punkiu na
prostej g otrzymamy, kre- S ;
$lac z punktu S’ réwnolegla /
do I i wyznaczajac jej punkt gt
przecigcia sie S, z prostg g.
Odcinek S8, = ¢ bedzie
predkoscia postepowa punk-
tu S na prostej g. I naod-
wrét: jezeli odcinek S,
przedstawia predkos¢ po-
stepowg punkiu S na pro-
stej g, to jego predko$¢ obrotowg S& =10 na prostej I otrzymamy, ogranicza
jac prostg S5 L1 promieniem S8 || 1.

2. Na figurze 3 prosta I, obracajgc sie okolo swego punktu ¢, przecina
stalg prosta g w punkcie U. Predkosci obrotowe v i », i predkosci postepowe
¢ i ¢y tych punktéw sg od siebie zalezne, a figura wskazuje, jak z jednej z tych
predkosci konstruuje si¢ inne. A mianowicie:

Fig. 2.
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a) Wychodzac z predkosci obrotowej v punktu S, otrzymujemy pred-
ko§¢ obrotows. v, punktu U, jezeli prosta UU; L1 ograniczymy promieniem
C8,.  Z predkosci v, otrzy-
mamy predko$¢ postepows
na prostej m, kreslac pro-
stag U, U, || 1. Posta ta prze-
tnie prosta m w punkcie 71,
a odcinek UU,=c,, jest szu-
kang predkoscig postepows
punktu I} na prostej m.

b) Jezeli dana jest
predko$é postgpowa c= S8,
punktu 8 na prostej g, to,
jak z figury widoczna, otrzy-
mamy predkos¢ postepows
¢, punktu U na prostej 7 {| g,
kreslac promieni CS; do prze-
cigcia sig z prosta » w punk-
cie 1l,. Odcinek UU,=¢,
jest predkoscia postepows
punktu U na prostej 7| g-
Z tej predkosci konstruu-
jemy predko$¢ postepowsg
UU,;= ¢, punktu U na pro-
stej m, kreSlagc prosta
U, U, 171t d

I. Konstrukcja
predkosci punktu prze-
cigcia sig s dwoch pro-
stych I, p, z ktérych je-
dna obraca si¢ okoto
swego punktu C, dru-
ga za$ okolo swego
punktu C, (fig. 4).

Jezeli prosta ! obraca
si¢ z pewnq predkoscig oko-
o swego punktu ¢, druga
za$ prostap obraca sig z pe-
wig predkoscig okoto swego
pufllftu Gy, to punkt przeciecia si¢ S tych prostych porusza si¢ z pewng pred-
koscig wypadkows i opisuje krzywa k. Predkosci punktu S w poszczegélnych

Fig. 4.
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punktach tej krzywej przedstawiaja styczne tej krzywej w tychze punkfach.
Niech [, bedzie nieskoficzenie bliskiem polozeniem prostej I przy jej obro-
cie okolo C, p, nieskoficzenie bliskiem poloZeniem prostej p przy dej obro-
cie okolo C,. Proste I, i p, przecinajg sie w punkcje s,, kt6ry lezy w nieskoni-
czenie matej odleglosci od punktu S. Prosta za$, laczaca punkty Si S, jest
styczna krzywej &, opisanej przez punkt S.

Punkt S, jako punkt prostej I, przechodzi z nig przy nieskoficzenie ma-
tym obrocie do polozenia L,-jako za$ punkt prostej p przechodzi z nig przy
nieskoficzenie matym obrocie do potozenia P. Nieskoficzenie male elementy
SL iSSP mozna uwazac za prostopadie do /; wzgl. p,, a zatem proste [, i p;
za réwnolegle do I wzgl. p (fig. 5). Narysujmy zatem do nieskoficzenie mate-
go czworoboku SLS;P czworobok
podobuy SL,S, Py, kiérego boki majg
si¢ do odpowiednich bokéw pierwszego
czworoboku jak 1: dZ, a otrzymamy:

L
Sle%: Uz,
SP
SPI:_E*{:”P’
8§ _ )
88 =gy =" iy

v, 1 v, przedstawiaja predkosci obroto-

we punktu S podczas obrotu prostych I/
wzgl. p okolo ich punktéw C wzgl.

C,, v; za$ przedstawia predko$c tego R
punktu po stycznej ¢ do krzywej k. Jezeli zatem sq dane predko$ci obrotowe
v, 1 v, punktu §, to predkosé jego postepowa po stycznej do krzywej k otrzy-
mamy w sposéb nastgpujacy:

Z konca L, predkosci v; kre§limy prosta réwnolegla do I, z korca zas P,
predkosci v, kreslimy prosta réwnolegla do p. Proste te przecinajg sie
w punkcie 8,. Odcinek 8,5 przedstawia predkosé wypadkows punktu S, a kie-
runek tego odcinka jest kierunkiem stycznej w pnnkcie S do %. Konstrukcja
odwrotna prowadzi od predkosci punktu S po stycznej ¢ do predkosci obroto-
wych tego punktu.

. Konstrukcja $rodka krzywizny w pewnym punkcie
krzywej, jako chwilowego $rodka obrotu stycznej w tym
punkcie.

Srodek krzywizny M krzywej k w pewnym punkcie T (fig. 6) moze by¢
uwazany: a) jako punkt przecigcia sie dwéch bezposrednio po sobie nastgpu-

Fig. 5.
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jacych normalnych, b) jako chwilowy $rodek obrotu stycznej ¢ w punkcie T,
gdy styczna ta z potozenia TT" przechodzi do nieskoriczenie bliskiego poto-
zenia I} T =¢. Dowolny punkt P tej stycznej przechodzi wtedy do potoze-
nia P'. Punkt P osiggnie to polozenie, jezeli odeinek TP przesunie sie na
stycznej ¢ o odcinek T'7"= PP" do potozenia 7" P", a nastgpnie obréci sie

okoto punktu 77.
3 N
T T f\F’

aasSd /’\sﬂ

/ RN
/ 7'7?;\{‘ \{
, ~ NJp’

/
! / -
! / 174 '

Z nieskoficzenie mate-
go tréjkata P PP/ w kt6-
rym kat P’'PP'" oznaczo-
no przez ¢, wynika: P’/ P"
=PP''tg ¢ =TT tg o.
Prosta - PP’ jest jednak
/ N4 .. styczna do trajektorji Kp, za-
N e kreslonej punktem P stycz-
L “ nejt.Na podstawie twierdze-
;7 nia Chasles’ad przecho-
LA dzi normalna w punkcie P
LA tej trajektorji przez $rodek

Fig. 6. krzywizny M. Tréjkat PP/ P!
jest przeto podobny do tréj-
kata MTP, z czego wynika: MT: T'P= PP/ : PP

Dzielgc trzeci i czwarty wyraz tej proporcji przez dé, a nastepnie ozna-
czajac:

"
P

!

!
}

PP PP
ar T Tar TP

otrzymamy zwigzek:

MT=p,

1

) gdzie p jest promieniem krzywizny
e B krzywej K w punkcie T, w predkoscig

e punktu P, a zatem i punktu 7 na stycz-
S v nej ¢, v predkoscia, z jaka sie punk P’
o okoto T”, albo punkt P oko'o T

3 . obraca.

el . Zwigzek 1) pozwala przeto wykre-
§li¢ jedne z powyzszych wielkosci, je-
zeli inne s3 dane. Niech bedzie np.dana
predkos¢ w, z jaka sig punkt styczno-

Fig. 7.

) Chasles: Mémoire de Géométrie sur la construction des normales & plusieurs
courbes mécaniques. Bulletin de la Sociéte mathématique de Prance. 1878.
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§ci T porusza na stycznej £, a nadto predkos¢ v, z jakg sie’ ?bracg jakis
punkt P tej stycznej wraz z ta styczng okolo punkiu stycznosci T. Sro.dek
krzywizny M znajdziemy jako punkt przeciecia sig z normalng w pu}1kc1§ T
prostej, wykreslonej z punktu T, prostopadle do prostej P'T, taczacej koniec
predkosci v z punktem stycznosci 7.
L
Ruch postepowy punkiu po linji prosiej i z nim zwigzana korgs!n;ukqa
punktéw stycznosci i promieni krzgwizn krzywej k. 1l-giej .

1. Niech dowolny punkt I (fig. 8) porusza sig z pewng predkoscig po
prostej O, przyjmujac potozenie L1, ..... Rzuémy nastepnie szereg O (I, 1,....)

Fig. 8.

) Poréwnaj réwniez: B. Prochdzka. Kinematicky zpusob sestrojovani teden
a stfedd kfivosti kiivek, I st. Rozprawy czeskiej Akademji, rocz. I, Ne 19.


GUEST


88 B. Kalicun-Chodowicki. 8)

—_ 3

raz z dowolnego punktu 4, drugi raz z dowolnego punktu 4;. Otrzymamy
w ten sposéb dwa perspektywiczne peki A(I II,....) 1 4, (1, II,....). Jezeli na-
stepnie pek pierwszy przetniemy prostg w,, przechodzaca przez 4,, pek zas
drugi prostg w, przechodzacq przez 4, to powstang dwa rzutowe szeregi
(4;, B, G, ..)i(4, B, G, ...), dla ktérych prosta O bedzie osig perspekty-
wiczno$ci. Proste 44, BB, CC,, ..... taczace odpowiednie punkty tych sze-
reg6w, s stycznemi krzywej klasy Il-giej k,, ktéra, jak wiadomo, dotyka
réwniez podstaw w 1 w,.

Ruch postgpowy punktu I po prostej O powoduje ruch obrotowy pro-
mienia AI okoto 4 i ruch obrotowy promienia 4,1 okoto 4,. Ruchy obrotowe
promieni AT i 4, powodujq ruchy postepowe punktéw B, i B na podsta-
wach w i w;. Jezeli przedstawimy sobie, ze wszystkie ruchy odbywaja sie
w nieskoriczenie krétkim czasie, natenczas wspommniane ruchy postepowe
punkiéw B i B, spowodujg obrét stycznej BB, okolo jej chwilowego punktu
obrotu 8, ktdry jest wrasnie szukanym punktem stycznosci. Punkt ten znaj-
dziemy, jesli zna¢ bgdziemy predkosci obrotowe punktéw B i B,.

Przyjawszy za predkos¢ postgpowsg punktu I na prostej O odcinek I 7,

swyprowadzimy konstrukcjg na figurze 2 wskazana predkosci obrotowe I 7,

i IV, tego punktu na promieniach AT i 4,I. Zpredkosci I ¥, i I V', otrzyma-
my przy pomocy konstrukeji na figurze 3 predkosci obrotowe BV, i BY,
punkiéw B i B; na tychze promieniach; z predkosci BV, i BV, otrzymujemy
predkosci postgpowe tych punktéw na prostych w i 4, przy uzycin konstruk-
¢ji z fig. 2. Predkosci te oznaczono odcinkami BV i B,V, i wyprowadzono
z nich-predkosci BV i BV, z jakiemi obracajg si¢ punkty B i B,, gdy stycz-
na robi nieskoficzenie maty obrét okolo swego punktu siycznosci. Prosta za-
tem, Yaczqca punkty kornicowe V, i V' tych predkosci, przecina styczng BB,
w punkcie T5, kiéry jest wiasnie szukanym punktem stycznodci.

2. Znacznie prostsza jest konstrukcja punktu stycznosci stycznej 44,.

Uwazajmy styczng 44, za promiedi peku A(, I1,....) i oznaczmy punkt
przecigeia sig jej z osig O przez 4, za$ predkos¢ postepowg tego punktu na O
przez A'U. Z tej predkosci wyprowadzamy predkosé obrotowg 4’ U, punktu 4’
(por6w. fig. 2), a z tej ostatniej predko§¢ obrotowa 4, U, punktu 4,, ograni-
czajgc odcinek 4, U, L A, A promieniem U! A.

Uwazajgc styczng A 4, za promieri peku 4, (I, I1,.. ), otrzymamy pred-
ko$¢ obrotows AU’ punkru 4, dgraniczajac odcinek AU L A4, promieniem
U, 4,. Prosta U, U,/ przecina gtyczng A4, wszukanym punkcie stycznosci Ta.

Polaczmy punkt 4’z punktem U,’ i znajdzmy punkt U/, w ktérym ta

prosta przecina przediuzenie odcinka 4, U,, to odcinek A, 0y = — A4, U,

Ta réwno§¢ zachodzi wtedy, gdy réwnolegle do siebie odcinki 4'0,,
4,U,, AU/ nie sa do stycznej prostopadie, gdy wiec przedstawiajg predkosci
postgpowe punkiéw 4/, 4, 4 na prostych réwnoleglych, przez te punkty

e ©
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przechodzqcych (poréwnaj fig. 3). Ta uwaga prowadzi nas do naste;pujau:ej3
nadzwyczaj prostej konstrukeji punktu stycznosci dowolnej stycznej krzywej
klasy Il-ej, wyznaczonej przez dwa rzutowe szeregi (4 BC....)1 (4,B,C;....)
(fig. 8).

Niech tg dowolng styczng bedzie np. € C,.

Przez punkty C,C, i punkt ¢/, w kt6rym styczna przeci-
na of perspektywicznosci szeregéw, prowadzimy réwnolegte
r, 7, T, Na prostej r, odcinamy dowolny odcinek ('Z i tgczy-
my punktZ zpunktem C;; prosta C,Z przecina prostg r wpunk-
cie Z,. Szukamy punktu przecigcia si¢ Z/, prostej Z (' z pro-
stag r,. Odcinamy na prostej r, odcinek CZ,=—0C,Z', po prze-
ciwnej stronie punktu C,, a otrzymany w ten sposéb punktZ,
taczymy z punktem Z,. Prosta przecina styczng CC; w szu-
kanym punkcie stycznosci T.D.

2. Powyzsza konstritkcja punktu stycznosci jeszcze bardziej sig uprosci,
jezeli zamiast dowolnego punktu Z na prostej 7, [| 2 przyjmiemy punkt prze-
ciecia sig tej prostej z podstawg w, (fig. 9). Punkt Z, zejdzie sie wtedy z punk-
tem przeciecia sie obu podstaw w i w,, prosia za$ ZZ, z podstawg w;. Punkt
stycznosci T, wykreslamy wtedy w sposéb nastepujgcy:

Punkt ¢ przecigcia sie stycznej CC; z osig perspekty-
wicznosdci o tgczymy z punktem Z, w ktérym przecinajg sig
podstawy szeregéw wiw, Taprostaprzecina prostg r, réwno-
legle do podstawy w przez punkt ¢, przechodzaca, w punk-
cie Z,. Odcinamy nastepnie na 7, odcinek C,Z, =— (7,
a otrzymany punkt Z, faczymy z punktem Z; w przecigcin
sie prostej Z,Z, ze styczng CC, znajduje si¢ szukany punkt
stycznoS$ci.

3. Oznaczajqc na figurze 9 promied Z, (' przez n, Z, Z, przez m, otrzy-
mamy (ww, mn) = — 1, to znaczy, ze promienie m i n tworzg z podstawa-
mi w i vy, grupe harmoniczng, co wynika zreszta réwniez stad, ze prosta m
jest biegunowg punktu ’. Jezeli styczna € C; obwija przekréj stozkowy k,,
to z jej ruchem zwigzane sg obroty promieni m i n. Obroty te jednak sg tego
rodzaju, Ze promienie m i n odcinajg zawsze na prostej r,. réwnolegle dp w
przez punkt C; przechodzacej, réwne, o kierunkach przeciwnych, OdCIHk.I
C,Z,= 0,7, z czego wnosimy, Ze promienie te obracajg sig z réwnemi,
jednak wprost przeciwnemi predkosciami. Jezeli zatem znamy predkos$¢ obro-
tu jednego z tych promieni, to temsamem zmamy réwniez predkos¢ obrotu
drugiego.

1) Prawdziwo§¢ powyzszej konstrukcji daje si¢ réwniez wdowodni¢ przy pomocy
Geometiji nowszej (syntetycznej).
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To spostrzezenie postuzy nam do wyznaczenia predkosci, z jakg punkt
stycznosei T, posuwa sig po stycznej CC,. Niech promiefi # obraca si¢ w ten
sposéb, aby jego punkt ¢’ postgpowat na osi perspektywicznosci O z pred-

A

.N 3:'//
koscig C'V. Z predkosci tej wyprowadzamy predkosé obrotowa C'N tego *
punkty, gdy styczna CC, obraca sie okoto punktu stycznosci 7., i predkosé
postepowa ('Z' na prostej r,, réwnoleglej do w. (Poréwnaj fig. 21 8). Z pred-
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{1n Przyczynek do konstrukcji elementéw stycznosci i t. d. 91

kosci O'Z otrzymamy predko$é punktu 7, na prostej r | r,, ogranicza-
jac na tej prostej odcinek Z', M promieniem Z'Z,. Odcinajac na 7, odcinek
ZyM'=—=— 7', M, otrzymamy predko$¢, z ktérg punkt Z, porusza sig po 7y,
gdy promieni m obraca sie okolto Z;. Z tej ostatniej predkoéci otrzymujemy
predkos¢ punktu stycznosci T, na prostej réwnoleglej do r,, a nastepnie pred-
kos¢ T. X, z jakq punkt ten porusza sie na stycznej OC (por. fig. 2, 3).

W ten sposéb doszliSmy do predkosci C'N, z jaka punkt C' obraca sie,
gdy styczna CC' obraca sig okolo punktu stycznosci T, i predkosci postgpo-
wej T. X punktu T, na tej stycznej; mozemy zatem sposobem, na fig. 7 wska-
zanym, wykresli¢ Srodek krzywizny K w punkcie T, krzywej klasy II-ej.

I

Ruch obrotowy prostej okolo jej statego punkin i z fym ruchem zwig-
zana konstrukcja stycznyeh i Srodkéw krzywizn krzpwej rzedu IE-go.

Rozwazanemu ruchowi punktu I (fig. 9) po prostej O odpowiada dwoiscie
ruch obrotowy prostej I okoto jej pnnktu stalego O (fig. 10), ktéra zajmuje
potozenie I, II, I1I,

Przetnijmy pek O (I, ILHI,..... ) dowolnemi prostemia i a,, a otrzymamy
na nich dwa perspektywicznie rzutowe szeregi: (4, B, G, ....) i (4;,B,,Cp,....)-
Jezeli nastepnie rzucimy szeregi te raz z dowolnego punktu W prostej a,
drugi raz z dowolnego punktu W prostej a,, to powstang dwa rzutowe peki
W(a, b, c...)1 Wi{a, b, ¢,...), ktore wyznaczaja krzywg rzedu II-go.

Ruch obrotowy promienia I powoduje ruch postepowy punktu B po pro-
stej a,, punktu za$§ B, po prostej a, te za$ ruchy powodujg ruchy obrotowe pro-
mieni & i &, pekéw W (a, b,¢,...) i W,{(ay, by, ¢y, . ..). Z predkosci, jakie przybiera
punkt T, w kiérym przecinajg si¢ promienie b i b, wynika predkos$¢ wypad-
kowa tego punktu po stycznej w tym punkcie do krzywej K2 Kierunek tej
predkosci daje wiasnie styczng w punkcie T;. Jezeli przyjmiemy zatem odci-
nek B,V za predko§¢ obrotows punktu B; na promieniu OB,, to z predkosci
tej wyprowadzimy nasamprzod predkoéé postgpowg B,V punktu B; na pro-
mieniu @, z tej za§ predko$¢ obrotowg B,V,, ki6rej punki B, nabywa przy
obrocie promienia b,. Przy tym obrocie nabywa punkt T}, predkosci T; Vs,
ktérg wyprowadzamy z predkosci B;V,, ograniczajac odcinek T3V L1 b, pro-
mieniem V,W,. (Por. fig. 2, 3).

Pozostaje jeszcze do wyznaczenia predkos¢ T3V, kiérej punkt T, naby-
wa, gdy promiefi & obraca si¢ okoto W. Predkoéc tg otrzymujemy w spo-
s6b nastepujacy: Z predkosci B,V wyprowadzamy predkosé obrotowg BV,
punktu B, z tej za§ predkos¢ postgpows BV'; i predkos¢ obrotowg BV, kt6-
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rej punkt B nabywa podczas obrotu promienia & okolo W (por. fig. 2, 3).
Promieft W7, ogranicza na prostej, w punkcie T, do promienia & prostopa-
dle wykreSlonej, odcinek T},7",, kidry przedstawia predkosc, jakiej punkt Tb
nabywa podczas obrotu promienia b okoto W.

Z predkosci obro-
towych TV, TV,
punkta 7% wyprowa-
dzamy przy pomocy
konstrukcji, na figu-
rze 5 podanej, pred-
ko$¢ wypadkowa TS,
tego punktu po stycz-
nej w tym punkcie do
krzywej %% Kierunek
tej wypadkowej jest
wlasnie  kierunkiem
stycznej szukanej.

2. Konstrukeja
stycznej bedzie o wie-
le prostsza w punkcie
A, w ktérym przecina-
ja sig promienie a i a,
~., uwazane wtym przy-
padku za ruchome.

Przyjmijmy do-
wolna predkosé AU
punktu 4, ktérej ten
punkt nabywa, gdy
promieri 40=II obra-
ca sig okolo punktu O.

——

v g_______,_"__:_l,‘sl Prosta, poprowadzona
i przez U réwnolegte do
Fig. 10. promienia II, wyzna-

o cza na promieniach
. @& a, odcinki AU, wzgl. AT, kt6re przedstawiajg predkosci postepowe tego
pfmktu na tych promieniach. Kreslac przec U, r6wnolegly do a,, przez U/
rownolegle],~ do @, wyznaczymy predkosci obrotowe AU,, AU tego punktil
przy qucm promieni ¢, i @ okolo W, wzgl. W; proste U,U,1i U, U, przeci-
najq sig¢ w punkcie Sa, kidry pofgczony z A daje styczng w punkcie A,
3. Z powyiszej konstrukcji punktu Sa wynika, ze punkty 4, U,, Sa, U7
tworza réwnoleglobok. Jezeli zatem przediuzymy bok tego réwnolelgiob’okli
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8. U, do przecigcia si¢ H z promieniem 0A==1II, to otrzymamy odcinek
U,H=US,. Stad wynika nadzwyczaj latwa metoda kreslenia stycznej w do-
wolnym punkcie krzywej rzedu II go, kiérej sa dane dwie styczne w punktach
np. Wi W,, przecinajace si¢ w punkcie O.
Chcemy wykresli¢ styczng np. w punkcie T.:
Lacze punkt T. zpunktami W, W, 0. Przez dowolny punkt
N promienia T. O prowadze réwnolegla do promienia T. Wy,
a jej punkt przecigcia sie z promieniem WZI, oznaczam przez
Z. Odcinam na prostej NZ odcinek Z28.=—ZN i otrzymujg
punkt 8, ktéry, potaczony z T.. da styczng w punkcie T.
3. Powyisza konstrukcja stycznej prowadzi do konstrukcji promienia
krzywizny w dowolnym punkcie krzywej rz. Il-go (fig. 11)".
Na poprzedniej figu-
rze przyjeliSmy punkt N
zupelnie dowolnie na pro-
mieniu O T.. Konstrukcja
znacznie sig uprosci, jesli
punkt ten przyjmiemy
w przecieciu si¢ promie-
nia OT. z prosta WW,.
Promiefi przez N (fig. 11),
réwnolegle do W; T,
poprowadzony, przecina
promien W.T. w punk-
cie N, Jezeli na tej
réwnoleglej odetniemy
odcinek N,S.=—N, N,
to otrzymamy punkt S.,
ktéry, polaczony z punk-
tem S, da styczng w tym
punkcie. Z réwnosci od-
cinkéw N,S. 1 NN wy-
nika, ze promienie 7% (S.,
0, W, W,) tworza grupe
harmoniczna.
Wyobrazmy sobie teraz, ze punkt 7, odbywa ruch po krzywej K, na-
tenczas promnienie W, 7., WT., OT, obracajg sig okoto swych punktéw W,
W, 0, styczna za§ odbywa ruch, ktéry sie skiada z ruchu postepowego i ruchu
obrotowego. Predkosé ruchu postgpowego styczne] przedstawia odcinek T.5.,

Fig 11.

1) Poréwnaj: Prohdzka. Vybrané stat® z descr. Geometrie. T. IV
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Z tej predkosci wyprowadzimy predkos$¢ obrotows styczne] w sposéb naste-
pujacy: Przy powyzszym ruchu punktu T, odcinek N8, jest zawsze promie-
niem T, W potowiony, z czego wnosimy, ze punkty Ni S, poruszajg sie
z predkosciami réwnemi, ale wprost przeciwnemi. Potgczmy punkt S, z punk-
tem O, to promiefi ten przecina prosts, réwnolegle przez N do stycznej 7.8,
poprowadzona, w punkcie N,; odcinek N, przedstawia predko$¢ punktu N
na tej réwnoleglej. Z tej predkosci wyprowadzamy predkosé postgpows NN,
punktu N na prostej NS, (por. fig. 2, 3). Odcinajgc na tej prostej odcinek
8. Ny=— N, N, otrzymamy predkosé postepowa punktu S, z tej za$ pred-
kosc S; N,, jakiej punkt S, nabywa, gdy styczna obraca sie okolo swego
punktu stycznosci. ’

Majac predkosc postepows T, 8. punktu stycznosci i predkosé obrotowg -

80‘2}74 punktu S, tej stycznej, wykreslimy srodek krzywizny K sposobem jak
na fig. 7.

Na rysunku skonstruowano réwniez $rodek krzywizny K, w punkcie 7,

IIL.

Ruch punktu po przekroju stozkowygm i z nim zwigzana konstrukcja
stycznych, punktéw stycznosci i promieni krzywizn jednobieinych krzy-
wych klasy (2n+-1) wzgl. jednobieinych krzywych rzedu (2n+2).

®n=1,2,3,....). '

1. Dany jest przekréj stozkowy %2 (Tabl. 1), po ktérym porusza sig
punkt, przyjmujac potozenia 41,2, 3,4, 5 ..... Za predko$¢ postepows tego
rucht w kazdym z tych polozen moze by¢ przyjety dowolny odcinek na stycz-
nej przekroju stozkowego. .

Z ruchem tym punktu po krzywej k? wigzemy dwa ruchy obrotowe, je-
den okolo punktu 4, krzywej K?, drugi okolo punktu 4, ktéry nie lezy na
obwodzie krzywej k%

_Jeieli wige punkt 3 utworzy na k2 szereg 3,2, 4,5, ..... , to promienie
A, 314,3 utwqrzq dwa peki, ktére pozostang do siebie w takiej zaleznodci, ze
kazdemu promieniowi 4,3 peku 42(3,2,4,5. ... ) odpowiadaja dwa promienie
pefku‘fll 3,2,4,5..... ) s3 to mianowicie promienie, faczace 4! z punkta-
mi 313, w ktérych promieri 423 przecina k2. Kazdemu jednak promieniowi
A13‘ peku 'Af (3,2,4,5....) odpowiada tylko jeden promieri pekt 42(3,2,4,5....)
a mianowicie promien, ktéry taczy punkt 3 z punktem A42. Peki 42(3,2,... )7
id! (s, 2,'...)‘ sg zatem jedno-dwuznaczne. Dwie proste w, i w,, p:)p;owa-
dzone przez wierzcholki 4, i 4,, przecinajg te peki podiug dwéch szeregéw
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jedno-dwuznacznych: (41, BY, G4, D, Et,....) i (4%, B3, C%, D*, EA,....). Proste,
taczace odpowiednie punkty tych szeregéw, obwijaja krzywa klasy trzeciej Ky,
ktdra dotyka podstawy w, dwa razy, podstawy w, razy. Krzywa K, jest przez
szesé swych stycznych pojedynczych 4142 B1B?, C'C%, D'D?, E'E?, w, i stycz-
ng podwéijng w, doktadnie wyznaczona?. Dalsze styczne tej krzywej dadzg
sie z latwoscia wykreslié przy pomocy przekroju stozkowego k?, a punkty
styczno$ci przy pomocy ruchu punktu po krzywej &2

a) Potaczmy dowolny punkt X przekroju stozkowego A* z wierzchotka-
mi A i A? pekoéw 41(3, 2, 4,...) i 42(3,2,4,...); otrzymamy dwa odpowiednie
promienie tych pek6w, kiére przecinajg podstawy w,,w, w punktach odpowied-
nich 2,, 2, szereg6w w, (42, B2,...) i w, (41, B,...). Prosta X' X* jest styczng
krzywej K,. Z kazdego punktu X, podstawy w, wychodzg jeszcze po dwie
styczne do krzywej Ki, z kaizdego za$ punktu X, podstawy w, tytko jedna
styczna.

Punktowi 7, w ktérym przecinaja sig podstawy w, i w,, odpowiadajg
w szeregu w, (42, BY,...) punkty 7T} i Ty, w ktSrych krzywa k? przecina sig
z postawg w, Jezeli jednak punkt T zaliczymy do szeregu dwuznacznego
w,(4%,...), to odpowie mu w szeregu jednozmacznym punkt Ty, w ktérym
krzywa k2 przecina podstawe w,. Punkty Ty, T,, T, sg, jak latwo sobie przed-
stawi¢, punktami stycznosci krzywej K, ze stycznemi 10, i w,.

Krzywa K, dotyka réwniez stycznej 4! S?, wykreslonej w wierzchotku 4!
do przekroju stozkowego k®. Oznaczmy bowiem punkt przecigcia sig tej
stycznej z podstawa w, przez S;. Punktowi temu odpowiada pewien punkt
szeregu w,, ktéry znajdziemy, gdy §* polaczymy z A'i wyznaczymy punkt
przeciecia sie tej prostej z w;; punkt ten schodzi sig jednak z 4, tak, e pro-
sta 4182 jest réwniez styczng krzywej K.

b) Postawmy sobie za zadanie wyznaczenie punktu stycznosci 7. stycz-
nej E1E?. Styczng E' E? wyznaczyliémy przy pomocy punktu 5 na przekroju
stozkowym k2. Niech odcinek 5V przedstawia prednosé, z jakg ten punkt po-
rusza sie po styczmej do przekroju %* w tymze punkcie wykreslonej. Z tej
predkosci wyprowadzamy przy pomocy konstrukeji nafig. 5 predkosci 57,15V,
kt6rych punkt 5 nabywa, gdy promienie 4,5 i 4;5 okolo 4, wzgl. 4, obracaja
sie. Z predkosci 5V, konstruujemy predkosé obrotowg E*V, tego punktu przy
pomocy promienia AV, Prosta, poprowadzona przez ¥, réwnolegle do
AlE?, przecina w, w punkcie Vy, a odcinek E*V; przedstawia predkosc poste-
powa tego punktu na prostej w,. Kreslgc przez punkt ¥V, prostg réwnolegly
do stycznej E'E?, otrzymamy na prostopadiej w punkcie E? do E'E? wykre-
$lonej, punkt V,; odcinek E?V, przedstawia predkosé, z jakg sig punkt E?
obraca, gdy styczna E'E? obraca sig okoto swego punktu stycznosci 7.

i E. Weyr Theorie der mehrdeutigen geom. Elementargebilde.
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Analogicznie z predkodci 5V7; wyprowadzamy predko$¢ obrotows EtV7,
punktu B i predko$¢ postepowa E1V'y tego punktu na plostej wy, z tej osta-
tniej predkos¢ obrotows E, V', z jaka sie punkt E' obraca, gdy styczna ElE?
obraca sig okoto swego punktu stycznosci T},

Predkosci B°V, i E'V', prowadzg do punktu stycznosci T,. Jest to mia-
nowicie punkt przecigcia sig ze styczng E' E* prostej, taczacej punkty V,i V7,
(Por. fig. 3).

W ten sam spos6b wyznaczano na rysunku punkty stycznosci stycznej
BB C'(C?, ... .

2. O wiele prostsza jest konstrukcja punktu stycznosci stycznej 4142

Styczna 4'4* moze by¢ uwazana raz za promiesi pgku (42), drugi raz za
promien peku (4%). Oznaczmy punkt przeciecia sig stycznej 4142 z przekro-
jem stozkowym % cyira 7. Z dowolnie przyjetej predkosci tego punktu po
stycznej w tym punkcie do k* wyprowadzamy predko$¢ obrotows 77, z ktéra
sig punkt 7 obraca okolo A wzgl. 4% Z predkosci 7Z konstruujemy predkosé
obrotows 4*Z; punktu 42, gdy promiefi 74! obraca sie okolo 41, jak réwniez
predkosc obrotows A'Z,, ktdrej punkt 4! nabywa, gdy tenze promiefi obraca
sig okolo A% Prosta, laczaca punkty Z, i Z,, przecina styczng4'4® w punkcie
stycznosci.

3. Punkt stycznosci® stycznej A'4? wyznaczono na rysunku réwniez
i w inny spos6b, a mianowicie na podstawie nastgpujacego rozwazania:

Do konstrukeji krzywej K; mozemy uzyé réwniez dobrze innego prze-
kroju stozkowego. Polgczmy mianowicie punkt D! z punktami szeregu
4%, B2, (..., odpowiedni punkt D? z punktami szeregu 4%, B, C4,...;
otrzymamamy dwa jedno-dwuznaczne peki w perspektywicznem potoze-
niu, ktére wyznacza przekrdj stozkowy ka2, przy pomocy ktérego mozna
skonstriuowa¢ kizywa K, i wyznaczy¢ punkt stycznosci jakiejkolwiek stycznej
np. A14% Przekr6j ka? przechodzi przez DY, 1y, T,, Ty, a nadto przez punkt 6,
w kiérym przecinajq si¢ promienie D14? i D241, Punkt 6 jest jednak punk-
tem przekroju &*, tak, ze przekroje k? i k2 maja cztery punkty wspolne:
T, T, Tyi6.

Na rysunku wyznaczono sposobem Pascala styczna w punkcie 6 do
przekroju stozkowego ki’ i przyjeto na niej predkosé postgpowa 6G. Z tej
predkosci znanemi konstrikcjami wyprowadzono predkosci pochodne 6G,,
4Gy, 4,Gy, 4,Gy; 6@y, 4,G,, 4,6, 4,&,. Prosta @,G', przecina styczng
A'A* w punkcie stycznosci.

Zauwazy¢ nalezy, ze kazda para odpowiednich punktéw X!, X? jedno-
dwuznacznych szeregdw (w,) i (w,) moze by¢ przyjeta za wierzchotki dwu
jedno-dwuznacznych pekow, wyznaczajgcych przekrdj stozkowy k.2, ktéry
moze by¢ uzyty do konstrukeji krzywej K,. Dochodzimy zatem do twierdzenia:
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Istnieje co?przekrojéw stozkowych k2 przy pomocy kté-
rych mozna skonstruowaé jednobiezng krzywa klasy Illej, da-
ng przez dwa szeregi jedno-dwuznaczne (w) i (w?). Kazdy
z tych przekrojow przechodzi przez trzy state punky T,,7T,,Ts,
w ktérych krzywa dotyka podstaw wy i w,.

4. Punkt stycznoéci dowolnej stycznej krzywej k, da sie wyznaczy¢
réwniez na podstawie Geomettji nowszej. Konstrukcja ta zastuguje dlatego
na uwagg, ze prowadzi do wyznaczenia srodka krzywizny w dowolnym punk-
cie krzywej ,.

Wyobrazmy sobie dowolny przekrsj stozkowy C,, przechodzacy przez
punkt 4%, 4* i punkt 5 przekroju stozkowego k2

Jezelibysmy rzucili punkty tego przekroju raz z punktu 4! na podstawe
wy, drugi raz z punkiu 42 na podstawe wy, to otrzymaliby$my dwa rzutowe
szeregi, ktéreby z jedno-dwuznacznemi szeregami (w,) i (w,) mialy jedne pa-
1¢ odpowiednich punktéw E'E? wspélna. Z tego wynika, ze krzywa c',, kt6-
raby utworzyly wspomniane dwa rzutowe szeregi, miatyby z krzywg k, jedne
styczng E'E® wspolng; krzywe te mialyby dwie bezposrednio po sobie naste-
pujgce styczne wspélne, czyli wspolny pumkt stycznosci T, na stycznej B! E?,
gdyby krzywe & i ¢ w punkcie 5 miaty wspolng styczng.

Wyobrazmy sobie w koficu taki przekrdj stozkowy ¢?, ktéryby z prze-
krojem stozkowym &? miat w punkcie 5 trzy bezposrednio po sobie nastepn-
jace punkty wspélne, to przekr6j ¢’, miatby w punkcie T, z krzywa k, réw-
niez trzy bezposrednio po sobie nastgpujgce punkty wspéine. W tym przy-
padku kizywe I, i ¢/, mialyby wspélny srodek krzywizny. JezelibySmy wiec
konstrukejg na figurze 9 lub 11 wskazang znalezli $rodek krzywizny w punk-
cie 7. dla przekroju stozkowego ¢’, to bytby on réwniez dla krzywej k,.

a) Przekr6j ¢® scisle styczny do przekroju %? w punkcie 5 odpowiada
przekrojowi &* srodkowo-kolineacyjnie — dla punktu 5 jako $rodka, wspélnej
cigciwy 54! jako osi kolineacji . Azeby przekréj ¢ wykreéli¢, nalezy przede-
wszystkiem wyznaczy¢ punkt krzywej &2, kiéry odpowiada kolineacyjnie
punktowi 42" W tym celu nalezy polaczyé punkt A4? ze $rodkiem kolineacji,
t. j. z punktem 5, i wyznaczy¢ punkt przeciecia sig tego promienia z przekro-
jem k? (na rysunku schodzi sie ten punkt z punktem 4). Majac dang 0§ koli-
neacji 4'5, $rodek kolineacji 5 i parg punktéw odpowiednich 42, 4, z latwo-
$cig wykreslimy przekroj ¢2, scisle styczny do k2 w punkeie 5.

b) Przy pomocy przekroju ¢ wykreslimy przekréj ¢,, Scisle styczny do
krzywej k, w punkcie T,. Jezeli mianowicie rzucimy dowolny punkt U krzywej
¢? raz z punktu 4! na podstawe w,, drugi raz z punktu 42 na podstawe w,,

) E. Weyr. Projective Geometrie. Cz. II.

Prace mat.fiz., t. XXXII. ) 8
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to otrzymamy dwa odpowiednie punkty U;, U, rzutowych szeregéw, ktére wy-
znaczajg krzywa ¢',. Prosta zatem U, U, jest styczng krzywej ¢';. Z tego okre-
§lenia stycznej przekroju ¢, fatwo wywnioskowac, ze styczne sy, 8,, W punk-
tach 41, 4% do krzywej ¢® wykre$lone, sg réwniez stycznemi do krzywej ¢’,,
a nadto, ze krzywa ¢, dotyka podstaw w,, w, w punktach, w ktérych krzywa
¢, te podstawy przecina. Temi elementami jest krzywa ¢!, az nadto doktad-
nie wyznaczona, mozemy zatem metoda Brianchona wyszukaé punkt stycz-
nosci T, stycznej E*E?, ktéry jest punktem Scistej stycznosci miedzy krzywe-
miky icy

c) Majac wyznaczony przekrdj stozkowy c's, wykre§limy $rodek krzy-
wizny jego w punkcie T, sposobem na fig. 11 podanym.

Na tablicy I uzyto do tego celu stycznych s, i w, i ich punktéw stycz-
nodci §; i S; (S; przypadkowo schodzi sig z punktem C,), zatrzymujac wszyst-
kie znakowania figury 11 dia tatwiejszego orjentowania sie.

Srodek krzywizny K przekroju stozkowego ¢', w punkcie T, jest $rod-
kiem krzywizny réwniez krzywej k,.

5. Wyobrazmy sobie obecnie ruch prostej 4142 po krzywej klasy trze-
ciej k,. (Ta sama tablica I). Gdy prosta ta obwija krzywa k,, to jej punkt 41, wy-
twarza na dowolne] prostej w'; szereg punktéw 4, BY, €%, DY, B, ... TY, ...,
za$ punkt jej 4> wytwarza na stycznej podwéjnej w, krzywej k, szereg punk-
tow A3=4?, B'=4? (*=C0? D*=D?, B'=R2,... T’=T"... Te dwa szeregi
s jedno-tréjznaczne, gdyz z kazdego punktu szeregu (w',) wychodzg po trzy
styczne do ks, ktdre przecinaja podstawe w,=w, w trzech punktach odpowie-
dnich szeregu tréjznacznego, 2 kazdego jednak punktu szeregu (i,) wychodzi
tylko jedna styczna do %, ktéra przecina w!, w odpowiednim punkcie szere-
gu jednoznacznego. Te dwa szeregi sq w perspektywicznem potozeniu, gdyz
punkt Vilco, wkidrym przecinajg sig¢ podstawy w?, i w; sam sobie odpo-
wiada. Jezeli szeregi te rzucimy raz z dowolnego punktu W, prostej w,, drugi
raz z dowolnego punktu W, prostej w',, to otrzymamy dwa jedno-tréjznaczne
peki, ktdre wytworza krzywg rzedu IV-go &% Krzywa ta bedzie miata w punk-
cie W, punkt potrdjny, w punkcie W, punkt pojedyriczy Y.

Na rysunku s3 mianowicie miedzy innemi wyznaczone punkty krzywej
B l=[W, A2, W, 4%, I=[W,B,!, W,B?%, ll=[W,(,!, W,B%, IV=[w,D.},
gﬁlﬁ’ V=[W.E’, W, E*|, VI=[W, T}, W, T}, Vilco=(w,1,w,), VIi=[W,'Y,%,

)

a) Styczng w dowolnym punkcie krzywej Jt znajdziemy na podstawie
ruchu prostej po krzywej k,.

B! "Por. M. Lazarski. O konstrukeji i whasnosciach krzywych rzgdu 1V-go z punk-
tem potréjnym. Tom XV Rozpraw Akad. Umiej. Krakéw. 1886. .
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WeZmy np. pod uwage styczag EEZ Ruch jej obrotowy okolo punktu
stycznosci 7., jako chwilowego punktu obrotu, powoduje ruchy postepowe
punktéw E% E', E\! po prostych g, w,, w,*. Od ruchéw postepowych punk-
téw E?, E',, sg zalezne ruchy odpowiednich promieni W, E?, W,E, pek6éw
(Ws) i (Wy). Przy tych ostatnich ruchach nabywa wspélny punkt ¥ tych pro-
mieni dwéch predkosci obrotowych, ktére sie sktadajg na ruch postgpowy
tego punktu po stycznej w tym punkcie do krzywej k.

Oznaczmy wigc predkos¢ obrotows punktu E? przez E?0. Z tej predko-
Sci otrzymamy predkosS¢ postgpowg E?0, tego punktu na prostej w,, jezeli
przez O poprowadzimy 0O, || E,E,, z tej za$ predkos§¢ obrotowa E?0, punkin
E? na promieniu E?W? gdy ograniczymy odcinek O'F? L E*W, prostg
0,0, || E*W,. Ograniczajac w koficu odcinek V0, L E*W, promieniem O, W,,
otrzymamy predkos$¢ punktu ¥, ktérej ten punkt nabywa, gdy promied W,V
obraca sig okolo W,.

Z przyjetej predkosci E*0 wyniknie predkos¢ obrotowa E,' O, punkiu
E1, jezeli odcinek E'0,’ L E,'E? ograniczymy promieniem OT,. Z predkosci
E\*0,’ dochodzimy nastepnie znanemi konstrukcjami do predkosci 70/, ja-
kiej punkt ¥ nabywa, gdy promieni W,V obraca sie¢ okolo punktu W,.

Z predkoscei obrotowych V0, ¥0,' punktu ¥ otrzymujemy znang kon-
strukejg (fig. 5) predkosé tego punktu na stycznej VV;, wykreslonej w punk-
cie ¥ do krzywej rz. IV-go k.

Predkos¢ obrotowg stycznej E,' E? przyjeliSmy dowolnie jako odcinek
E?0. Mogli$my byli jednak wyj$¢ od znanej predkosci EV,.

Podobnie jak styczng w punkcie ¥V wyznaczono na rysunku styczng Z,
w punkcie VIII krzywej k*.

b) Styczng w dowolnym punkcie krzywej k* wykredlié mozna réwniez
na podstawie Geometrji nowszej, co nas prowadzi do konstrukcji $rodka
krzywizny w dowolnym punkcie krzywej.

Wyobrazmy sobie taki przekréj stozkowy c,?, ktéryby byt Scisle styczny
w punkcie T, do krzywej klasy Ill-ej %, a procz tego dotykal podstaw w,,w;.
Styczne do przekroju ¢,* wyznaczajg na podstawach w,’,w, dwa rzutowe sze-
regi, ktére polgczone z punktami W, i W, dadza dwa rzutowe peki, ktére
utworzg przekr6j stozkowy c,l. Przekr6j stozkowy e¢,' przechodzi¢ bedzie
przez punkty W, i W, i bedzie, jak tatwo wywnioskowac, Scisle styczny do
krzywej k* w punkcie V. Stycznej bowiem E,'E* przekroju c,* w punkcie T,
odpowiada punkt 7 przekroju stozkowego ¢,!, ktéry otrzymamy jako punkt
przeciecia sie promieni W, E' i W E% Punkt ten, jak widzimy, jest wspéiny
dla krzywych ¢, i k*. Krzywe k* i ¢,' bedq w punkcie V miaty dwa, trzy bez-
posrednio po sobie nastepujace punkty wspdlne, jezeli ze styczng E,'E? zejda
sig dwie, trzy styczne krzywych %, i ¢,® czyli jezeli krzywe %, i c,® beda
w punkcie T, styczne wzgl. scisle styczne do prostej E* E;*. Jednak przekroj
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¢, bedac scidle styczny do & w punkcie 7., jest cisle styczny do prze-
krojut stozkowego ¢, Scisle stycznego w tym punkcie do kg Przekrgj ¢,? da
sig zatem skonstruowaé przy pomocy przekroju ¢,’. Przekroje te bowiem po-
pozostajg ze sobg w zwigzku kolineacyjnym, dla ktérego styczna E,1E? jest
osig kolineacji, punkt E?, w kt6rym wspélna styczna w, przecina B4 E, §rod-
kiem kolineacji. Krzywa ¢,? da sie wiec z fatwoscig wykreslic. Szukamy prze-
dewszystkiem punktu stycznosci R, stycznej wy! krzywej c,2. W tym celu kre
$limy z punktu E,' styczng E,/R do przekroju ¢,'; styczna ta odpowiada koli-
neacyjnie stycznej w,* do c,?, jej punktowi stycznodci R odpowiada kolinea-
¢yjnie punkt stycznosci B, stycznej w,' Jezeli wiec $rodek kolineacji E* po-
taczymy z R, to prosta ta przecina w, w szukanym puncie B,.

Wten sam sposéb wyznaczamy styczng s,' krzywej ¢,?, ktéra odpowiada
kolineacyjnie stycznej s,, wykreslonej do ¢, z punktu A%, Styczna s,/ przecina
podstawy w,%, w, w punktach I* i I3 [I® schodzi sig przypadkowo na rysunku
z C*. Promienie W'I'i W, I* przecinajg si¢ w punkcie I przekroju stozko-
¢y, Scisle stycznego do krzywej &* w punkcie V. Przekr6j c,! jest zatem punk-
tami W, W,, I, V i styczng V Sy doktadnie wyznaczony, mozemy zatem uzy¢
do konstrukcji $rodka krzywizny K, 1+ W punkcie V krzywej k* (poréwn. fig. 11).

Na rysunku przeprowadzono konstrukeje Srodka krzywizny przy pomocy
stycznych £ i ¢ do ¢,* w punktach ITi W,. Styczne ¢ 1 f przecinaja sie w punk-
cie ¢, prosta za§ QV przecina cigciwg W, I w punkcie P, przez ktéry prze-
prowadzono prosta PSy || 7V. Punkt przeciecia sig tej prostej z cieciwg VW,
oznaczono F,. Odcinek VSy przyjeto za predkosé postepowg punkiu V na
stycznej, a z tej predkosci wyprowadzono znang konstrukeje predkosé obroto-
wa Sy P, ktérej punkt Sy nabywa, gdy styczna V' Sy obraca sig okoto swego
punktu stycznosci.

Przy pomocy predkosci ¥V'Sy i SvrP, wykreslamy $rodek krzywiziy K,
przekroju stozkowego c,?, a zatem i krzywej 1z. IV-go %t

¢) Jezeli krzywa jednobiezna &t jest wyznaczona przez dwa jedno-tréj-
znaczne peki (W) i (W), to kazda para odpowiednich promieni przecina te
peki w dwu jedno-tréjznacznych szeregach w perspektywicznem polozeniu,
kt6re wyznaczajg krzywa klasy lI-¢] ks, przy pomocy ktérej da sig w sposéb
kinematyczny skonstruowaé krzywu rz. IV-go %% Poniewaz za wierzcholek
peku jednoznacznego (W) moze byc¢ przyjety dowolny punkt krzywej k?,
przeto dochodzimy do twierdzenia:

Istnieje co? jednobieznych krzywych klasy Il-ef &, przy
pomocy ktérych da sie w sposéb kinematyczny skonstruo-
waé dana krzywa jdnobiezna rz. IV-go k. Wszystkie krzywe
ks dotykajg stycznych krzywej k* w punkcie potréjnym W,.

Gdy dana byta krzywa jednobiezna klasy Ill-ej %, przez swe jedno-dwu-
znaczne szeregi (w,) i (1), to do jednobieznej krzywej rz. V-go %&* doszlismy
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w ten sposéb, ze przyjeliSmy dowolny punkt W,, przez ten poprowadziliSmy
dowolng prosts w,, nastepnie na stycznej podwéjnej w, przyjelismy @wolny
punkt W, z czego wnosimy, 26 zapomocg ruchu prostej po jedno-
bieznej krzywej kl. lll-ej k, mozna utworzyé oo jednobieznych
krzywych rz. IV-go k*. Wszystkie te krzywe przechodza przez
punkty T, i T,, w ktérych styczna podwéjna w, dotyka krzy-
wej ks

6. Rzuémy kizywa k* raz z punktu potréjnego W, na dowolng prosfq
w,, drugi raz z dowolnego punktu W' prostej w, na prostg w2, dowolnie
przechodzacq przez punkt W,. Otrzymamy w ten sposéb na pmstyck} w,?
iw, dwa jedno-czteroznaczone szeregi, ktére wyznacza krzywg jednobiezng
klasy V-ej k. )

Styczne, punkty stycznosci i Srodki krzywizny tej krzywej skonstruuje-
my w sposéb kinematyczny przy pomocy krzywej 1z. IV-go k.

Wychodzac zatem z ruchu punktu po przekroju stozkowym, wyznaczy-
my w spos6b kinematyczay punkty, styczne i srodki krzywizny jakiejkolvvlel.{
jednobieznej krzywej klasy 2n -1, jak réwniez jakiejkolwiek jednobieznej
krzywej rz. 2n 42 (n=1,2,3, ...).

1.

Ruch prostej po przekroju stozkowym i z nim zwigzana konstrukcja
punkfow stycznych i srodkdw krzywizn jednobieinych krzywych rzedn
(27-+1) i jednobiezngch krzywych klasy (22-+2).
n=1,23...)

1. Ruchowi punktu po krzywej Yz. Il odpowiada dwoiécie ruch prostej
po krzywej klasyIl, a konstrukcjom na jednobieznych krzywych klasy (2n-+1)
wzgl. 1zedu (2n+-2) z pierwszym ruchem zwigzanym, odpowiadajg dwoiscie
konstrukcje na jednobieznych krzywych rz. (2n-+1) wzgl. kl. (2n4-2) z dru-
gim ruchem zwigzane.

Niech bedzie dany przekr6j stozkowy k* (Tablica 1), po ktérym porusza
sig styczna, przyjmujac polozenia s, = a,, 8,, Sy, Sy, &, --- Za predkosé obro-
towa tego ruchu w kazdem polozenin moze byé przyjety dowolny odcinek,
prostopadty do stycznej.

Przetnijmy wszystkie styczne przekroju stozkowego %2? styczng s, = a,
i dowolng prostg a,, to otrzymamy dwa szeregi 44, By, Cy, Dy, B, .... i A13B1,
C, D, E,, .... Te szeregi sa jedno-dwuznaczne, gdyz kazdemu punlktom- }.(1
szeregu a; odpowiadajg dwa punkty X2 X,? szeregu a,; Sa to mianowicie

.
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punkty przeciecia sig z podstaws a, stycznych, poprowadzonych z z, do %2,
i naodwr6t kazdemu punktowi x?® szeregu a4, odpowiada tylko jeden punkt
szereght o,; jest to mianowicie punkt przeciecia si¢ z a, jedynej stycznej, po-
prowadzonej z X? do %% Punktowi 4 przecigcia si¢ obu podstaw, zaliczanemu
do szeregu a,, odpowiadajg w szeregu a, dwa punkty, z ktérych jeden schodzi
si¢ z 4, drugi z punktem stycznosci 4,/ podstawy @, z przekrojem %°. Sze-
regi (a,) i (a,) sg zatem w perspektywicznem potozeniu.

Jezeli szeregi (a,) i (a@,) rzucimy raz z dowolnego punktu W, prostej a,,
drugi raz z dowolnego punktu W, prostej a,, to otrzymamy dwa jedno-dwu-
znaczne peki, ktére wyznaczajg krzywa rzedu Ill-go k3, ktéra w punkcie W,
ma punkt podwéjny, w punkcie W, punkt pojedyriczy.

Krzywe k3 jest doktadnie wyznaczona przez punkt podwdjny W2 i szesé
swych dalszych punktéw, a mianowicie: Wy, A=(s,.a,), B= (W, B, .W, B,),
C=(W,C, . WyC,), D=(WyD,.W,D,), E={W,E, . W,E,] V. :

Dalsze punkty krzywej k* dadzg sie z tatwoscig wykresli¢ przy pomocy
krzywej k2. Niech bowiem dowolna styczna @ przekrojn stozkowego %® prze-
cina podstawy a,, a,, w punktach X, i X,, to promienie W, X, i W, W, prze-
cinajg sig w punkcie X krzywej %5.

Latwo réwniez uzasadnié, Ze styczne sy, 5, i 65, poprowadzone z punktu
W2 wzgl. W, do k2, sq stycznemi w tych punktach do krzywej k*, ktéra przejsc
réwniez musi przez punkt 4,’, w ktérym a, dotyka przekroju %2

2. Styczne w poszczegdlnych punktach krzywej k* wyznaczymy na pod-
stawie ruchu stycznej po przekroju %2

Wykreslmy np. styczna w punkcie B do krzywej %3, Punkt B wyzna-
czylismy przy pomocy stycznej s, do krzywej k2. Niech styczna s, obraca sig
okoto swego punktu stycznosci Ty z predkoscig B,V. Z tej predkosci wypro-
wadzimy predkos¢ postepowa B*P* punktu B? po prostej a,, a z tej ostatniej
predkos¢ obrotows B2V, punktu B? i predkosé obrotowa BV, punktu B, kto-
rych te punkty nabywaja, gdy promiesi W, B? obraca sig okolo punktu W,.
Z predkosci BV otrzymamy réwniez predko$¢ obrotowg punktu B, jezeli
ograniczymy odcinek B, V'L B, B, promieniem V'V’ T Z predkosci B,V wy-
prowadzamy znanemi konstrukcjami predko$é BY,/, jakiej punkt B nabywa,
gdy promieri BW, obraca si¢ okolo punktu W,.

Z predkoici obrotowych BV, i BV, otrzymujemy znang konstrukcja
(por. fig. 5) predkos¢ wypadkows BV, punktu B, a kierunek tej predkosci
daje styczng w tym punkcie do krzywej 2.

W ten sam sposéb przeprowadzono na rysunku konstrukcje stycznych

w punktach ¢ i.D, jednak dla przejrzystosci rysunku nie opisano ich.
ke

) E. Weyr Theorie der melirdestigen geom. Elementargebilde.
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3. Styczng w punkcie A lub 4,' wyznaczymy w spos6b nastepujacy:

Krzywa %* mozna wykresli¢ réwniez przy pomocy innego przekroju stoz-
kowego k.2, kt6ry otrzymamy, gdy jedno-dwuznaczne peki Wi(4'B!..))
i W2(4% B2 (%, ...) przetniemy dowolng parg promieni odpowiednich W?2X?
i W, X,; na promieniach tych otrzymujemy mianowicie dwa jedno-dwuznacz-
ne szeregi w polozeniu perspektywicznem, kiére wyznaczaja wlasnie przekrdj
stozkowy k%

Przekr6j &.* dotyka stycznych sy, s,, o5 krzywej &3, stycznej X, X, prze-
kroju &%, a nadto promienia W, X;; jest on zatem przez te styczne dokltadnie
wyznaczony.

Mozemy obecnie przedstawi¢ sobie, ze krzywa k? jest wytworzona przez
ruch stycznej X, X, po przekroju stozkowym k.2 Z predkosci obrotowej tej
stycznej wyprowadzamy styczne do krzywej k*. PrzeprowadZmy konstrukcje
np. stycznej w punkcie 4,'. Promiefi W, 4,’ przecina podstawe W, X w punk-
cie X,*, odpowiedni za§ promienn W, 4, przecina podstawe W, X w punkcie
A?, prosta zatem X,*X? jest styczng przekroju stozkowego k.. Kostrukcja
Brianchona wyznaczymy jej punkt stycznosci 7. Jezeli za predkosé obrotows
punktu X;*, przy obrocie stycznej X,' X? okoto punkiu stycznosci 7, przyj-
miemy odcinek X’ Z 1 X' X?, to znanemi konstrukcjami wykreslimy styczng
w punkcie 4,’. Tak samo wyznaczono styczng do krzywej %* w punkcie 4
przy pomocy przekroju stozkowego &.2.

Zauwazy¢ nalezy, ze:

Istnieje oc? przekrojow stoizkowych %2, przy pomocy
ktérych da sig wykre$li¢ jednobiezna krzywa rz. lll-go %%, da-
na przez dwa jedno-dwuznaczne peki (WY i (W,). Wszystkie
te przekroje dotykaja stycznych 5, o, o5, w punkcie W, i Wy
do krzywej %* wykreslonych.

4. Styczng w dowolnym punkcie np. E mozna wykre$li¢ jeszcze i w spo-
s0b syntetyczny, co prowadzi nas do konstrukcji srodka krzywizny krzywej
i w jej dowolnym punkcie.

Wyobrazmy sobie zamiast przekroju stozkowego k? taki przekrGj stoz-
kowej ¢? ki6ryby dotykat podstaw a,, a, i stycznej E, E? przekroju k% Stycz-
ne przekroju ¢® wyznaczytyby na podstawsch a, i @, dwa rzutowe szeregi,
ktéreby z szeregami jedno-dwuznacznemi (4, B, (y,...) i (42B%C?, ...) mialy
jedng parg punktéw E, i E? wspélng. Gdyby$my nastepnie te szeregi rzutowe
rzucili z punktéw Wi W,, to otrzymalibySmy dwa rzutowe peki, ktéreby
wyznaczyly przekréj stozkowy ¢,®. Przekrdj ten przechodzitby przez punkty
W, W, i mialby z krzywa k* wspélny punkt E. Krzywe %* i ¢, mialyby
wspllng styczng w punkcie E, gdyby krzywe ¢? i k* mialy w punkcie 73
wspolny punkt stycznodci. W koricu krizywe %2 i ¢,? bylyby w punkcie E $ci-
Sle styczne, gdyby krzywe k* i ¢? byly w punkcie T 4ciSle styczne. Przekréj
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¢ Scisle styczny do przekroju k* w punkcie 7, odpowiada k? kolineacyjnie,
przyczem wspélna styczna E; E? jest osig kolineacji, punkt B2, w ktérym o$
kolineacji przecina sig ze wspélng styczng obu krzywych, t. j. z @y, jest $rod-
kiem kolineacji. Celem wyznaczenia przekroju ¢? prowadzimy z punkty Et
styczng E'S do *. Styczna ta odpowiada kolineacyjnie stycznej a, krzy-
wej ¢®. Punktowi zatem stycznosci S stycznej SE; odpowiada kolineacyjnie
punkt stycznosci &' stycznej ;. Punkt §' otrzymamy zatem, jezeli punkt S po-
faczymy ze srodkiem kolineacji E, i znajdziemy punkt przeciecia sie tej pro-
stej z @,. Majac dane dwie styczne a, i B, E? i ich punkty stycznosci & i T,
znajdziemy z tatwoscia punkt S;, w kiérym ¢* dotyka stycznej a? Temi ele-
mentami jest przekr6j ¢? az nadto dokiadnie wyznaczony.

Przy pomocy przekroju ¢* da sig z tatwoscia wykresli¢ przekr6j c,?, ktéry
przechodzié¢ musi przez punkty W, W,, S, §; i w punkcie E posiada z krzy-
w3 k? trzy bezposrednio po sobie nastepujace punkty, a zatem i wsp6lny sro-
dek kizywizny K,. Styczng w punkcie E do krzywej k* wykresli¢ zatem mozna
sposobem Pascala jako styczng przekroju $cile stycznego ¢;?, Srodek zas
krzywizny K, konstrukcjg podang na figurze 11. '

Na tablicy Il wykreslono réwniez promiefi krzywizny krzywej & w punk-
cie D.

5. Wyobrazmy sobie teraz, ze punkty 4, B, C, ... krzywej %® rzucamy
raz z punktu G;=W, na dowolng prostg as, z punktu za$ G, dowolnie obra-
nego na a,, na prosta a,' dowolnie poprowadzona przez W,. Otrzymamy
w ten sposob dwa jedno-tréjznaczne szeregi: 4,1, B,Y, C\\, D,%, E,%, F,,, G,1,...
i4% B 0% D3, B B%, 3, BB, G%, w ktérych punkty G, i G, sobie odpowia-
dajg. Szeregi te wyznaczajg krzywa klasy czwartej k,, majgcg podstawe a, za
styczng potréjna, podstawg a, za styczng pojedyficza.

Punkty stycznosci stycznych krzywej &, wyznaczamy w spos6b kinema-
tyczny przy pomocy krzywej 3.

a) Przeprowadzmy konstrukcjg punktu stycznosci stycznej B,1 B5.

Styczng tg¢ otrzymaliSmy przez rzut punk'u B krzywej 13 z punktow
Gy 16 =W, na proste a,' i a,. Z ruchem punktu B po krzywej k3 zwigzane
s ruchy obrotowe promieni G, BB, i &, BB, Jezeli wiec przyjmiemy odci-
nek BV, za predkosé postepowg punktu B po stycznej w tym punkcie do %3,
to z predkosci tej wyprowadzimy znanemi konstrukcjami predkosci obrotowe
tych promieni, predkosci postepowe punktéw B, i B! na prostych a, i a,,
a nastgpnie predkosci B, V' i B! V34, kt6rych te punkly nabywaja, gdy stycz-
na B; B, kizywej k, obraca sie okoto swego punktu stycznosci. Prosta zatem,
Iaczaca punkty koficowe Vi i V3* przecina styczng w punkcie jej stycz-
nosci B,

b) Punkt stycznosci E' stycznej E1E? i w tym punkcie Srodek krzywi-
zny K/ kizywej k, wykre§lono na rysunku przy pomocy przekroju stozko-
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wego ¢, ktory jest w punkcie E' $cisle styczny do krzywej k, 1 dotyka pro-
stych @' i a;. Przekr6j ¢,? otrzymano w sposéb nastepujacy:

Wykreslono przekrdj c,? §cisle styczny w punkcie E do przekroju stoz-
kowego ¢,*, a przechodzacy przez punkty @, i Gy Poniewaz przekrj ¢,
jest w punkcie E $ciSle styczny do krzywej k3, przeto réwniez przekrdi c,?
jest Scisle styczny w tym punkcie do k*. Jezeli zatem rzucimy przekr6j c,?
z punktéw @i G; na proste a,!i a,, to otrzymamy dwa rzutowe szeregi,
ktére wyznacza przekrdj stozkowy ¢,? Scisle styczny w punkcie E' do krzy-
wej k, i dotykajacy prostych a,'i a,. Przy pomocy tego przekroju wykreslong
znang konstrukejg srodek krzywizny K.

6. Wyobrazmy sobie teraz, ze styczne krzywej klasy czwartej k,, przecina-
my dowolng prostg k, i prostq &, schodzacy sig z @;. Otrzymamy wten Sposo6b
dwa jedno-czteroznaczne szeregi na tych prostych w perspektywicznem poloze-
niu, gdyz punkt przecigcia sie podstaw &, i b, sam sobie raz odpowiada. Jezeli
szeregi te rzucimy raz z punktu I,, lezacego na prostej h,, drugi raz z pimktu
I, lezqcego na prostej A,, to otrzymamy dwa jedno-czteroznaczne peki, kiére
wyznaczajg krzywg rz. V-go k*, majacq w punkcie I, punkt poczwérny 2.
Konstrukeja stycznych i $rodkéw krzywizn da sie przeprowadzié sposobem
kinematycznym przy pomocy krzywej kL. IV k,.

Wychodzac zatem z ruchu prostej po przekroju stozkowym, wyznaczy-
my w sposob kinematyczny styczne, punkty stycznosci i §rodki krzywizn ja-
kiejkolwiek jednobieznej krzywej r1z. (2n 1), jak rowniez jakiejkolwiek je-
dnobieznej krzywej klasy (2n+2) [n=1, 2, 3, ...].

) Wiasnos¢ tej krzywej zbadat autor w rozprawie p. t.: ,,B. Kalicun. Uber die Eigen-
schaffen der ebemen kurven V-er Ord. Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
in Wien. Tom CXIX, rok 1910.
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