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Fale $wietlne w teorji wzglednosci.

Les ondes lumineuses dans la théorie de la relativité.

Rozdziat pierwszy.
81

Podstawowem zagadnieniem ogdlnej teorji wzglednosci, zagadnieniem,
ktérego rozwiazanie stanowi jej tryjumi, jest problemat grawitacji. Konse-
kwencje tej teorji siggajg jednakze gleboko wistote naszych dotychczasowych
pojec fizycznych. Burzac dawne podstawowe pojecia fizyczne, a stawiajac na
ich miejsce nowe, zmienia teorja ta temsamem matematyczng formg praw
fizycznych i warunki, jakim prawa te muszg zado$¢ czynié. RéZnica ta wy-
stepuje na jaw przy rozwazaniu jakiegokolwiek prawa fizycznego z punktu
widzenia teorji klasycznej, szczegdlnej i ogélnej teorji wzglednosci. Uwydat-
nia sie ona dla pola elektromagnetycznego, ktérego zbadanie w przypadku
perjodycznych drgan o bardzo wielkiej czestoscl stanowi przedmiot tej pracy.

Dla ocenienia tej zmiany poréwnajmy na razie réZnice pomigdzy ce-
chami zasadniczemi praw fizycznych w Mechanice klasycznej i szczeglnej
teorji wzglednosci.

Prawa Mechaniki klasycznej spetniajg ze wzgledit na uktad, dia ktérego
sq wazne, i na forme, ktérg posiadaja, nastgpujace warunki:

1. Prawa te sg §ciéle wazne dla uktadéw inercjalnych.

2. Wszelkie wielko$ci fizyczne sg skalarami, wektorami, tensorami tréj-
wymiarowej euklidesowej przestrzeni, a wszelkie prawa fizyczne sg zwigzkami
pomiedzy temi wielko$ciami fizycznemi, niezmiennemi ze wzgledu na ortogo-
nalne, iinjowe przeksztalcenie przestrzenne kartezjariskiego ukladu spoi-
rzednych.

3. Prawa te czyniq zado$¢ zasadzie wzglednosci Galileusza.

Z pod warunku trzeciego wylamuje sig teorja Maxwella oraz teorja
elektronowa. Rozwéj tych wiasnie teoryj i doswiadczalne sprawdzenie ich kon-
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sekwencyj stanowily moze najwigkszy tryjumf Fizyki zeszlego wieku. Préby
pogodzenia teorji Maxwella z zasadg wzglednodci Galileusza staly
w sprzeczno$ci z do$wiadczeniem. Teorja za$ elektronowa, zarzucajac zasade
wzglednosci Galileusza i definjujac nam za posrednictwem etern pewien
jedyny ukiad, dla ktérego prawa Fizyki sq wazne, nie zdolala zadowalajgco
wyttumaczy¢ doswiadczefi Michelsona, Troutona i Noble'a, Ran-
kine'a i innych. Doswiadczenia te, skierowane przeciwko zasadzie wzgled-
noéci a majqce stwierdzi¢ istnienie ukladu bezwzglednego, stworzyly funda-
ment doswiadczalny postawionej przez Einsteina szczegélnej teorji wzgled-
nosci, przynidstszy temsamem rozwigzanie wymienionych trudnosci.

Szczegblna teorja wzglednosci Einsteina zachowuje tresé fizyczng
teorji wzglednosci Galileusza, a zmienia jej formg matematyczng przez
definicjg mierzenia czasu i przez postulat stalej predkosci §wiatta niezaleznie
od tego, czy Zrédto emisji znajduje sig w ruchu, czy w spoczynku wzgledem
wybranego uktadu.

Szczegblna teorja wzglednosci zmienia formg matematyczng praw
fizycznych, a warunki, ktére prawom tym stawia co do formy i uktadu odnie-
sienia, moZzemy uja¢ w nastepujacy sposéb:

1. Prawa te sg Scisle wazne jedynie dla uktadéw inercjalnych.

2. Wszystkie wielkosci fizyczne sq skalarami, wektorami, tensorami
czterowymiarowej pseudoeuklidesowej rozmaitosci, a prawa Fizyki sq zwigz-
kami niezmiennemi ze wzgledu na przeksztalcenie ortogonalne linjowe czaso-
wo-przestrzenne.

Kontynuum czterowymiarowe pseudoeuklidesowe charakteryzuje forma
kwadratowa:
A R "

(%, my, @, oznaczajg spélrzedne miejsca, a [ oznacza spéhrzedng czasu).
Forma ta kwadratowa jest niezmienna wobec przeksztatcen linjowych orto-
gonalnych, t. zw. przeksztalcen Lorentza.

§ 2. 0 promieniach $wietlnych w préin.

Przechodzac do zagadnienia znalezienia kierunku promieni $wietlnych
wedtug szczegélnej teorji wzglednosci, uogélniamy zwigzki, otrzymane przez
Sommerfelda a spelniajace co do formy matematycznej warunki teorji
klasycznej.

Na podstawie zatozenia, ze promien $wietlny jest w osrodku izotropo-
wym prostopadly do powierzchni réwnych faz oraz ze predkosé posuwania
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sie tej powierzchni mierzy nam predkos¢ §wiatla, wykazal Sommerfeld?,

ze zachodzi réwnosé - - sod gt
G+ &+ G =" @

w ktérej przyjete sa nastgpujgce oznaczenia:

= oznacza faze, jako funkcje ciagly rézniczkowalna miejsca (z, y, 2) i czasu (2);

2z

T

V==

oznacza czestosé, a T okres drgari;

n = % jest spétczynnikiem zatamania, co do kiérego zakla-

damy, ze jest funkcjq ciaglq miejsca; v jest predkoscia $wiatla w rozwazanym
ofrodku, a ¢ jest predkoscig Swiatta w prézni.

Scisla perjodycznos$é drgan $wietinych pociaga za sobg linjowq zalez-
no$¢ funkcji v od czasu. Funkcja ¢ spelnia¢ musi zwigzek

29 1 __
T T

v. 3)

Przez kierunek przestrzenny promienia Swietlnego rozumiemy kierunek
wektora jednostkowego prostopadlego do powierzchni réwnych faz. Sktado-
we jego sga:

°e . Sy 7
* 5y 3y 3 4
grad g, igrad g grad ¢

I L. X
Znak dodatni stosujemy, gdy 3;;- < 0, znak za$ ujemny, gdy T 0.

Zwigzki te unogdlniamy w wypadku prézni |n=1| dla szczegélnej teorji
wzglednosci. RGwnosé (2) przybiera ze wzgledu na (3) w tym przypadku

postaé »: ) , \ -
3512 32 20 ©
rood oy — (22 PEVL (22 Ai):o 5
e o = (5] + )+ (2] + (6] =0 (5)
niezmienng wobec przeksztatcenia Lorentza (x,, #,, Z,, oznaczajg spot-
rzedne miejsca, a x,=V—1 c¢#). R6éwno$¢ ta wyraza, ze utworzony z funkcji

) Sommerfeld und L. Runge: Die Grundlagen der geometrischen Optik. Ann.
d. Phys. 1911, tom 35.

%) Dziatania wektorowe w kontynuum czterowymiarowem pseudoklidesowem oznaczo-
ne sg literami greckieml
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skalarnej cztero-wektor T'pad ¢ jest wektorem zerowym. Wykonajmy na wek-
torze T'pod ¢ przeksztalcenie Lorentza, ktéremu odpowiada przejécie do
uktadu K’ o spéirzednych «/,, «,, 2/, o/,, poruszajgcego si¢ wzgledem
pierwotnego ukladu K ruchem jednostajnym wzdtuz osi @ z predkoscig g,
a otrzymamy zwigzki:

3¢ , 93¢ . B9 4%,
Bx, ¢, " ‘ aw, cou
29 _fm cdm . ¢ B¢ 3 3¢, 89 3m cdm

ax; e axly ox,’ Baly  om,’ ax, 7
12 1—4

c?

W przypadku szczegdlnym fali plaskiej, tworzacej z osiami ukladu katy
o, B, ¥, otrzymujemy z wzoréw tych, przy podstawieniu v cos o, v cos §, vcos v,

—w miejsce —efg, vy 2e oraz odpowiednio v’ cos o/, v/ cos §, v/ cos 7',
A 31y T, .
v - 3t dp
__ir W miejsce é—ﬁli, ey “34‘%;7 N
1—Z cos
V= __c:;-____ ]
V(e
¢
v COS o — —q—- v
v cos @/ =———"—; v cos f =vcosB; vV cosy =vcost (8)

V-t

a z nich przez dzielenie kolejne kazdej z réwnosci (8) przez (7):

T a0y ) o2
cos u—l 1~(l) cosf3 Vl—(i) cosy
P c_. gV \el N AR L
cos ol = ———"— cos f'= ; COS ¥ J ,(9)
1——34cosa 1——%cosa 1-?c05a

znane zwigzki, z ktorych (7) wyraza prawo Dopplera, a (9) przeksztalce-
nia funkcyj trygonometrycznych kata zawartego pomigdzy kierunkiem pro-
mienia §wietlnego a osiami ukladu.
Przez kierunek przestrzenno-czasowy promienia $wietlnego, gdy dana
2
jest funkcja o, Tozumie¢ nalezy kierunek wektora o sktadowych: a—gj .
Linja zerowa o réwnaniu parametrycznem:

T = 2; (p)- o (10)
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posiada ksztalt linji Swiata promienia wietlnego, jezeli spetniona jest rownogé:

2% . 1 dz;
=% a an

a A jest funkcjg dowolng, byle ciaglg i rézniczkowalna, zalezng od parame-
tru p za poSrednictwem spétrzednych ;.

Zagadnienie znalezienia ksztattu linji $wiata promienia Swietlnego pro-
wadzi do tego samego réwnania rézniczkowego (11), co zagadnienie znale-
zienia linij sit w polu o potencjale .

Réwnanie (11), acznie z réwnaniem (5), pozwoli nam udowodni¢, ze
linje Swiata promienia $wietlnego w prézni sa prostemi zerowemi pseudo-
euklidesowego kontynuum. Widoczne to jest, jezeli weZmiemy pod uwage
nastgpujgce zwigzki:

4 4
3 ~ dp Ay Igdoe g
T 8 )%= — — == 4 o re—— =
o (Fpa? ¢) 22 2 dmy 2 )‘2’ dp 2m, dx; 0
k=1

Py dz__ d (3'.?)‘

: dz;8m, dp  dp V¥m
=1
A stad:
d 1 da:; -
az (@) ="
Z czego wynika:
_1_, dx; —
X dp — Wy

ax, dxz, dz, dz,
dip dp _dp _ dp

a @, a  a
poniewaz: ! '
4 4 d
x:
2 — i -
3w =3 (=0
i=l1 i=1

§3 0 pron;ieniach Swietlmych w osrodkn niejednorodngm.

Przypadek, gdy osrodek niejednorodny przezroczysty znajduje sie w ru-
chu wzgledem wybranego uktadu K’, nie zmienia sposobu wyprowadzenia
réwnania (2), zmieniajgc jedynie prawg strong tegoz réwnania. W wyrazeniu
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!
7727 oznacza v czesto$é w ukladzie XK', a o' predkos¢ rozchodzenia sig Swiatta
w tymze ukladzie, zalezng zaréwno od spélczynnika n jak i predkosci
oérodka.

Opierajgc sie na charakterze skalarnym funkcji ¢, mozemy réwnaniu
(2) nada¢ postac:

ot oy = [2F) o (P2Y (28 p L L1
(Lpa? ) = (ax1> + (Swg) + (aub ) + (Sm) I U (12)
Z réwnosci tej wynika ze wzgledu na niezmiennos¢ strony lewej, Ze
v \o2 e T YU 2 (13)

jest niezmiennikiem wobec przeksztalcenia Lorentza. Stosujac wzory (12)
do fali ptaskiej w oSrodku niejednorodnym o statym spétczynniku zatamania,
otrzymujemy znane wzory przeksztalcenia dla v iv.

Z réwnan:

I

- COS o .

(14)

c cosa.n—-L . (15)
e Pyl . —_ ¢
o cos o/ =1y o cos f'v'=n cosB.v; o cost'v'=mncosv.v,

=

wynika bowiem przez utworzenie sumy kwadratéw (15) i podzielenie przez
(14), lub ze wzgledu na niezmiennos¢ wyrazenia (13),

o 1—%nc05a

c

R — . (16)
I/(n cos a ——%)2—}— n? (1 ——g) sin®a

Oznaczmy przez §; (6=1,2, 3, 4) sktadowe jednostkowego wek-
tora $wiata o charakterze przestrzennym, stycznego do linji §wiata promienia
$wietlnego. Skiadowe jego s3:

%9
" {Tpad g

)
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z czego wynika zwigzek:
Pos(s.v ]/ L— =0 18
T (R4 e =Y (18)

ktéry wektor powyizszy spelni¢ musi.

§ 4. Wlasnosci fal krotkich w osrodku niejednorodngm.

Wykaza¢ mozemy, ze réwnania (2), ktéremi postugiwaliSmy sig poprze-
dnio, otrzyma¢ mozemy nietylko — jak je otrzymal Sommerfeid — na
drodze rozumowania, opierajacego sie na zasadach Optyki geometrycznej, ale
réwniez z teoryj fizycznych, jezeli przyjmiemy pewne upraszczajace zatozenia
fizyczne. Jako podstawe rozwazafi przyjmujemy rownania Maxwella dla
oérodka niejednorodnego, izotropowego, przezroczystego. Zakres badanych
fal elektromagnetycznych ograniczamy przez zalozenie bardzo wielkich czg-
stoéci, oraz przez zalozenie, Ze zaréwno amplitudy, jak i stata dielektryczna e
i zdolnos¢ magnetyczna p sg funkcjami miejsca, mogg jednakze w przedzia-
tach o wielkosci poréwnywalnej z dtugoscia fali by¢ uwazane jako stafe. Faza,
wystepujgca w funkcjach perjodycznych, ktéremi pole elektromagnetyczne

8!
opiszemy, ma byé funkcjq linjows czasu ( ! f} _.v) a ciagly i rézniczkowal-
i . ey ey g )
ng funkcja miejsca. Co za$ do pochodnych czgstkowych sz’ 3y 3z’ czy

nimy wazne, pod wzgledem fizycznym jasne, zatozenie, ze jezeli kidrakolwiek
z nich nie réwna sie zeru, to rosnie co do wartoéci bezwzglednej nieograni-
czenie z nieogramiczenie rosngcy czestoscia. Co do zaleznosci pochodnych

A

W

3z’ 8y’
dla amplitud.

Opierajac sie na tych zatozeniach, znajdziemy w przypadku oérodka nie-
jednorodnego — gdzie catkowanie réwnari Maxwella, nawet w przypadku
bardzo prostej postaci funkcji e, natrafia na trudnosci — pewne ogblne
zwiazki. W ogélnej teorji wzglednosci, gdzie z powodu pola grawitacyjnego
fale elektromagnetyczne plaskie i kuliste w ogélnym przypadku istnie¢ nie
moga, mozliwe jest dotychczas przyblizone rozwiszanie jedynie przy danych
wyzej zatozeniach.

Pomimo to, Zze réwnania Maxwella stanowia watpliwg podstawe dla
badania fal krétkich w oérodku niejednorodnym, uwydatniajg one jednakze
podobieristwa i roznice, zachodzace pomigdzy przypadkiem osrodka materjal-

-+ od miejsca, to stosuja sie te same zatozenia, co przytoczone

cz—
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nego w szczegolne] teorji wzglednosci a przypadkiem prézni w ogélnej teorji
wzglednosci.

Zastosujmy wiec réwnania Maxwella do ukladu, w ktérym dany
osrodek spoczywa:

1 °E
Pt = curl H (19a)
1

— .c_pﬁz—_curlff} (19b)
div (s B) =0 (202)
div (» H) =0, (20D)

Niechaj wektory E i H, charakteryzujgce pole elektromagnetycze, beda
funkcjami nastepujgcego ksztattu:

E= Eo e
H = H, ¢

@n
22
gdzie co do amplitudy E, H oraz fazy ¢ stosujg sie poprzednio wymienione
zalozenia.

Celem znalezienia warunkéw, ktérym musza czyni¢ zado$¢ (21) oraz
(22), azeby stanowily rozwiazanie réwnafi Maxw ella, podstawiamy funkcje
te do powyzszych réwnan.

Przechodzgc do wartosci rzeczywistych, otrzymujemy:

o9

V (grad ¢, Ho) sin p — cos o . curl Ho = % 55 Besing  (23a)
V(grad ¢, Eo) sinp — cos o . curl Bo — — —S— %;5 Hosing  (23b)
S (grad %. w Ho) sin ¢ — cos o div (p. Ho) =0 (24a)
S (grad ¢, e Eo) sin ¢ — cos v div (s Eo) =0, (241)

Opierajac si¢ na poczynionych na wstepie zatozeniach, ze bezwzgledne
wartoSci pochodnych wektoréw E, H s3 bardzo male w stosunku do bez-
5¢ 29 39
3y’ ¥z’ at’
graniczenie wraz z czgstoscig, mozemy dla dostatecznie krétkich fal curl Eo,
curl Ho w réwnaniach (23a) i (23b) oraz dive Fo i div g, Ho w réwnaniach
(24a) i (24b) zaniedbaé. Z przyblizenia tego wynika uklad réwnan

>

wzglednych wartosci pochodnych g—m‘a ktére rosng nieo-
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2
7 (grad ¢, Fig) =+ ¢ B oF , @53)
=Ll 2%5b
V(grad'ﬁE”)_—";(‘LHatr ( )
S(grad ¢, Ho) =0, (26a)
S(grad 9, Eo) =0, (26 b)

widoczne jest, ze réwnania (26a) oraz (26b) wynikajg z réwnan (25a)
i (25b). o

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby uktad réwnaii 11n]ov{ych
i jednorodnych (25a) i (25b) posiadat dla wektoréw E i H rozwigzanie, jest,
azeby wyznacznik

=W @70

3
3% 0o, ¥, 0,
3z

oy
dy

réwnat sie zern. Wyznacznik ten, ktdrego wartos¢ wynosi
G- -GG
W=??’{'c"2(’a?) —(55) - 3yl &l
staje sig zerem wtedy i tylko wtedy, jesli zachodzi réwnosc:
2 2
(o= G+ 5+ (G2
?(ﬁ)“(am)_{_ Ay + 2zl "’

3w 2 . . . -
podstawiajac sp=n?; (ﬁ):ﬁ otrzymamy jako warunek rozwigzalnosci

réwnafi (25a) i (25 b) poprzednie réwnanie rézniczkowe (2).

dw
’_3_5’ 0 » 0 ?

(28)

29)
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Dop6ki wiec ograniczamy w ten sposéb zalozenia, znajdujemy sig
w dziedzinie waznosci Optyki geometrycznej. Zasady Optyki geometrycznej
§q Scisle spetnione jedynie dla nieskoriczenie wielkiej czestosci lub tezw przy-
padku, gdy amplitudy oraz ¢ i . sq stale, a wiec w przypadku fali plaskiej
w osrodku jednorodnym.

Jezeli zatozymy, ze réwnanie (29) jest spelnione i zbadamy podwyznacz-
niki pigtego rzedu wyznacznika W, przekonamy si¢, ze wszystkie sg identycz-
nie réwne zeru. Natomiast nie wszystkie podwyznaczniki stopnia czwartego
stajq si¢ zerami. Jezeli wigc dwie z posréd sktadowych wektoréw s i Ho 59
znane, to cztery pozostate skladowe sg okreslone przez réwnania (25a) i (25Db).
Przyblizone réwnania (25 a) i (25b) wyrazaja, ze wektory E, H, grad ¢ sg do
siebie prostopadte. Promien Swietlny posiada wedtug podanej definicji 4)
kierunek zgodny z wektorem Poyntinga.

Podnoszac obydwie strony réwnar (25a) i (25b) do kwadratu, otrzymu-
jemy Ho?p==Fo?y lub tez kiadac, jak zawsze w Optyce, n=1 mamy
HD 2: E E‘(ﬁ? 1)_

Azeby wykazaé, ze zwigzki sq wazne i dla szczegdlnej teorji wzgledno-
sci, musimy im nada¢ posta¢ niezmienng wobec przeksztatcenia Lorentza.

Réwnania zasadnicze Maxwella s niezmienne wobec przeksztalcenia
Lorentza. Ujawnia sie to w postaci, jakg im nadamy, stosujac symbolike
wektorows, wogélniong dla czterowymiarowego kontynuum pseudo-euklide-
sowego.

W miejsce wektoréw E, H, D=¢ E, B=yp H wprowadzamy tensory
sko$nosymetryczne stopnia drugiego (t. zw. szeSciowektorowy) F, M, oraz
tensory uzupetniajace F#, M*, ktérych sktadowe zdefinjowane sg przez na-
stepujace zwigzki:

P =Fy=—4D,; Fy=Fy=—1iD,; F,=Fi,=—4D,

Fy=F},=H; Fy=F;, = H,; Fy=F, =H, (30)
Fy=F,=0; F,=—F,; Fh=—F%,
M“=M§'3:~—iEz; My, =M =— iE; M, = M}=— iE
My= Mj,=B_; M, =M= B; M,=M;,=B, 31)
My, = M, =0; M,=—M_; ME=—M;.

') Jako przyklad szczegélny postuzy¢ moze zagadnienie rozwiazane przez R. Gansa
w pracy: ,Fortpflanzung des Lichtes durch ein inhomogenes Medium Ann, d. Ph. 1915¢. Bd.
47. Stwierdzi¢ mozemy rzeczywiscie, ze obliczone tam amplitudy oraz fazy czynig zados¢ na-
szym warunkom, jezeli nie uwzglednimy wystepujacej tam bardzo malej polaryzacji eliptycz-
nej, ktérej nam nasze upraszczajace zatozenia dac nie mogs3.
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(2]

Réwnania (19a), (19 b) oraz (20a) i (20b) przybierajg wéwczas nastgpu-
jaca postaéh:

. 0Fy , 0Fs , 8Fw , oFu__ @22)
divg pe= 5y By Sy B,
2 2 2 2.
e ’ * k=123 4.
e OME | OMp | OM | M _ l 320)
i M= 9z +k@;+ T3 Ay 0 (

Podczas gdy réwnania od (19 a) do (20b) ograniczylismy d_o I?rzypadku,
gdy w danym ukladzie osrodek spoczywal, pozwolg ,nam u?golnlone przez
Minkowskiego réwnania Elektrodynamiki zato_zyc, ze osrodek w rozwa-
zanym ukladzie porusza sie z jednostajna predkoscig. N .

Oznaczmy sktadowe wektora przestrzennego, wyrazajgcego prqdko§§
osrodka, przez ¢., ¢y, ¢, sktadowe wektora éwiat’a, wyraiaja}cego predkosc
przez w, , W,, Wy, w,. Sktadowe tych dwéch wektorow pozostajg ze sobg w na-
stgpujacym zwiazku:

= w0, =22 3 Wy = f: m— L e "i*::::;:t
101:Vq92, 0, GVI — (%)2 Wy ch - (%)2 1 Vl _(%)z (33)
gdzie: ¢* =g+’ +a.’-

Pomiedzy szesciowektorami F i M zachodzg wowczas wyprowadzone
przez Minkowskiego nastepujace zwigzki:

[wF]=¢c[wM] (34a)

[w M= p[w F7], (34b)
gdzie klamry w tych réwnaniach sq symbolami iloczym_l wektorjalnego szes-
ciowektora i czterowektora, a rezultatem tego iloczynu jest znown czterowek-
tor. Jezeli oznaczymy bowiem przez L szesciowektor a przez 4 czterowektor,
otrzymamy:

[AL =4 L+ 4s Lo+ 45 Lis + &4 Lu=Ps (85)
a Py sg sktadowemi czterowektora. ) o )

’ Rqéwnania (34a) i (34b) dajg nam jedynie szeS¢ z‘wml_zkow niezaleznych
od siebie, poniewaz ostatni zwigzek zaréwno w (34a) jak i w (34b) mozemy
otrzymaé z trzech pierwszych. Widoczne jest, Ze w przypadku, gdy g.=g¢,
=q,=0, (34a) i (34b) przechodzg w znane réwnania:

1) H. Minkowski: Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgingen

in bewegten Korpern. 1908.


GUEST


4 L. Infeld. (12)

icm

D=¢E; B=yuH.

Zalézmy teraz, ze M i F' sg funkcjami perjodycznemi ksztattu

Fy = Fy c%, (36)
M= M, e, (37)
2
gdzie amplitudy oraz fazy spetniajg nastepujace zatozenia. Jezeli ‘ 2% s !a;? ’
‘9 l
|9
;if—l s {a;ﬁj nie s w jakims$ punkcie swiata zerem, to rosng w danym punk-
3

cie Swiata nieograniczenie wraz z nieograniczenie rosnacg czestoscia

ik?

3
(czqstosmq jest pochodna | ' 2 ) Co za$ do sktadowych Fy,, Me,, 'é’g'. to za-

ktadamy, ze sq funkcjami punktow $wiata, moga jednakze w przedziatach po-
réwnalnych z diugosdcig fali oraz z okresem drgah byé uwazane jako stale.
Te same zatozenia dotycza wielkosci e, ., ktére jednakze sq od czasu nie-
zalezne.

Podstawiajgc (36) do (32a) i (32b), otrzymamy po przejsciu do wielko-
$ci rzeczywistych:

cos ¢ Ajwy Fo — [Tpad @, Fo] sin g =0,

[Tpad ¢, M7 ] sine =20.

(38a)

cos p Ajv, My — (38b)

Z zaloZenia naszego wynika, ze bezwzgledne wartosci pochodnych skta-
dowych F3,, Mg sg dla dostatecznie wielkich czestosci bardzo mate w sto-
) g \ 2y |
sunku do pochodnych }Ec:l”" —3?4‘

niach (38a) i (38b), otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan przyblizonych:
[Tpad ¢, Fo] =0 (39a) [Tpat o . M31=0 _ (39b
[0 Fe] = [0 Mo] (402) [0 M;] = p. [0 F7] (40Db)

ktére w porzadku, gdy osrodek spoczywa, przechodzg w dawne réwnania
(25a), (25b) i (26a), (26 b).

Przytoczonych powyzej dwanascie réwnari (czwartego réwnania z czwé-
rek réwnafi (39a do 40b) nie uwzgledniamy, poniewaz otrzymaé je mozemy
z trzech pierwszych) posiada wyznacznik réwny wyznacznikowi (27). Wynika
to z tego, ze przeksztalcenia szeSciowektora z ukiadu K, w ktérym osrodek
posiada predkos¢ ¢s, gy, g:, do uktadu K, w ktérym osrodek spoczywa, ma]a
charakter linjowy ortogonalny.

Stad wniosek, ze warunek (12), gdzie

Zaniedbujac drugi czynnik w réwna-

(13) " Palew gwietle teorji wzglednosci. 45
S R N B | l
R T AN=) il ke !

jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by réwnania (39a), (39b)
i (40a), (40b) posiadaly rozwigzanie.

Rozdziat drugi.
§ 1. Wstep.

Zmiana zasadniczych poje¢ fizycznych, dokonana przez ogdlna teorje
wzglednosci, spowodowata zmiang formy matematycznej praw fizycznych.
Warunki, jakim prawa te w ogélnej teorji wzglednosci muszg zado$é uczynic,
sg nastgpujgce:

Wielkosci fizyczne s skalarami, wektorami, tensorami czterowymiaro-
wej rozmaitosci Riemanna, a wszelkie prawa fizyczne sg zwigzkami po-
migdzy temi wielkosciami niezmiennemi ze wzgledu na dowolne przeksztal-
cenia, byleby funkcje wyrazajgce zmiane ukladu byly ciagle, skoriczone, je-
dnoznaczne, ich wyznacznik funkcyjny rézny od zera, a wszystkie rozwazane
uklady byly uktadami wlasciwemi.

Przez wyb6r uktadu rozumiemy fakt dowolnego podporzgdkowania
punktom $wiata czterech liczb reczywistych x,, x,, 3, ,, przy zachowaniu
warunkow jedno-jednoznacznosci i cigglosci.

Oznaczmy forme metryczng czterowymiarowej rozmaitosci Riemanna
przez

n
ds? = E ga dx' dr* (g = gu) - (H

kN

[Wskazniki gérne oznaczaja wielkosci przeciwzmienne (contravariant)
a dolne wspolzmienne (covariant)]. Funkcje ga obok warunku cigglosci,
rézniczkowalno$ci, oraz zaloZenia, Ze wyznacznik |ga =g jest rézny od
zera, muszg spelniaé nastepitjace warunki charakteryzujgce uklad wiasciwy

i 11> G12y 131
1 gu Gz i
Iu < 3 | Ga1s G220 Gass | <0 gu>0. (2
a1 G2 ! |
I 9315 Ga2y Gss» |

Y) D. Hilbert: Die Grundlagen der Physik. Nachrichten der Gesellschaft d. Wissen-
schaft zu Gottingen. 1915, 1917.
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Warunki te, bedace konsekwencjg zasady przyczynowosci, wyrézniajg
spélrzedng czasu x, i wyrazajg, ze odcinek czasowy (dla ktérego ds®>0)
nie moze przez zmiane uktadu staé sig przestrzennym, (dla ktérego d s*<C 0)n.

Istota teorji wzglednosci ogélnej tkwi w zaleznosci pola metrycznego
scharakteryzowanego przez dziesig¢ sktadowych gy, od tensora energji-impulsu,
Zasadnicze réwnania rézniczkowe pozwalajg po wyborze odpowiedniego ukia-
du wyznaczy¢ dziesigé sktadowych g, posiadajgcych znaczenie potencjatéw
grawitacyjnych, jezeli jest danych dziesig¢ sktadowych tensora energji-
impulsu T. )

Zasadnicze réwnania te posiadajg postac: ?

Ro—3gu B=yTu Iki,li=1,2 38,4, (3
gdzie: 4 4
- 2 ]Icl[_i{lcr[ AN /cl[[rs[_)kr]]lsl)
N R““E (a?crlrl agt 7‘1)—'7-11( rils (TUsilr) @
r 11 rsll
4
R_—:Z ¢ By jest skalarem krzywizny, za$
k11 .
4
T __Y eq [P0 | PGn  Pga
{r (=2 itk —5h) st ow. symbo-

811
lami Christoffela, a y jest stala, kt6érej wartos¢ jest zwiazana z wartodcig
stalej grawitacyjnej.

Tu i w nastgpnych rozwazaniach pomijamy czynnik kosmologiczny, wy-
razajacy cylindryczno$¢ $wiata czterowymiarowego lub skoriczono$é i nieo-
graniczonos¢ przestrzeni tréjwymiarowe;.

Wyznaczenie sktadowych Ty jako funkcji mierzalnych wielkosci fizycz-
nyced stanowi istotng trudnos§é. Zagadnienie to jest latwo rozwigzalne w na-
stepujacych szczegblnych przypadkach:

W przestrzeniach wolnych od materji i pola elektro-magnetycznego sg
wszystkie skiadowe tensora T’y réwne zeru..

W przestrzeniach zajgtych przez materje, posiadajaca pewng predkosé

. L dz; dx
w obranym ukladzie, przyjmujemy T = p., a5 ds
sto$¢ materji w spoczynku, Podstawiajac wyrazenie powyzsze do réwnania (2),
otrzymujemy po przeksztalceniach. czysto matematycznych® prawo: Linja

gdzie p, oznacza ge-

!) Zasadniczej formie metrycznej nadany zostal w ogélnej teorji wzglednosci znak
przeelwny, anizeli w poprzednim rozdziale. réwnie2 i zmienna 2, jest tutaj rzeczywists.

1) Weyl: Raum-Zeit-Materie, 4 wydanie, str. 247,

) Weyi: L ¢, sir. 209,

icm®
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swiafa jakiejkolwiek masy w polu metrycznem (pod dziataniem grawitacji)
jest linja geodetyczng czterowymiarowego kontynuum Riemanna.

Wreszcie potrafimy wyznaczy¢ sktadowe T w przypadku pola elektro-
magunetycznego, ktérego wiasnosci w polu grawitacyjuem zbadamy szczego-
fowiej. Stojg one, jak zobaczymy, w bfiskim zwigzku z ci$nieniami Max-
wella, wektorem Poyntinga i energja elektro-magnetyczna.

Préby wyjécia poza te zasadnicze przypadki nie doprowadzily dotych-
czas do istotnego rezultatu.

Teorja Miego (bgdgca uogélnieniem teorji Maxwella)?, ktérej my-
§la zasadniczg jest zarzucié pojecie materji i elektronéw, jako ciat obcych
w eterze, a uwazac je jako dziedziny szczegélnych stanéw fizycznych w eterze,
rozwinigta i uogélniona przez Weyla, ktora miata zisci¢ sen Kartezjusza
o Fizyce geometrycznej — nie przyniosta dotychczas istotnych rezultatéw,
a sam Weyl poglady swoje co do materji ostatnio czesciowo zarzucit.

W jednych z ostatnich prac swoich szuka Einstein® wyjscia poza do-
tychczas rozwazane przypadki przez zmiane lewej strony réwnania (3). Ale
i ta droga napotyka na pewne trudnosci matematyczne, ktére dotychczas nie
zostaly usuniete.

Tak wigc, chociaz dalekq jest teorja wzglednosci od sprowadzenia wszyst-
kich praw fizycznych do formy niezmiennej wobec dowolnych przeksztalcer,
jednakze dotychczasowy jej rozwsj przynidst juz rozwiazanie zasadniczego
problematn — problematu grawitacji.

Réwnania (3) posiadajg t¢ wlasnosé, ze wyznaczajac tylko szesé z po-
§r6d skladowych g, pozostawiajg zupelng dowolnos¢ co do wyboru czterech
skiadowych zasadniczego tensora metrycznego. Fakt ten udowodnit ogélnie
Hilbert®, opierajac sig na tem, Ze réwnania (3) otrzyma¢ mozna z zasady
Hamiltona:

EfHV:§ dxt dx? dx?* dxt =0,

gdzie H jest funkcjg niezmienng wobec dowolnych przeksztalcen, zdefinjowa-
ng zapomoca réwnosci
H=R-}K.

K- za$ jest funkcja zalezna od gu oraz od wielkosci fizycznych charakteryzuja-
ny uklad gq;, @, .. -..-- ¢ 1 ich pochodnych, niezmienng wobec dowolnej
zmiany ukladu.

1) Mie. Annalen d. Physik 37, 39, 40. 1912—1913.

%) Einstein. Spielen Gravitationsfelder im Aufbau der materiellen Elementarteilehen
eine wesentliche Rolle? Sitzungs bericnte d. prews. Ak, Wiss. 1919,

3) Hilbert, 1. c. Erste Mitteilung.
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Niechaj réwnania przejécia z uktadu (X) o spétrzednych $wiata zt, 2,
x*, 2! do uktadu (V) o spéirzednych Swiata 2, x¥, 2%, x¥, beda

w=f; (¥, a¥, 2%, %) i=1,2,3, 4. )

Zakiadamy, ze réwnania przeksztalcajace (5) odpowiadajg poprzednio
wymienionym warunkom. Z tensorjalnego charakteru sktadowych gi wynika,
ze spelniajg one réwnania przeksztalcajace

4

i k

o= aer 22 g ®)
ikl

Wystarczy czterem sktadowym z po$réd ¢, nadaé dowolne wartosci,
azeby okresli¢ funkcje fy, /5, /s, /s, zapomocg odpowiednich réwnan r6z-
niczkowych. Réwnowaznos¢ wige wszystkich ukladéw i dowolno§é w ich wy-
borze.pocigga za sobg dowolnos¢ w wyborze czterech wielkoscei z posréd skia-
dowych ga w calej rozwazanej dziedzinie.

Jezeli orzeczenia i prawa fizyczne sq niezmienne wobec dowolnych prze-
ksztalcest, powinien by¢ zasadniczo obojetny wybér uktadu, do ktérego sie
odnoszg. Przyktadem praw waznych dla dowolnego uktadu jest prawo zacho-
wania energji-impulsu, prawo, ze linja $wiata punktu materjalnego w polu
metrycznem jest linjg geodetyczng czterowymiarowej rozmaitosci Riemanna,
réwnania uogdlnione Elektrodynamiki i inne. Nie stoi w sprzecznosci z tem
fakt, ze do opisu zjawisk bedziemy uzywali uktadéw, dla ktérych prawa te
bedg posiadaly szczegélnie prosta postac. Wyborem ukladu kierowaé moze
czynnik ekonomiczny np, tego rodzaju dostosowanie ukladu do specjalnego
zagadnienia, by forma matematyczna otrzymanych praw byta mozliwie prosta.
W wystowieniu tych praw ogélnych jest wiec wskazanie na uktad niepotrzeb-
ne, w zastosowaniu ich do specjalnego zagadnienia konieczne jest uzycie
uktadu, o ktérego wyborze rozstrzygng wyzej wymienione wzgledy. Nadio
w przypadku szczegélnym, gdy pole metryczne posiada pewne szczegblne
whasnosci (np. w przypadku statycznym lub kulisto symetrycznym) ujawnia
odpowiedni wybdr ukladu charakterystyczne zwiazki, cechujace te wlagnie
przypadki szczegélne.

W teorji wzglednosci wystepujg obok praw waznych dla wszystkich
uklad6éw prawa szczegdlne, dla ktérych wystowienia konieczne jest podanie
ukladu odniesienia. Szczegélne te prawa wypowiadamy. gdy:

1) nie znamy praw ogélnych o formie niezmiennej wobec dowolnych

przeksztatceri;

2) gdy stosujemy je do-pewnego szczegélnego uklady;

3) gdy rozwazane pole metryczne posiada pewne szczegblne wlasnosci.

icm®
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Zajmiemy si¢ obecnie wlasno$ciami pewnych specjalnych ukladéw,
aZzeby médz w nich nastepnie bada¢ wtasnosci pola elektromagnetycznego.

§ 2. 0 ukladach i dziedzinach, dla ktorgch waina jest teorja wzglednosd
’ szczegdlna,

Wartosé symboli Christoffela mierzy natgzenie pola metrycznego.
Wynika to z réwnania linji geodetycznej, jezeli napiszemy je w formie:

4
Azt hyl) dx* da?
war =2 G @
RI=1

a lewg strong zgodnie z szczegélng teorja wzglednosci zinterpretujemy jako
sitg. W fakcie, ze obydwie strony réwnosci (7) mozemy od czynnika p., uwol-
ni¢, znajduje swéj wyraz zasadnicze prawo fizyczne, tworzace fundament ogél-
nej teorji wzglednosci, stwierdzane kolejno z coraz to wigksza doktadnoscig
przez Galileusza, Newtona, EGtvdssa, stwierdzajace réwno$é masy
cigzkiej i bezwladnej.

~ Skladowe natezenia pola grawitacyjuego znikaja w punkcie §wiata P,
dla ktérego uktad jest geodetyczny, t. zn. dla kt6rego zachodzi

Ryl _ 8
"= ®
Poniewaz. mozemy przez odpowiednie przeksztalcenie ukladu uzyskaé, azeby
w punkcie P zachodzila réwnos¢ (8) ¥, mozemy wigc temsamem w nieskoii-
czenie matej dziedzinie, tworzgcej sgsiedztwo tego punktu, znie§¢ dziatanie
pola grawitacyjnego. Fizycznie odpowiada tej operacji matematycznej na-

-danie ukladowi predkosci zmiennej, sprowadzajacej w otoczeniu punktu P

do zera przy$pieszenie, dzialaniem pola metrycznego wywotane. Wybier?my
nadto ukfad taki, azeby sktadowe gu przybraly w punkcie P nastepujgce
wartosci:

iy =G =g =—1, gu=-+1 9)
G123 = 015 = G = 023 = Joy = g, = 0. (10)

Réwnosé (10) wyraza, Ze cztery linje geodetyczne, przechodzgce przez punkt P,
ktérych réwnania majg postac

) Matematyczne zagadnienie znalezienia réwnar przeksztalcenia rozwigzat A. Fokker:
De geodetische Precessie; een nitvloeisel van Einsteins gravitation theorie, Verslagen
Akademie Amsterdam. 29, 1920,

Prace mat.-fiz.,, 1. XXXIL 5
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w’:xs::m‘:() (118) $1=={I»'3=504=0 . (Hb)
2 =z,=2,=0 (I1¢c) Ty =y =2, =0 (11d)

sg do siebie w punkcie P prostopadte. Réwnanie (9) wraz z réwnaniami (11)
wskazujg, ze w sgsiedztwie pnnktu P oznaczamy spéirzedne punktéw Swiata
zapomocg tych samych pomiaréw przestrzenno-czasowych jak w teorji wzgle-
dnosci szczegdlnej. W ukiadzie okredlonym wten sposéb wazng wiec jest
w nieskoriczenie matej dziedzinie stanowiacej sasiedztwo punktu P — szcze-
golna teorja wzglednosci. Wskazuje na to zaréwno réwnanie ruchu punktu
materjalnego, ktére w rozwazanej dziedzinie przybiera posta¢

a o
ds?

jak i sposéb oznaczenia spoirzednych danego ukiadu. W rzeczywistosei be-
dziemy mogli dziedzing tq uwazac za tem wieksza, im mniejsza bedzie zmien-
no$¢ sktadowych gi. .

Nazwijmy ukiad, do ktérego tq drogg doszlismy, ukladem lokalnym
i wezmy pod uwage dziedzing ograniczong warunkiem stosowalno$ci teorji
wzglednosci szczegélnej. W uktadzie tym posiada forma kwadratowa postaé:T

ds?= (dX4)? —{([d X1 4-(d X+ (4 X)) (13)

(spérzedne w uktadzie lokalnym oznaczamy przez X, X2, X%, X*), a ds? jest.
w znaczeniu szczegdlnej teorji wzglednosci mierzalng wielkoscia, t.zn. za po-
mocg idealnego ciala sztywnego, gdy ds?<C 0, za pomocg idealnego zegara,
gdy ds* > 0. Pomijamy tutaj trudnosci, zwiazane z pojeciem i definicjg ideal-
nego ciata sztywnego i idealnego zegara w teorji wzglednosci, ktérych omo-
wienie wymaga obszerniejszych rozwazafi. Sqdze jednakze, ze z tej strony nie
zagraza teorji wzglednosci sprzeczno$é.

Z ukladu lokalnego przechodzimy do wybranego dowolnie ukladu pier-
wotnego zapomoca przeksztaltceri linjowych, jednorodnych :

4
AX= afdz*

k=1

12)

- ¥

(14)

2z czego wynika po podstawieniu do (13)
4
d82=2 Osx dx’ da*.

ik==l

') Einstein: Die Grundlagen der allgemeinen Relativitatstheorie: Annalen d. Phy-

sik, Bd. 49. 1916.
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) Mozemy wiec zawsze do odpowiedniego ukiadu i do odpowiednio ogra-
niczonej dziedziny odnies¢ te wszystkie prawa, ktérych znajomos$é daje nam
§zczeg61na teorja wzglednosci. Przyktad ten wykazuje, jak w wyborze uktadu
1 ten czynnik—znajomosé jedynie praw szczegdlnych—role odegra¢ moze.

Uogélnienie praw fizycznych, prowadzace od waznosci ich dla pseudo-
euklidesowego kontynuum czterowymiarowego do czterowymiarowego kon-
tynuum Riemanna, napotyka naliczne trudnosci zaréwno logiczne, jak i for-
ma]ne.. O'trzymane prawa posiadajg czesto zawily strukturg matematyczna,
ograniczajgcq znacznie mozliwosé dedukceji.

§ 3. O wektorach i tensorach przestrzennych.

Wyszczegélnienia uktadu dokonywamy na podstawie wygloszonego po-
przednio twierdzenia, ze czterem skladowym z posréd gx mozemy nadaé do-
wolng wartos¢ w calym rozwazanym obszarze.

Niechaj réwnania, prowadzace z uktadu lokalnego do uktadu obranego,
posiadaja nastepujacy ksztatt:

3
dX = o dat

k=1

1=1,2,3, adXt=uat dxt (15)
gdzie of sg funkcjami zmiennych 2!, #? 2% z*. Otrzymang w ten sposéb
forme metryczng
4
ds :z i At da

sk=1

bedzie charakteryzowata réwnogé:

Ju = =¢u=0. (16)

a wiec
3
8= gy (@z*) + Y ga A7 da* =g,, (dat)?—da?,
ik=1
gdzie ds* ma znaczenie odleglosci przestrzennej. Uklad, dla ktérego spet-
niony jest warunek (16), posiada te charakteryzujaca go wlasnosé, ze mozemy
jego forme metryczng przedstawié jako sume dwoch skladnikéw, z ktérych
jeden —ds®— nie zawiera daxt i jest niezmienny wobec dowolnych prze-
ksztalcei zmiennych %, 22, 2%, pod warankiem, ze zmiennej z* nie prze-
ksztalcamy, a réwnania przeksztalcajace dla x', 22, 3, sg od 2%, niezalezne.
Przeksztalcenia, posiadajgce powyzsze wlasnosci, nazwijmy przeksztatceniami
czysto- przestrzennemi.

(n
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Przez przeksztalcenie. czysto-czasowe rozumie¢ bedziemy przeksztatce-
nie zmiennej z*, ksztattu z! =7 (x*).

Jasne jest, ze zaréwno przeksztalcenia czysto-przestrzenne, jak i prze-
kszalcenia czysto-czasowe nie naruszajg zwigzkow (16).

Udowodnimy pewne proste zwigzki, ktére odnosza sig wytgcznie do
uktadéw, dla kiérych spetniona jest réwnos¢ (16), a z ktérych bedziemy
wkrétce korzystali. Napiszemy w tym celu réwnanie przeksztalcajace dla wek-
toréw i tensoréw stopnia drugiego, prowadzace od uktadu (X) do uktadu (X").

4 4
247 . _ dx>
A5 = S (i8a) Ay ——-_41 S (18b)
v=1 ¥=
‘ n
- e e R e Ay
4 =211 Pxr w A¥ (19a) Ao -}-:1 3x” dx A (199)
= py=

Ze wzgledu na to, ze do’;jest formg metryczng tréjwymiarowej prze-
strzeni, mozemy w ukladzie tym uwazaé a,, a,, @,, jako sktadowe wektora
przestrzennego, jezeli

3 3 3 3
A I ok —_— ig. ko i do:
D wdat == aigtdn=— a gu du =Y @dz (20)
il ik=1 k=1 11
jest niezmiennikiem wobec dowolnych przeksztalceri czysto-przestrzennych.

Analogicznie definjujemy tensor przestrzenny ¢* 4, k=1, 2, 3 przez nie-
zmienno$¢ wielkodci: -

3 3
o ot k — ik .
Z Ly da de _:2 * da; day @1
* k=t k=1

wobec dowolnych przeksztalceii czysto-przestrzennych.

Z tatwoscig stwierdzi¢ mozemy prawdziwosé nastgpujgcych twierdzen,
prawdziwych jedynie dla uktadu, dla ktérego spetnione sa zwiazki (16).

. a) Jezeli A%, 4% 43, A4 sq skladowemi wektora, to 41, A2 A3, sq skta-

dowemi wektora przestrzennego.

Przy przeksztaiceniach czysto przestrzennych zachodzg bowiem, jak
z (18 1 19) oraz z zwigzku pomiedzy sktadowemi wspSizmiennemi a przeciw-
zmiennemi wynika, nastepujace zwigzki:

A=A g, =g} gydat=dz,, (22)

icm
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niezmienny wiec charakter zwigkdw:

3 3
g, Atdat 4+ Z G A7 dox = A dx4+2 Ada;,
k=1 =1
dowodzi ze wzgledu na (22) prawdziwosci twierdzenia
b) Jezeli T% sg skiadowemi przeciwzmiennemi tensora stopnia dru-
giego to:
1. T jest skalarem, zwigzki bowiem

T — T
wynikajg ze wzoréw przeksziatcajacych oraz ze zwigzkéw pomiedzy tenso-

rami spélzmiennemi a przeciwzmiennemi.

2. TH, T2, I'3, sq skladowemi wektora przestrzennego.
Z réwnati (19a, b) wynika, ze T4, T*2, T przeksztalcajg sie, jak skta-
dowe wektora przestrzennego, gdyz

axt , gt
=0 i=123 5=

3. T4, k=1, 2, 3, sq sktadowemi tensora przestrzennego.
Z réwnosci

4 3 3
> T daida =T dz? + 3 (T4 das+ T4 d) daz+ 3 1™ da; day
k=1 =1 th=1

wynika, ze wzgledu na udowodniony niezmienny charakter dwéch czynnikéw
3

pierwszych strony prawej, niezmienny charakter wyrazenia Z T* da* dak.

=
Analogiczne twierdzenia ndowodni¢ mozna dla tensoréw spétzmiennych i mie-
szanych.

Do uktadurozwazanego doszlismy, nadajgc wedtug (16) trzem z posréd gq
okreslone wartosci. Mozemy jednak uktad jeszcze bardziej wyszezegélnié, za-
dajac, by précz réwnosci (16) zachodzila réwnosé g, = g =1, ktéra wy-
raza, ze spbrzedng czasu wyznaczamy zapomocs tego samego zegara, ktérym
wyznaczamy czas wiasny t. zn. za pomocg zegara idealnego.

§ 4. Pole statyczne i knlisto-symetryczne.

Waznym przypadkiem rozwazanym w ogdlnej teorji wzglednosci, na
ktdrym opierajg si¢ wszystkie préby dos$wiadczalnego jej sprawdzania, jest
przypadek pola statycznego. Pole metryczne jest statyczne, jezeli istnieje
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uktad przestrzenno-czasowy, dla ktérego g s3 od 2* niezalezne, t. zn. forma
metryczna przyjmuje postac:

3
ds*=f? dat’ — 2 T A At

(23)
ik=1
gdzie: 5
Sf egik — N i —_ 2
9—5‘;:3&;—*—_0, Z{mdﬂ'} dat = ds?

ik=1

Uktad, dla ktérego statyczne pole metryczne posiada postac (23), nazy-
wamy uktadem statycznym. Uklad pozostaje statyczmym przy przeksztalce-
niach czysto-przestrzennych, oraz linjowych przeksztalceniach czysto-cza-
sowych.

Jedynym przypadkiem szczeg6lnym, pozwalajacym dotychczas na Sciste
rozwiazanie t. zn. na wyznaczenie funkcji g z réwnan rézniczkowych (3), jest
przypadek pola kulisto-symetrycznego. Pole jest kulisto symetryczne, jezeli
dla edpowiednio wybranego uktadu statycznego zaréwno f, jak i de? sg nie-
zmienne wobec przeksztalceri linjowych ortogonalnych. Réwnania (3), rozwia-
zane dla tego szczegélnego przypadku, dajg nam w przestrzeniach wolnych
od materji dla g nastepujgce wartosci: 3.

7—o
2
T r

m:ag—}—lx" ok

gdzie:
g ldlai=Fk

3
_* g2 i
= 0daisk (T r—ar " 2

§==1

Forma kwadratowa przybiera postaé¢

3 3
— 2
ast= "% dat® — 2 das® — (Z lof dz")
=1 =1

a jest wielko$ciq stala, ktérej warto$¢ oblicza sie na podstawie warunku, aby
wyniki ogdlnej teorji wzglednosci byly w pierwszem przyblizeniu zgodne
z prawem grawitacji Newtona.

Na podstawie zatozenia, Ze pole storica jest kulisto-symetryczne, wyttu-
maczyta teorja wzglednosci w sposéb naturalny odstepstwa pomigdzy obser-
wacja a wynikami klasycznej teorji w ruchu planety Merkurego, a wynik
ten stanowi fakt, przemawiajacy bezsprzecznie za teorjg wzglednosci.

1) Weyl: Raum, Zeit, Materie. Str. 218. 4-te wydanie.
%) Weyl: Raum, Zeit, Materie. Str, 229. Hilbert L c. Il Mitteilung,
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§ 5. Pole elekiro magnefyczne.

Réwnania Maxwella dla prozni posiadajg w ogdlnej teorji wzgled-
nosci nastgpujaca posta¢ niezmienng wobec dowolnych przeksztatcefi:D.

3Fy , 3Fy | AFy
3w T T = O (242)
4 _
8)—g Fi
> LA =0 (24b)
k=1
Réwnania (24 a) dajg nam zwigzek:
1 3aH
curl E = — T
div H=0,

jezeli przez skladowe sp6izmienne Fi* skos$nosymetrycznego tensora rozu-
mie¢ bedziemy, podobnie jak w szczegélnej teorji wzglednosci
Fyu=E Fyy = E,

Fy =H,

Fy = E,
Fyy=H, Fy, =H,,
a za z* podstawimy c. 2.

W réwnaniach (24b) oznaczajg F#* skiadowe przeciwzmienne, zwigzane
ze skladowemi F* za pomoca réwnosci

4
e — 2 ge g% F.
py=1

Réwnania (24b) przechodza w przypadku, gdy

(25)

giax=20 dla ik
) . Ju=gu=gu=—1L gu=-41,
W rownarnia
rot H—_——l— 28
c 3
div £ =0.

) Einstein: Grundlagen der allgemeinen Relativiitstheorie, 1 c.
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Z réwnan (243, b) otrzymacd mozemy jak wykazal Einstein® nastepu-

jaee zwigzki
¢ e 4
3(T, V—
2 L 3z g)—Z V=g g

L =0, (26)
v 11 pr=1
a T; sq okreslone przez réwnosci
4 4
=— D PuFrt L Fy P2 (21)
o=1 af=1

T: jest tensorem symetrycznym stopnia drugiego (t. zn. T% = T% oraz
Tt = T%) tym samym tensorem, ktéry wystepuje w réwnaniach zasadniczych
(3) w przypadku, gdy obok pola grawitacyjnego istnieje pole elektromagne-
tyczne. Wzor (26) przechodzi w przypadku szczegdlnej teorji wzglednosci
w réwnosé, wyrazajacq zasade zachowania energji-impulsu w polu elektroma-
gnetycznem. Wtym przypadku oznaczaja sktadowe T (4, k=1, 2, 3) ci$nienia
Maxwella, gdy i=4 k=1, 2, 3, wektor Poyntinga, a wreszcie 7%, ozna-
cza gesto§¢ energiji pola elektro-magnetycznego.

Réwnania (24 a) sq spelnione, jezeli przyjmiemy

s Y
Fo=550 — am’: (28)

gdzie {; s skfadowemi spéizmiennemi cztero-potencjatu wektorowego.

Metoda rozwigzania réwnafi (24b), ktéra w przypadku szczegdlniej
teorji wzglednosci prowadzita do réwnania fali, prowadzi tu do zawitego pod
wizgledem matematycznym ukladu réwnan czastkowych 2. Mozemy jednakze
analogicznie, jak w szczegé6lnej teorji wzglednosei w przypadku osrodka nie-
]:ednorcdnego, zastosowac i tutaj upraszczajgce zalozenie wielkich czestosci
i na tej podstawie wysnu¢ pewne wnioski o zachodzacych zwigzkach.

Niechaj Fj beda okreslone przez rownosé

+
F‘"‘:F’L" ei;; Fﬂz — ‘F:‘Jk e.‘;; F;k — 2 FZ,% gai gﬂi (29)
xf=1

Nazwijmy bezwzgledng warto$é¢ pochodnej czqstkowe; , ktéra w ogélnym

przypadku moze byé funkcja punkiéw $wiata, czestosqu, i uczyfimy co do

1) Einstein, L c
®) Laue. Optische Betrachtungen. Phys. Zeitschrift. 1920.
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wielkosci wystepujacych w (29) nastepujgce zatozenia: ]eieh—a-g; nie sg ze-

rem, to rosng w danym punkcie $wiata co do bezwzglednej wartosci nieogra-
3y
'3 o P, MO

by¢ funkcjami punktéw $wiata, pochodne ich sg jednak co do wartosci bez-
wzglednej dla dostatecznie wielkich czgstosci bardzo mate w stosunku do po-

5%
chodnych R

niczenie wraz z nieograniczenie rosnacg czgstoscia. Funkc]e

Jezeli podstawimy (29) do (24a, b) i jezeli zgodnie z zalozeniami za-

aFy OF% gn,‘
niedbamy dla bardzo wielkich czestosci wyrazenia —— Sa Bm Bae? otrzy-

mamy nastepujacy uklad réwnan:

a a'f
By 5%+ Pkt Ryt =0, 302)
ﬁ 22 o (301)
o 3 =0
k=1

Zwiazki powyzsze posiadajg charakter niezmienny.

Réwnania (30a) zostajg natychmiast spelnione, jeZeli przyjmiemy na
Fy. wartosci
2% . 2%

=4 o~k @
a ¢2 niechaj nadto spetniajg warunek
S‘ ¥ 3'? =0. (32a)

1

Zaréwno (31) jak i (32a) otrzymujemy w przypadku wielkich czgstosci jako
przyblizenie z réwnan

3‘!& Epe
F"‘"a_a? 3ok (33a)
4
3V—g ¢
Z i+ =0. (33b)
i=1

Zakiadajac bowiem, ze

4
h=dpet i gr=ghe i =0 4 g

f=l
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oraz, ze ¥ posiada wlasnosci, ktéresmy powyzej co do F9 zalozyli, otrzy-
mujemy, po podstawieniu do réwnafi (33a, b) i przejsciu do rosnacych czg-
stosci, réwnania (31) i (32). :
Podstawmy (31) do réwnan (30b), a otrzymamy, poniewaz
4 B
: e e P% o 2%
Fi=y g gk(q’“ i _‘Pva_mﬁ)'

=1

nastepujacy ukiad réwnan linjowych jednorodnych:
4
E("f" w 22 20 o i g go 09 34’):0; i=1,23,4 (34
-

pl 3xk v v gk g+
k=

4
3 ot 2% —o. (32h)

dx*
k=1

Konieczny i wystarczajgcy warunek istnienia réznych od zera.wartosci

i, czyniacych zado§é powyzszym réwnaniom, bedzie' spefniony, jezeli rzad

macierzy rozwazanego uktadu réwnaf nie bedzie wigkszy od 3. Musimy wigc
sprawdzié, czy wszystkie wyznaczniki stopnia czwartego macierzy

L s (35)

1

” Gyy Gy Gy Oy

i

i(

| i
H 1
I Qg Qyy Qg3 A3y |
| i
'1 |1

| 2% 3% ; 2% 39\ .
5w 0 (0 ) (o) | et @9

4

— & 09

aw—zy*m i=1,2,34.
k=1

réwna sie zeru.

) Wi.doczne jest, ze wyznacznik utworzony z czterech pierwszych wierszy
réwna si¢ zeru. Wynika to bez rachunku z faktu, Ze réwnanie czwarte réwnan
(30b) otrzymaé mozemy z trzech pierwszych réwnar przez kolejne pomnoze-
3p 39 3y

nie i YA S Sip
ich przez 321 35 308

i dodanie.

icm
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Oznaczmy przez (; wyznaczniki stopnia czwartego powstale z macierzy
(85) przez skre§lenie i-tego wiersza. Jak rachunek wykazuje, warto$¢ ich
wynosi ‘

4

PRTYS $ 99 eyl L

Gi=(—1) 5(2 g a_ii.é—xk) g =l @7)
k=1

Wartnkiem wiec koniecznym i wystarczajacym, azeby G; réwnalo sig zeru,
azeby wiec uklad réwnaf (30 b) posiadat rozwigzanie, jest:

S gt o2 E=o0. 39)
k=1
Réwnosé (38) wyraza, ze wektor,naszej czterowymiarowej rozmaitoéci o skla-
dowych ;gi jest wektorem zerowym. Jezeli przez kierunek promienia §wietl-
nego bedziemy w danym punkcie $wiata uwazali kierunek wektora o sktado-
wych j—;,., dojdziemy do analogicznego wniosku, jak w szczegélne] teorji

wiglednosci: wektor wskazujacy kierunek promienia Swietlnego jest wekto-
rem zerowym.

Podobnie, jak w szczegélnosci teorji wzglednosci, uwazajmy krzywa
z = (p), @9

ktéra w kazdym punkcie $wiata posiada kierunek zgodny z kierunkiem pro-
mienia §wietlnego, kidra wiec spetnia_réwnanie:
8"5 1 dx,-

=T dp (40)

Mozemy udowodnié, ze z warunku (38) i (40) wynika, iz linja (39) jest
linjg geodetyczng zerowa® t. zn., Ze:
4

> g% dui do=0, (41)
k=1
4
d*ot fuv] da+ dov
ar T2y dn (42)
=1 .

Natychmiast stwierdzi¢ mozemy, ze réwnanie (41) rzeczywiscie zachodzi.

1) "Por. Laue: L c.
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Ze wzgledu na zupelng dowolno$¢ w wyborze parametru p, mozemy
przez odpowiednig jego zmiang uzyskaé, ze A=1. Udowodnimy na razie
w tym szczeg6lnym przypadku, ze (39) sg linjami geodetycznemi.

2 . .
Oznaczmy a;f‘. =§;. Opieramy sie na réwnosci
‘3 AT o 3g
_ k .
P GW=X e mi X =0 @)
k=1 k=1 re=1

Réwnosé ta wynika z nastepujgcego przeksztalcenia:

4 4 ) 4 4

O 298 e e 3 (grs & &) v, 2 ogk

s FE=X T 2= Nho
k=1

rs=l re=1 i=1

zas
4

¢ : 3tk .
2 b=
. k=1 k=1
Dodajmy do (43) réwnosé

4
a¢; ¢
Se -0
=51

a otrzymamy
4

4
aéi 8gr 5
T E TN g T E=0. (44)
k=1 rs=1
Po podstawieniu (40) dla A=1 do ostatniej réwnosci, otrzymamy réwnosci:
a2 z; : ag., dar da*
! 1\ 4 —
dpr 2 dzi dp " dp =0, (49)

=1

ktére jest réwnaniem linji geodetycznej.

. Do ogdinego przypadku, gdy X jest funkeja punktéw Swiata, przejsc -
moZemy przez zmiane parametru:

. P =71m;

gdzie f(p) spelnia réwnanie ’
af _ 1

dp — %

Pgniewe_lz zas ge?detycz-nym linjom zerowym przystuguje wlasnosé, ze postaé
réwnania (45) nie .zalezy od wyboru parametru, twierdzenie powyzsze jest
prawdziwe, gdy X jest funkcjg punktéw §wiata.
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Otrzymany warunek rozwigzalnosci réwnaii (38) zastosujmy do macie-
tzy (35), a elementy jej przybierajg wartos¢:

4
as=—3 (g a%f;) (g"“ ;g;) ik=1,234.
py=1
Przekonywamy sie, ze wszystkie wyznaczniki stopnia drugiego i trzeciego
macierzy (35) sa identycznie réwne zeru. Macierz (35) jest wiec rzedu pierw-
szego, t.zn. uklad réwnan (34) wyznacza jedng z posréd sktadowych ¢;, jezeli
trzy inne sktadowe sa podane. Wnioski, otrzymane w przypadku szczegélnej
teorji wzglednodci, dadzg sig uogélni¢ czgsciowo jedynie w specjalnie obra-
nym ukladzie lub w przypadku pola statycznego.

W uktadzie, dla kiérego spelniona jest réwnosé (16), jest natezenie pola
elektrycznego wedtug udowodnionych twierdzei wekiorem przestrzennym,
natezenie za$ pola magnetycznego tensorem przestrzennym. Tensor prze-
strzenny skosno-symetryczny przeksztalca sig przy przeksztalceniach ortogo-
nalnych linjowych, jak wektor. Ogélne przeksztaicenia przestrzenne ujawniajg
jego charakter tensorowy. Ostatnie z réwnari (30a) wyraza w przypadku

2
ukladu przestrzeuno-czasowego, Ze wektory Fy (i=1, 2, 3) —i i=1,2,3)
i

sq do siebie prostopadte, t. zn., ze wektor wyrazajacy natgzenie pola elektrycz-
nego jest prostopadty do przestrzennej normalnej do powierzchni réwnych
faz, ktérej kierunek uwazaé bedziemy w przypadku tego ukladu za réwnole-
gty do kieranku przestrzennego promienia swietlnego.

§ 6. Pole elekiromagnetyczne w poln statgcznen.

Réwnanie (38) przybiera w przypadku pola statycznego nastgpujacg

postac: 3 .
3 .
2 ik 2¢ 3¢ _ (?i) 1 , (46)
3¢ azr | \ext] T?

k=1
gdzie zaréwno v jak i f s3 jedynie funkcjami miejsca. W tym wigc przy-
padku zachowuje si¢ promien Swietlny, jak w o$rodku niejednorodnym,
w ktérym posiada predkos¢ f, i ktéry wypeinia przestrzen nieeuklidesowa.

Jedynie w przypadkn ukfadu statycznego ma pojecie predkosci Swiatta

zupelnie okreslone znaczenie. Jest nig spéltczynnik f, gdyz

d
f=-g (gdy ds*=0),

a dozwolone przeksztalcenia czysto-przestrzenne nie zmieniajq warto$ci spot-
czynnika f, wprowadzenie za§ nowej zmiennej z*, ktéra moze by¢ zwigzana
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z «* jedynie zaleznoscia linjows, oznacza wprowadzenie nowej jednostki cza-
su, a nie zmiane mechanizmu zegara, ktérym mierzymy czas. Przy przyjgtym
mechanizmie mierzenia czasu w uktadzie statycznym zachodzi udowodnione
przez Launego twierdzenie?, iz czgsto$¢ drgari promienia $wietlnego jest
niezalezna od spélrzednych punktéw swiata. Jezeli wigc w jakim§ punkcie
A przestrzeni znajduje sig Zrédto $wiatta monochromatycznego, to jako me-
chanizm do oznaczenia czasu w jakimkolwiek punkcie B stuzy¢ moze czesto§é
drgai Swietlnych w tym punkcie, jezeli Zrédlo $wiatta znajduje sig stale
w punkcie A.

Na tej to wlasno$ci przystugujacej jedynie ukladowi statycznemu, iz za-
réwno predkos¢ Swiatla, jak 1 sposéb mierzenia czasu posiada Scisle okreslo-
ne znaczenie, polega teorja przesunigcia widma storica w kierunku barwy
czerwonej, co do ktérej eksperymentalnego sprawdzenia, do§wiadczenie nie
wypowiedzialo jeszcze ostatniego stowa.

W polu statycznem wazne jest réwniez twierdzenie Optyki geometrycz-
nej, iz w kazdym oérodku réwnanie warjacyjne toru promienia Swietlnego

posiada postac:
8 f 4 _
J

gdzie przez ds oznaczamy nieskoficzenie maly element na drodze promienia
$wietinego, a przez f predkos¢ $wiatla. Twierdzenie to jest réwniez waine
w teorji wzglednosci dla pola statycznego, jezeli do, f, interpretowac be-
dziemy wediug przyjetych oznaczefi .

Przytoczony poprzednio zwigzek prostopadiosci wektora sity elektrycz-
nej do kierunku przestrzennego promienia $wietinego wazny dla wszelkich
ukladéw przestrzenno-czasowych, zachodzl réwniez dla ukladu statycznego.
Udowodnimy obecnie, ze dla uktadu statycznego istnieje nadto wektor prze-
strzenny odpowiadajacy wektorowi Poyntinga, a kierunek jego jest réwno-
legly do kierunku przestrzennego promienia $wietlnego.

Czwarta z posréd réwnosci (26) przybiera z uwagi na to, Ze f, vz od &*
nie zalezg, nastepujgcy forme:

iaTIfV?

L =0, =%
2 =11l @)

Z poprzedaio udowodnionych twierdzeni wynika, ze w przypadku pola
statycznego zachowujg si¢ przy przeksztalceniach czysto przestrzennych
Ti;v=1,2,3 jak sktadowe wektora przestrzennego, T*% za$ jak skalar. Poni-

Y Lave, L c
) Weyl, L e

icm®
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2ej wypisane réwnosci oparte na definicji sktadowych tensoréw spdlzmien-
nych i przeciwzmiennych, stwierdzajg, ze wektory przestrzenne I T%, oraz
wektory Ty; T} i=1, 2, 3 posiadajg ten sam kierunek:

Ti= L TH Tu=P T,
3 3
D T=Tu; Y M=% 1=1,23,
J=1 k=1
oznaczmy: B i
Vi =V_gTi=FfV{ T}
(48)
ViW=V—g Ti=[V1 T3,
a otrzymamy z (47): s
avy & VW
2 = 49

vzl

Wz6r ten jest niezmienny wobec dowolnych przeksztalceri przestrzennych.
S zachowujq sie¢ wiec jak sktadowe wektora przestrzennego, a W jak skalar.
Z réwnosci (49) wynika, ze w przypadku pola oraz uktadu statycznego S* ma
znaczenie wektora Poytinga, a W gestosci energji.

Powracajac do dawnych réwnan dla fal krétkich (29), otrzymamy po roz-
winigciu (27) dla v=4; s=1, 2, 3, i zastosowaniu réwnas (48):

S=U{ Py, FO— o, Fify; 8,=1{Fy, FA—Fy FUY, S=U{Fy F—FO Ry} (50)

gdzie I jest funkcja punktéw Swiata.
Jezeli uwzglednimy ostatnie z réwnaii (30 a) oraz ostatnie z réwnai (30b):

2y 2 99 3 _
Flag TR pt o 55:=0

2 2 2
By gt P T P s = 0

przekonamy sig, ze wynika z nich bezposrednio: 51)

3w o OO0 o L8
5%1‘:)‘{1;31;%3'@21'1:'}; @:R{FgaF?_FmF:l}ﬁ ﬁi“)‘{FgeFf“-F:IF&} .

Réwnosci (50) i (51) wskazuja, ze w granicy dla fal o wielkiej czgstosci
otrzymujemy przeptyw energji po torach, ktére sg rzutami geodetycznych
linij zerowych rozmaitosci czterowymiarowej na naszg przestrzen.


GUEST


L. infeid. - (2)

§ 7. O promieniach Swieflnych w poln kulisfo-symetrycznem V.

W § 4-ym przytoczyliémy formg metryczng dla pola kulisto-symetrycz-
nego. Wykonajmy nastepujace przeksziatcenie czysto przestrzenne

zl=—=r cos &; xz?=r sin & coso; =7 sin & sin o,
a otrzymamy, opierajac sig na formie metrycznej (52):

(62)

xt — /ra drt—r? d¥? —r2sin? S do?.

ds? = =2 g’
r

Dla 7 dostatecznie wielkiego w stosunku do a (co w naszym uktadzie
planetarnym, w przestrzeniach wolnych od materji zachodzi), forma ta r6zni
sig bardzo mato od formy kwadratowej w pseudo-euklidesowym kontynuum.
Spétezynnik przy dat wskazuje, ze predkosé $wiatla jest w obranych jednost-
kach mato ré6zna od jednosci. ;

Stosujemy twierdzenie, ze linja Swiata promienia §wietlnego sg geode-
tycznemi linjami zerowemi, t. zn. spelniajg warunek:

4

@ jop)| dz®  dazf _
AR
lub tez: . - . )

d (, daf) o\ 2gs dzt 42 g 53
Za?(gﬂ‘dp)’f 3zd ds " ds ’ (55)
k=1 ap=1

4
oraz 2 ga do dak =0,
k=1
gdzie podstawiamy:
: pl=r; e?="9; Pd=09; st =0xt.
Dla =4 mamy:
d [r—a daty _ r—a dz* _
d’ﬁ(—f Tp)* , gy =const=4. (54)
Dla i=3: g Z
8 (2 gpe _ﬁ?)__ 2 gin? 3 2% — —
ap (r sin’ ﬁdp =0, 7r?sin dp —const=B. (55)

Réwnania (54) przedstawiajg analogje do catki energji, a (55) do zasady
p6l w Mechanice klasycznej.

3 Por. Hilbert, L c. I Mitteilung. Laue: Die Relativitatstheorie, Band Il od str. 225.
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Jako'ptaszczyzng, na kidrej lezy tor promienia Swietlnego, obieramy te,
r e z
dla ktorej 1‘}_—_?2—, forma (52) redukuje sie wéwezas dla promienia $wietl-
nego do: r—a . 2 r
e L —
. dx _vr-_—adr’-{-r*dsp’ s

(%)
a réwnania (54) i (55) do réwnan:
r—a dxt
=1l 1)
dy
2 71
7 dp = b. (58)

Iladalue Sta}e] W (D:) wartosci 1 Oznacza Odp()wledﬂl h}bDI ednostki ][tolq
] d )

Przez podstawienie (57) do (56) otrzymujemy:
dry? doy?
(dp)_{‘r(r‘a)(ﬁ) =1,

. . doj?,
a stqd przez podzielenie przez (E%) tuwzglednienie réwnania (58) (gdy 4==0)

I

=0

ary?,
_dﬁ) - 7 (1’—— U.)
. T 1.
a wreszcie podstawienie r = ) daje nam réwnanie rézniczkowe:

1L

(%;’)ZJF Poor =

ktére pozwoli nam w przyblizeni iczyé ienia $wi
! yblizeniu obliczy¢ tor promienia
kulisto-symetrycznem. Y F Fietinego w polu

=0, (59)

Przekona¢ sie mozemy, ze istnieje wartos¢ na r (oznaczmy jg przez r,),
dla ktérej tor promienia §wietlnego jest kolem, t.zn. Ed—r= 0.
. »
Podstawmy bowiem do réwnania linji geodetycznej (53) r w miejsce xt.

Uwzgledniajac, 2e w przypadku toru kolistego g—f = 0, otrzymujemy:
P

dwo\? a (dzh?
[ ) TR S el
T(dp)_’fr’(dp) ’ (0)
z formy za§ metrycznej (56):
do\? r—a (dxt\?
74 (__l_) — e fe——
dp r ( dp ) : ®D

Prace mat.-fiz., t. XXXIL 5*
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Dzielimy (61) przez (60), a jako rozwigzanie otrzymanego réwnania wynika:

a nastgpnie: @o _ 2 373

dp — V3’ ° 2

Przyblizone rozwigzanie wazne dla bardzo wielkich odlegtosci znajduje-
my, zaniedbujac p®. Otrzymujemy wéwczas z (59):

bdp

% p
.[o ¢ Jo VT—0%p 62
a stad:
v == arc sin (bp),
czyli:
& rsing ==5. (63)

Jezeli zinterpretujemy 7, ¢, b, jak w przestrzeni euklidesowej (co nam
dla bardzo wielkich odlegtosci uczyni¢ wolno), widzimy, Zze b ma znaczenie
odlegtosci promienia $wietlnego od prostej réwnolegtej do kierunku promie-
nia Swietinego, a przechodzace]j przez Srodek ukfadu, co tez pozostaje w zgo-
dzie ze znaczeniem, jakie wielkosci b nadaje réwnanie (58). Promien $wietl-
ny, pozostajgcy pod wptywem pola kulisto symetrycznego, biegnie w bardzo

wielkiej odleglosci, jak z (63) wynika, po linji prostej. Np. dla bo=3gv3'

promiefi Swietlny biegnie w wielkich odlegtoéciach po prostej, a osiagnawszy
x 3 N

odlegtos¢ To= 5, biegnie po kole.

Mozemy jednakze przyblizenie w rozwigzaniu réwnania (59) posunaé
o krok dalej.

Wykonajmy bowiem w wyrazeniu:

o -

VI—-8%pf (1 —ap) )

zmiang zmiennych za posrednictwem nastepujgcych przyblizonych zwigzkow
w zaloZeniu, Ze p jest dostatecznie mate:

o= (1—ap), (65)

bdp =do (1 +%ﬁ),. (66)
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podstawiajac (65), (66) do (64) otrzymamy:

2503
5= rztlc (H;ZL: arc sin 5 — ~VI—e? L 2 (67)
EERURR 7 i b )

p przyblera exiremum, gdy s==1. Poniewaz » przybiera wéwczas w przy-
blizeniu warto$¢ &, wnosimy ze wzgledu na (63), ze r posiada w tym punk-
cie minimum.

Dla =1 mamy: ﬁ a
w=p g

Wyrazenie wskazuje na odstgpstwo od przypadku przestrzeni euklide-
sowej. Wigzka promieni réwnolegtych zostaje w okolicy storica od biegu pro-
stolinijnego odchylona, poczem przyjmuje znowu kierunek prostolinijny.

Jezeli przyjmiemy, ze zaréwno Zrédto promienia $wietlnego (np. gwia-
zdn), jak i miejsce obserwacji (np. ziemia) sg od slorica nieskoficzenie odle-
gle, to tor promienia Swietlnego jest symetryczny wzgledem najkrétszej odle-
glosci $rodka storica od promienia. Wiazka promieni po przyjeciu kierunku
prostolinijnego zostaje wzgledem kierunku pierwotnego odchylong o kat %of .
Efekt ten, przepowiedziany przez Einsteina, zostal rzeczywiscie sprawdzony
podczas za¢mienia stofica w 1919 r.

Rozwazania nasze, stojace na pograniczu pomiedzy Optyka geometrycz-
ng, a fizyczng, wskazuja, jak z jednej strony mozliwe jest uogélnienie zwigz-
kéw Optyki geometryczne] w teorji wzglednodei, i jak z drugiej strony
zwigzki te otrzymujemy przez upraszczajace zalozenia z odpowiednich teoryj
fizycznych.

W ogdlnej teorji wzglednoéci odgrywajg geodetyczne linje zerowe te
samg zasadniczg rolg, co proste zerowe w szczegélnej teorji wzglednosci.
Miejsce geometryczne wszystkich linij zerowych, przechodzacych przez jakis
punkt Swiata 0, odgranicza podobnie jak w szczegélnej teorji wzglednosci
dziedzing punktéw mogacych staé w zwigzku przyczynowym z 0, od punk-
t6éw, dla ktérych ten przyczynowy zwiazek z 0 istnieé nie moze. Propagacja
kazdego dziatania, ktérego podiozem jest eter, moze sie odbyé jedynie wzdtuz
linji geodetycznej zerowej naszego kontynunm czterowymiarowego. Twierdze-
nie to, ktére dotyczy zaréwno wszelkich zaburzefi elektromagnetycznych, jak
i fal grawitacyjnych, nie zostato dotychczas w catej swej ogolnosci udowodnio-
ne. Proby wyjécia poza najprostsze przypadki napotykaja na liczne trudnosci.

W tym stanie rozwoju, w jakim sig obecnie ogélna teorja wzglednosci
znajduje, zachodzi zaréwno konieczno§é stworzenia jej silniejszych podstaw
doswiadczalnych, jak i wypelnienie 1uk natury logicznej.
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