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pporucznik jazdy.
O przeksztatceniu kwadratowem uogélnionem i jego

zastosowaniu do badania powierzchni trzeciego rzedu
0 czterech punktach podwdjnych.

Sur la transformation quadratique généralisée et son appiication 4 I'étude des surfaces
du troisiéme ordre 4 quatre points doubles.

Rozwazania, stanowigce przedmiot pracy niniejszej, nasunely mi sie
przy rozwigzywaniu nastepujacego zagadnienia, zakomunikowanego mi przez
profesora Uniwersytetu moskiewskiego Cyngera:

»Na plaszczyZnie y Oz ukfadu prostokatnego osi 0, Oy, Oz dane sg
kolo (0) i prosta (D), wyznaczone przez réwnania

© ¥y 2 — 'z =0,

(D) z—c==0.

Uwazajmy hyperbole réwnoboczng (H), potozong na ptaszczyznie (Il)
(rys. 1), przechodzacej przez of Ow, ktérej wierzchotki rzeczywiste 4 i 4’ sg

polozone — pierwszy na prostej (D), drugi na kole (0), przyczem punkt 4’
jest r6zny od punktu O.

Rys. L.
Prace mat.-fiz., t. XXXIL 4
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1. Jezeli plaszczyzna II obraca sig dokota osi Ox, wéwczas hyperbola
(H) wytwarza powierzchnie rzedu trzeciego (S), styczng do praszczyzny oy
wzdtuz osi Oz

2. Uwazajmy prostg zmienng (4), opierajgcq sie na osi O i na pro-
stej (D), oraz punkt M (rys. 2), nie pofozony na prostych Oz i (D) — prze-
ciecie prostej A z powierzchnig szescienng (S).

Rys. 2.

Udowodni¢, iz spotrzedne punktn M wyrazajg sie wymiernie w funkeji
dwéch spotrzednych zmiennych punktu p — Sladu prostej A na plaszczyznie
z=2c.

3. Gdy punkt M porusza si¢ po przekroju powierzchni (8) przez plasz-
czyzng (P), wéwcezas punkt p opisuje krzywa szescienng (IY); i gdy zmienia
sie potozenie plaszczyzny (P), wowczas krzywa (T) przechodzi przez szes§¢
punktéw stalych, stanowigcych wierzchotki pewnego czworoboku zupelnego.

4. Znales¢ wszystkie proste, nakreslone na powierzchni.

5. Gdy punkt M porusza si¢ na powierzchni (S) w ten sposéb, iz pia-
szezyzna, styczna w punkcie M, przechodzi przez punkt staly przestrzeni ¢,
woéwczas punkt p. zakre$la stozkowa.

Przy jakiem polozeniu punktu statego @ stozkowa ta rozpada sig na
dwie proste, albo sprowadza sig do prostej podwéjnej?

Co mozemy stad wnosié o stozku, opisanym na powierzchnj (S), ktére-
go wierzchotek jest potozony w punkcie Q?

6. Zbadac miejsce punktu M, gdy punkt p. porusza sig po prostej, po-
tozonej na ptaszczyinie &==2¢*“

Powierzchnia, ktérej badanie stanowi tre$¢ zagadnienia Cyngera,
jest, jak to okazerity nizej, powierzchnia rzedu trzeciego o czterech punktach
podwéjnych. Zajmiemy si¢ wiec badaniem wiasnosci tego rodzaju powierzch-
ni: rozwiazanie zagadnienia Cyngera wyniknie bezpo§rednio. W tym celu
wprowadzimy do naszych rozwazar przeksztatcenie, kidre moze by¢ uwazane
jako pewnego rodzaju uogélnienie przeksztaicenia ptaskiego stopnia drugiego.
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1. Przeksztatcenia (7). — Bedziemy nazywali przeksztatceniem ()
przeksztatcenie punktowe inwolucyjne, ktére podporzadkowuje sobie dwa
punkty m i m’, o spétrzednych jednorodnych

(x’ y? ’:"7 t) i (xl5 y’ﬁ z” t,)

wzgledem jednego i tego samego czworoscianu odniesienia, zwigzanych za-
pomocg zaleznosci

zax=4, yy =B, z&=0C, i#'=D.

Whnosimy bezposrednio, iz jednemu wierzchotkowi czworo$cianu odnie-
sienia odpowiadajq wszystkie punkty Sciany przeciwleglej; taksamo, kazde-
mu punktowi jednej krawedzi tego czworoscianu odpowiadaja wszystkie
punkty krawedzi przeciwlegtej.

Latwo widzied, iz jakakolwiek prosta przeksztalca sig na krzywg szes-
cienng skosng, opisang na czworoscianie odniesienia. Wrnosimy stad, iz po-
wierzchnia rzedu n przeksztalca si¢ naogot na powierzchnig rzedu 3n, dla
ktérej wierzchotki czworodcianu sg punktami wielokrotnemi rzedu 2n ijego
krawedzie tworzacemi rzedu n.

Zauwazmy jeszcze, iz plaszczyznie, przechodzacej przez krawedz, odpo-
wiada plaszczyzna, przechodzgca przez tg samg krawgdZ. Poniewaz plaszczyz-
ny te sg wzajemne, przeto zmajdujg sie ze sobg w odpowiednioSci inwolu-
cyjnej; wobec tego przez kazda krawedz przechodzg dwie plaszczyzuy, po-
krywajace sig z ptaszczyznami do nich homologicznemi. Prostej, opierajacej
sie na dwoch krawedziach przeciwleglych, innemi stowy, prostej wsp6lnej
dwém plaszczyznom, przechodzacym przez te krawedzie, odpowiadaé wiec
bedzie prosta analogiczna.

Jezeli dwie rozwazane plaszczyzny sq podwéjne, wowczas tg samg wlas-
n0§¢ posiada i linja ich przecigcia; istniejg wigc cztery proste podwdjne,
opierajgce sig na kazdej z par krawedzi przeciwlegtych czworoscianu pod-
stawowego.

2. Niech bedzie A jedna z tych prostych podwdéjnych, opierajacq sig na
krawedziach przeciwleglych 41 4’ czworodcianu podstawowego, oraz M iM—
dwie proste homologiczne, opierajace sig na tych samych krawedziach: roz-
wazajmy przeksztalcenie punktowe (m, m') podporzadkowywuiace sobie $la-
dy tych prostych M i M’ na ptaszczyznie P, przechodzacej przez prostg A.
Wykazemy, iz przeksztatcenie to stanowi homologje inwolucyjna.

W rzeczy samej, niech bedg o i o/ punkty, w ktérych prosta A przecina
krawedzie 4 i 4; poniewaz plaszczyzny AM i AM' odpowiadajq sobie w in-
wolucji, przeto te sama wiasnos¢ posiadajg slady tych plaszezyzn am iam';
proste o/m i o'm’ r6wniez kresla peki inwolucyjne, przyczem w dwéch tych


GUEST


28 Romuald Witwidski. * e

inwolucjach prosta oo/ odpowiada sama sobie. Niech bedg aw i e’ dwa inne
promienie podwdjne tych inwolucyj, innemi stowy, sprzgzone harmoniczne
prostej ao! wzgledem katéw mam’ i ma'm': oczywistem jest, iZ prosta mm/
przechodzi przez punkt o, i ze odcinek mm/ dzieli sig harmonicznie w punk-
cie o i w punkcie przeciecia z prostg ae/; wnosimy stad, iz przeksztatcenie
istotnie jest homologja.

Jezeli punkt m pokrywa sig ze sladem B lub v krawedzi czworo$ciany,
wowczas oczywiste jest, iz punkt m’ pokrywa sie ze $ladem B’ lub y' kra-
wedzi przeciwlegtej. Srodek homologji o jest wigc punktem przecigcia
przekatnych B’ i 74 czworoboku zupelnego aa/Bf'yy/, wyznaczonego na
plaszczyznie P przez $lady krawegdzi czworo$cianu podstawowego.

3. Powierzchnie rzedu trzeciego o czterech punktach podwdjnych. — Na
mocy uwag, poczynionych wyzej (Ne 1) przeksztalcenie (T) podporzgdkowuje
plaszezyZnie powierzchnig rzedu trzeciego, przechodzacg przez krawedzie
czworoécianu podstawowego i majaca za punkty podwdjne wierzcholki te-
go czworodcianu. Twierdzenie odwrotne jest oczywiste, albowiem réwnanie
takiej powierzchni S ma postaé

IR T G
x + Y + z + 2 0.
Stwierdzimy z latwodcia, iz ptaszczyzna
Y
a + g 0

dotyka powierzchni § we wszystkich punktach jednej krawedzi i przecina
ja wedtug innej tworzgcej A, ktéra réwniez jest potozona w plaszczyZnie

2 &
=0

Tym sposobem, powierzchnia S posiada trzy tworzace A, odpowiednio
opierajgce sig na dwéch krawedziach przeciwleglych czworoscianu i potozone
jednoczeénie w jednej plaszczyZnie

z Yy 2 4
wtety+s=0.

Wykazemy, iz proste te wraz z krawedziami czworoscianu punktéw po-
dwdjnych stanowia jedyne tworzgce powierzchnie S.

4. Przekroje plaskie. — Zapomoca przeksztatcenia (77) kazdemu punkio-
wi m powierzchni § podporzadkujemy punkt m/ plaszezyzny P. Uwazajmy
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w sposéb podobny plaszczyzng @; to samo przeksztatcenie podporzadkuje jej
pewng powierzchnig I, analogiczng do powierzchni 8, oraz krzywej (¢), S)
podporzadkuje krzywa (I, P) — krzywa szescienng I, przechodzaca przez
$lady na plaszczyznie (P) krawedzi czworoscianu podstawowego. Oznaczmy
przez K czworobok zupetny, ktérego wierzchotkami sq te §lady; mamy twier-
dzenie nastepujace:

Zapomocy przeksztalcenia (7) przekrojom plaskim po-
wierzchni (8) podporzadkowujg sie na ptaszczyZnie (P) krzywe
szeScienne I', opisane na czworoboku zupetnym K, utworzo-
nym przez przekr6j czworoscianu punktéw podwéjnych.

Jezeli plaszezyzna @ przechodzi przez jeden z punktéw podwdjnych a,
woéwczas krzywa I' rozpada sie na §lad plaszczyzny innych punktéw podwdj-
nych i na stozkows, przechodzacy przez $lady trzech krawedzi, wychodzacych
z punktu @. Jezeli plaszczyzna Q przechodzi przez jedne krawedz czworodcia-
nu, wowczas krzywa I' rozpada si¢ na dwa boki czworoboku K i na prosta,
przechodzacy przez punkt przecigcia trzech pozostatych bokéw.

5. Mozliwy jest jeszcze inmy speséb rozpadania sie krzywej I': na
pizekatna «o’ czworoboku K i na stozkows, przechodzgcg przez cztery
wierzchotki B, B/, 7, v’. Tym sposobem, jak to zauwazyliémy w Ne 1, prostej aa,
odpowiada prosta, opierajagca sie na 4 i 4" jest to jedna z trzech tworza-
cych A, oméwionych w Ne 3; dwie inne tworzgce odpowiadatyby przekatnym
Ela R

Tak wiec, biorac pod uwage, iz rozpatrzyliSmy wszystkie sposoby roz-
padania sig¢ krzywej T, wnosimy, iz otrzymaliSmy wszystkie tworzace po-
wierzchni.

6. lkinje asymploigczne. — Poza przypadkami rozpadania sie, krzywa I’
moze przedstawia¢ punkt podwdjny, gdy plaszczyzna ¢ jest styczna do po-
wierzchni 8. Wiadomo, iz w przypadku, gdy krzywa sze$cienna, opisana na
czworobokn zupelnym, stanowi punkt podwdjny, wéwczas styczne w tym
punkcie sg promieniami podwdjnemi inwolucji, okreslonej przez proste, fa-
czace punkt podwéjny z wierzchotkami czworoboku: wnosimy stad, iz styczne
te dotykajg kazda jednej ze stozkowych, wpisanych w czworobok i przecho-
dzacych przez punkt podwéjny. Stad wynik:

Zapomoca przeksztalcenia (T) linjom asymptotycznym
powierzchni § podporzadkowujg sig na ptaszczyznie P stoz-
kowe, wpisane w czworobok X.

7. Rrzgwe stycznosd stoikéw opisanpch. — Szukajmy teraz przekstalce-
nia krzywej stycznosci stozka o wierzchotkn 6, opisanego ma powierzchni S.
Poniewaz prostym, wychodzgcym z punktu s, odpowiadajg krzywe szescienne
skoéne, opisane na czworoscianie podstawowym i przechodzace przez punkt ¢/,
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przeto przekszatceniem szukanem jest miejsce punkiow stycznosci tych krzy-
wych szesciennych, kiére dotykaja ptaszczyzny P.

Dalej, wiadomo?, iz §lady na plaszczyznie statej P krzywych szescien-
nych skosnych, przechodzacych przez pie¢ punktéw statych, sg to wierzcholki
trojkata sprzezonego ze stozkowsq stalg: jezeli dwa z tych wierzchotk6w po-
krywaja sie ze sobg, wéwczas sa one potozone na tej stozkowej, kt6ra stanowi
miejsce szukane. Stozkowa ta, jak wiadomo, jest sprzezona ze §ladami dwéch
prostych, Jaczacych dwie pary punktéw, dowolnie obranych zposréd pigciu
punktéw stalych. Tak wiec, wszystkie stozkowe, kidre otrzymamy, podzielg
harmonicznie odcinki ao’ 8§ i v7. Mamy zatem:

Zapomoca przeksztatcenia (7) krzywej stycznosci.stoz-
ka, opisanego na powierzchni .8, podporzadkowuje sig na
plaszczyznie P stozkowa, dzielgca harmonicznie przekatne
czworoboku K.

Wnosimy z tatwoscia, iz, gdy rozwazaé bedziemy trzy z tych stozko-
wych, wowczas ich hesjanem bedzie krzywa szeScienna p, stanowigca prze-
kréj powierzchni S przez plaszezyzne wierzchotkéw trzech stozkéw rozwa-
Zanych. )

8. Poniewaz stozkowe, ktére otrzymalismy, sa poddane jedynie dwom
warunkom linjowym, przeto moga si¢ one rozpada¢ na dwie proste, z ktérych
jedna jest zupelnie dowolna. Lecz w tym przypadku krzywa stycznosci przed
stawia punkt podwéjny i, co za tem idzie, punkt o jest potozony na po-
wierzchni S. Z drugiej strony, wskazali§my w Ne 1, iz kazdej prostej prze-
ksztalcenie (T') podporzgdkowuje krzyws szeScienng sko$ng, opisang na
czworoscianie punktéw podwéjnych. Mamy wige:

Stozek, opisany na powierzchni 8, wychodzgcy z punk-
tu tej powierzchni, rozpada sie¢ na dwa stozki rzedu trze-
ciego, styczne do powiérzchni S, we wsystkich punktach
dwéch krzywych sze§ciennych skosnych, przechodza-
cych przez cztery punkty podwéjne.

9. Inne przedstawienie plaskie powierzchni S. Niech bedzie P plasz-
czyzna, przeprowadzona przez te z trzech tworzacych A, ktéra opiera si¢ na
krawedziach 4 i 4. Kazda prosta M, opierajaca sig¢ na tych krawedziach,
przecina powierzchni¢ S i ptaszczyzne P w dwéch punktach g i m, i tatwo
widzie¢, iz spéirzedne punktu p wyrazajg sie wymiernie w funkcji spotrzed-
nych punktu m. JesteSmy wiec w posiadaniu nowego sposobu odwzorowa-
nia ptaskiego powierzchni S.

) E. Duporcgq, Premiers principes de Géométrie moderne, str. 109,
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Istnieje przeksztaicenie (7)), ustalajace odpowiedniosé migdzy ptaszczyz-
ng P i powierzchnig S; albowiem, jezeli réwnania ptaszczyzny i powierzchni
sq nastepujace

&
b j—0, 2y B 0
ax + by cz+dit=0, w+ y+z + 7 0,
wowczas wystarczy wziaé
=1 p=2
. C= o D= 7

Tworzaca A odpowiadaé bedzie oczywiscie sama sobie. Niech bedzie
M' prosta, ktéra przeksztalcenie to podporzadkowuje prostej M’ oraz p’
i m' niechaj bgdq punkty, w ktérych prosta M’ przecina powierzchnie S i pla-
szczyzne P. Wyzej przekonali$my sie, iz przeksztalcenie (m, m’) jest homo-
logjg (Ne 2). Przeksztalcenie (u, m), réwne iloczynowi przeksztalcern (w, m')
i (m/, m), innemi stowy, — przeksztatcenia (T) i homologii, posiada wiec wla-
snosci rzutowe przeksztalcenia (I): wystarczy uprzytomnié¢ sobie (Ne 2), iz
czworobok zupelny K przeksztalca sig¢ sam na siebie zapomoca homologji
(m, m").

10. Zastosowanie do zagaduienia Cyngera. —Z latwoscia znajdujemy, iz
powierzchnia, o ktérej mowa w zagadnieniu, ma za réwnanie

B:lfJ

o
AM»(;’ [/

rrz=(2—c) (-+2*—'2).

Zauwazmy, iz gdy plaszczyzna II przechodzi przez jeden lub drugi
z punktéw spélnych prostej (D) i kotu (C), wéwczas hyperbola (H) sprowa-
dza sig do dwdch prostych, i jest oczywiste, iz dwie pary prostych, w ten
sposéb otrzymanych, przecinajg o§ Oz w tych samych punktach. Caztery te
proste tworza wiec wraz z osig Ox i prosta (D) sze$¢ krawedzi czworoscianu,
potozonych na powierzchni.

Zwréémy jeszcze uwage na to, iz powierzchnia przechodzi przez prostg
w nieskoficzono$ci plaszczyzny @ =2c; prosta ta odgrywa wiec role prostej A,
uwazanej w ustepie poprzednim, — i wszystkie wyniki, wypowiedziane w za-
gadnienit Cyngera, stajg sig¢ wnioskiem bezposrednim z naszych rozwazan.
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