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kazdym razem zupeinie okreslone formy — jak to bywa np. w przypadku
krysztatéw — podczas gdy wielko$¢ tych form musi odpowiada¢ warunkom,
znanym z ogoélnej teorji ilostek (kwantéw); znalezienie powyzszych form sto-
sownie do danych zadania stanowi tedy wladciwa tres¢ odno$nego proble-
matu. Zachowanie formy jest jednakze — jak to wykazujemy w innej pracy,
ktéra niebawem réwniez ukaze si¢ w druku — przy kazdem ogélnem zadaniu
n cial (w ktérem précz cigzkosci moga dziataé tez sity elektryczne it. p.)
mozliwe jedynie wtedy, gdy sie odbywa jeden z nastepujacych trzech rodza-
jéw ruchu wzgledem nieruchomego $rodka cigzkosci:

a) réwnomierny obrét w przestrzeni okolo osi stalej;

b) ruch Keplerowski w plaszczyznie, przyczem wciaZ te same plaskie
uktady wszystkich cial, opisuja podobne linje stozkowe o dowolnym mimogro-
dzie ¢; w przypadkach ruchu nieperjodycznego (e>>1) nastepuje sig
przytem z konieczno$ci rozpad calego ustroju, co ze wzgledéw fizycznych
nie wchodzi tutaj w gre; we wszystkich innych przypadkach wystarcza dla
okreslenia poszukiwanych form przyjaé poszczegélny ruch Kopernikarski,
t. j. réwnomierny obrét kolowy w plaszczyzZnie dokota $rodka ciezkodci —
tembardziej, iz podiug badari Sommerfelda® wynikaja z tego, przynaj-
.mniej w grubszych zarysach, te same linje widmowe, co i w ogélniejszym
przypadku ruchéw eliptycznych;

¢) ruchy po nieruchomych prostych, podiug praw, waznych juz z przy-
padku n=2, przyczem musi nastapi¢ albo rozpad calego ustroju, albo tez
zderzenie wszystkich jego czesciw polgczeniu ze zniszczeniem fadunkdw elek-
trycznych: obydwie te mozliwosci trzeba z wzgledéw fizycznych odrzucié.

Dla teorji budowy czastek nalezy wigc uwzglednié wylacznie ruchy a)
ib). Rozwazajac dzialajace przytem sity dosrodkowe — pochodzenia zresztg
jedynie elektrycznego, gdyz ciezkosé odgrywa tu role znikomo matg — otrzy-
muje sig za kazdym razem niezalezny ukiad réwnan algebraicznych, kté-
rych rozwigzanie doprowadza do poszikiwanych form uktadu czastek. Teorja
‘Bohra podaje wtedy odpowiednie linje widmowe; dtugo$¢ fal tych linij mo-
zna bezposrednio poréwna¢ z danemi do§wiadczeni.

Zgodnosc¢ teorji z rzeczywistoscia wydaje nam sig w rozpatrywanym tu
przypadku H,*+ dostatecznie wysoka. Pewna, a nawet do$¢ znaczna czgsc¢
t. zw. drugiego widma wodoru (mierzonego przez Hasselberga, Wat-
sona, Lymana i innych: por. Kaysera: ,Handbuch der Spectroscopie*,
t. V, Lipsk 1912), dotychczas matematycznie omal niedostepnego, zostaje
w ten sposGb dostatecznie uzasadniona, a przy rozpatrywaniu calej czastki
H, otrzymuje sig jeszcze daleko zupelniejsze wyjasnienie.

') pAlombau und Spekirallinien®, Brunswik 1821, rozdz. 4, § 5.
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O pewnej wlasnosci grupy automorficznej (2, 4, 5).
Sur une propriété du groupe automorphe (2, 4, 5).

Przedmiotem niniejszej pracy jest dow6d pewnej wiasnosei grupy auto-
morficznej, oznaczanej przez Kleina znakiem (2, 4, 5). Fricke w dodatkn
do ,Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Functionen® przeprowa-
dzit przeksztatcenie 3-go stopnia funkcyj antomorficznych, nalezacych do tej
grupy (2, 4, 5), i okazat, ze grupa ta tworzy si¢ w sposéb nastgpujacy: jezeli
przez j oznaczymy pierwiastek dodatni réwnania j24j—1=0, to zbiér
podstawien

o a0V oot dV]
(—e+dVi)eta—bVs’ O

w ktérych a,, ¢, d s liczbami catkowitemi ciala kwadratowego K (j), a wy-
znacznik podstawied: a®+¢? — 7 (5% - d?) réwna sig 4 lub 2, bedzie grupa,
ktorg Klein oznaczyl znakiem (2,4, 5); istnieje przytem zaleznos¢ g=¢
(mod 2), b=d (mod 2).

Poniewaz w sktad grupy (2,4,5), jak wynika z okreslenia, wchodzg
tylko podstawienia (1) o wyznaczniku réwnym 4 lub 2, to powstaje nader
wazne pytanie, jakg role odgrywajg przytem podstawienia o wyznaczniku 1;
tatwo odrazu zauwazy¢, Ze wszystkie one wchodzg w skiad grupy (2, 4, 5),
poniewaz odpowiadajg przypadkowi, kiedy a, b, ¢, d sa wszystkie podzielne
przez 2; tworzq one przytem. grupe.

Co do tej grupy podstawiefi o wyznaczniku I mozna wypowiedzie¢ na-
stgpujace twierdzenie:

Twierdzenie: Jezeli j oznacza pierwiastek dodatni réwna-
nia y2-}j—1=0,1i a,b,¢,d saq liczby catkowite ciata kwadra-
towego K(7), to zbiér podstawien

Prace mat-fiz, t. XXXIL 2
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at+bVy, et+dvy ) ©
—c+dVj, a—bVj

o wyznaczniku a* ¢ —j(?+4d?) =1 tworzy podgrupe grupy
(2,4,5) o wskaZzniku 10,

Dowdd tego twierdzenia jest przedmiotem niniejszej pracy.

Rozwazang grupg podstawiefi (2) o wyznaczniku 1 oznacza¢ bedziemy
literg G i dla dowodu wypowiedzianego twierdzenia wykreslimy najprzéd
obszar zasadniczy grupy G. :

Rozszerzymy w tym celu w zwykly spos6b grupe @ przez dotaczenie
do niej podstawienia &'==—7%, gdzie # oznacza liczbg sprzeiong z liczbg 2.
Jezeli rozszerzong w taki sposéb grupe oznaczymy przez @, to grupa G be-

dzie zbiorem podstawies (1) i podstawiefi:
g (@10 V:i);z_'—— c—d Vji . ®
(—et+aVi)e—a+0oVj

Jezeli wykreslimy obszar zasadniczy grupy rozszerzonej &, to obszar
zasadniczy grupy G bedzie sig sktadat z obszaru zasadniczego grupy G i jego
odbicia w osi rzednych.

Zwr6¢my przeto uwagg na mozliwe granice obszaru zasadniczego gru-
py G. Granicami obszaru zasadniczego mogg by¢ te zbiory punktéw ptasz-
czyzny 2, ktére pozostajg bez zmiany przy podstawieniach grupy G; beda to
linje symetrji grupy @. Lecz linje symetrji charakteryzuje réwno§é b=0
(poniewaz pierwszy i czwarty spétczynnik podstawienia (3) powinny mie¢
wiedy znaki odwrotne), bedg one zatem kotami

(—e4adVj) @+ y)—2az+4c+d Vi=0, a? 42 —jd =1. eY)

Miegdzy temi kotami znajduje sig koto o promienin 1 (przy a=0, d==0)
i 08 rzednych (przy ¢ =0, d=0).

Majac na wzgledzie te linje symetrji, postepowad b¢dziemy dalej w spo-
s6b nastepujacy: 1-o) bedziemy szukali na osi rzednych najblizszego naste-
pujacego po punkcie ¢ punktu eliptycznego grupy @; na przechodzacej przez
ten punkt linji symetrji bedziemy szukali nastgpnego najblizszego punktu
eliptycznego, na nastepnej linji symetrji bedziemy szukali nowego najblizsze-
go punktu eliptycznego i t. d; postepujac w ten sposb dalej, powr6cimy do
punk:c_u %; otrzymamy wtedy pewien wielokat kotowy. Jezeli wtenczas w gru-
pie G okazg sig podstawienia, przeksztalcajgce otrzymany wielo kat sam

icm
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w siebie, to one utworzg pewna grupe, kiéra musi by¢ cykliczng o pewnym
okresie &, i wtedy %-ta cze$¢ otrzymanego wielokata bedzie obszarem zasa-
dniczym grupy @; 2 o) bedziemy szukali takiego podstawienia eliptycz-
nego V, nie nalezacego do grupy &, ktdre przeksztaicaloby grupe G samg
w siebie, t. j. spelniatoby warunek: G = V-1 @ ¥; posiadanie takiego pod-
stawienia utatwi nam wykreslenie obszaru zasadniczego grupy G-

Przechodzgc do znalezienia takiego podstawienia ¥, zauwazymy przede-
wszystkiem nastepujgce wiasnosci rozszerzonej prupy G:

I. Grupa G moze zawiera¢ w sobie podstawienia elip-
tyczne, majace tylko okres 2.

W samej rzeczy, jezeli podstawienie (2) ma by¢ eliptyczne, to musi by¢
@ < 1, lecz jednoczesnie liczba a sprzezona w ciele K(j) z liczba @ musi
czyni¢ zado$¢é warunkowi a<1; bedzie zatem aa <1, czyli, ze norma licz-
by @ jest mniejsza od 1; lecz jezeli N(a)< 1, to N{a) =0, a zatem a=0;
okres podstawienia eliptycznego jest tylko 2.

Stad wynika:

. Wszystkie linje symetrji (4) grupy G przecinajg sig
pod katami prostemi.

W samej rzeczy, punkiy przeciecia sie linji symetrji s3 punktami statemi
odpowiednich podstawieri eliptycznych; lecz poniewaz grupa G posiada tylko
podstawienia eliptyczne o okresie 2, to wszystkie linje symetrji musza sig
przecinaé pod katem = :2.

Ostatnig wlasnos¢ mozna sformutowaé w sposéb nastepujacy: Kota (4)
przy a®--¢*—jd*=1 tworza na plaszczyznie z sie¢ wielokg-
téw z katami prostemi. Pozostaje migdzy temi wielokatami wybra¢ ten,
ktéry bylby obszarem zasadniczym grupy G.

Bedziemy w tym celu starali sig wynale¢ takie podstawienie ¥, nie na-
lezace do grupy G, ktére przeksztatcatoby grupe G samg w siebie. W ciele
4-go stopnia, ktére otrzymamy przez dotaczenie do ciala K(j) pierwiastka
kwadratowego V7, wynajdziemy taka jednostke

e=atgj-+Vi -+ ),
izby przy e=o-+Bj— V7 (1-F3)) bylo es=1, i aby w tem ciele 4-go

stopnia liczba 2¢ byta kwadratem zupetnym; po dokonaniu odpowiednich
rachunk6w taka jednostke bedziemy mogli obra¢ w postaci

e=1+474+V5 0+,
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précz tego bedzie _
2e= (1474 Viy =",
jezeli k=1-7--V7.
Majac to na wzgledzie, zwrécimy uwage na podstawienie

_k 241
r=4. 2£L )

w ktérem k=147 — Vi ki6re przeksztalca punkt ¢ na punkt —%z’; wyz-
nacznik tego podstawienia 2% 7%, jak to tatwo zauwazyé na zasadzie wyboru
jednostki ¢, réwna sie 4.

Podstawienie (5) bedzie wiasnie szukanem podstawieniem, przeksztat-
cajgcem grupg G samq w siebie. Posiada ono wlasnosci nastepujace:

1-0) nie wchodzi w skiad grupy @, poniewaz wyznacznik jego jest
réwny 4;

2-0) przeksztalca grupe @ samg w siebie; co tatwo sprawdzié, obli-
czajac podstawienia grupy P—1GV; te podstawienia bedg znown postaci 2);

3-0) jest podstawieniem eliptycznem o okresie 5, poniewaz réwnanie,
wyznaczajace okres m tego podstawienia, bgdzie w danym przypadku

T
k-+ k=4 cos Pt
albo ze wzgledu na wartosé k:
14+75=2 cos % s
skad wynika m =35,
4-0) jego punkty state 2z, i 2, lezg na kole
2yl 2r=1,
poniewaz ich wartosci sq nastepujace
—VitiVa—j
14575

i wiasnos¢ ta sprawdza si¢ natychmiast przez podstawienie; spoirzedne tych
punkiéw majg przyblizone wartosci (— 0,9..., +1,6...).
Po tych uwagach mozemy tatwo spostrzec, jakiego przeksztatcenia do-

znaje punkt staly ¢ grupy G po zastosowaniu do niego podstawienia V;

By, By —
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przejdzie on mianowicie z kola, przechodzqcego przez punkty stale 2, i2,,
na koto pochylone do niego pod katem 2% :5, a przechodzace przez te same

punkty stale; z tego kola przejdzie na nast¢pne pochylone do niego pod ka-
tem 2x:5 it. d. Dokonywajac odpowiednich wykresleri, otrzymamy piecio-
kat kolowy, ktérego srodek ' leze¢ bedzie na kole

oty -2z =1,
i przedstawia¢ bedzie liczbe zespolong

—litive—j
t+i—V;
punkt staly podstawienia V.
Otrzymany 5-kat bedzie obszarem zasadniczym grupy G.
W samej rzeczy, 5-kat ten przeksztalca si¢ sam w siebie przy zastoso-

waniu podstawien
V, V2, Vi, T4,

lecz wszystkie one majg wyznacznik 4, nie naleza zatem do grupy @; dalej
5-kat ten przeksztalca sie sam w siebie przez odwrécenie w kazdej ze swych
pieciu przekatnych, ale i te odwrécenia nie naleza do sktadu grupy G.
Otrzymany 5-kat kotowy razem z odbiciem swem w osi rzgdnych be-
dzie obszarem zasadniczym prupy G.
Aby teraz, majgc obszar zasadniczy grupy G, dowies¢ wypowiedzianego
na poczatku twierdzenia, rozumowaé bedziemy tak. Poniewaz podstawienie

kel
7 —e+1

V=
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przeksztaica grupe @ sama w siebie, to dolaczajac do grupy @ podstawienia
V, V2, V8, V4,

otrzymamy zbiér podstawieri postaci

@, GV, k=1,23,4,

wyznaczajacy nows grupe, ktéra oznaczymy litera G5 ; obszarem zasadni-
czym tej grupy bedzie pigta cze$¢ obszaru zasadniczego grupy G, naprzy-
ktad, tréjkat CPQ. Poniewaz dalej 5-kat zasadniczy przeksztalca sie sam
w siebie przez odwrécenie w kazdej ze swych przekatnych, to obierzemy jedno
z takich odwrécefi, naprzyktad B
=21
21

i dotaczymy je do grupy G; otrzymamy w ten sposéb nows grupe, ktérg
oznaczymy litera Gy, i dla kt6rej obszarem zasadniczym bedzie juz polowa
trojkata CP @, naprzyktad, tréjkat CRQ.

Po tych uwagach udowodnimy, ze:

1-0) grupa Gy sktada sie wylacznie z podstawien (2) o wyznaczniku
#*+¢? —7 (b®+d?) =4 i warunkach: a=c (mod 2), b==d (mod 2).

2-0) grupa Gy sktada sie wylacznie z podstawien (2) o wyznacznikach
a4t —j (B d)=41ub 2.

W ten sposéb bedzie dowiedzione, ze grupa Gie nie rézni sie niczem
od grupy (2, 4, 5), poniewaz ta ostatnia, zgodnie z okresleniem, sktada sie
wylgcznie z podstawieri (2) o wyznacznikach 4 lub 2; jednoczesnie bedzie do-
wiedzione, ze wskaznik grupy &, ztozonej z podstawien (2) o wyznaczniku 1,
jest wzgledem grupy (2, 4, 5) réwny 10, poniewaz 10 réwnowaznych wzgle-
dem grupy (2, 4, 5) czworokatéw wypelnia obszar zasadniczy grupy @.

Ad 1-0). Widoczne jest odrazu, ze grupa G nie zawiera zadnych
innych podstawiefi précz podstawiefi o wyznaczniku 4 (wliczamy tu podsta-
wienia o wyznaczniku 1); pozostaje tylko dowiesé, ze grupa Gy wyczer-
puje wszystkie podstawienia o wyznaczniku 4. W samej rzeczy, jezeliby byly
jakie podstawienia o wyznaczniku 4, nie nalezace do skladu grupy G, to,
biorac je pod uwagg, mieliby$my tez nowe linje symetrji, nie nalezace do
grupy G); niechby koto

(—e4dvj) @ +9") —20ztet-dVi=0, a4 —ja2=4,

byto takg linjg symetrji; wtedy z warunkn 5==0, wynikaloby d = 0 (mod 2),
a stad, ze wzgledu na warunek

©
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atfet—jd*=4,

wynikaloby a®4-¢®=0 (mod 4); lecz poniewaz a= ¢ (mod 2), to wynika-
toby dalej a =0 (mod 2); wszystkie zatem liczby a, ¢, d, bylyby podzielne
przez 2, i odpowiednie podstawienie wchodzitoby w sktad grupy G, ponie-
waz wchodzitoby do . Niema zatem nowych linji symetrji: sie¢ wielokg-
t6éw, odpowiadajaca grupie Gis i sie¢ wielokatéw, odpowiadajaca zbiorowi
podstawieri o wyznaczniku 4, sa tozsamo$ciowe. Mogtaby stad wynika¢ ewen-
tualnos¢, iz obszar zasadniczy zbioru podstawieni o wyznaczniku 4 mo6giby
stanowi¢ czes¢ pewna obszaru zasadniczego grupy Gy, lecz to jest niemo-
2liwe. Grupa zatem Gy zawiera w sobie wszystkie podstawienia o wyznacz-
niku 4 z warunkiem a=e¢ (mod 2), b=d (mod 2) i nie zawiera zadnych
innych.

Ad 2-0). Aby dowiesé, ze grupa Gyq zawiera w sobie wylacznie podsta-
wienia o wyznacznikach: o2 - ¢? —j (b2~ d?) =4 lub 2, wystarczy okazaé,
2e jezeli s oznacza podstawienie typu (2) o wyznaczniku 2, a S podstawie-
nie typu (2) o wyznaczniku 4, to podstawienie

_ =2-}1
T —zF1
daje w iloczynie s7' podstawienie o wyznaczniku 4, a w iloczynie 7-1S pod-
stawienie o wyznaczniku 2.
W samej rzeczy, znajdujemy, ze

( a—c+G—)Vj, atet@-+d)Vj
§T = - =]
—a—c+@+ay¥y, a——ﬁ—(b—d)‘/J)

co, jak latwo sprawdzi¢, ze wzgledu na warunek: @?-J-¢? —j (624 d¥) =2,
jest podstawieniem o wyznaczniku 4.
Analogicznie obliczamy

T_IS__(a—i—C—{—(b-}—cl)I»"j', — e (—b}d) V_/)
Cla—et(—bFaVi ate—@+ali )

skad, ze wzgledu na warunki @ =c¢ (mod 2), b=d (mod 2), spostrzegamy, ze
wszystkie spéiczynniki podstawienia 7-'8§ sg podzielne przez 2, i po skré-
ceniu 2, otrzymujemy podstawienie o wyznaczniku 2.

W ten sposéb wypowiedziane twierdzenie o grupie podstawiefi z wy-
znacznikiem 1 zostalo udowodnione. UdowodniliSmy zarazem, ze zbiér G
podstawiefi (2) o wyznaczniku 4 ma wzgledem grupy (2, 4, 5) wskaZnik 5.
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