ANTONI PLAMITZER.

O wieloznacznych odpowiednio$ciach inwolucyjnych
na jednobieznych podstawach.

(Sur les correspondances involutives [n] aux supports unicursales).

Odpowiednioécia inwolucyjng [n], zachodzacg pomiedzy jednoimiennemi
elementami (punktami, prostemi, plaszczyznami) jednobieznego utworu, na-
zywamy takg odpowiedniosé [n, n]— znaczng, w ktérej kazdemu elementowi—
bez wzgledu na to, do ktérego utworu go zaliczymy — odpowiada n tych sa-
mych elementéw.

W pracy niniejszej badam wlasnosci odpowiedniodci inwolucyjnych [n]
na jednobieznych podstawach, oraz krzywe plaskie, stozki i powierzchnie
skoéne 4 (n—1) (n—2)-go rodzaju, jako utwory takich odpowiednio$ci. W dal-
szym ciggu omawiam wlasnosci kompleksu promieni, przecinajacych ele-
menty homologiczne odpowiedniosci inwolucyjnej [n], zachodzacej pomiedzy
tworzgcemi jednobieznej powierzchni prostolinjowej, wzgl. stycznemi krzywej
skosne;j.

Zauwazy¢ mnalezy, ze poprzednio ogloszona praca?) jest szczegdélnym
przypadkiem niniejszej rozprawy, gdyz inwolucja stopnia n i gatunku pierw-
szego jest szczegd6lng odpowiednioscig inwolucyjng [n--1], w ktérej dwa
elementy — odpowiadajgce temu samemu elementowi — sg réwniez elemen-
tami odpowiadajacemi sobie.

I.. Pomiedzy punkiami jednobieznej krzywej (" rzedu v, lezacej na
ptaszczyznie e, ustalmy odpowiednio$¢ inwolucyjng [n]. Na plaszczyZnie e
obierzmy nadto dowolny staly punkt P, i zbadajmy, ile promieni pgku
o wierzcholku P, przechodzi przez dwa odpowiednie punkty przyjetej odpo-
wiedniodci inwolucyjnej [n].

1 Antoni Plamitzer, O inwolucyjnych utworach inwolucyj pierwszego gatunku
na jednobieznych podstawach ,Wiadomosci matematyczne®. T. XXIII. Warszawa 1919.

Prace mat.-fiz, t. XXXI 12


GUEST


. 180 _ Antoni Plamitzer. @
Dowolnemu punktowi 4 krzywej C” odpowiada n punktéw A’ tej
krzywej. Promienie P, 4', !aczace wierzchotek P, z n punktami 4/,

przecinajg krzywa €' w n (v—1) dalszych punktach A*. Elementowi 4
podporzadkujmy = (v—1) punktéw A*. Prosta P, A¥, przechodzgca przez
jeden z owych punktéw A¥, przecina krzywg C" w (v—1) dalszych punk-
tach A, B,.... Elementowi A4* .podporzadkujmy = (v—1) punktéw
A4,..., B,..., kizywej (", ktére odpowiadajq elementom A4', B',... Zla-
twoscig zauwazymy, ze dla A4 = A* otrzymamy promien 4 A4’ peku
o wierzchotku Py, kt6ry przechodzi przez dwa homologiczne elementy
Ai4" odpowiedniodci inwolucyjnej [n]. Skonstruowana w powyzszy spo-
s6b odpowiednioéé [n (v—1), n (v —1)] pomiedzy punktami krzywe]j jedno-
bieznej C” posiada 2n (v —1) elementéw zjednoczonych, przez ktére

przechodzg szukane promienie peku o wierzchotku P,. Poniewaz jednak

kazdy taki przez P, przechodzacy promiesi A4’ zawiera dwa rézne punkty
zjednoczone A 1.4’ skonstruowanej powyzej odpowiednioéci, przeto wykaza-
lismy prawdziwos¢ dwoidcie zwigzanych twierdzen:

Odpqwiednioéé inwolucyjna [n], zachodzgca pomigdzy
punkt‘ar.m (wzgl. stycznemi) ogélnej jednobieznej krzywej
plaskiej rzedu v (klasy v), posiada te wlasnos§é, ze przez
kazdy punkt (na kazdej prostej) plaszczyzny tej krzywej
przechodzi n(v—I) prostych, ktére taczg pary (wzgl lezy
n (v—1) punktéw przecigcia si¢ par) odpowiednich punktéw
(stycznych) uwazanej odpowiednio$ci.

Zupelnie analogicznie dowies¢ mozemy, ze:

Odpqwiednioéé inwolucyjna [n], zachodzaca pomiedzy
p‘unkta‘m1 (wzgl ptaszczyznami stycznemi) ogélnej jedno-
bieznej krzywej skosnej rzedu v (powierzchni rozwijalnej
klasy.v), posiada te wiasnosc, ze dowolnie przyjeta prosta
p;zic;'na (n(w—l.) Qrostych, taczacych pary odpowiednich
punktéw (przecigcia si T i
uwazanej odpwiﬁiednioéec;i.pa romologlezayeh plassesyzn)

2. Przyjmijmy statg prosta p,, oraz ogélng jednobi i i
prost_olinjowa (skosng, rozwijalng) rzedu v, wzg%. krzay]wq slzgs{izgn;?ogga‘j’(illi;zihg’e
Pomu:d'zy tworzq;cemi (stycznemi) podstawy @” ustalmy odpowiednios¢ in:
wolucy;ng [#] 1 zbadajmy kongruencje promien, przecinajgcych p, ipar
homologicznych element6w tejze odpowiednioéci. Py

W celu wyznaczenia klasy tej kongruencii, przetnijmy powierzchni *
ggg:;f}ﬁzcgﬁxg perz:;) il::rizyvirejt C:W i podpurzqdkujinyy gazdej tworzquj

; si¢ te] tworzacej z plasz -
sob skomstruowana odpowiednios¢ im;volﬁt:y]jtmp [n]czi})?z?i:&zywptle;lktsf;i
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krzywej C' posiada # (v—1) par odpowiednich punktéw (ust. 1), ktére
wyznaczajg proste, przechodzace przez punkt p, & przebicia si¢ promienia p,
z plaszczyzng e. Na dowolnej plaszczyznie « wyznaczylismy tedy n (v—1)
promieni badanej kongruencji, ktdra jest zatem n (v—1)-ej klasy. Na mocy
tego i dwoidcie z nim zwigzanego rozumowania, dochodzimy do nastgpuja-
cych twierdzen:

Promienie, ktére przecinaja dowolnie przyjeta prosta
oraz pary homologicznych elementéw odpowiednio$ci in-
wolucyjnej [n] —zachodzacej pomiedzy tworzgcemi (stycz-
nemi) og6lnej jednobieznej powierzchni prostolinjowej
rzedu v (krzywej skosnej porzadkuv) —utworzg kongruen-
cje promieni klasy i rzedu n (v—1).

3. Przyjmijmy znowu odpowiednios¢ inwolucyjng [n], zachodzaca
pomigdzy tworzacemi (stycznemi) ogdlnej jednobieznej powierzchni prosto-
linjowej rzedu v (krzywej skosnej porzadku v) i wyznaczmy liczbe takich
par homotogicznych elementéw tej odpowieduniosci, z ktérych kazda para
przecina sig w jednym punkcie.

Jezeli podstawa @° jest powierzchnig skosng wzgl. rozwijalng (ale nie
jest powierzchnig stozkowa), to wowcezas?) kazda tworzaca przecina (v—2)
dalsze tworzqee, wzgl. dwie bezposrednio po sobie nastepujace i (v—4) dal-
sze tworzace tej powierzchni. Dowolnej tworzacej @ powierzchni @ odpo-
wiada n tworzacych a' podstawy @', kidre przecinajg n (»—2) tworzg-
cych a* tejze powierzchni. Promieniowi a podporzadkujmy n (v—2),
elementdw a*. Kazda prosta a¥ przecina (v—2) tworzacych o/, ¥',... po-
wierzchni @, a odpowiadajace im n (v—2) iworzace a... b,... podsta-
wy @' podporzadkujmy elementowi a*. Z latwosciqg zauwazymy, Ze dla
a=aq* otrzymamy parg przecinajgcych sig tworzgcych aia' powierzchni ®°,
kt6re sq elementami homologicznemi przyjete] odpowiednio$ci inwolucyj-
nej [n]. Poniewaz jednak kaidg z tworzgcych aia' uwaza¢ moZemy za
element zjednoczony skonstruowanej powyzej odpowiedniosci [n (v—2),
n (v —2)] pomiedzy tworzacemi powierzchni @°, przeto:

W odpowiednio$ci inwolucyjnej [n], zachodzacej pomig-
dzy tworzgcemi (stycznemi)ogdlne] jednobieznej powierzch-
ni prostolinjowej rzedu v (krzywej skosnej porzadku v),
istnieje w ogdlnosci n(v—2) par takich elementéw odpo-
wiednich, z ktérych kazda para przecina sig w jednym
punkcie.

Y Dr. L. Cremona, Grundziige einer allgem. Theorie der Oberflachen in synth.
Behandlung (deutsch von Curtze) Berlin 1870. Nr. 55, Nr. 13
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4. Przyjmijmy ogélny jednobiezny utwér I' (a mianowicie: krzywa
ptaskg lub skosna, powierzchnig rozwijalng, wzgl. stozkowa) za podstawe od-
powiedniosci inwolucyjnej [n], zachodzacej pomiedzy jednoimiennemi ele-
mentami (punktami, stycznemi, ptaszczyznami stycznemi i plaszczyznami
$ci§lestycznemi) — to utworem W homologicznych elementéw tej odpowie-
dniogci bedzie krzywa plaska, powierzchnia stozkowa, wzgl. powierzchnia
skosna.

Aby wyznaczy¢ rodzaj utworn W, ustalmy pomiedzy jednoimiennemi
elementami o, «,... jednobieznej podstawy I' i punktami dowolnej stoz-
kowej C* odpowiednio$¢ [1,1] — znaczng J. Odpowiednioéci inwolucyj-
nej [n] o podstawie I’ oraz jej elementom zjednoczonym odpowie -— na
mocy przeksztalcenia J — na stozkowej C* taka sama odpowiednio$¢ inwo-
lucyjna [n] ijej punkty zjednoczone. Skonstruowana w ten sposéb odpo-
wiedniog¢ inwolucyjna [n] pomiedzy punktami stozkowej C* utworzy "

w ogélnosci krzywa D klasy n rzedu n(n—1) i rodzaju é (n—1) (n-—-2).

Homologicznym elementom =« i e/ odpowiedniosci inwolucyjnej [n] o pod-
stawie T, ktdre wyznaczajg element oo’ utworn W, — odpowiedza (na mocy
przeksztalcenia J) dwa §cisle oznaczone punkty A 14’ stozkowej C?, wy-
maczajace styczng 44' krzywej D. Podporzadkujmy teraz kazdemu ele-
mentowi aof utworu ¥ jedng $ci§le oznaczong styczng A4’ krzywej D,
to réwaniez kazdej stycznej A4’ krzywej D odpowiada jeden i tylko jeden
element a2’ utworn W. Z podstawowego twierdzenia Riemanna o row-
nosci rodzaju dwéch utwordw, ktérych elementy jedno-jednoznacznie sobie

odpowiadaja, wynika bezposrednio, ze utwér ¥ jest ; (n—2) (n—1)-go

rodzaju.

Krzywe ptaskie, powierzchnie stozkowe i powierzch-
nie skoéne, jako utwory odpowiednio$ci inwolucyjnej [n],
zachodzacej pomiedzy jednoimiennemi elementami ogdl-
nych jednobieznych utworéw podstawowych, sa rodzaju

»—12~(n—— 1) (n—2).

5. Pomiedzy punktami ogéluej jednobieznej krzywej plaskiej ¢’ rze-
du v ustalmy odpowiednio$¢ inwolucyjng [n]. Proste, taczace pary homo-
logicznych - punktéw tej odpowiedniosci, powlécza krzywa K rodzaju
1 .

5 (m—1) (n—2). Z ust. 1 wynika bezposrednio, ze krzywa K jest klasy

n (v—1), gdyz przez dowolny punkt P, (lezgcy na plaszczyznie podsta-

"} Emil Weyr, Beitrige zur Kurvenlehre. Berlin 1880, sir. 13,

¥
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wy ) przechodzi n (v—1) styczuych badanej krzywej?). Krzywa K jest
zatem 2 (ny—n—1) -+ (n—1) (n—2)-go rzedu i posiada-én (nv—3) (v—2)

stycznych podwdjnych. W ust. 6 podamy bezposredni sposdb obliczenia
ilosci stycznych podwojnych. A zatem:

Homologiczne elementy odpowiedniosci inwolucyj-
nej {n], zachodzgcej pomiedzy punktami (stycznemi) ogdl-
nej jednobieznej krzywej ptaskiej rzedu v (klasy v), utwo-
rzg w ogdélnym przypadku krzywg klasy (rzedu) n(v—1),

rzgdu (klasy) 2 (mv—n—1D -+ @m—1) (n-2) i rodzaju%(n—l)(n——Q),

. . 1
ktéra posiada 371,(1:%‘3) (v—2) stycznych (punktdw) po-
dwojnych. ’

) Rzu'émy krzywa K z dowolnego punktu przestrzeni, to otrzymamy po-
wierzchnig stozkowa klasy (rzedu) n(v~1), rzedu (klasy) 2(nv—n—1)

—+(n-1)(n—2) irodzaju ; - (n—2), z ; nny—3) (v—-2)

plaszczyznami podwdjnie stycznemi (tworzqcemi podwojnemi) — jako utwor
odpowiedniosci inwolucyjnej [n}, zachodzacej pomiedzy tworzacemi (plasz-
czyznami stycznemi) jednobieznego stozka rzedu v (klasy v).

6. Przyjmijmy jeszcze raz jednobieing krzywa ptaskg € rzedu v za
podstawe odpowiedniosci inwolucyjnej [n]. Dowolnemu punktowi A krzy-
wej (" odpowiada n punktéw 4’ tej krzywej. Zbadajmy jak czesto
punkt 4 i dwa odpowiadajgce mu elementy A’ leig na jednej prostej.

Laczac parami uwazane punkty A', ofrzymamy é n(n—1) prostych 44',
kidre przecinajg krzywa C* w ; n(n— 1) (n—2) dalszych punktach P.

Punktowi 4 podporzadkujmy —_,12- n(n—1)(n—2) elementéw P. — Jezeli

dwa punkty A'i.d, odpowiadajgce jednemu elementowi 4 w odpowie-
dniosci inwolucyjnej {n] o podstawie (', uwazamy za elementy homolo-
giczne, to wéwczas otrzymamy ?) nowg odpowiednios¢ inwolucyjng [n (n—1)].
Pek promieni o wierzchotku P wyznacza na krzywej C" szereg inwolucyjny
stopnia (v—1) i gatunku pierwszego, ktéry uwaza¢ mozemy za odpowie-
dnio$¢ inwolucyjng [v— 2]. Dwie skonstruowane w ten sposéb odpowiednio-

’} Inny dowéd podany w dziele R. Sturma, Geom. Verwadtschaften I Bd. Nr. 196.
% Emil Weyr, L ¢ sir. 24, -
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$ci inwolucyjne [n (n—1)] i[v—2] na jednobieznej podstawie ¢” posia-
daja?) n(n—1) (v—2) par wspélnych elementdw, ktére wyznaczajg tylez
prostych A’ 47, B'B',... peku o wierzchotku P. Przez P przechodzi zatem
n(n—1) (v—2) prostych 4’4", B'B',..., laczacych parami punkty
A',... B,... kizywej (", ktore odpowiadajq elementom 4, B,... na mocy
odpowiedniosciinwolucyjnej [n]. Punktowi I’ podporzadkujmyn (n—1) (v—2)
punktéw A, B,...

Na jednobieznej krzywej C' wyznaczyliSmy w ten sposéb odpowie-

dnios¢ [é— nn—1)(—2),nn—1)(v—2)] o tej wlasnosci, ze przez ele-

menty zjednoczone .= P,... przechodzi g n(n-—1) (n—2) takich pro-

stych, z ktérych kazda zawiera punkt 4 oraz dwa odpowiadajgce mu punkty
4'1 4’ za posrednictwem odpowiedniodci inwolucyjnej [n].

Odpowiednio$é inwolucyjna {n), zachodzgca pomigdzy
punktami (stycznemx) jednobieznej krzywej ptaskiej rzedu

(klasy) v, posiada — n(n—1) (v—2) takich punktéw (stycz-

nych), z ktérych kazdy (kazda) z dwoma odpowiadajacemi
elementami lezy na jednej prostej (przecina sig w jednym
punkcie).

Z tatwoscig zauwazymy, Ze —‘3 n(n—1) (v—2) prostych, z ktérych

kazda zawiera trzy punkty A4, ‘1’ i A" odpowiedniosci inwolucyjnej [n}], s
stycznemi podwéjnemi krzywej K, badanej w ust. 5. Aby otrzymac’

1
5 n* (v—2) (v—3) dalszych stycznych podwojnych tej krzywej, zbadajmy

ile razy dwie pary homologicznych punktéw odpowiedniodci inwolucyjnej [n]
o podstawie C] lezy na jednej prostej.

Przez dowolny punkt 4 podstawy ¢ przechodzi, oprécz n stycznych
AA!, jeszcze n (v—2) dalszych stycznych PP, RR',... krzywej K, ktdre
przecinajg podsiawe ¢’ w punktach 4, P, PR, R’,... oraz w n (v—2) (v—3)
dalszych punktach Z. Elementowi 4 podporzadkujmy n* (v—2) (v—3)
punktéw Z', ktére za posrednictwem odpowiedniosci inwolucyjnej [n] od-
powiadajg punktom Z. — Dowolnemu elementowi Z' odpowiada n punk-
téw Z, a przez kazdy z nich, oprécz n stycznych ZZ' przechodzi jeszcze
% (v—2) dalszych stycznych PP, S§',... kizywe] K; styczne te przeci-
na]:; krzywa, ¢ wn(—2)(v—3) punktach A, B,... Dla n punktéw

') Ru{ioli Sturm, L ¢. I Nr. 196.

icm

©

7) O wieloznacznych odpowiedniosciach inwolucyjnych i t.d. 135

Z otrzymamy n? (v —2) (v—3) takich punktdow 4, B,..
odpowiadaja elementowi Z'.
Skonstruowana w ten sposéb odpowiedniosé

(12 (r—2) (r—3), 13 (4 —2) (s—3)]

., ktére niechaj

pomigdzy punktami jednobieznej krzywej C° posiada 2n?(v—2) (v—3)
elementéw zjednoczonych, przez kiére przechodzg proste, zawierajgce dwie
pary homologicznych punktéw odpowiedniosci inwolucyjnej [n]. Z latwosciq
zauwazymy, ze kazda z takich prostych 44’ = PP’ zawiera cztery roine
elementy zjednoczone 4, 4', PiP' wspomnianej wyzej odpowiedniosci.

Odpowiednio$é inwolucyjna [n], zachodzaca pomigdzy
punktami (stycznemi) jednobieznej krzywej ptaskiej rzedu
(klasy) v, posiada tg wiasno$¢, ze istnieje —%—nz v—2) (v=3)
takich prostych (punktdéw), z ktérych kazda zawiera (przez
ktére przechodzi) po dwie pary homologicznych elementéw
tej odpowiedniodci.

7. Na ogdlnej jednobieznej krzywe]j skosnej E’ rzgdu v przyjmijmy
odpowiednio$¢ inwolucyjng ([n], to proste, chzace homologiczne punkty,

utworzg powierzchnie skosng @ (ust. 4) rodzaju - (n —1) (n—2). Ponie-

waz dowolna prosta (ust. 1) przecina n (v—1) prostych, taczacych pary ho-
mologicznych punktéw uwazanej odpowiedniosci, przeto powierzchnia @
jest m (v— 1)-go stopnia. Skoro rzucimy poszczegélne punkty krzywej R
z dowolnego punkiu przestrzeni, to otrzymamy stozek, opisany na powierzch-
ni ®. Stozek ten (ust. 5) jest klasy n (v—1), rzedu 2 (nv—n—1)+

-+ (n—1) (n—2) irodzaju ;— (n—1) (n —2), oraz posiada —é n (nv—3) (v—2)

plaszczyzn podwdjnie stycznych.

Mozemy tedy wystowi¢ nastepujace twierdzenia:

Utworem odpowiednio$ci inwolucyjnej [n], zachodzacej
pomiedzy punktami (ptaszczyznami stycznemi) ogdlnej
jednobieznej krzywej skosnej rzedu v (powierzchni rozwi-

jalnej klasy v), jest powierzchnia skosna n(v—1)-go stopnia,
2 (nv—n—1)+ (n—1) (n—2)-go porzqdkul (n—1) (n—2)-go rodzaju.

Punkty podwdéjne tej powierzch-
ni tworza krzywa skosng rzedu

-;— 7 (nv —3) (v—2).

Plaszezyzny podwéjnie-styczne
tej powierzchni tworzq powierzchnig

|
rozwijalng klasy 711 (v—3) (v—2). l!
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'Podsta.wa odpowiedniosci inwolucyjnej [n] jest m-krotng krzywa —
(powxerzchma—? kigrowniczq powierzchni skosnej @, gdyz przez kazdy
punkt 4 krzywej R’ przechodzi n tworzacych AA' powierzchni @.

) 8. Przyjmijmy ogdlng jednobiezna powierzchnie prostolinjows (roz-
wuavlna lub skosng) rzedu v, wzglednie jednobiezng krzywg skosng porzadku
v @ 'Jeie'li pgmie,dzy tworzgcemi (wzgl. stycznemi) podstawy @’ ustalimy
odpowiednios¢ inwolucyjng [n], to proste, przecinajace pary odpowiednich
elementéw, utworza kompleks promieni.

) Dowolng plaszczyzng e przetnijmy powierzchnie @’ w krzywej j -
bieznej C" rzedu v i podporzadkujmy kazdej tworzacej @ powiirzcjhfidn(g”
punkt @e przebicia sig tej tworzacej z ptaszczyzng . ‘W ten sposéb skoh-
struowana odpowiednio$¢ inwolucyjna [n] pomigdzy punktami krzywej C’
utworzy (ust. 5) na plaszczyinie ¢ lezacq kizywa kompleksu n (v —1)-gj

1
klasy z 5 (nv—38) (v—2) stycznemi podwéjnemi. Z tego oraz dwoiscie

z niem zwigzanego rozumowania wynika nastepujace twierdzenie:

Prpste,. ktére przecinaja odpowiednie pary elementéw
odpowxedn_los’ci inwolucyjnej [n] —zachodzacej pomigdzy
tworzqc.er{u (stycznemi) ogélinej jednobieznej powierzchni
prostolinjowej rzgduy (krzywej skosnej porzqdku v)—utworzg
w.ogdlnyrr% przypadku kompleks promieni n (v—1)-go stop-
nia. Promienie podwdéjne tego kompleksu tworzg kongru-

encje prostych rzedu i klasyé»n(nv——?)) (v—2).

Qowan’ej. t.worzqcej a powierzehni @’ odpowiada—za posrednictwem
odpowzedmosm inwolucyjnej [n} — n elementéw of, oraz kazdej prostej a’
odpo"ﬂa(‘ia element a 1 (n—1) dalszych tworzacych o, Jezeli ptaszczyzna
przecinajgca e przechodzi przez tworzaca a, to przecina proste o, o'/
w punktach A', 4", a powierzchnig @° w jednobieznej krzywej "' rz’gdu
(v—1). Krzywa kompleksu, lezaca na plaszczyZnie ¢, rozpada sie
na # pegkéw promieni o wierzchotkach 4, oraz (ust. 5) na

« N ai 1
1Zywa Z(a 2)-ej klasy z {*r_—é n[n(v—1) —3] (v—1--2) stycz-
nemi podwéjnemi. Zauwazmy nadto, ze kazda z n (n—1 y
et 7 : 2 3 —_ rostych
A'A” przecina prorlmeﬁ @’ oraz dwa odpowiadajace mu elemen)typ a iya”
Podobnie kazda z i n(n—1) prostych A’A’' przecina tworzacg a oraz

dwie homologiczne promienie a'ia'. Proste 4’4" i A4'A’ praszczyz-
ny = sg promieniami podwéjnemi
sy p jnemi badanego kompleksu pro-
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Plaszezyzna & = a o', przechodzaca przez dwie odpowiednie tworzace
@ ia' powierzchni @', jest plaszczyzng osobliwg naszego kompleksu.
Kazda prosta ptaszczyzny e jest promieniem kompleksu, gdyz przecina dwa
homologiczne elementy @i a’. Krawedz przeciecia sig dwéch plaszezyzn
osobliwych przecina dwie pary odpowiednich tworzacych powierzchni @’
i jest promieniem podwd6jnym kompleksu. Z ust. 3 wynika bezposrednio:

Pary .przecinajgcych sie homologicznych elementow
uwazanej odpowiedniosci inwolucyjnej [n] wyznaczajg n(v—2)
plaszczyzn osobliwych i n(v—2) punktéw osobliwych ba-
danego kompleksu promieni stopmnia n (v—1). Na kazdej
plaszczyinie osobliwej lezy oo?, oraz przez kazdy punkt
osobliwy przechodzi oo? promieni kompleksu. Dwie plasz-
czyzny (dwa punkty) osobliwe wyznaczajg promien podwdj-
ny kompleksu. )

Plaszczyzna osobliwa e == aa’ przecina 2 (n— 1) tworzgcych o' i a,
w punktach 4, 4", a powierzchnig @’ w krzywej jednobieznej ¢ 1zedu
(v—2). Odpowiednios¢ inwolucyjna [n], zachodzaca pomiedzy punktami
podstawy €%, utworzy (ust. 5) krzywa K, Klasy n (v— 3) i rodzaju

1
-éi (n—1) (n—2), ktéra posiada &, = % n (ny —2n—3) (v—4) stycznych

podwdéjnych. Styczne kizywej K, ipromienie 2(n—1) pekéw o wierzchotkach
A', A", sg elementami podwéinemi kompleksu. Na plaszczyzinie osobliwej ¢
lezy (n—1)* prostych A" AV, z ktérych kazda przecina tworzaca a i dwie

- odpowiednie proste o', @', orazna plaszczyznie e lezacy promieft o idwa

homologiczne elementy a, a”’. Plaszczyzna e zawiera é— n—1)(n—2

V prostych A’A’ oraz -;— (n—1) (n—2) prostych 4” A", z kt6rych kazda

przecina @ (wzgl. o) i trzy odpowiednie elementy o, d',a’ (wzgl. a",0",a").
Kazdaz 9, stycznych podwéjnych krzywej K, przecina-—oprécz a ial,...
jeszcze jedne tworzgca powierzchni @ 1 dwie jej odpowiadajgce proste
wzgl. dwie pary homologicznych promieni odpowiedniogci inwolucyjnej [nl.

Zupelnie analogicznie zbada¢ mozemy wiasnosci punktéw osobliwych
omawianego kompleksu promieni 7 (v— 1)-go stopnia.

9. Oméwimy jeszcze wiasnosci elementéw osobliwych kongruencji
promieni rzedu i klasy n (v —1), badanej w ust. 2.

Plaszczyzna e, przechodzaca przez statg prostg p,, przecina powierzch-
nie prostolinjowg ©” w jednobieznej krzywej 7, ktorej punkty (t. zn. pun-
kty przebicia sie tworzacych powierzchni @ z plaszczyzng ¢), znajduja sie

Prace mat.-fiz. 1. XXXI. 12*
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(10)

wodpowigdnios’ci inwolucyjnej [n]. Utworem tej odpowiedniogci jest krzy-
wa, omawiana w ust. 5. A zatem otrzymamy nastgpujace twierdzenia:
Plaszczyzny peku o osi p, i punkty szeregu o i .

| Paszc y 0 podstawie p, sa elemen-.

_ taHTI osobliwemi badanej kongruencji promieni rzedu i klas; ?’L(v —e]r;

Kazda ptaszczyzna osobliwa (przez kazdy punkt osobliwy przechodzi) zaWier;;

1 L. .
5 n(nv—3) (v—2) promieni podwéjnych kongruencji, oraz co! promieni,
ktére tworza krzyws (stozek rzedu) klasy n(v—1) i rodzaju —é- (n—1)(n—2)

Prosta p, przecina v tworzacych ¢ powierzchni @, Oznaczmy przez

e = t‘po plaszezyzng, wyznaczona dowolng prostg ¢ oraz prostg p,. Two-

rzacej ¢ odpowiada, za posrednictwem odpowiedniosci inwolucyjn;;' [n], n

tworzacych #, oraz kazdemu elementowi # odpowiada ¢ i (n—1) dalsz, h

tworzacych #”. - Plaszczyzna e przecina tworzace #, ¢ w punktach T’ yTC”

a powierzchnie @” w kizywe] " rzedu v—1. ’
Srednio nastepujace twierdzenie:

Przez prosty p, przechodzi v takich plaszczyzn osobli ’

* rych kazda zawiera co! promieni kongruencji, p};wiéciqcyrgciriﬁv% Zki{::);

no—2) irodzaju—;-(nul) (n—2).

Z ust. 5 wynika bezpo-

Na kazdej plaszczyznie t¢p, lezy

—

8= 5N (ny—n—3)(v~3) promieni podwdéjnych kongruencji, oraz

_ .1
n(n—1) prostych 7' T" i —2—n(n~ 1) prostych T' 1", ktére s3 rowniez
promieniami podwéjnemi kongruencji prostych.
o Anal?gcznie oméwi¢ mozemy wlasnofci v punktéw osobliwych ¢p
kongruencji, w ktérych prosta p, przebija powierzchnie @, 0
~ Plaszezyzna ¢ = aa’, przechodz i inaj
1 o, 4ca przez dwie przecinajace sie. two-
rz:qce ho‘molo:gfczne @ ia' odpowiedniosci inwolucyjnej [n], }a;l)rzeciga po-
w:erztsh;mq “ED w jednobieznej krzywej €' rzedu (v—2). Przez punkt ep,
g czze 1@; s}:e, Do 2 plaszczyzng e, przechodzi n(v—3) prostych (ust. 1)n
ﬁe q;:jyv,_ h gmologxczne punkty odpowiedniosci inwolucyjnej [n] o podsta-’
ye . A (“v;e {)mste 83 pr‘omiem,iami podwéjnemi badanej kongruencji.
A (rzace; zg,’ a') odpowiada o’ (wzgl. @) i (n—1) dalszych promieni
rlz l;wzg ‘al)f Skoro oznaczymy przez A’y =-ea', i 4, =¢eq punk
szﬁ;;: n:;e, IK?St.yCh aiia z p_}aszczyznq g, to proste, ;qczace ;)ur?kt e;y
11 .4y, sa promieniami podwéjnemi. naszej kongruencji?

-Plaszezyzna ¢ zawiera w koficy oot ieni :
o wierachotku sg,. ¢ "00 promieni kongruencii, ktore tworzg pek

icm
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Z ust. 3 wynikaja twierdzenia: : .

Pary przecinajacych sie homologicznych promieni powierzchmi @' “wy-
znaczajg n(v—2) osobliwych plaszczyzn, oraz n(v—2) osobliwych punktéw
uwazanej kongruencji promieni. Na kazdej ptaszczyZnie osobliwej lezy,
oraz przez kazdy punkt osobliwy przechodzi #(v—38) -+ 2(n—1) promieni

_podwdjnych oraz pek promieni pojedyficzych naszej kongruencji.

Résume.

Si les éléments semblables (points, droites, plans) d'une figure unicur-
sale sont en correspondances [n, 1] et si a 'élément quelconque — que P'on
considére comme appartenant i I'une ou a l'autre figure superposées — cor-
respondent les mémes n €léments, nous avons Ia correspondance involutive [n].

Le travail actuel contient les théorémes suivants:

La cotrespondance involutive [n] entre les points (tangentes) d'une
courbe plane unicursale d'ordre (classe) v, posséde cette propriété, que par
chaque point (que chaque droite située) dans le plan de cette courbe passent
(contient) n(v — 1) droites (points) qui joignent (oll se coupent) les couples
de points (droites) correspondants de la correspondance.

La correspondance involutive fu] entre les points (plans tangents) d'une
courbe gauche nnicursale d’ordre v (surface développable unicursale de la
classe v) possdde cette propriété, qu'une droite quelconque coupe n (v —1)
droites qui joignent (oit se coupent) les couples de points (plans) correspon-
dants de cette correspondance. . ‘ -

Les droites, qui coupent mme droite fixe et les couples d’éléments
homolognes d'une correspondance imnvolutive [s] enire les génératrices
(tangentes) d’une surface réglée unicursale d'ordre v (courbe gauche uni-
cursale du rang v)—engendrent une congruence derayons d’ordre et dé la
classe n(v—1). ‘ :

La correspondance involutive [n] entre les génératrices (fangentes)
d'une surface réglée unicursale d’'ordre v (courbe gauche unicursale du rang v)
posséde n (v—2) couples d’éléments correspondants, dont chaque couple
concourt en un point.

Les courbes planes, les surfaces coniques et les surfaces gauches, comme
les produits géométriques des correspondances involutives [n] entre les

n—1)(n—?2).

éléments semblables des figures unicursales, ont le genre D)
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Les éléments homologues d’une correspondance - involutive [n] entre
les points (tangentes) d’une courbe plane unicursale d'ordre v (de la classe v),
engendrent généralement une courbe de la classe (d’ordre) n (v— 1), d’ordre

(delaclasse) 2(nv—n—1) 4 (n—1) (n—2) et du genre %(n——l)(n—2),

avec —;— n(ny— 3) (v— 2) tangentes — (points —). doubles.

Prenons dans un plan une correspondance involutive [n] entre les points
(tangentes) d’une courbe unicursale d’ordre v (de la classe v). Cette corres-
pondance posséde —3— n(n—1)(v—2) tels points (telles tangentes) dont
chaque avec deux éléments correspondants sont situés en ligue droite (resp.
" se coupent en un point). Cette correspondance posséde —l—n” (—2)(v—3)

" droites (points) dont chaque renferme (ou se coupent) deux couples de points
(tangents) homologues.
" La correspondance involutive [n] entre les points (plans tangents) d'une
courbe gauche unicursale d’ordre v (surface développable unicursale de la,
classe v) engendre généralement une surface gauche dn degré n (v — 1)

durang 2(ny—n—1)-4(n—1)(n—2) et du genre % (n—1)(n—2). Les
plans tangents — (points —) doubles de cette surface gauche engendrent une
surface développable (courbe gauche d'ordre) de la classe % n(ny—3)(v—2)

Les droites qui coupent les couples d’élements homologues d’ume
correspondance involutive [n] entre les génératrices (tangentes) d’une sur-
face. réglée unicursale d’ordre v (courbe gauche unicursale du,rang v) —
engendrent un complexe de rayons du degré n(v—1). Les génératrices
doubles de -ce ‘complexe engendrent une congruence d’ordre et de Ia classe

—n(nv—3)(v—§)‘

Jétudie enfin’ les propnétés des pomts (plans) singuliers.i de ces
.« complexes et congruences.
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