HENRI MINEUR

B Fléve & I'Ecote Normale Supérieure:

Sur les solutions discontinues d'une classe
d’équations fonctionnelles.” '

(O rozwigzaniach osobliwych pewnej klasy réwnafl funkeyjnychy,

. Nous nous proposons dans ce travail d’étudier les solutions des équa-
tions fonctionnelles de la forme

Fle @ o)l =4 If @ F @), (1)

ol % (x,¥) et ¢ (z, y) possédent certaines propriétés que nous énoncons;
la principale de ces propriétés est la suivante: '
La fonction ¢ [z, ¢ (¥, 2)] est symétrique par rapport a z, ¥, 2. Nous
appelons de telles fonctions, fonctions o. ,
L. Dans la premiére partie, nous itérons ces fonctions ¢ et la notation
employée pour ces itérées généralise la notation exponentielle.
1. Nous démontrons ensuite que I'équation (1) admet une infinité de
solutions discontinues satisfaisant a la condition suivante: '
A une valeur de la variable correspond une valeur et une seule de la
fonction et réciproquement.
Dans tout le cours de ce travail, nous ne ferons pas d'autres hypothéses
sur les fonctions que nous considérons. - B ) :
Pour démontrer ce théoréme d’existence des solutions de (1) nous sup-
posons que le continu peut &tre bien ordonné. Nous arrivons 2 ce résultat

5 C. R Ac. Sc. t. 170 p. 793, séance du 29 Mars 1920,

Prace mat.-fiz,, t. XXX 6


GUEST


36  Henri Mineur. )

que l'ensemble des solutions de (1) a méme puissance que l'ensemble des
fonctions discontinues d’'une variable.

IIL. Nous introduisons de nouvelles itérées des fonctions ¢ et nous
démontrons que ces itérées vérifient 1'équation

Fly @)l =9 [f @) f @] )

Nous étudions les solutions de cette équation (2). Cette étude est incomplate,
car nous sommes souvent ramenés au probléme suivant:

Existe-t-il des solutions communes & deux équations du type (1)? Pro-
bléme que nous ne savons pas résoudre.

Nous terminons par une application 2 la théorie des groupes et nous
énongons le théoreme suivant:

Tout groupe commutatif & un paramétre est (moyennant quelques
hypothéses d'uniformité) semblable au groupe des translations.

I. Définitions.

Nous appelons fonction une relation entre deux variables 2 et y et
nous poserons: ‘
y=1();
cette notation signifie qu'a une valeur de = correspondent une ou plusieurs
valeurs de y. C

Nous ne considérerons que des fonctions réelles d'une variable réelle;
nous verrons comment ces résultats peuvent s’étendre.

fonctions inverses. La fonction inverse d'une fonction Yy =71 () est

la fonction x=g(y) obtenue a partir de la premiére en échangeant x et 3.

fonctions uniformes. Une fonction est uniforme lorsqu’ & une valeur
de & ne correspond qu’une valeur de Y.
... Fonctions completes. Nous dirons qu’une fonction est co mpléte rela-
uYement aux ensembles E et E', lorsque  étant une valeur quelconque
falsa.nt partie de Pensemble E, f(x) a une valeur bien déterminée faisant
partie de 'ensemble Ef et que réciproquement Y €tant une valeur quelconque
de l'ensemble E' g (y) inverse de () a une valeur bien déterminée faisant
partie de I'ensemble E.

Lorsque les ensembles E et E' seront tous deux I'ensemble de tous les

nombres de — oo & -}-co,la fonction sera appelée simplement fonction
compléte,

©
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Le type de la fonction compléte est la fonction y= .
Théoréme. Soit y=f(x) une fonction compléte:
1) Son inverse xz=g(y) est une fonction compléte;
2) On a les idendités:

fla@)] ==,

glf@=x.

Théoreme: Si f,(z) et f,(x) sont deux fonctions complétes;

filfa (@)} est aussi une fonction compléte.
fonctions p- Nous appelons fonction 3 une fonction ¢(z, ) de 2 va-

riables satisfaisant aux conditions suivantes:
1) I existe un nombre o et un seul tel que

2 (o, 7) = 2.
2) La fonction de 3 variables:
# @ 2 (3, 2)]

est une fonction symétrique des 3 variables z y 2.

3) En inversant la formule 2=uv(z, y) on pose: x=y'(z, =). La fonc-
tion 3(z, ) a pour chaque systdme de valeurs de z et y une valeur bien
déterminée et une seule.

De méme 2 chaque systtme 2z y la fonction
une valeur et une seule de .

4) La fonction 7 satisfait & une condition que nous énoncerons un peu
plus loin.

On voit que la définition des fonctions ¢ se rapproche beaucoup de la
définition des fonctions que C. Bourlet? appelle fonctions indéfiniment
symétriques. Il y a cependant entre 1a définition de Bourlet et la nbtre
quelques différences; ajoutons d'ailleurs que Bourlet suppose ces fonctions
continues et que nous avons été amenés & considérer les fonctions ¢ par une
voie assez différente de celle de Bourlet.

Ces fonctions avaient déja ét€ considérées par Abel 2.

Théoréme. La fonction ¢ (r, y) est une fonction symétrique.

I suffit de remarquer que % [, 7 (o, y)] symétrique par rapportax et y
se réduit 3 ¢ (z, y).

o' (2, x) fait correspondre

') Cf Ann. Ec. Norm. 3 (1897) p. 141 — Sur les opérations en général par C. Bourlet.
%) Cf Abel, Recherche des fonctions de 2 variables indépendantes... Ocuvres I p. 61.
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Définitions. Si @ (z, y) est une fonction ¢ nous poserons:

9 (%) =@
o @) ==
0y (w) =9 {LU, (U]
(@) = 7 [2, gt (@)

Cette derniére formule définit ¢, () quel que soit 7 entier positif.
Nous pouvons maintenant énoncer la 4éme hypothése annoncée plus haut:

4eme hypothese. La fonction ¢, () est une fonction compléte quel
que soit n entier positif.

Le but de ce travail est de démontrer Pexistence d’une. 1nfm1té de solu-
tions complétes de I'équation.

ol p et ¢ sont deux fonctions ¢ et d’étudier les solutions de cette équation.
Signalons pour lintelligence de ce qui va suivre un exemple de fonc-
tion ¢: .
¢@y)=2+y.

La fonction xy n’est pas une fonction v, car elle ne vérifie pas la 4éme
hypothése, cependant elle vérifie les 3 premiéres et en appliquant ce qui va
suivre & cette fonction xy on retrouverait la notation exponentielle.

Nous allons étudier les propriétés des fonctions g et dehrur ces fonctions,
lorsque n est un nombre rationnel quelconque.

IIl. €inde des fonctions ¢ a indices rationnels.
Théoréme. On a quels que soient n et p entiers positifs:

¢ (9 (@), ®5 (%)] = Puyp (@) om

Nous allons procéder par recurrence.
Remarquons que par définition:

¢ [o1 @) %0 @)] = @pa (@).
1l suffit donc de démontrer que si
¢ [‘Pn—l (ﬂ’}), Cp ((l:)} = Putp~1 (32) y

¢ [on (), % (@)] = atp (@)

ona:
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Nous pouvons écrire en effet :

? [o @) % @ =1 H [%—1 @2, %@ |,
mais au second membre, nous avons une expression de la forme o [%, ¥ (9)]
qui par hypothése est symétrique en & y 2; on peut donc écrire:
7o @, 5 @ =735t (@) B @] 0 | =2 8uips @0l

ou finalement:

 [9n (@), @ (@] = Puyy @) C.q.id

Théoréme: On a identiquement .quels que soient n et p en-
tiers positifs:
¥ [8p ()] =% (%) L 2

Dans 1a relation
% [9a @), G (B)] = Fatr (@), M

faisons n = p, il vient: )
@ [@n (T), Fn (aﬁ] = $on (@),
mais
¢ [?n (), %, [‘?n @)]-

On a donc quel que soit n

92 [Pa (Z)] = 720 () 7
Nous procéderons encore par recurrence; supposons que pour un

entiér k particulier I'on ait:

o (% @) = Pn (@) , : @®
Je dis que ‘ B ¢
g1 (€0 (@) = Farpn ().
En effet, dans relation {1) faisons n=n et p =nk, il vient:
7 [%n (@) Pux ()] = Grpmn () = ‘P(k«H)u @).
Mais d’aprés (3),

25 @) s @] =7 150 @), 5 | % @) 2 [50 (2],

et par définition ‘ }
7| o @), @[50 @)] | = Futa 90 (2],

donc
Frt1 (B0 (@] = Foernm (2)5

commie le théortme est vrai pour k& = 2, il est vrai quel que soit & entier.
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Remarque: Dans les deux théorémes précédents, nous n'avons pas con-
sidéré le cas oit un des deux entiers # ou p prendrait une des deux valeursOet 1.
On vérifie facilement ces théorémes dans ce cas en se rappelant que par
définition:- - L

% @) =a @ @) =s.

Définition: Soit # un entier positif, nous désignerons par la
notation ¢1 la fonction inverse de la fonction v, (x).
Nous savons par hypothése que les fonctions 91 (%) sont é&ﬁplétés.

"

Théoréme: On a quels que soient m et p entiers positifs

P e @] = o1 ().
nop . o-omp
Posons en effet: ’

y=191 () dolt n=1yp,(y)
?
. d=oi ()  doit y=g, ().
‘Qn‘ a: " .
o =19, (1) = ¢1 [91 (2],
ot n ‘ n »
= 9 () = 9y [¢n (&)] = Oy (%),
done

B=11 (@) = [v1 ()]
fl() 1"_[?}5(] qud

K

Définition: Nous poserons, p et g étant deux entiers positifs
premlers ou non enfre eux

Ve (®) = o[04 (2)]

1
. - L4 q

Pour que cette définition soit acceptable, il faut évidemment que I'on
ait, k& étant un entier quelconque:

[?z @)] = 9 Mh @)].

Orf a, en effet, d’aprés les theoremes precedents
%o (71 (@)] =
kg
mais @;ga:) et q” (=) sont inverses, donc:

K [‘Pl 7 (@)]) s

s [21 (0] = g, [ ()] . C.og.fd
kg ‘q ) :

iom
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Remarque: On a {GPI @] = ﬂ?u Ie (@)}~

Il suffit de répéter la démonstration précédente en posant k = plé

Theorémie: On a identiquementn et n' étant deux nombres
rationnels quelconques positifs:

“Fu [Gw (@)= Guu (z).

- ' .
Posons en effet n = Iq’ n' = Z i B, P, q, 4" &tant des entiers positifs.

On a par définition:

o low ()] = 2 [31 |21 [50 @N]] = 20 ]52 19 @],
q g

L
P
d’apres le théoréme précédent.

D’aprés la remarque précédente:

g @) =9l (@),
(14 g9
donc:

o (80 D] = 3, [0 o1 @l =, A

Theoréme: On a n et n' étant deux nombres rationnels
quelconques positifs:

@ [fe (%), S (@)] = Gupw (@),

’

Py :g, 2,9 ¢, ¢ etant des entiers et x = g0 (7).

Posons n =
q

Ona _
7l (@) Pp @] = ¢ [ (U), Bue W)
4 q

mais p X ¢', p' X q étant entiers:

Cpetar [P 1 (2],
99’

2 %o W), P (Y] = Zogrtow () =

ou

¢ [‘r » (@), ¢
q q

Py ()] = Fa oz (@) ‘ Cqtd

w
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jons & indices. négatifs.
soncl al g ou par définition de ¢/

Rappelons que les trois variables zyz étant liées par la relation

z=u(z, y) nous avons posé y=¢' (2, z) et que par ‘hypothése cette fonction o ele (e, @), ¢ (o, P = [a(z, )]
est uniforme. .
Théoréme: Si p est tier iti .
A partir de o[z, %] en y remplacant y par x, nous avons obtenu la fonc- ] p un entier positif, on a:
tion g, (%) puis successivement en remplagant dans ¢[w, ¥y par ¢, (x) et par ' [, 95 (&) =5, [¢’ (a, 2)].

les fonctxons que mous obtenions ainsi, nous avons défini les fonctions 2 in-
dices entiers; en prenant les inverses de ces fonctions et en combinant entre
elles par substitution toutes ces fonctions, nous avons obtenu les fonctions
3 ‘indices rationnels positifs. Nous ne pouvons recommencer ces opérations B
sur ¢'{z ], car cette fonction n'est pas une fonction ¢. Mais en remplagant o' [a, Gpp1 (@) =1 T“’ o [z, @ (2)] I,
dans ¢'[z, 2] 2 et z par des fonctions & indices rationnels positifs, .nous défi- - 4
nirons? de nouvelles fonctions auxquelles nous donnerons des indices né-
gatifs et qui, nous le verrons, possédent les mémes propriétés substitutives

Le théoréme.se vérifie facilement pour p=1.
Supposons le vrai pour g=p; démontrons-le pour g=p--1
. Par définition: pourg=p-t1-

ou d’aprs le théoréme précédent:

que les fonctions 2'indices positifs. o, o (@] =3 ¥ (a ), ¢ [0, 7 @] | =7 | (a, 2), 5, ¢ (o, @) |
Définition: Nous poserons m étant un nombre rationnel positif: ::.:r‘g’,:_l {e' (o, )] i B ; l
O—m (@) =9'[2, pu(@)]. C Le théoréme est donc général. C.gfd
Théoréme: ) ] T
ole'lo, @), ¢'(2 )] =9'[a, #(z, Y. Théoréme: ? 1% (@) 2 @] = 9 [7 (@, ¥))
Considérons la fonction: . ) p étant un entier positif.
2[ol#' (5 ), &' (0 2)), 9 @ 9)]- o a:JLe théoréme est vérifié pour p=1. Supposons-le vrai pour p=mn;
Elle ést égale 2 la fonction: : : . 2 pus1 (L), Cuta ()] =1 1:: 92, ©x(@)], 2 (¥, Pu (y)]m‘i:,

ou, comme nous 'avons vu:

® [['f [¢' (2, 2), %], ¢ [¢' (2, ¥), y)]},
car la fonction: © P D ’ i r 7
. olo(®@,, T,), {2, z,)|=0le[z,, ¢ (2, 2], 932] » £ [@nta (), Tap1 (Y] =1 L?(:r, ), 9[%u (), n (y)]_ =3 L@ @, ¥)r palo(z, )] 1

est une fonction symétrique de x, «, x; ,. #[%u4112), Gua (W) =1 [7(z, V). Cgtfd

Mais par définition de ¢ Théoreme: P90 (@), 2T =nyp ()

old [z, yl, 4] = quels que soient n et p rationnels.
’ o 1) n>0, p>0. Le théoréme a été démontré dans ce cas.
donc la fonction considérée est égale 2 ¢[a, a]=a o 2) n<0, p<0. Posons: n=—n', p=—7p.

olele (@), ¢ (@9 ¢ (@, Y] =a Por définition:
2@, @) =7 ¢'ls o0 @) 7l g @]

¥ Oﬂ d £, -;’ 3 . - R . I
) P plus t ce qui va suivre en taisant ¢ (z, y) =z y. wlr, (;c)’ 3 (@) =9 a, ©[ox (@), O (m)] | -—w %, Bt (2)] = Oy pE).

Prace mat-fiz, t. XXXL 5
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3) n> 0, p <0, nous supposerons d'abord 7 et p entiers et nous pose-
rons p= —p'; supposons pour fixer les idées n > p".
On a successivement en appliquant les théorémes précédents:

9 [on (@), 9@ =2 [2.(2), ¢' [, 9 @)]]

=0 [o [9@), ot @), o [¢' (@ )],
¢ [ (@), 9 @)= [#n—p (@), 9 [02(@), ow[¥' (& 2)]]],
olp(@), o (@)] = [#nr @) 9 [0 [2, ¢ (@ D],
?[n (2), 0p (@] = [$n—w (), 8= Pn—p() =P ().

Lorsque n < p/, on a une démonstration analogue.
4) 2>0, p<0, n et p étant cette fois fractionnaires, posons k¥, ¢,q'

étant entiers: n= 7:}:7 p= —i, et soit:

Td

z2=9[p (), 9, (@)] et y=1¢ (%),
¥ 9’

2= [ove @), -1 W)] = Fre--a, @),

=101 _ (%)= nip (2),
T

C.q.fd
Théoreme: ¢'[a, ¢' (2, )] =2. .
Posons: z=0q'[a, o' (2, T)]
et ¢ (0 z)y=1u,

nous avons donc: 2 =¢'(x, %) et x==¢'(«, u), donc: z=1.
Théoréme: ol 9p (D)=, (2),

n et p étant deux nombres rationnels quelconques
1) n>0, p>0; le théordme a &té démontré dans ce cas.
2) n<0, p<0; posons #'=—mn p'=—p.
On a successivement:

el @1=9'[o/ 9w [¥'0, 9 @N]] =¥ [4, 0w [0 [¢'(e, )]]]

(20 @) =4[, owo [9/(e, D)) =0wy [¢ [, ¢' (2, | = Pup ()
C.qfd

©

(11) Sur les solutions discontinues d'une classe d*équations fonctionnelles. 45

3) n<0, p>0; n>0, p<0; démonstration analogue.

Théoreme: ? [ (@), 9o (2)]=Pn—sp (@)-

On a en effet:

Fa () = [9p (), Pu—yp (@)]
d'ol:
Pnp (L) =" [5(X), 2a(@)].

Remarquons que ¢’ (2, x)=«, donc en partant de z=g¢(x, y) et de
¢'[2, z}, en remplagantdans ces fonctions , y, # par &, = et les fonctions ainsi
obtenues et en combinant toutes ces fonctions par substitutions, nous n’obte-
nons jamais que les fonctions ¢.(x), olt n est un nombre rationnel positif ou
négatif.

On voit de plus que ces fonctions se déduisent facilement les unes des
autres par les formules:

2[5 lE), %o (@)] = 1p (7)),
Fal%p (@} =0 (%) 9 15 (), Py (X)) = Puyp().

fonctions & indices mulfiples.

Définition: Considérons deux nombres quelconques z et g, nous pose-
rons 72 et n' étant des nombres rationnels

2[5 (), o ()] = m,w (@, 9)-
On voit que:
P01 (2 ) =12, ¥)

P, 0 (x; y) =Cu (:L‘)
Théoréme:
@ fwnsne (2, Yy (Fnr, Ty W)= Sngmntor, (2, Y)-

En effet le premier membre de cette équation est égal &
o [% [%a @) 2w @ 2lEm (@), 2o, @}]
ou, d’aprés une propriété connue des fonctions ¢, a

3 [2lon @), 3 @) 7 [ (@), S0 W],
ol encore:
% [futn, (2)5 Bty (W] = P v, (@ 1) C.q.f.d.

Remarque: On en déduit facilement que

O [P, 00 (25 Y)] = Gnmyinmy (@5 1)
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Ayant défini les fonctions a 1, puis 2 indices, nous définirons par récur-
rence les fonctions & p indices.

Supposons définies les fonctions & p —1 indices, nous définirons comme
suit les fonctions & p indices:

P,y mayene,y y—1s "p (xl y Lgs e Ty, xﬂ)
=9 [Pn, ner ey mpy (@1, %050 2p0)], Pu, (@p)]-
On voit qu'une fonction 2 p indices est une fonction de p variables et

qu'elle est définie quel que soit p.
Théoréme:

P [Fa s sy @y By e )y P,y wy (B Ty, oo )]

= Gt mebta sy (B T,y ).
Démonstration facile.

On voit aussi que:

& [%u, na...., "y (@1, Ty, .o Ty, Py wayenny iy @1y Ty - Xp)]
= En—nty, mym iy, np—n'y (@1, ms)"'xl’)‘

On voit facilement gue en partant de ¥ (%, y) et de ¢’ (2, ), en rempla-
¢ant dans ces fonctions, 2 y et z par @, ... 2, et en combinant de toutes
les facons possibles par substitution les fonctions ainsi obtenues, on obtient
précisément les fonctions  indices rationnels multiples:

Cn,, g esey My (wly Ly, oo Z'p),

fait d’'une importance capitale qui trouvera son application dans la démon-
stration du théoréme d’existence des équations fonctionnelles, Avant de passer
& ce théoréme, nous allons démontrer sa réciproque.

111
) Théoréme: Si f (x) est une fonction compléte, si g (y) est son
inverse et si ¢ (x,y) estune fonction 9, la fonction

v@Y=7r[¢lg@) g 1)

est également une fonction g.

Nous démontrerons successivement

; ) que les 4 conditions pour qu'une
fonetion soit une fonction 9 sont vérifiées. :

icm
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1) 1l existe un nombre « tel que

o (e, 2) ==2x.
tel que
Par hypothése, il existe un nombre 3 tel que
] (3: z) = .

Posons o = f (B); « est bien défini, puisque f (z) est une fonction
compléte.
D'aprés 1) nous avons

¢ (o, ) = [ [$ [g (o) g @)]]-
Mais g (o) = B, puisque g est l'inverse de f, donc
o) =[[4E g@]]|=rlg @] ==,

f (3) = = est donc le nombre cherché. C.q.id
2) La fonction % [z, = (y, 2)] est symétrique par rapport 2 x y 2.
Formons ¢ [z, ¢ (y, 2)],

tloe @A =F[¢[g@ g [Pl . s @],
ou, comme [ et g sont inverses,
ele e, 0] =7[4[g @, ¢ lg ), 9] .

Comme ¢ est une fonction , le second membre’ est symétrique par
rapport & g (z), g (¥), g (&), par conséquent par rapport 4 £y 2, % (z, %) est
donc une fonction ¢.

3) Aun systéme =, y correspond une valeur et une seule de 7 (, 3);
en effet, comme g est une fonction compléte, a un systéme x y correspond
un systéme g (z), g (y) et un seul, donc une valeur et une seule pour
% [g @), g ()], puisque ¢ estunefonction o et une valeur et une seule pour

Fldlg @, 9 @] =9 @),

puisque [ est une fonction compléte.
L'équation 1) donne en posant 2 =9 (x, y) on ¥y = ¢’ (2, ).

1@ = g|r4lg@, ot @all),

g =4¢[g@n gl (2],
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d’oit gle &) = ¥ [g (), g ()],

ou ¢ (2 = f]Vy@ 9@I
Par un raisonnement analogue au précédent, on verrait qu'a un syste-
me 2, x correspond une valeur et une seule de ¢’ (2, x).

4) Montrons que la derniére condition est vérifiée. Pour cela, nous
remarquerons que ¢ (%, y) satisfaisant aux trois premiéres conditions, nous
pouvons, comme au début de ce travail, définir g, () pour n entier positif;
il faut montrer que toute fonction ¢, (z) ainsi définie est compléte. Nous

démontrerons, dans la suite, sans n;)us appuyer sur 'hypothése que o, (x)
est compléte, que 'on a

& (@) = 1[4 [g @)]]

pour n entier positif, comme ¢, et g sont complétes, ¢, () est une fonction
compléte, car on sait que si f; (z) et f, (z) sont 2 fonctions compldtes,
fi [fs (®)] en est une aussi.

Théoréme: n étant un nombre entier positif, on a:
#u (&) = 7 [$n g @)]] 2
Le théoréme se vérifie facilement pour n = 1;
flblg@] = flg @] = =.
Il se vérifie aussi facilement pour % == 2 en faisant z = y dans ¢))
% @) = [[4, g )]
Supposons le théoréme démontré pou n = k,
%@ = f [ [y @],

démontrons-le pour n = k 4 1.
Dans

en effet:

1) faisons y = o (%), il vient

v o @] = 1[4 [ @) 0 I @)])-

Mais
. 910 @] = & lg @],

wis @) = £ (40 @), g @],
ou

P (&) = [ [ [g @)]] C.g.id

icm
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en supposant ces théorémes vérifiés par les fonctions ¢, (x); en effet

On peut déduire facilement de cette formule les théorémes

9 [ u (@), 9 @)] = Oapp (@),

2 1% @) 7 @] = £ |4 [0 b2 @1, 9 T2 @],

¢ [on @) 05 @] = £[4 [ 0 @1, 4 19 @],

o, d’aprés les hypothéses faites:

ou

Posons en effet

on

a

@ [on (@), 9 (@)] = [ [dntalg @)]] = Pate ()

De méme

eelen@] = 7 |1 [s [ 1o 8 0 @] = 7 [0 e o 0]

2 [ @] = [ [¥np [9 @] = Fu» @)-
Théoreme: p et ¢ etant deux entiers positifs

¢p @) = [ 4 [g @]
7 q
Y = 9. (a), doltz=1¢1 ¥

g W) = dalg @), doitz=71[$:[g @I}

donc v1 @) = f[bs g @], » étant un entier positif.

ou

Formons

0 @ = @ =14 [s[r w @]

90 @) = 1| 4 [42 lg @] | = F[42 10 @)]-
7 - 7 7

C.qg.fd

La formule 2) s'étend donc au cas oit n'est fractionnaire.

Théoréme:
9 (@) = f [0 [g @],

n étant un nombre fractionnaire positil.

#n [75 (®)] = Pup (@),
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Posons en effet

Po (@) =B et a = F(B),

nous avons vu que %0 () = .

Dans la formule o' (z, %) = f [¢"[g (=) g (:1:)]],
faisois 2 = a, & = ¢, () et remarquons que g («) = §, il vient:

e () = [ [b-n g W] C.q.Ld

Ce théoréme va nous permettre de donner quelques exemples de fonctions ¢.
Auparavant, nous ferons quelques remarques:

I Une fonction continue et compléte est monotone.

[I. Une fonction compléte et monotone est contine.

Théoréme: L'ensemble E des fonctions complétes a méme
puissance que l'ensemble B’ des fonctions discontinues d'une
variable.

1) Tout élément de E fait partie de E/, donc puissance de E < puis-
sance de E'. :

2) Nous allons montter gue I'ensemble E a une puissance att moins
€gale 3 'ensemble E” des fonctions qui ne prennent que les valeurs zéro
et un, on sait en effet que &' ei E” ont méme puissance. 2

Séparons l'ensemble E" en deux parties E”, et E',; nous mettrons
dans E”, les fonctions qui ne prennent une des valeurs zéro on un que pour
une infinité dénombrable de valeurs de la variable, Pensemble E" a évidem-
ment méme puissance que Pensemble des ensembles dénombrables c’est--
dire la puissance du continu. - Nous allons montrer que E a une puissance
supérieure ou égale  celle de E“, et pour cela a tout élément de E', nous
ferons correspondre un élément de E de telle sorte qu’a deux éléments diffé-
rents de E”; correspondent deux éléments différents de E.

Séparons I'ensemble des nombres en deux ensembles 4, A; ayant cha-
cun la puissance du continu et sans élément commun. Considérons ume
fonction £, () de 'ensemble E'"y; soit 4, I'ensemble des valeurs de @ pour
lesquelles f; (¥) = 0 et 4', I'ensemble des valeurs de z pour lesquelles
fi (®) = 1; par hypothése 4', et 4', ont la puissance du continu. 4, et 4’,
ayant méme puissance, nous pouvons établir, ou du moins, nous pouvons
imaginer une correspondance biunivoque entre leurs &léments. Nous pou-

vons imaginer une correspondance de méme nature entre les éléments
de 4, et de 4", :

') On appelle fonction monotone une fonction constamment croissante ou constam-
ment décroissante.

) E. Borel-Lecons sur la théorie des fonctions — Note IIL.

(16Y )

©
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Cela posé;soit z une valeur quelconqueé de la variable, siz appartient:
a 4’y nous prendrons f, (x) égal & I'élément de 4, quicorrespond:a z,.de
méme si z appartient 2 4';, nous prendrons pour valeur de f; (z) l’élvém.en":
de 4; qui correspond 4 z. On voit facilement que la fonction f; (x) ainsi-
définie est compléte, car un nombre z quelconque appartient a I'un des fieux
ensembles A’ ou 4/,; il lui correspond donc une valeur de f, (fr;); .récxpm-
quement, un nombre y quelconque appartient 3 4, ou & 4, et il lui corres-.
pond une seule valeur x telle que y = f, (x). e
A toute fonction fy (@) correspond un systéme de deux ensembles 4%, 4';
en prenant pour 4,, 4, toujours les mémes ensembles, nous faisons correspo-
dre a toute fonction f; (z) de E", au moins une fonction de E; nous en f.’:ll:
sons méme correspondre une infinité puisque I'on peut imaginer d’une {nfmlte
de maniéres la correspondance entre 4, et 4/, mais cela n’a aycune 1."»113‘131,".,
tance, puisque nous voulons démontrer que puissance E > puissance E’ o-
Je dis que de cette fagon nous n'obtenons pas deux fois la méme fonction
fa (), car si nous considérons deux fonctions dilférentes £, (z) fi* (%) et les
ensemble A,%, A2 quileur correspondent, ces deux ensembles 4,! Anf sonzt
différents, soit par exemple z un élement de 4,' qui n’apparﬁent’ pas & ,An,.
Ia valeur de £," () sera un élement de 4, etcelle de f,? (x) un élément de -A&
ces deux fonctions f;? et f, seront donc distinctes au moins pourvcette
valeur z. : UV
L'ensemble E des fonctions complétes a donc une puissance au plu,s
égale a celle de I'ensemble E”, des fonctions f, (z) pour lesquelles 4’y A’1
ne sont pas dénombrables ou i celle de I'ensemble des ensembles non dﬁ-
nombrables. Je dis que E”, a méme puissance que E'. L'ensemble E "t
ayant la puissance du continu et 'ensemble E' =_E”l 4+ E", ayanf mé-
me puissance que E" tout revient & démontrer que si de l’ensem.ble E des-
fonctions discontinues on retranche un ensemble A ayant la puissance dut
continu, on a un ensemble B ayant méme puissance que E/. .
En effet comme ;
puissance E' > puissance 4 .
et comme E = 44 B,
on a puissance B > puissance 4,
car si on avait puissance B = puissance 4 -
‘ on aurait puissance E' = puissance 4. ‘
Donc de B nous pouvons retirer un ensemble A’ ayant Ia puissance
du continu et éctire: B = A’ C /

les égalités:
Or les ég; E’=(A+A{)-}—G ;
E=4-4C . B
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montrent que E' et B ont méme puissance puisque 4 et 4 -+ A’ ont méme
puissance. C.q.fd

Dans la suite, pour abréger le langage, nous emploierons les notations.
suivantes:

Noiis dirons quwun ensemble est de puissance D §'il est dénombrable,
de puissance C sil ala puissance du continu, de puissance F 'l a méme
puissance que I'ensemble des fonctions discontinues d’une variable.

Exemples de fonctions ¢.

La fonction ¢ la plus simple est z 4~ ¥, on voit que:

9@ =nz, 9 @)= % %y (%) =€—w 9 (@) = — na;
n q
on vérifie bien que:
o {9, @)] = n [p2] = npx = 9., (2),

? [30 (@), 9 @)] = N2+ pxT = W4 P) T = Gutp @),

grice au théordme précédemment énoncé, nous pouvons en former d’autres
a partir de z |- y.

. I+$ . . y___l
La foncti = t léte D =g -
onction ¥ I —= est complete ), son inverse est TR
14 y—1 + z—1
T, T "
donc 1a fonction: y+1 x4l Sayfarfy—1
1y—1t _=z=1 3+t —ay
y+1 =41

L'équation ¢, (x) =y considérée comme une équation en x est une
équation de degré n -qui admet la racine fixe — 1 a l'ordre n — 1.

La fonction xy 4 y -} = (—1) (x—1) 4 1 est une fonction ¢.

L_@ﬁ:f est compléte,

s=logly+V1+g],
d’olr une nouvelle fonction ¢:

La fonction y =shz =

son inverse est

‘log e’—}—oﬂ——;—’*e*ﬂ 1 V1+ [8’+?f"—49"“*9”"]2

) On considére — 00 et - 0o comme deux valeurs identiques faisant partie du
ghamp de variation. :

icm°®
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Si nous nous bornons aux valeurs positives de la variable, zy
est une fonction ¢ et nous retrouvous la notation exponentielle comme cas
particulier de la notation par indices: a =1

2 1
Pr @) = z¢ 9 (T) = ¢' [, 00 (@] = ‘a?,;
9
on vérifie que:
% 195 ()] = (@) = 2" = 9.y (2},
7 [9n (@), 95 (@) = @*. 22 = &7 = 9uiy (3).

En nous bornant aux valeurs positives des variables, on voit que:

Vatym, %
et en faisant abstraction de l1a 4¢me hypothése

2ty _
T—ay — tg [arctg = + arcig y],

sont des fonctions «.

Noits allons maintenant démontrer le théoréme d'existence amnoncé.
Nous nous appuierons pour le démontrer sur le théoréme énoncé par G.
Cantor et démontré pour la premiére fois par M. Zermelo: le continy
peut étre bien ordonné. On sait que la démonstration de M. Zermelo
ne fut pas universellement admise, car elle s'appuyait sur un axiome que cha-
cun est libre d’admetre ou de rejeter; mais M. P. Jourdain a donné de ce
théoréme une démonstration indépendante de'axiome de M. Zermelo. ¥

Malgré cela, on pourra faire & notre démonstration plusieurs reproches.
Nous raisonnons sur des suites transfinies non dénombrables et beaucoup de
mathématiciens doutent de la validité de tels raisonnements; * aussi, donne-
rons-nous de ce théoréme un deuxiéme énoncé suivi d’une deuxiéme démon-
stration. Dans cette démonstration, nous ne raisonnons que sur des ensem-
bles dénombrables (méme énumérables). Nous montrons du reste que les
deux énoncés sont en somme identiques.

Nous ferons pour établir I'existence de certains ensembles une infinité
non dénombrable de choix. Disons une fois pour toutes que nous voulons

1) Cf C.r. Acad. Sc 2 Avril 1918—17 Juin 1918.
?) Cf. E. Borel-Legons sur Ja Théorie des fonctions. Note IIL.
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simplement . démontrer I'existence de ces ensembles sans affirmer la possibi-

lité-de-leur formation effective. ¥

I0.” Théoréeme d’exisfence.

Théoreme: Siget ¢ sont deux fonctions yp, ilexiste une in-
finité de fonctions complétes telles que:

Fls @)l = s If @), F @), (1)

quels que soient z et y et 'ensemble de ces fonctions a pour
puissance f. S :

Pour démontrer ce théoréme, & chaque valeur de 2 nous ferons corres-
pondre une valeur de i de fagon que la fonction y = f (z) ainsi définie soit
compléte et vérifie (1) @

Soient o et 3 les nombres tels que:
9 (2, .’L‘) =z, 4 (8, m) = .

fa) = 8.
Solt @, un nombre quelconque différent de « et 4, un nombre quelconque
différent de 5. )
Nous prendrons

Nous poserons:

f(a) = 4, et
Flow @] = 4 (4)) = %alf (ay)],

# “étant un tiombre rationnel positif ou négatit.

Soi.t maintenant a, un nombre différent de tous les nombres ¢, (a,), oit n est
rationnel, et 4, un nombre différent de tous les nombres ¢, (4;), nous pren-
drons: - )
’ T [ Pnom (@1,82)] = i, n, (4y, 45)5

mOUS PoUvons remarquer qu’en faisant 7, == 0 .nous retombons sur la d&fi-
nitiont précédemment donnée de £ i(y. (a,)]- -
Comme n, et n, sont rationnels;-on voit que I'ensemble des valeuré

Pu,n, (81,@5) est dénombrable, il ne.peut donc étre identique & l'ensemble
de tous les nombres.. . . .. .

.,) (.sz L’a{dom de M. Zermelo et son rdle dans la théorie des ensembles et I'Analyse;
par Sierpifis k;——lifulwlertin'de I'Académie. des Sciences de Cracovie — Avril, ‘mai 1918.
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Nous continuerons 2 appliquer ce procédé de définition aprés avoir pris.

f[‘?“t‘nh“'v“p (als Qgyonn ap)] == q’x‘.w,,...,np (:11, Az,...Ap),

nous prendrons un nombre @,y différent de tous les nombres de la forme

Prias tevainy fn (als Bysney aﬂ)v

ce qui est toujours possible puisque P'ensemble de ces mombres est dé-
nombrable, et 4,,, différent des nombres )

"g‘ﬂlv Rayeeeynyp (Ali Ah M AF):
ce qui est égalemenf possible pour la méme raison. Et nous poserons
f[?’lu Meyoey Ry Hpay (a'li Qyyeenslly, ap«i—l)} B e e fpiy (AlvA!v“')AP-H)-

Si nous arrétons au bout de p de ces opérations, nous n'aurons dé-
fini f que sur un ensemble dénombrable. Nous continuerons donc cette
opération indéfiniment, c'est-d-dire que nous considérerons une suite
indéfinie de nombres

telle que un nombre guelcongue @41 de cette suite est différent de tous les

nombres
Tyy Bgenees "y (alv Ay yueey ap),

a; @y .... @, étant les nombres de la suite qui le précédent.

L'existence d'une telle suite est établie par récurrence.
Nous considérerons de méme une suite indéfinie

B P T M
telle que tout élément A4,y de cette suite est différent des nombres
'f'n,. Hyeooes Ry (-Als Ag, ceey AF)

Llexistence d’une telle suite est établie de le méme fagon.
Nous poserons quel que soit p:

f[ipn‘.n, ..... ny (alv a‘.’a'-'yup)] = ';‘n,,n, ..... ny (All Ag, seey ‘4p)-

Comme la suite @y, Gy« oeeoev Qpooens est dénombrable, nons n'avons encore
défini f (%) que sur un ensemble dénombrable. : .
Nous considérons alors un nombre a,, différent de tous les nombres

Prtcs ereens g (@ Gy ... Gg)
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oitles 1 sontrationnelset p un entier quelconque, et 4, différent des nombres

‘P"n Mypesey "p (A11 Az: LERRE] Ap)
et nous poserons

f[Pus tarenesngmg @y Baseens Bpy Q)] == Su, m, ..., o g (Aay Aoy ooy Ay ida).

Puis nous prendrons @y+1, Au1 etc... Onvoit quie tant que nous appli-
querons ce procédé indéfiniment nous ne définirons f () que sur un ensemble
dénombrable. Il nous faudra donc Vappliquer transfiniment, c’est-a-dire
autant de fois qu’il y a d’éléments dans un ensemble de puissance C. En d’au-
tres termes aprés avoir considéré a, et 4, p étant un nombre ordinal trans-
fini, nous prendrons a,4: différent de tous les nombres

Do Moo My (@ Ay - aup),
Ty, M, ... B, Etant des nombres rationnels et
My By n, étant des nombres ordinaux transfinis de rang < p.

Nous prendrons de méme 4, différent des nombres
%,,x,n“k,....nup (4us Aus.-. s day)-

Ces opérations sont possibles puisque les ensembles considérés sont dé-
nombrables, et nous prendrons, '

f [(?".l\ Myreeny "up' ﬂp+1 (aun au,; teey aups afp-}—l)]
=5 %u‘, Mygreees ”“p’ Byt (Au,: Au,, yores Aup: Ap{—l)

les n et les » ayant la méme signification que précédemment
Aprés avoir considéré une suite dénombrable
[+ Dott voves Bugmeoens

%, u+1l,...,utn,... étant une suite fondamentale !, ayant pour limite
%~ o, nous prendrons pour @, un nombre différent de tous les mombres

?”ut"--: ”up (w"'n ey au’,)

Uy ;... %y €tant des nombres transfinis quelconques de rang < u —+ o, nous
prendrons de méme A, différent des nombres

) CL Baire Legons sur les fonctions discontinues Chap. II.

©
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1)»,,‘,..‘. Buy ‘(Au,a LA A«,)

et nous poserons
f [?n"‘, ceey "‘y' fyta (uu,y ey aup; aﬂ-{—w)]
= q"".,,, .aes "up- Tyt (Anx T Al,y Au+m)~

En appliquant ainsi transfinement ces deux principes de formation,
nous définirons f (z) sur un ensemble non dénombrable.

Je dis que l'on peut choisir la suite transfinie des a de facon que f (z
soit définie pour toute valeur de x.

En effet, on peut ranger I'ensemble de tous les nombres différents de o
en une suite transfinie c'est-a-dire bien ordonnée, prendre @, égal au premier
de ces nombres; a, égal au premier nombre aprés a, qui n’est pas compris
dans les g, (@,) et ainsi de suite; un nombre x finira par étre parmi les
- @) Ol bien par étre pris comme a,.

Frgoeanr (O -

On peut de méme choisir la suite transfinie des 4 de fagon que tout
nombre soit ou bien dans cette suite ou de la forme

Yrgge ooy (e oees ).

Je dis de plus qu'a une valeur de # correspond une seule valeur de y.
Supposons en effet qu'une méme valeur de x puisse se mettre de deux fagons
différentes sous la forme

T = {P",w Hyggreeer ® (a‘*. a“.v"'aa‘uﬂ)

*p

L= P s M, (Ow, Buty o)

Les deux valeurs correspondantes de f (x) pourraient ne pas étre
égales. Un pareil cas ne pent pas se présenter. Soit en effet ', le nombre
ordinal de la suite u;. %y ,..., %y, Wy ..., Wy qui ale rang le plus élevé, la
relation supposée:

‘?uu,,ra“',.... Ty (au,, Quyy sy auy)

T By e e M (Bury s By ee s By oon s o) s

peut s'écrire:

ISP R S (1 PR MR/ R - SURY s MRS
?ﬁuln“,. s up,u“v, it o ’"“m’ Mty 13 3] p 't Y I

s eeny Our) T2 Pt seres Wy s s seees gt s eees B (Bt y Grgy e
“m ? u M uy sy x s ' »

qmp, Aoy Quryyovns Dy yenns au’p)
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certains des indices n pouvant étre nuls et certains des nombres @ pouvant
étre égaux, cette égalité s'écrit:

(7 [“f”nnl,“., s LA ""”p (au,; Gy a'u.], sy Bty s eney aup): ‘-?n'u,m (aum)]
= ¢y oy w

Mt P (@uysoey Qe Oy ) P, (@r,)]

ou d'aprés les propriétés das fonctions ¢
?ﬂ"'m —_ n'u:m (ain'm) = '.gnu:‘ Wy aees n“p - ","p‘ R T ".Wp

(@w s oo Oy Gty Q)
ot

Ryt — iy
L2 m o m

mais o', est d'ordre > u, ... u, w/,... %', et

.. Ny — N
les indices 7 =

1

—— " sont rationnels; cette égalité ne peut donc avoir lieu

. i
% *m

d’apreés la fagon dont nous avons choisi la suite des a.

On verrait de méme qu'a une valeur y ne correspond qu'une valeur
de x telle que y = f (z).

La fonction ainsi définie est donc complete. Ileste & démontrer qu’elle
“satisfait 4 I'équation. (1)

Considérons deux quantités quelconques 2 et 3 ; comme nous 'avons
vu, ces quantités sont de la forme

= ?ﬁ“l,uu’,...,nwp @y, aup),
Y= Pty ”i“ﬂ""'"'“p (aul iy ﬂu?) s
un certain nombre de ces indices pouvant étre nuls. Nous avons vu que
f (ZD) = 4”‘“,’ Fugr s "'up (A"I s A"z LR Aﬂp)v
f (y) = "!‘"’u,' ”'u:s-uv"'“p (Au,, Au,- e ‘A“P);

vérifions que fle@yl = ¢[f @), F @)]-

Nous avons en effet:

fle@yl=r[e [Pry, #nnns "y (@n Gy ooy ),

P s LN (@u,, a.,, o )]

©
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ou d’aprés les propriétés des fonctions o
P10 @)= F[# [fng o ¥y b 0 (B B G )]
Mais par définition
f [?n“l RN LT ””p + ""'p (aux y Bugs oony aﬂp)]

= 4)"u,+"’u:v u,’—-}-n';‘],...,nuﬂ-‘r#‘p (Au,e Anﬂa [ARR] -Aag)

ou encore

fle@y] =19 H’n,; [ M "uy (da,» Auyy v -4’4,)!

';‘n"l. "'u,\ PN ,n'up (Au,s An, yeeny Auy)]
ou

Fle @yl = $If @) F @) C.qtd

Il reste & démontrer que nous pouvons ainsi définir une infinité de
puissance f de fonctions.

Définition: Nous appellerons ensemble relatif &4 ¢ une suite
transfinie de nombres réels a, a..... dyp... telle que @, =a,
que tout nombre a, de cette suite soit different des nombre

‘Fu,}. %u,,...,ﬁup (am,x Ayysvos s auﬁ)

Uy, Uy--.., Uy étant des nombres transfinis de rang inférieur on
égal &3 p et que tout nombre réel x soit de la forme

€T = ?'u,! "il,,"'-r"np (ann Qg o !a“p)

Mu,..... 7w, €tant des nombres rationnels et u,...,% des
nombres ordinaux transfinis convenablement choisis.
Nous avons établi 'existence d’au moins une pareille suite.

Théoréme: Un ensemble relatif & 9 se change en un en-
semble relatif 4 = lorsquon échange ses termes dune
fagon quelconque.

Ce théoreéme résulte de ce que la relation

ay = 'T"ﬂ“---.nﬂ (a“u A au},)

résolue par rapport 2 a,, donne une relation de méme forme; on ne peut
donc avoir une telle relation entre un élément a; et les éléments qui le
préctdent dans le second emsemble. ]

Nous voyons que pour définir une solution de I'équation (1) il suffif
de faire correspondre entre eux, élément par élément, un ensemble o relatit

Prace mat-fiz., t. XXXI. 6
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4 o et un ensemble A relatif 2 §, les termes de méme rang se correspondant
dans les deux ensembles, et de poser:

f[‘?n,.,..‘np (afu,»u- s “up)] = ’pﬂ.,n,,”.,np (Au,s"' 7A“p)'

Choisissons une fois pour toutes I'ensemble relatif & ¢ et remarquons
qu'a deux ensembles différents relatifs 2 ¢ la méthode précédente fera corres-
pondre deux solutions différentes de (1). L'ensemble des solutions de (1)
a donc méme puissance que l'ensemble des ensembles relatifs & ¢. Parmi
les ensembles relatifs & ¢ prenons tous ceux qui se déduisent de 'un d’eux
en échangeant les éléments, ces ensembles forment un ensemble E qui a méme
puissance que Pensemble des fonctions completes, c'est-a-dire qui a pour
puissance f.

En effet, nous pouvons établir entre les nombres ordinaux transfinis
et 'ensemble des nombres réels une correspondance biunivoque et on voit
que E a méme puissance que 'ensemble de fous les ensembles de nombres.

En général, étant donné deux ensembles relatifs 4 ¢ on ne peut passer
de I'un & Pautre par échange des éléments ainsi que le montre le théoréme
suivant que nous nous contenterons d’énoncer:

Théoréme: Un ensemble E, relatif & o se transforme en un ensemble
E, relatif & ¢ lorsqu’on remplace chaque élément de &, par

(P"u,r [T R “"p (a“:! Qugy + e vy aup)

de sorte que tout élément @, de E, se trouve au moins une fois intro-
duit pour définir un élément de E, et que si I'on prend p éléments quelcon-
ques de E, le nombre des valeurs distinctes de » soit > p et s'il est égal
4 p le déterminant des n est différent de zéro; en outre on peut passer
de 1a méme facon de E, a E,.

Comme je I'ai annoncé, cethéoréme d'existence a un second énoncé, trés
voisin du premier du reste et qui peut &tre accepté par ceux qui contestent
le droit de raisonner sur des suites non dénombrables.

Théortme: Si g et ¢ sont deux fonctions ¢ et B un ensem-
ble dénombrable quelconque, il existe deux ensembles dé-
nombrables B/, 'y, 'ensemble B, contenant E, et une fonction
compléte relativement & ces deux ensembles, définie, uni-
quement sur B, et vérifiant sur B, l'équation

fle(@y)l = 4If @), f ). )
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Ii existe méme une infinité de systdmes formés de deux ensembles E';,
E', dénombrables et d’une fonction satisfaisant 2 ces conditions; I'e nsemble
de ces systémes a pour puissance C.

De plus si nous ne raisonnons que sur um ensemble dénombrable
de valeurs d’une fonction, cet énoncé doit suffire; nous pouvons méme
aller plus loin et dire que comme nous ne considérerons jamais en fait qu’un
nombre fini de valeurs d’une fonction nous pouvons nous contenter de la dé-
finir sur un ensemble formé d'un nombre fini d'éléments. Cet énoncé n'en-
léve rién A la généralité du premier, puisque l'ensemble dénombrable
E est quelcongue.

La démonstration est analogue & celle du premier énoncé: Rangeons les
éléments de ensemble E en une suite

Qy, a’!“":a’n)“-

Si un des éléments a = a, nous poserons f (a.) = B.
Nous prendrons arbitrairement 4, = f (a,)

et nous poserons .
f [, (@)] = du, (40)
puis, si a, est différent des nombres de la forme v, (a,), nous prendrons
1 [m, ne (G )] = I, 0 (A, 4s)

A, étant différent des nombres ¢, (4,) et ainsi de suite.
Nous prendrons pour ensembles &'y, E', les ensembles

On, (B1)s Bry e (Q1s Ga)seves By mpeeemy (@5 Gayeevy Gp)eenes
et 5 (A Tu e (dss Ao o oo ong (Ass e, A)

on voit que E, contient E et que la fonction définie sur E', est compléte
relativement i (E'y E',) et vérifie (1).

C.qfd

Terminons en remarquant que sinous prenons pour définir une
solution de (1) un ensemble E, relatif 2 ¢ choisi une fois pour tout?s e:t. un
ensemble E, relatif a 4, nous pouvons toujours choisir E, de facon a définir
une solution compléte quelconque de (1).

En d’autres termes, la méthode employée dans la démonstration
du théoreme d'éxistence nous donme toutes les solutions complétes de
I’équation (1).
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En effet, soit f (x) une solution compléte de (1) et soit
@y, @,.... I'ensemble |,
I'ensemble E, f (a), f(a,).....

est un ensemble relatif 2 ¢; cela résulte du fait que 7 est une solution de )
ce qui entraine la relation,

f[(’?unﬂ;,----ﬂ?(wuxz:~'4x$p)] = dy,, ayeresty [f @), F (®),..., f (2s)]-

D. fonctions ¢ & indices incommensurables.

Nous avons vu que I'ensemble des solutions de (1) avait pour puissance
f1 ott encore avait méme puissance que I’ensemble des fonctions complétes.
Nous pouvons donc désigner ces solutions par la notation:

¥@ (z)

k’ (2) étant une fonction compléte arbitraire prise comme indice.
Par abréviation, nous poserons

¥ (@)

en nous rappelant que I'indice supérieur est une fonction.
Nous avons vu que si £ () est une solution de

Tle @ 9] =¢[f @), f @)
on avait Flon(@)] = ¢u[f(®)] n btant rationnel.

Nous avons vu de plus que si ¢ @ y) = z-+y, b (@) = n @, ceci
nous conduit naturellement 2 la définition suivante:

Définition: ~ Soit /¥ (x) une solution compléte de 'equation

Fle 9] = @+ 7w, ©)

nous poserons, k¥ étant un nombre quelconque et g¥ la fon-
ction inverse de f¥, ;

% @) = ¢" k¥ @)
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Cette fonction est une fonction compléte de z.

D’aprés ce que nous avons vu, si &k est rationnel, np:' (@) se réduit
3 ¢ (x) défini au début de ce travail. Mais, si k est irrationnel, cp:' €3]
dépend de %'. .

En effet, soit @ un nombre quelconque différent de o, la fonction
g [k (a)] de k est un= fonction compléte, puisque g et kf(a) sont des
fonctions complites. Si donc les fonctions ?f (x) ne dépendaient pas
de X', on aurait par définition quel que soit %’

¥ g (@) = k7~ @),
en posant f(a)= A eten faisant varier ¥ de —ood 4 oo on défini-
rait ¥ (z) pour toute valeur de = par ¥ [p, (@)] = k A. On voit que l‘al
fonction ainsi définie serait compléte et solution <.ie ¢)) .Et elle nc? dépe?dralt
que d’une constante arbitraire 4, ce qui est impossible puisque /¥ (z) dépend
d’une fonction arbitraire. -
Nous allons voir que ces fonctions possédent les propriétés des fonc-
tions i indices rationnels.
Théortme: On a quels que soient &, &, et x:
1y ¥ K
7le, @ 9 @ =¢,, @-
En effet, 'équation (2) nous donne

7 (&, y) = ¢" ¥ (@) + 1 ()]

e @ ¢ @) = ¢ |1 @+ 1" I @)

Mais o .
fle, @ =k ¥ @,
Mg @ = 1" @),

donc ) , . y .

tle, @), 5 @ =g (G+k) M@l =9 @-
o C.gfd
Théoréme: % [e, @) = ¥, @)
En effet:

o @ = [k [0 " @

£ @ =g Bk @] = ¢, @

T Tk,
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Théoréme: ¢ Lo} @) g, @) =7, @
‘ ‘,Ihéorér‘ne: Les fonctions "ck (z) et q:1 sont inverses.

k

-On a en effet ¢ [‘?1: @) =2z = 9" @.

+ .

De méme le calcul des fonctions a plusieurs indices s’étend au cas ot
ces indices sont quelconques.

La considération de ces fonctions va nous permettre de définir plus
commodément les solutions de 1'équation (1). Nous avons vu que pour définir
e solution de (1) il fallait en plus de I’équation (1) se donner les valeurs
de ta fonction sdr un ensemble de puissance C; la seule donnée de I'équa-
tion (1) nous définit des fonctions dépendant d’une fonction arbitraire, I'étude
“de ces fonctions ne peut donc se faire d’une fagon précise sur Péquation (1).

Les deux théordmes qui vont suivre nous permettront d’isoler un en-
semble de solutions de puissance C.

Définition: Nous appellerons groupe cy:' (x) 'ensemble des fonctions
de cp: (x) ou k' a une valeur fixe et olt % est variable.

Nous verrons plus loin la raison de cette dénomination.

Théoréme: Soient cp:" () et cp: () deux groupes, 'équation,

F18 @) = & If @)] ®)

oit k et z sont variables admet uneinfinité de solutions de
puissance C; et ces solutions satisfont toutes i I'équation:

flg @ 9] = ¢ @, 7 W) @

Soit @ un nombre différent de « et 4 un nombre difiérent de B.
Pour définir une solution de (3), il suffit de se donner

f (@) = 4.
En effet dans 'équation (3) faisons z = a,
e, @1 =& (4).

Mais nous savons que lorsque £ prend toutes les valeurs de
—oci4oo, :p" (@) et f" (4) prennent également toutes les valeurs

il vient

de — oo @ - oo; Péquation (4) olt k est quelconque définit donc quel que
soit « f (z) qui est une fonction complite.

icm
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1°.  Démontrons que cette fonction vérifie I'équation (3y. - -+~
Soit en effet z =9, (a).
" . I o B
fle; @) =11¢ 5 @l = 7lg, @I,
Fle) @l =4, () =" [ @ =¥ @
2°. Démontrons que [ (z) satisfait a (1).
Soient y= cp:: (a);
formons

Formons

-
z=1¢, (a)

e @l = flg[s) @ & @l = fly;,, @]
fle@nl =4  (D=48" (A), o () =4 @ F W)

En laissant @ fixe et en faisant prendre 2 4 toutes les valeurs de
—ooid-}oo on voit que Pon définit une infinité de puissance O de
fonctions solutions de (3) et de (1). De plus toute solution de (3) est
obtenue ainsi, car étant donné une solution quelconque f(z) def (a) a une
valeur bien déterminée 4 et on a vu que la condition

flay= 4

ne définit quune solution de (1).
Démontrons maintenant la réciproque de ce théoréme.

Rappelons la définition des fonctions ¢, (z).
Nous prenons une solution quelconque f*' (z) de
M@yl =+ @ 1 @)
et nous définissons '5: (z) par

lg] @] = k1" @)-

Théoréme: Si on considére une solution /¥ (z) de
fle@pl =41f @, 7@ M
et un groupe np’;"(x) quelcongue, il existe un autre 'groj‘iipe
4 @ .

tel qu'on ait quels que soient k et .

e @1 = ¢ i @)
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Par définition il existe u*" et v*" inverses telles que
9 (@) = o (k" @)]
* o @ Y] = o @) + 7 @)
Cherchons a déterminer w*” et #" inverses telles que
¢ @) = " [kt (@)
t"'" [¢ @z 9)] = & @ + @)
18 @) = & I @)

Pour le moment posons sirnplement:

¢ @ =" [k @) ®)
et montrons qu’ on définit une fonction w*" telle que son inverse *”
vérifie

Ly @ 9] = @+ 1), -4
et que I — .
e @ =& 1 @ @

cette derniére condition s’écrit en désignant par g I'inverse de [
F et @ = o kT @] NG

Définissons w*"" par (5) et montrons qu'il existe une infinité de solutions
en w de cette équation.
On peut écrire (5):

FA Y @l =k @l 6
Donnons nous arbitrairement & [f* (a,)] = A4,; on en déduit:
£ [ 1 o @l

en faisant varier k¥ de —ooa-foco. Comme toutes ces fonctions sont
completes, on a ainsi deﬁm #" (x) quelque soit
" () ainsi défini satisfait 2 (4) et a (5).
Montrons d’abord que (5) est vérifiée: ¢ est défini par:

| B @oll] = k1 @] ©

©
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ol k est variable. Considérons une valeur quelconque z et démontrons que

& e @] = ke i @),
Posons koY (a) = ko (z);
cette équation définit %, on a alors

W o @] = 1 e = S )

Il faut démontrer que:

T @l = A )
ou que:
- ;”i_(-’”) - ”"';',(f’_l)_-v
@ T e

est indépendant de «; dans (6) posons
y=ut" [kt (ap] il vient
T W) = kI @),

- re " o i
mais  o* (y) = kv" (a))], donc en formant -’ Jf Wi
T
A 1) I o A G
v () v" (ay

commeona y = u¥ [kv*" (a,) et que k varie de — oc & + oc, cette
€galité a lieu quelque soit y.

Démontrons maintenant que (4 est vérifié.

Considérons 2 valeurs quelconques k. ks, on a quelque soit z

& I o @l =k @)

et une relation analogue pour %,
Formons

i [ it [*” Iy o @1, 7* S [y 17 (]

]
— [/‘""(? [y o @, 0ty o @]

Prace mat-fiz, t. XXXI. 7
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= [ I O+ ) o @]
= by + k) 2 [f¥ @)]
e [/ M [k, o (;mj]} -+ a [f"' [uk” [y () ]]I

Comme k,, k, sont qnelconques, (4) est vérifié. C.qfd

UL fipplication & la théorie des groupes.

Tout ce qui précéde s'applique 2 des fonctions d’une variable. Mais
il faut remarquer que nous n'avons fait intervenir que les notions sui-
vantes: .
e, Correspondance entre les éléments de 2 ensembles ayant la
puissance du continu, la fonction et la variable,

2°, Les éléments, la fonction et la variable sont de méme nature;

3°. Notion d'égalité de 2 éléments.

Tout ce que nous venons de dire et ce que nous dirons par la suite
s'applique donc & des correspondances plus générales que des correspon-
dances entre 2 variables.

Nous pouvons répéter ces raisonnements en remplagant la variable z
par un ensemble de n variables z,.w,,...,z, et Y par Yy, Y, ee s Yu
ou méme par une infinité de variables.

Etant donné 'ensemble z,, z,, ..
bien déterminé 7, y,,..., %u

Y = f(x) seraremplacé par

.+ &, illui correspondra un ensemble

h =" (wlaxzy'--;zn))
|

I

Yn = fu @y, gy ..., Zn).
A la place de x =1, nous é&crirons Ty =Yy Xo==1Ypy o0, Lpn="1Yn,
c'est ici qu'apparaissent les deux derniéres notions auxquelles nous avons
fait appel. Pour que nous puissions effectuer la substitution 1 [f. (@)
il faut que « et £, () soient des éléments de méme nature et pour pouveir
itérer les fonctions il faut définir I'égalité 2 —y.

De méme nous pouvons recommencer les raisonnements en remplagant

le mot fonction par le mot transformation ponctuelle, le mot valeur ou variable
par le mot point.

icm
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Au lieu de dire y ==z,
le point y.

Du reste, il suffit de remarquer qu'a un point du plan correspond un
systéme de 2 nombres =z, ¢ et réciproquement: i toute transformation pon-
ctuelle nous pouvons dornc faire correspondre une relation entre 2 ensembles
de 2 variables, relation que nous pouvons désigner comme plus haitt par
y=7().

La notion de fonction s'étend donc i toute relation entre les éléments de 2
ensembles d'étres mathématiques variables, de méme nature, dont nous avons
défini I'égalité et qui peuvent prendre un ensemble de valeurs de puissance C.

On en déduit rapidement quelques théorémes sur les transformations
ponctuelles.

Définitions: Nous appellerons transformation sur une fonction
P'opération qui consiste a faire sur cette fonction simultanément le change-
ment de variable:

nous dirons le point x est confondu avec

' = ux)
et le changement de fonction

¥ = uy)
y' =g’ («') sera la fonction transformée. Soit v la fonction inverse de u;
on voit que )

Y=g @) = ulfl ()]

Silon considére « et y comme des points d'un plan et y = f ()
comme une transformation ponctuelle, la transformation précédente revient
& former la transformée de f par u ou encore & effectuer un méme change-
ment de coordonnées sur le point variable et le point fonction. = La trans-
formation sera compléte si la fonction u est compléte.

Nous appellerons groupe de fonctions un ensemble de fonctions tel
que, [ (x)etf, (x) étantdeuxfonctions quelconques du groupe, 7, [f, @]
est encore une fonction du groupe.

Notts nous occuperons des groupes de puissance C; nous désignerons
les fonctions d'un tel groupe par f. (x) m, étant un nombre quelconque,
et nous supposerons que ces fonctions y = f, () considérées comme
fonctions de 2, n étant constant, ou comme fonctions de 7, x étant constant,
sont complétes.

Nous appelerons groupe complet un groupe de puissance C tel
qu'étant donné un nombre entier p quelconque et une fonction . (%)
quelconque du groupe, il existe une fonction f. (z) et une seule apparte-
nant au groupe et telle que I'on ait:
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Fulfor Loveeee fo @) .. )] = Fu (@)

p fois
Théoréme: Soit un groupe complet fu(x) commutatif et
comprenant la fonction ¥y = z; posons, n,n' étant 2 nombres

quelconques:
o lfw @) = Foam ()

La fonction ¢ (m,n/) ainsi définie est uné fonction ¢.
-Nous supposerons, ce qui peut toujours étre réalisé, qu'd une fonction
[« (x) du groupe correspond une seule valeur de Iindice et réciproquement.
Nous allons vérifier successivement les 4 hypothéses.
1°.  Soit o la valeur de I'indice qui correspond 2  f, (z) = x;

on a
foma (@) = fa [fe(@)] = f= (),
comme & une fonction correspond un seul indice: o (n, o) =n
20, Formons

To g ey (@)
Totn g wumwny @) = Fulfe o,y @] = Fu [for [Fur (@)]]s

mais le groupe étant commutatif, nous pouvons échanger entre eux les indi-
ces n,n/,n" sans changer f,[fw [fur (@)]].

La fonction ¢ [n, ¢ (#/, n"")] est donc symétrique par rapport aux
variables n, n', 0.

3% A un systéme de valeurs de n, n’ correspond une valeur et une
seule de ¢ (ny, n/), puisque les fonctions forment un groupe et qu'il y a cor-
respondarnce biunivoque entre les fonctions du groupe et les indices.

On verrait de méme qu'a un systéme 7, n' correspond une seule valeur
de o' (n.n'), puisque I'inverse d'une fonction du groupe est encore une
fonction du groupe.

4. On voit aisément que

Fpwr @ = fulful.co fu @ .0
p Tois
comme le groupe est complet, 4 une valeur de v, (%) correspond une valeur
de n et une seule.

Définiion: Nous dirons que deux groupes de fonctions sont
semblables si 'on peut amener T'un deux i étre identique
4 lautre par un changement complet dindice suivi d'une
méme transformation complete sur les fonctions du groupe.

Nous appellerons groupe des translations le groupe:

y=fn (‘x) = m—l—ﬂ,

©
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Théoréme: ¥ Tout groupe complet commutatif de puissan-
ce C est semblable an groupe des translations; et l'on peut
passer de I'un & Pautre d'une infinité de puissance 7 de fagons.

Soit fi (x) un tel groupe, soit
fi lfe @)] = F; g ) (@)

1° . Nous allons faire un changemeut d’indice, c'est-a-dire, poser
u étant une fonction compléte: -

=u(h)y, h=vk
et fi (@) = fum (@) = [ (2).

Nous allons chercher 3 déterminer la fonction u de manitre que la
nouvélle notation des fonctions du groupe vérifie:

Fialf'e @) = fagr @,
felfe @] = ot 0 (&)

et - fle @] = v @] = Fig @) = fu g @)
D’olt la condition nécessaire et suffisante:
u(h+h) = o [ud),u®@);

comme h--h' et ¢ sont des fonctions g, il existe une infinité de fonctions
complétes u satisfaisant & la condition demandée.
Nous pouvons donc supposer que

felfw (@] = frge (2).

2 . Effectuons sur les fonctions du groupe la transformation définie par
les équations:

Mais nous avons:

T = u (), x = ¢ ()
¥ =uy) y=uv{y)
u étant une fonction compléte.
Soit ¥ = prtx’y latransformée de /i (x).
Ona y = pw) = ulfi [v @]
Cherchons 4 déterminer » de fagon que

) Ce théoréme a ét¢ demontré par Sophus Lie dans le cas des groupes de fonc-
tions continues. .
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(@) =24k
d’ott la condition:
ulfi [v@)] = o/ +&,
qui s'écrit:
hlo @) = v@+h. @

Donnons nous arbitrairement deux valeurs «/,, %', et posons:

?/’0 =7 (w‘o)y
’équation (2) nous donne:

@) = filp @) = v (@ +h).

Cette équation définit entierement w, car k variant de —ooa 4o
'y-+k varie de —ocod 4 oo, de plus la fonction o (x) ainsi définie
est compléte, car f; (y/,) est une fonction compléte de k.

Je dis que v ainsi défini satisfait & (2) quels que soient & et o',

En effet, on voit que si I'on pose &/ = 2/, -} ¥

file @] = filo @+ )] = fie[fi [0 @],
filo @ = filfe W] = firw () = v @4k~ F).
filv (2)] = v (&' k). C.qfd

DHl. Relations entre les solutions de denx équafions fonctionnelles.

Nous savons qu'étant donné deux équations fonctionnelles de 1a forme (1)

fly @ p] = $[f @), f @] m

'ensemble des solutions de chacune d’elles a pour puissance f, nous pou-
vons donc imaginer entre leurs solutions une correspondance biunivoque.
Nous nous proposons de définir effectivement une telle correspondance et nous
trouverons un covariant de cette correspondance.

Recherche des changements de fonction qui laissent in
variante une équation donnée.

Soit 'équation:

fle@ 9l =¢[f@, W) ' M

) Nous allons chercher une fonction p (z) telle que si f (z) est une solu-
tions quelconque de (1), p[f(z)] en soit une aussi.
Nous avons immédiatement les deux conditions:

icm°®
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fle (e, 9l = S 1f (@, F W),
plfie @ l=rlpliF@lL 2 If @I,

Tirons f[¢ (z, )] de la premiére équation, portons dans la seconde

et posons:
u={{(z), v=7r{(y)

la seconde équation s’écrit:
2§ (@, ) = ¢p e @k @

comme [ est une fonction compléte, u et v prennent toutes les valeurs
possibles de — oo 2 - oo

p doit donc &tre une solution de (2), il est facile de voir en faisant le calcul
précédent & l'envers que si p est une solution quelconque de (2) et / une
solution quelconque de (1), p [f ()] est une solution de (1). Etant donné
deux solutions particulizgres f,, f» quelconques de (1), il existe une solution
p de 2) telle que: p[f; (@) = [, &,

car la fonction: p (x) == [, |g; (&)]

est parfaitement déterminée et nous vérifions facilement que c'est une so-
lution de (2).
Remarque: L'équation qui définit p est indépendante, non seulemen
de la fonction choisie f, mais de la fonction ¢ (z, y'.
Nous en déduisons que si 'on connait une solution particuliére £, de
(1) et si I'on désigne par p la solution générale de (2),la solution générale
de (1) est
fiz) = plf; @]
Recherche des changements de variable qui laissent in-
variante une équation.
Soit I'équation (1)
fle@,y) = $If @), 7 W)
faire le changement de variable « = 7 (z') sur [ revient 2 faire sur la
fonction g inverse de f le changement de fonction 2z =7 ('), or g sa-
tisfait 4 'équation:
gy, = ¢lg (@), 9 @)
r satisfait donc 2
e (@ 9] = ¢ lr @), @)

Les remarques faites au paragraphe précédent s’appliquent.
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Relation entre les solutions de deux équations quel-
conques.
Soit I'équation
Flo @yl = ¢ @, F W} )
Désignons par f; (x) une solution, particuli¢re de cette équation, par g,
inverse de f;. Nous avons vu qu'en designant par p la solution générale de

P @yl =¢[p @) p @l M
la solution générale de (1) est
f (@ = plf, ()] ()

Considérons de méme I’équation:
w8 (@ ] = ¢ [w (@), wY) @)

désignons par ¢ I'inverse de w, par w, une solution particuliére de (2), la
solution générale de (2) est

w (@) = p[w, (@) ®

En éliminant p, il résulte de («) et (B) qu’il y a entre les solutions géné-
rales de (1) et (2) la relation

wlt, (@) = flg @) 9]

qu'il faut interpréter de la facon suivante: Si f est une solution
quelconque de (1), la fonction w définie par (7) est une solution de 2) et
réciproquement.

On voit en écrivant (7) sous la forme

6 w@ = flg [w @]

que (1) et (2) se raménent I'une 4 'autre par changement de variable.
Considérons de méme I'équation (3)

ulb(z, y)] = nlu @), v @ ©)]

soit v linverse de u, (2) et (3) ont en commun leurs premiers membres;
elles se raménent donc I'une & autre par changement de fonction. Pour le
montrer il suffit de considérer les équations aux inverses; entre les solutions
générales des équations (2) et (3) on a la relation

@ ug) =u [tl [w (xﬂ]
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Relation qu'il faut interpréter comme ().
Eliminons maintenant w entre les équations v et 8, il vient:

w, [0, [w @]] = £ [g, [w, @]

ou

u(@) = u [zl 't [9 [0, (z)]]w].

Dot le théoréme snivant-

Theoréme: Etant donné deux équations de la forme

fle @yl =4[f @, )

on peut passer de 'une a Pautre par un changement simulta-
né de fonction et de variable et cette transformation peut se
faire d'une infinité de puissance f de fagons.

1l faut comprendre cet énoncé de la fagon suivante: Si I'on désigne par [
la solution générale de (1), par u,, f,, w, dessolutions particulieres de (3) (1) (2),

iz = u Itl Mfl.ﬂ: A (x)}]”

est la solution générale de (3).
Ce résultat est du reste facile & vérifier par substitution.

Imaginons qu’a chaque équation fonctionnelle du type (1) nous fassions
correspondre une solution particulizre de cette méme équation et considérons
une équation fonctionnelle type, par exemple

@) u@+y) =u@tu.
Le changement simultané de fonction et de variable qui nous permet

de passer 4 |’équation

M fle (@ y)] = ¢ 1f @), f @)

sera parfaitement déterminé si mous prenons pour f; la solution particuliére
choisie de (1), pour w, la solution particuliére de

w(z-+y) = flw @) wy]

et pour u, la solution de (3').

Nous avons donc réalisé une relation bien déterminée entre les solu-
tions de (1) qui est quelconque et de (3'); nous obtenons une notation des
solutions d'une équation quelconque, les indices étant les solutions de (3').

Prace mat-fiz., t. XXXL 8
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Covariant dune correspondance. Considérons les trois équa-

tions:
) fle@yl =¢f@®, 7 Wl
@ wli(y)] = ¢ w@), w @)
@) wlb@yl = ulu@®), ).

En désignant par [, wy, 4, des solutions particuli¢res quelconques de
(1) (@) (3), par g,. t;, v, leurs inverses, nous avons vu que I’on avait entre les
solutions générales des équations (1) et (3) la relation

wy [v, [u @)l = 7lg, lw, @)]] 0

Ainsi étant donnés [y, w,, 1, nous établissons entre les solutions de (1)
et (3) une correspondance; nous appellerons fonctions correspon-
dantes des solutions de ces équations liées I'une & l'antre par la rela-
tion (4).

Posons nous la question suivante:

La fonction.w, étant fixée une fois pour toutes, la correspondance dé-
finie par f; et u, ne peut-elle &tre définie par un aufre systéme de solu-
tions fy, u,?

Une remarque limitera le champ des recherches:

Dans la correspondance définie par f, et vy, f; et u, se correspondent car

wy [”1 [y @)]] = f, 2 [91 [w, @)]].
Ainsi pour définir une correspondance identique  (4), c’est-a-dire qui
4 une méme fonction f fera correspondre une méme fonction u, une condi-

tion nécessaire est de la définir par un systéme f,, u, de fonctions corres-
pondantes par la relation (4).

Soit donc f,, us un couple de fonctions correspondantes par (4); consi-
dérons la correspondance

6) w, [v, [ @)]] = 7' g, [w, @]

Nous mettons «/ ert f/ pour distinguer ces fonctions de celles qui s'in-
troduisent dans (4). Remarquons en passant que f; et %, se correspondent
par (5); la vérification est chose facile.

Voyons si les relations qui traduisent nos hypothéses c’est- dire:
@ o [u @] = 1 g, b @],
&) w [”1 [u, (w)ﬂ = f, [gl [0, (m)]]

entrainent la relation
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B w [vz @ =r [9‘9 [y (-"3)”

qui traduit la conclusion.

Nous allons montrer que si l'on suppose (4), (4), (5) vérifiés simulta-
nément, on aboutit & une formule qui, en général, n'est pas vérifiée.'

En effet, de (4) nous tirons

; wy [, ()] = 1/, [gx [y [ve ‘x)]]]
e
w, [o, [u @] = £, [g, [, v, @)]]]
Mais d'aprés (4)
w, [v, [u @] = 1 g, lw, @],

wy [v, [u @)] = 7 g, lw, @]

et d'aprés (5')
dolt

los i@l = £ |9, [Alon o, @]
ou, comme w () est une fonction compléte:

® filg I @) = 2 lg Ify (1]

cette relation (6) ne contient plus que des solutions de l'équation (1) et
dans cette formule g est I'inverse de la solution générale [ de (1).

On voit donc que si les correspondances (4) et (5) étaient identiques, la
relation (6) en résulterait.

Nous allons montrer qu'il existe des fonctions y qui ne vérifient pas (6).

Remarquons auparavant que si3fonctions particuliéres f, f, f, vérifient
1a relation (6), si de plus on considére la correspondance définie par (4) et si
on désigne par u, %, #, les fonctions qui correspondent  f, f,, /5, des relations
{4) (4" (6) on peut déduire la relation (5) gn faisant les calculs précédents en
sens contraire.

Or de (4) (4') et (5) en procédant comme précédement mais en opérani
sur les fonctions w au lieu d’opérer sur les fonctions f;, on dédnit la relation:

@y [o s @I = u [ g @)1

que I'on déduit de (6) en remplagant les fonctions f par les fonctions » qui
leur correspondent.

On voit donc que 'equation (6) est covariante par rapport
a une correspondance quelconque.

Pour démontrer que toutes les solutions de (1) ne vérifient pas (6) il suifit
donc de prendre pour (3) I’équation particuliere:
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w [0 (2, )] = 8 [w (@), v ¥)] (39

Cette fonction admet la solution particuliére y ==z, prenons donc
u, (%) = z; 'équation (7) s’écrit alors:

'y [ @] = [, @],
ou encore: (8/) W [y (@) = o, [W @)].

Tout revient donc a trouver combien de solutions de (3) sont commuta-
tives avec la solution particuliére #/,. C’est un probléme que nous poserons
plus loin; nous pouvons indiquer les résultats suivants:

10, 1l existe une infinité dénombrable de fonctions f7, telles que toute
solution de (3/) vérifie (8’). Il existe domc une infinité dénombrable de
fonctions £, telle que (6) soit vérifiée par toute solution f de (1) et une infinité
dénombrable de couples qui définissent la méme correspondance que f;, u,.

2°. Pour les autres solutions w', (x) de I'équation, (8’) n’est pas
vérifiée pour toutes les solutions #/ de (3), mais elle est vérifiée pour une in-
finité de solutions de cette équation.

Les correspondances définies par f, u, et f,, u, ont donc une infinité
de couples correspondants communs.

DHi. €tude de Péquation particuliere: f[v (x, y)] = ¢ [f (@), f (¥)]-
Nous allons étudier maintenant les équations plus particuliéres

O eyl =qlf@, .

On voit immédiatement que les solutions de cette équation (1) forment
un groupe qui contient la fonction y = =.

Nous chercherons principalement les sous-groupes de solutions de
cette équation.

Théoréme: La fonction :p:' (x) ot k¥ et &' ont des valeurs fi-

xes quelconques est une solution de ¢(1). Rappelons que par dé-
finition

@ v @ =g k¥ @]
f¥ étant une solution quelconque de

G fle@yl ="7@ -+
Il faut démontrer que
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7, [p @ o)l = 9 [¢] (@), ¥, @)]-
Des équations (2) et (3) tirons
7 @) =g" [k @),
¢ @ y) = ¢ I @+ @)l
Nous avons donc
2l 0 = o [k [ 1 @+ Wi,
7 le @y = ¢ kr¥ @+ k7" @) = ¢ [/ B @1+ W]
' 7 ls @y = 7lp, @)% W C g fd

Nous allons démontrer que la réciproque n'existe pas c'est-a-dire qu'il
vy a des solutions de (1) qui ne sont pas de la forme ‘P:’ (x); pour cela nous
allons former une de ces solutions.

Soient Gy gy vene Y/ PRI

deux ensembles relatifs a o, il existe une solution de (1) et une seule telle que
4; = fian

quel que soit {. Prenons pour second ensemble relatif 2 ¢ un ensemble
dont les deux premiers termes sont w; (@,) et g, (a,), Fy ks étant deux
nombres rationnels différents.

On voit aisément qu’on peut former un ensemble relatif & 7 satisfaisant
a cette condition, puisque la relation

9, (@) = o g, (a2)]
oit k serait rationnel, entrainerait:
a, =, (ay)
tE,

ce qui est impossible, puisque a,, a, font partie tous deux du premier en-
semble relatif & ¢.
Nous aurons donc
fia) = &),

f(as) = 9, (@)
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Supposons un instant qu'il existe &, et k' tels que
f (@) = ¢, @
et considérons une fonction f; (z) solution de (3) telle que
@ fily @] = kf, @),
qgels que soient k et x, et soient
fi(a) = 4y,
fi (@) = 4,
les valeurs que prend cette fonction pour a, et a,; on aura simultanément:
fule, (@)] = K3 fy(a) = K, 4,
fi [‘Fk, (@)] = ky [, (@) = ¥y 4y,
puisque ky, k; sont rationnels et que f, satisfait a (3) et
fily, @)l = ki f (@) = %, 4,,
filoy (@)] = &, (@) =k, 4,,

qu’ en outre [, satisfait & {4).
) 0{1 devrait donc avoir simultanément k&, =k, et k, = k,, ce qui est
impossible, puisque k, et k; sont différents par hypothése.

Remarque: On peut traiter le cas oit 'on aurait 4, = 0 par exemple
en recommencant le raisonnement avec les ensembles.

t?ka (al)? "?k, (as)f ?7;, (as) .

La solution ainsi définie ne peut donc étre de la forme ¢* (z).
~ re z - ¥

Nous allons méme généraliser cet énoncé:

Soit u* (z) une solution quelconque de 1’quation

B) u@)+u@) =u@ty),
¥ son inverse, si I'on considére d'une part les fonctions u’;'(x) définies par

u, (@) = o [k @),
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et d’autre part une solution particuliére quelconque f; de I'équation (3) on
voit facilement que les fonctions

®) p@ = g [4 Ifi @]

oit k, et &’ sont fixes mais quelconques satisfont & (1).

On démontrerait comme précédemment qu'il existe des solutions de (1)
qui ne sont pas de la forme (6). Mais on obtient une proposition plus précise
en démontrant que toute fonction de Ia forme (6) peut se mettre sous la forme

g2 [y 12 (2] ‘

ot f, estune solution de (3).
En effet, on sait d’aprés un théoréme précédent qu'étant donnée une so-
lution quelconque £, (z) de I'équation

B filb@yl=r@+LW

et un groupe uf {z) obtenu a partir de z-}-y il existe un groupe ep: (@)
tel que
ot o X ra ;
f g @) = w [f @

quel que soit % et on voit que
p @ =g I @] =9 w;

toute fonction de la forme (6) est donc de la forme ';:' ).

Ainsi les solutions de I'équation (1) se classent en deux catégories:

1% Les fonctions gc:' (x) solutions de premiédre catégorie.

90, Les autres golutions que nous désignerons sous le nom de solu-
tions de deuxitéme catégorie.

Nous allons étudier ces deux sortes de solutions.

Soit prix) un groupe commutatif de solutions de puis-
sance ¢, comprenant la fonction y = 2, est isomorphe holoédriquement
au groupe des similitudes A z; cherchons 4 démontrer que les fonctions
de ce groupe sont de premiére catégorie et que ce groupe
est identique & un groupe w'; {z).

SDlt pg. [py (fc)] = pa {h k') (ID)

Le groupe p* () étant holoédriquement isomorphe au groupe ha pour
lequel 6 (hy, h") = h B, Péquation
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F@rf® = r[e@y)

admet au moins une solution f; (x) complite; nous poserons alors

p, @) = g, 4 @) = g, (@),
ce qui revient 2 noter autrement les fonctions du groupe et on voit que
% gy (®)] = g, @)-
Soit z, une valeur particuliére de @, posons
? [0, @) G @)l = @, 44y (@) 5

cette égalité définit la fonction u.
I— Je dis que cette fonction % est une fonction ¢.
1°. Soit a la valeur de % telle que

g. (@) =z, ona u(e,z) = x.

2°. Ona
? [Qx (:Z‘o), ¥ [qk' (2), [/ (xo)]J =4, Tk (K, k7)) (CU,,),

ce qui prouve que [k, w (K, &")] est une fonction symétrique des k,
puisque nous supposons naturellement que la correspondance entre les
fonctions du groupe et les indices est biunivoque.

8. Aun systéme ky, k' correspond une valeur et une seule de u
(k k), puisque g (x) est une fonction compléte de .

De méme ' (3, x) est uniforme.
4% Ona P [q); (@)l = q“}; ® (o),

ce qui prouve que u; (k) est une fonction complate.
II— Je dis maintenant que I'on a

?lg, @) ¢ @] = g, ,, @),
quel gue soit @. Pour cela je vais d’abord démontrer que
2u(z, y) = u (22, 3y),
quels que soient z, y, 2.
Onaen effet ¢ lg, () ¢, ()] = g, v (&, y)],

quel que soit %; posons x = g, (%), ¥y= 4, (@,).
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il vient: 2=19]q, (g @) &g, @]
s=gq, [ lg, @) @] = &, lg, 4, 1) @]
ol encore: 2=t g, 1) () -
Mais on peut écrire aussi
z=19|g, [q, ()], . (g, @] = P [z, (Zo) G, @)]
2=, 41, 11, (%o
donc zu(x,y) = u(2z, 2y)

Nous pouvons alors €crire en posant = = ¢, (%,)
2l (@) g, @] = 7{a, g, @b, & [0, @] = Qi 22y @)
donc 519, (). g @] = ¢, 4 4y 1D

Cherchons un changement d’indice %k, =/f; (k) tel qu'avec le nouvel
indice k, on ait toujours ¢, [¢' (#)] = ¢, , (&) et que cette fois
u(k.ky=k-} k. On devra avoir:

Hilu@ypl =@+ Lo,
hey =@M

avec zu(x,y) = u(=zx, 2y).

Supposons un instant que ce systtme S admette une solution com-

pléte 1 (z).
On voit en posant

9, (&) = b, @ = £

_ cest-a-dire en changeant la hotation des fonctions du groupe que l'on a

I bt @] = 1, @),
O] )
| ¢ 1t @ 8 @) = by p @),
Considérons alors la fonction définie par

[t @ = k4
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et Gui ) @) = Quirr (@ @o)] = Qi) (Zo),

oft aetd sontdes valeurs fixes quelconques; on vérifie en s’appuyant sur
les équations () que la fonction ainsi définie est solution de

flt @] =1Lf ()
@) flz@yl = 7@+

On adonc £ L’m) = g [kf (x), [ étant une solution de (3); le groupe
t, (x) est donc identique a un groupe g: (x).

Le question posée est donc identique & la suivante: Le systéme § ad-
met-il une solution? Nous n’avons pas pu résoudre cette question.

On peut se demander si, etant donnés deux groupes ¢, (2) et ¢, (z),
on peut passer de 'un 2 l'autre par un changement d’indice, en d’autres ter-
mes si ces groupes sont composés des mémes fonctions et ne différent 'un
de T'autre que par la notation des fonctions qui les composent.

Supposons un instant que le systéme

oty =2@+ow,
lv@y =o@om
admette une solution compléte o (x) différente de x; soit un groupe

cp:' (x); posons

p, @ =1 @

%)
On vérifie facilement en s’appuyant sur le systeme (1) que:
D, [P @] = Py (@)
2o, (@) pp (@] = Dy @)
Une fonction définie par 1'équation ’
@ flo,@) =kf (@)
est donc une solution de

@ fle@yl =r@+r7w

et il existe un groupe ¢ (2) tel que v @) =p, @)
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Dot
P L,
7, @ =¢,,@)

les groupes cp’: et cp:" (z) ne different que pas la notation des fonctions qui

les composent et les fonctions sont identiques deux & deux.

Mais nous montrerons que le systéme (1) n’admet pas d’autre solution
que v (x) = x cequi va nous permettre de démontrer le théoréme suivant:

Théordme: Etant donnés deux groupes q.:' (.'1:).@:" (x) on ne
peut pas passer de I'un 4 l'autre par changement dindice.

Soient deux groupes s* (x), 's: (%) quelconques. soit x, une valeur

k
quelconque de x; posons
R

2 Lol s
iy Tl

"?;: (zg) =
cette relation définit une fonction o, (k) compléte. Si l'on pouvait
passer du groupe k' au groupe k' par changement d'indice, on devrait
avoir quel que soit ©

3,

@ =7 @

E
k o, (E)

Nons allons présenter la question autrement:

Soit w=1¢; (&), posons

cette équation (2) définit une’ fonction compléte v, (k;). Nous dé-
montrerons qien général v, (k) dépend de %,. Auparavant, nous allons
établir une formule qui sera trés utile.

La relation .
& PR
glg, @iy @ =19, @
s'écrit o » »
w Is* L = x)
¥ {fﬂkii‘ﬂ (ﬂ')) Y g (ko) (.’Zf)] ‘gt b ( !

en vertu de I'équation (2)
Mais . .
o (k) T, ?Tk(kﬂ (ﬁB)J = (F"k’ix"i’t/;(k,) )
doit
@ vk k) = v, (k) + v, (ko)

Formons de méme
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% g @ =9, @)=y . @

o (k1 %g)

I
Ukt ky (B2) v (Rs)

@),

Bl @ =l @) =19 @ =y

d'ont
@) v, (k) = v, () v, (3)

quels que soient &, k, k,.
On voit donc que si toutes les fonctions v, (@) étaient identiques a
v, () on aurait

o @y) = v, @) v; @)-

et réciproquement en faisant k=1 dans (4) que si
[o@+y) = o @) +o W)
o @) =v@.0w

on a v,(x) = v, () quelque soit k.
Nous allons démontrer qu'étant donné un groupe zp:' (x) et une so-
lution quelconque v (z) compléte de I'équation

@) vty =vE@+vE
il existe un groupe q::" (x) tel que ‘
7 (20 = ., @) (6)
comme une solution v (z) de (3) ne vérifie pas (5)

6B vy =v@.0oW,

il en résulte que I'on n’a pas

sauf si v (2) = x;

¥ I
) 4 @ =9, @
quel que soit z.

Considérons en effet une fonction f définie par
glo@® f@)] = ¢ (@)

en prenant arbitrairement f(x,) = 4, on voit que cette équation définit
f{x) sans ambiguité, en faisant varier %.

e 9)] = f @) 47 @)

Je dis que
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soient en effet z = ?:: () ¥y = ‘P: (Zo)
formons [ [¢ (z, y)]

fle @yl = rlg

ket ks

@] = v(kyA-ky) A = v (k) A-+o(ky) A = f@H W)
It en résulte que les fonctions
zp’:'(w) = g [kf ()] sont de premitre catégorie et forment un groupe tel que
%, (@) = 7, (=) C.q.fd
Démontrons quelques propriétés des fonctions de premitre catégorie.
Théoreme: Toute solution de
fle, (z)] = ¥, [f @]

est une fonction de premidre catégorie.
Soit en effet

gs';' @ = vlku(@)
u étant une solution de

ule (@ Y] = u @)+ uy

et v étant son inverse.
On a par hypothése

flvlku @] = v [ku[f @]

w[f (kY]] = ku[f v @)
p () = uff [ W]

p (k%) = kp (),

ou

ou en posant

ce qui donne p(x)= Az

A étant une constante arbitraire.
On a donc
f@) = v[4du @],

f (») coincide donc avec la fonction vp:' (z). En d’autres termes, les seu-
les solutions commutatives avec toutes les fonctions d'un groupe sont les
fonctions de ce groupe.

On voit que réciproquement toute fonction de premidre catégorie satis-
fait & une équation de cette forme.
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On en déduit que si pour une valeur particuliere @ de la variable une
fonction de premidre catégorie est égale 2 ¢, (a), &k étant rationnel, elle
est identique & ¢, (2).

On peut le voir plus simplement en remarquant que si

7 (@) =9,
on a quel que soit %,
¥,k R
7, [9, @] =9, 5,

. Y .
mais %o B % sont commutatives, donc

o 1%, @] = 3, [¢] (@)

1

et on sait que quel que soit = on peut poser
z = tp:' (@).

Si on considére un groupe p: (z) et si on effectue sur ce groupe une
transformation définie par une solution quelconque f; de 'équation (1) on
obtient le groupe .

P, @ = fi[¢" [0 @]
qui vérifie
2 (1 @] = Py, (@),
¢ [p, (@), Pp @] = P, @)

ce groupe p () est donc identique & un groupe w':' (@).

Théoréme: L'ensemble des fonctions de deuxiéme catégo-

rie est de puissance f.
Nous avons vi qwil suffisait qu'une solution vérifie

P, (@) = f(ay), %, (@) = [ (%)

pour deux valeurs particulieres de  pour qu'elle soit de deuxieme caté-
gorie. Une solution de

W) Fle@yl =l @), fWI]

satisfaisant 4 ces conditions sera définie en faisant correspondre & la suite
“transfinie de valeurs de x:
Oy By, By ...t
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la suite % (81), v (@5), 4s-.--

des valeurs de f(z); on voit que A,.... peuvantétre choisis d'une infinité
de facons et que I’ensemble des choix est de puissance f.

Théoréme: Une fonction de deuxiéme catégorie fait partie
d’'un groupe dénombrable et commutatif de solutions.

Soit £, () une solution de deuxidme catégorie. On sait que f; [f; (x)]
est aussl une solution de (1), posons en général

fo@ =1, 1@

f.(@) est solution de (1). Soit g, (%) Vinversede f,(z), on sait que
g, est solution de (1),
donc en posant

g, @ =1__ @
on voit que les fonctions [ (z) (n %entier == o) forment un groupe com-
mutatif de solutions. ‘

On sait aussi que 1’on a quel que soit x

5 (1 @)] = [, 12, (=)

k étant rationnel et que ¢, [f;(x) est une solution de (1).

Drune fagon plus générale, les fonctions de la forme :

Fhe b [ ) [ @ f, ()]

olt k;, ky,..... k, sont rationnels et Py, P,,..... P,
groupe commutatif de solutions qui comprend f; (x).

On voit de plus que ce groupe est dénombrable.
En résumé:

entiers forment un

1°) Les solutions de (1) forment un groupe non commutatif de puis-
sance f.
Elles se partagent en deux catégories.

2% Les solutions de premiére catégorie forment des groupes com-
mutatifs de puissance C.

3% Une fonction de deuxiéme catégorie fait partie d'un groupe com-
mutatif dénombrable de solutions.
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IX. ka question de$ solutions communes a deux
équations fonctionnelles.

Nous avons vu que cette question se posait naturellement. Nous nous
bornerons & des remarques et & 'étude d’un cas particulier.

Théoréme: Toute solution commune aux équations.

M fly@yl = $If @, 7@l

(2) Flu@] = ¢[f®]
e @) = ¢ f @), [ @) 3
[yl = W[ [u (@), u @]
4 Iyl = o' [¢ [0 @), v @]

u' étant linverse de » et o' linverse de v.
Formons en effet en tenant compte de (2)

$[flu@) Fu@l] = ¢ @) v [f @]
et en tenant compte de (1)

V[ @), flu@)]] = plu). «@)]]

satisfait &

ot 'on pose

d’ott ) , -
v SR @l v @] | = v | f el @ w@)]]
Mais d’aprés (2) '
v, [f (@] = flw ()]
@) flo@yl =4l (w_), Wl

Nous allons établir la réciproque.
Soit f(x) une solution commune aux équations

0 fle @l =@ FOL
@) flol )] = & [ @), F @)

Nous supposons que ces équations ont une solution commune sans
affirmer que cette solution existe quels que soient (1) et (3).
Soit v une fonction telle que

' b (@y) = v [{[v@) @]

donc

©
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et considérons la fonction # définie par

o et u(@) = gv If @)
secrl

flo [w @), @] = $[flu@), @] = $fplf@),vlf @]

d’ott
% (e (@, )] = ¢ lu @), v @)

u est une solution de cette équation.

Nous avons vu qu'étant donné une équation de la forme

1) Fls @) = e [f ). FW)

si f; (x) est une solution, f, (x) en estune aussi, d’ou le.

Théordme: Si denx équations de la forme

1) eyl =/ @), F@)

ont une solution commune, elles en ont une infinité dé-
nombrable.

On sait qu'étant donné une équation de forme quelconque on peut en
prenant pour nouvelle variable une solution particulitre, la ramener 2 la
forme (1). D'oirle

Théoréme: Si deux équations de la forme

Tz @yl = ¢lf@). F@)

ont deux solutions communes, elles en ont une infinité
dénombrable. i ‘
Cas particulier: Soit a trouver les solutions communes aux deux

équations:
) e @yl =¢If @, 7))
@ flu@) v[f (@)]

dans le cas particulier ot

I

ulg (@ y)] = ¢lu@), vl
v (Y] =@, v@)
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et oit 'on connait une solution commune particuliere f; ().
Prenons pour nouvelle variable =g, ()

et posons ! (@) = g @]
Les équations (1) et (2) deviennent
1ol = ¢ [F @
v (@) = viff (=)

Nous sommes donc ramenés au probleme suivant:
Probleme: Etant donné une équation de la forme

fle(@y)) = ¢lf @), 7T @)

et une solution particulidre f;(z) de cette équation, trouver
toutes les solutions de (1) qui sont commutatives avec fi(2)

@ ¢ih @)= fil @)

19 f,(®) = v (x), krationnel. Dans ce cas, toute solution de-(1)
vérifie (2).

2% f, (%) est de premiére catégorie soit f; (%) = rp:' (). Dans ce
cas nous connaissons une infinité de puissance C de solutions, ce sont les
fonctions du groupe cp:' (x), il peut y en avoir d'autres.

3% f, (@) est de deuxitme catégorie. Dans ce cas, nous ne connais-
sons qu'une infinité dénombrable de solutions communes a (1) et (2).

Lorsque V'on essaye d’appliquer au systéme (1), (2) la méthode em-
ployée pour démontrer le théoreme d’existence du paragraphe IV, on se heurte
3 une grosse difficulté car, malgré les précautions prises, on peut avoir une
fonction non uniforme.

Nous indiquerons pour terminer le théoréme suivant:

Théoreme: Soit f; () une solution particulidre de (1); si
P'on considire 4 groupes ¢& " oh" ¢k" tels que

[ [ @) = g [fi @)
|7 [ @) = o' [fi (@)]

et §'il existe une fonction f, satisfaisant au systéme

©
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fa o @] = &1 @),
folg2 @] = o If @)
etd f,[f; @)] = f, [/, (@)] a étant une valeur particuliére quelconque, on

a quel que soit x
filfh®@ = fi [ @)
Soit en effet

z = ¢ (a),
on a

LIAEY @] = Al @) = ¢ [f I @],
Ll @) = L1 @] = ¢ [f 1 @)
C.q. 1
Mais si on pose
4 =f(a) B=f,{a)

et si on choisit z&', %" une fois pour toutes et si on cherche & déterminer ¢*’
de facon que les systémes (3) et (4) admettent chacun une solution, on est
ramené 2 une question de méme nature.

Posons en effet
B

o’ Py p— y po
9, (@) =3, @)
et
& %
LA !
?1: {a) St (k)

on sait qu'au lieu de prendre comme inconnue g*', il suifit de prendre v, (k)
a condition d’assujettir v, (k) a vérifier
6B v E@+y = v+l
Si T'on écrit que les systémes (3) et (4) admettent chacun une solution,
on aboutit 4 la condition
vy [k wy ()] wy [k, vy (@)

© v, (k) = 1wy (k)

oit 'on a pos¢ a =g (4) =g (B.
On est donc ramené 2 un probléme de méme nature sur I'équation (5).
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Nous avions annoncé au paragraphe VIII que nous démontrerons le
théoréme suivant:
Le systéme

[fetn = r@-+rw.
ltey =rwrw

n‘admet pas d'autre solution que [ () = z. »
Remarquons quon a f@)=a lorsque & est un nombre rationmel,
cecirésulte de f(I)=1 etde f(nx)=nf(®) lorsque n estrationnel.
Si P(x) estun polyndme entier & coefficients entiers on a

I @ = PIf@)

donc si z estracinede P(x)=0, f(x) est aussi une racine de cette
équation.

De méme si P (x,y) est un polyndme A coefficients entiers et
2 deux variables, si « est racine de

P (z,y) =0, f (z) sera racine de PXraml =0

Soit @, un nombre quelconque et [ (a,) = 4,, supposons ay = A,
parexemple a; < 4,, entre @, et 4, intercalons un nombre rationnet

u. Soit z une racine de
2 —u-ta, =0

qui a ses deux racitnes réelles, f (x) doit étre racine de
F@P —u-+ 4, =0;

mais cette équation n’a pas de racines réelles, or f(z) doit étre réel,ily a
donc impossibilité et la seule solution du systéme proposé est 1 (z) = x.

A. ROSENBLATT.

Sur un lemme de choix et son application
a la théorie du potentiel.

Introdnction.

Dans une Note présentée par M. Levi—Civita 2 PAcadémie dei
Lincei?) j'ai donné une extension du concept de potentiel newtonien aux
ensembles de points mesurables et bornés de I'espace. Ces ensembles étant
supposés homogénes le potentiel newtonien de I'ensemble E situé dans
I'espace R, rapporté aux coordonnées w,y, ¢ s'exprime par Pintégrale

1 J= ;: | dx' dy’ dz’ f dxdydz—},
7 étant la distance des deux points P(z,y,2), P (', y,2) et Vintégra-
tion étant étendue 2 l'ensemble E.

J'ai donné, dans la Note citée, un aperqu trés bref de la démonstration
du théoréme de Liapounoff?) démonstration quifait I'objet d'un travail
étendut qui doit paraitre dans le Bulletin de 'Académie polonaise des scien-
ces®). Il s’agit du théoréme d'aprés lequel le maximum de I'intégrale 6)]
est aiteint par la sphére de volume égal 2 la mesure de I'ensemble E et
seulement parla sphére, 3 un ensemble de points de mesure nulle prés que
T'on peut ajouter ou soustraire a la sphére.

) Dans Ia Séance du 18 Janvier 1920.

*) Dans ume Note: Uber eine isoperimetrische Aufgabe und ihre physikalischen
Anwendungen* Mathematische Zeitschrift 6.3, 1919. M, Carleman a donné une démon-
stration' du théoreme de Liapoaunoff pour des corps limités par des surfaces continues.

%) Dans le Bulletin des Sciences Mathématigues doit paraitre un travail qui contient
les points essentiels de cette démonstration,

Prace mat.fiz, t. XXXL 10


GUEST




