22 W. Sierpinski. (6)

niecin (1) nie zawieraja liczby b,, jest miary dodatniej. Lecz w takim’ razie

i zbior wszystkich liczb -Z%, gdzie x nalezy do Pui1— @, jest miary doda-

. , . : o, 2
tniej: wnosimy stad, ze istniejg liczby =’ i &'’ zbioru P, —Q, takie iz by

y—
— %’f —=w, gdzie w jest liczba wymierna==0. Mielibysmy stad b= z wx ,
i liczbna b, wyrazatoby si¢ linjowo i wymiernie przez skoriczong liczbg réznycit
od b, liczb zbioru B, co niemozliwe. -

Jezeli wiec zbior P, jest miary zero, to i zbidr P,y1 jest miary zero.
Stad, przez indukcje, wnosimy, ze kazdy ze zbiordw P, jest miary zero. Jest
to jednak niemozliwe, gdyz P, 4 P,~-... jest zbiorem wszystkich liczb rze-
czywistych. .

Zbiér B nie jest wiec zbiorem (4) i, tembardziej, nie jest mierzalny (B),
c.b.d.o.

Zauwazymy, ze gdyby$my zatozyli, ze zachodzi twierdzenie Tt ,Jezeli
X i Y sq zbiory mierzalne (L) (linjowe), to zbiér wszystkich sum x-}-y, gdzie
« nalezy do X, za$ y do Y, réwniez jest zbiorem mierzalnym (L)%, to, rozu-
mujac jak wyzej, doszlismy do wniosku, Ze zbiér ¥ nie jest mierzalny (L),
co, jak wiemy, nie jest prawda, gdyz zbiér B moze by¢ mierzalny (L), Wno-
simy stad, ze twierdzenie T nie jest prawdziwe. Innemi stowy:

Istniejg zbiory (linjowe) X 1 ¥, oba mierzalne (L), takie,
iz zbi6r wszystkich sum 2}y, gdzie  nalezy do X, zas y do
Y, nie jest mierzaln (L)
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Heutenant de cavalerie.

Sur certaines surfaces généralisant
les surfaces minima.

O pewnych powierzchniach, ktére s uog6lnieniem powierzchni minimalnych.

L. L’une des formulss les plus remarquables de la théorie des surfaces,
en coordonnées tangentielles, est certainement celle qui donne P'expression
de la somme des rayons principaux de courbure R et B/; 'importance de
cette expression découle de sa forme linéaire par rapport 2 la fonction qui
individualise la surface et par rapport aux dérivées des deux premiers ordres
de cette fonction. .

Les axes sont rectangulaires; suivant les cas, dans lesquels existe on
non une direction ou un axe privilégié (un axe de révolution, par exemple),
il y a lieu d'utiliser 'une ou I'autre des équations .

Xcospcosy+Ycososing+Zsing=o0,
U(X— i)+ o X +iV)+(wo ~1) Z=(uv+ 1) o,
pour représenter le plan tangent. Ou a alors I'une ou Iautre des expressions
- 0 |, e 1 e
R+R'=2‘°—tg°?5;+ é;;z‘{-c‘os?,;@z, (1)

— 3t
J— 2
B+ B =20 4 (1+uv) 50" 2y
La seconde des ces expressions a été utilisée dans I'étude de certaines
classes de surfaces, telles que les surfaces minima, les surfaces de M.App ell
et les surfaces de M. Goursat. Je vais appliquer les relations précédente§
Prace mat.-fiz, t. XXXI. 3
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a une classe de surfaces qui généralisent les surfaces minima et qui s'intro-
duisent en cherchant 2 étendre aux surfaces une propriété de la chainette
de Coriolis.

9. La chainette d’'égale résistance de Coriolis est caractérisée par la
propriété suivante: la projection de tout rayon de courbure sur une direction
fixe a une longueur constante. En cherchant  étendre cette propriété a des
surfaces, on est conduit & se poser le probléme suivant:

Soient C, C' les centres de courbure principaux en un
point M dune surface (S) et 4 le milieu du segment CC'; dé-
terminer les surfaces (§) pour lesgnelles le segment M4 se
projette sur une direction fixe suivant un segment de lon-
gueur constante.

Je prendrai 'axe OZ appartenant & un systtme d'axes orthogonaux
Owy# et paralléle & ]a direction considérée; je désignerai par % la projection
- costante de MA sur OZ. R et R’ étant les rayons de courbure principaux,
les surfaces (S) seront caractérisées par la propriété

[
{—
R+B =t g

Pour a==0, les sarfaces (8) se réduisent évidemment aux susfaces
minima.

Lorsque o est différent de zéro, il suffit de connaitre une solution (S,)
du probleme pour en déduire toutes les autres, par une construction
géométrique fort simple. Considérant, en effet, une surface quelconque
comme enveloppe du plan

Pt -+ Dy +pz=0,

olt py, p,, Py désignent les cosinus directeurs de la normale au point de con-
tact M avec la surface et ot © désigne la distance de l'origine des coordon-
nées O au plan tangent en M, soit w, la fonction relative & la solution par-
ticulitre (S,) supposée connue; soit de méme o, lafonction  relative  la
surface minima générale (S)). B

Dans ces conditions, il est évident que la solution o la plus générale
du probléme posé est donnée par la formule

0= ;;0 + ;1 ’
qui s'interpréte immédiatement: soient (), (&), () les podéires de la sur-
face générale cherchée (S), de la surface particulitre (S;) et de la surface

icm
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minima générale (S;), par rapport au point O; soient p, g, ¥y trois points
correspondants, respectivement sur (), (Z,), (5), et alignés avec 0; 1a rela-
tion précédente exprime qu'on a

Op = Oy + Opy,

d’oit la construction de p connaissant p, et g,

3. La solution particulitre (s,) peut étre obtenue de plusieurs manie-
res. On peut tout d'abord chercher les surfaces (S) qui sont de révolution
autour de OZ. Posons

p="Vat{y?,

dz .
E;=f(?),

I’équation aux dérivées partielles du second ordre des surfaces (S) étant, en
cordonnées ordinaires,

a(rt+82) = r(1+¢» — 2pgs £ (14+17),

la fonction f doit satisfaire 2 la relation

% @f— = 1041

3

celle-ci est une équation différentielle du premier ordre, qui est linéaire par
rapport 2 la fonction p envisagée comme étant une fonction inconnue de la
variable 7,— et cette équation linéaire

a

ar _ e @
do = FaLm T iEe

admet pour intégrale générale

A désignant la constante arbitraire d'intégration. 1l en résulte alors, pour 2,
'expression suivante

2 une constante additive prés, qui peut évidemment &tre prise égale & zéro.

1) ‘La méttode précédente est générale et sappliquerait au cas ol le segment MA
serait une fonction quelconque ef donnée des cosinus directeurs p,, Pay Ds-
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Pour la valeirr zéro de & les expressions précédentes de p et de 2 con-
duisent aux relations

f=-
sh

1 2
s p-2Ach—2;1~

24
dqnt la seconde représente bien la chainette ordinaire.

‘Pour toute autre valeur de @, les expressions précédentes de p et de 2
qui représentent la méridienne de la surface de révolution cherchée pettvent
€tre mises sous diverses formes en prenant pour paramétre un arc-® ou un

argument 6 liés 3 £ par I'une ou l'autre des relations
f=1sh26
f=1tg 2w,

Mais ce qui importe surtout c’est d’obtenir une solution simple du probleme
posé. Une solution de cette nature s’obtient aisément en particularisant la
constante arbitraire 4. En prenant 4=0, on obtient la surface engendrée
par la courbe exponentielle

& __ lld
— =[5, @
surface qui est homothétique 3 la surface
2 =log p;

en pre{xant A=14q (ou—4¢a) on obtient aussi une surface particuliére-
ment simple; les expressions de p et de z se réduisent en effet a

p:—«—aL__
eSS

s=a log (VT 72 4-1),
il vient, & une constante additive prés qu’il est permis de négliger,
2 . p?
—a=10g 1—4), 5)
I'équation d’une surface homothétique & celle dont ’équation est
2z =log (1— p?.

4. ‘La détermination des surfaces de révolution qui sont des solutions
du probléme posé, peut &tre également effectuée en coordonnées tangen-

() Sur certaines surfaces généralisant les surfaces minima. 27

tielles. Puisque V'axe OZ est un axe de révolution, il y a lien d'utiliser
la relation (1)

£ 1 2%

dg? Tcosg a7

.o 20
R4-R ;Zm—tg ® 5% -+
il s'agit de chercher les solutions w indépendantes de la longitude ¢ de
I’équation aux dérivées partielles obtenue en écrivant

a
| —
BB = sin g’
Je poserai _
o=sing.Dd,

@ désignant une fonction de la seule variable ¢; 'expression de R-|-R’ de-
vient-pour une surface générale de révolution

(sin? % cos g il?v - (6)

'équation différentielle du second ordre qu’il s'agit d'intégrer est donc réduc-
tible & deux quadratures, qui s’effectuent sans difficulté et donnent la relation

© =0, + Py,
oit 'on pose
@&, = — a log (tang ¢)

et ot ‘@, réprésente la fonction @ relative au caténoide; pour solution par-
ticuliere (S,), on peut donc prendre

w, = — @ sin ¢ log (tg 9) @]
qui représente,  une translation prés, la surface (4), précédemment obtenue.
5. Dans les deux paragraphes précédents, je me suis occupé de la dé-
termination d'une surface (S) de révolution. Mais il est possible de trouver
des solutions particulieres du probléme par une méthode différente.
Etant donnée ’équation, en coordonnées ordinaires,

r(14¢) —2pgs+t(1+p) =0,

des surfaces minima, Scherk a découvert la solution particuliere dépendant

d'un paramétre A
g = 08
" co

1]
=
@

@®

w
!
8
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en cherchant une solution de la forme

2 = fonction de x -} fonction de y.

La méme méthode appliquée a I'équation (3) conduit également a des
surfaces (S) remarquables. Posant, en effet,

=X @+ Y@,

1y
R ___'y‘,,?/ =a, ©)

cette équation (3) donne

aprés la division par X/ et ¥”: 'une des dérivées secondes X", Y/ ne peut étre
nulle, car d'aprés I'équation (3) les deux dérivées sont nulles, si 'une est sup-
posée 'étre, en se bornant en outre aux surfaces réelles; supposer X" et ¥
simultanément nulles conduit 2 une surface dégénérée en un plan arbi-
traire.

Dans la relation (9), les variables sont séparées; on doit donc poser,
puisque les variables x, y sont indépendantes,

1z 142

I =a 9

I4y2 10
yll - —"'—'2“-— b

)\. désignant un paramétre arbitraire et constant; les deux équations différen-
tielles du second ordre précédentes ont pour intégrales générales:

1—X 2(y—,
Y= — a( 5 ) log (cos—ﬁ(g_g{)))—{—lfo,

avec quatre constantes d'intégration @, ¥,, X;, ¥,, qtil est permis de pren-

dre égales 4 zéro. La surface (S,) ainsi déterminée, et dépendant du paramé-
tre X, a donc pour équation: .

=20 2z
2= 5 log [cos _Ez—(ﬁ:)ﬁﬂ

1L el—=m

2y 1.
IOg [COS E‘(I:—i—)—] H

©
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cette surface (S,) présente une particularité intéressante: les lignes con-
juguées w=const., y==const. qui par translation engen-
drent la surface, sont des chainettes de Coriolis.

Les lignes asymptotiques et les lignes de plus grande pente, l'axe Oz
étant supposé vertical, sont immédiatement déterminables, les équations diffé-
rentielles correspondantes étant A variables séparées. Quant aux lignes de
courbure, leur équation n'est 4 variables séparées que lorsque A prend la va-
leur zéro; la surface (S) correspondante

2x

= 2x 2y
¢ ¢ = 0§ -~ COS —>

a a
présente la plus grande analogie avec la surface minima de Scherk. Ces

deux surfaces sont homothétiques aux surfaces

[e_z_——cosx.cosy,

10

le"f.—_cosx:cosy;

les projections des lignes de plus grande pente de chacune d’elles sont su-
perposables aux projections des lignes de niveau de I'autre.

Les lignes de courbure de la surface représentée par I'équation (10)
s'obtiennent immédiatement, leur équation différentielle étant

_de* __ 4y .
cos2z cos?y’
il convient de remarquer que, puisque cette équation différentielle ne contient

pas de terme en dxdy, la surface est intégrale particuliére d'une équation
aux dérivées partielles du second ordre

r(1+¢) =1t (1177
qui fut étudiée par Fuchs? et ramenée par lui & la forme

2w dw dw
o — e e
2 (a-p) 5a3p  da | 3§

Yy Fuchs, Integration der partiellen Differentialgleichung
r(gh - t(14p)=0.

(Journal de Crelle, 1860). L’équation considérée par Fuchs est celle des surfaces don't les
tangentes principales sont, en projection sur Oy et en direction dans ce plan, symetriques
par rapport’ aux axes Ox, Oy.
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Pour terminer I'énumération des propriétés de la surface (10), je ferai
observer que cette surface rentre dans la classe de surfaces d’équation

€ cos ¥ cos y = const.,

qui appartiennent 4 un des premiers systémes triples orthogonaux connus:
d’ott découle une nouvelle méthode de détermination de ses lignes de courbure.
6. Le probleme que je m’étais proposé au deuxiéme paragraphe est donc
complétement résolu, puisque j'ai obtenu diverses solutions particulieres, dé-
pendant d’ailleurs de constantes arbitraires, ce qui n'était pas nécessaire.
1l est possible de prendre pour la solution particuliére (S;) 'une des surfaces
simples et remarquables qui ont &té signalées plus haut. Je choisirai, par
exemple, la solution (7); elle est susceptible d’étre mise sous la forme

1—uo

o LUV o, U —1
uv--1

qu'il est possible d’obtenir directement d'ailleurs a partir de I'expression (2).
Pour éviter I'introduction d’imaginaires dans I’équation des surfaces minima,

j'utiliserai les coordonnées u et v, et non les coordonnées ¢ et ¢. Dans
ces conditions, 'équation générale des surfaces (S) cherchées prend la forme

=

o uv—1

ool 2wU--uV)
a  wv+l

uv 41

dans laquelle U (u) et V(v) désignent deux fonctions arbitraires de cha-
cune des variables u et v, et U, 7’ leurs dérivées.

wy —1
og “2=l gy
%8 Vuv TU+Y

STANISEAW RUZIEWICZ.

0 niestosowalnosci zasadniczego twierdzenia Rachunku catkowego
do funkeyj, majacyeh pochodne nieskodezone.

(Sur I'inapplication du théoréme fondamental du calcul intégral aux fonctions & derivées infinies

Powszechnie znane jest t. zw. zasadnicze twierdzenie Rachunku catko-
wego, ze jesli dwie funkcje maja w przedziale (a, b) wszedzie skoficzone
pochodne i jesli te pochodne w kazdym punkcie sg sobie réwrne, to funkeje
réznig sie o liczbe stala.

Pytanie, czy warunek skoficzonodci pochodnych jest istotny dla praw-
dziwosci tego twierdzenia, rozstrzygnat H. Hahn, podajac klasg funkeyj,
majacych wszedzie w danym przedziale réwne pochodne, w ktérej réznica
dwdch funkceyj nie jest stala w tym przedziale. %)

Celem niniejszego artykufu jest podanie innej klasy funkcyj o wyzej
wymienionej wtasnosci.

Na odcinku (0,%), 2> 1, zakreSlamy dokota $rodka jego pdikole

o promieniu = }é , dokota $rodkéw odcinkéw pozostatych
. I8 1 S 1 . - 1 .
(t]. (O, 5 = —6—), (,2_ + 7 1)) pétkola o promieniach 53T nastgpnie
i 1 .
dokota §rodk6w pozostatych odcinkéw pétkola o promieniach 53r | t. d.

Punkty koficowe potéwek kot wraz z punktami skupienia ich utworzg zbidr
doskonaly P, nigdziegesty o mierze =X — 1.

Okreslmy teraz dla kazdej wartosci A> 1 w przedziale (0, 3) funkcjg
£ (@), kiadac przy danem A:

%) Monatshefte f. Math,, 16 (1905), 5. 161.
Prace mat.-fiz. t XXXL 3#*
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