W. SIERPINSKI.

Czy ,Basis“ Hamela jest mierzalna?

La ,base% de M. Hamel est — elle miesurable?

Przez ,Basis* Hamela rozumiemy mnogo$é (nieprzeliczalng) ¥ liczb
rzeczywistych, réznych od zera a, b, ¢, ..., taka, iz kazda liczba rzeczywista
daje sie i to w jeden tylko spos6b przedstawi¢ w postaci:

g=aa-+Ebtor4..., )

gdzie o, 8, 7, ... 54 liczby wymierne, z posréd ktdrych w kazdym poszczegéI;
nym przypadku conajwyzej skoficzona liczba jest réznych od zera.

G. Ham el udowodnil (opierajgc sig na twierdzeniu Zermelo), ze ta~
kie mnogosci ¥ istniejg v.

Okazemy, ze Basis Hamela moze by¢ mierzalna w znaczeniu Le-
besgue'a.

Oznaczmy przez X zbi6r wszystkich liczb rzeczywistych z postaci

m=cy 3+ o5+ o+

gdzie ¢, jest liczba catkowity, zas ¢, €5, €5,... 53 liczby 0 lub 1, przez Y za$
oznaczmy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych y postaci

Y= 22+ 24'}" 25+

gdzie ¢y €4, Cer -+~ S8 liczby 0 lub 1.
Jak tatwo obliczy¢, zbiory X i ¥ beda miary zero. ZLatwo tez widzie¢,
ze kazda liczba rzeczywista 2 daje sig przedstawic¢ w postaci:

F=x-1,
gdzie x jest liczba zbioru X, za$ y—liczbg zbioru Y.

1) Mathematische Annalen, 60, p, 459/
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Potézmy S=X- Y: bedzie to oczywiscie zbiér miary zero. W mysl
twierdzenia Zermelo istnieje zbiér dobrze uporzadkowany @, utworzony ze
wszystkich element6éw zbioru S. Niech b; oznacza pierwszy rézny od zera
element zbioru &, b,— pierwszy element zbioru G, nie bedacy postaci w; &,,
gdzie w, jest liczbg wymierng, b,— pierwszy element zbioru @, nie bgdacy po-
staci w, b, -}-w, by, gdzie w; i w, sg liczby wymierne. Ogdlnie, niech o ozna-
cza liczbe porzadkowa i przypusémy, ZeSmy juz wyznaczyli liczby b,, dia
A<o. Oznaczmy przez §', pierwszy element zbioru G, kiéry nie daje sie
przedstawi¢ w postaci:

wy bydw, by w D
gdzie wy (A<o) sg liczby wymierne, z posrdd ktorych conajwyzej skonczona
liczba jest réznych od zera. (Gdyby przy pewnem o element taki b, w zbio-
rze G nie istnial, proces wyznaczania liczb b, bylby zakonczony).

(A <a),

Oznaczmy przez B wyznaczony w ten sposéb zbidr liczb b,. Latwo wi-
dzie¢, ze kazda liczba zbioru G daje si¢ przedstawi¢ w postaci
Wy by 1w, by e A 0o b= o, 2

gdzie wy, W,, ..., Wy,... sqspolczynniki wymierne, zposréd ktérych co-
najwyzej skoficzona liczba jest réznych od zera. Stad iz uwagi, ze kazda
liczba rzeczywista 2z daje sig przedstawi¢ w postaci 2=z -}y, gdziex iy
s liczby zbioru &, wnosimy dalej, ze kazda liczba rzeczywista z daje sie
przedstawi¢ w postaci (2).

Gdyby pewna liczba rzeczywista 2, dawata dwa rézne rozwiniecia

2= b Fwy byt W b =0 by w0y by, b

gdzie w', 1 W', sa spéiczynniki wymierne, z posréd ktérych conajwyzej
skoficzona liczba jest réznych od zera, to mieliby$my przy pewnych, réznych
od zera, wymiernych a, B,..., A, oraz pewnych réznych a, b, . ..1, nalezacych
do ¥ i wzigtych w liczbie skonczone], ré6wnosé

aa-+Bo—4-...-r1=0,
€0, jak to z tatwosciq wynika z budowy zbioru 8, jest niemozliwe.

Kazda liczba rzeczywista z daje sie wiec, ito wjeden tylko sposéb,
przedstawi¢ w postaci (2), co dowodzi, ze zbiér B jest ,Basis Hamela
zbiors wszystkich liczb rzeczywistych. Z drugiej strony, zbiér B, jako czesé
zbioru S, jest miary zero. Dowiedli§my wigc (przy pomocy twierdzenia Zer-
melo), Zze istnieje ,Basis* Hamela miary zero.

Z drugiej strony mozna z latwoscig udowodni¢, ze kazda ,Basis”

Hamela, ktdéra jest mierzalna w znaczeniu Lebesgue’a, musi
by¢ miary zero.

icm°

- wiec miary dodatniej (jako podobny zbiorowi 3).
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Zalézmy bowiem, ze Basis:¥ jest miary dodatniej; : Zbiér Z wszystkigh

liczb —:—l, gdzie b, oznacza dang, za$ ‘b——ddrwo‘lnq Iickzbf;'zbkioru H, bﬁb‘y
Lecz mozna z fatwoscia
udowodnié, ze w kazdym zbiorze o mierze dodatniej 1stmejq dwa rézne e1e4

’”

menty, majace wymierna odteglo$¢ ¥; niech SR i B bedg takie wlasme dwa

12
€lementy zbioru Z: mielibysmy wiegc przy pewnem wyrmernem w==0:
b—b"= b, w,

<o jest niemozliwe dla liczb &' i " zbioru B.

Ogolniej, moznaby réwniez tatwo dowies¢, ze miara wewnetrzna kazdej
Basis Hamela jest zerem.

C. Burstin dowi6dt istnienia Basis Hamela, posiadajacej punkty
wspolne z kazda mnogoscig doskonata ®, Basis taka nie moze by¢ miary zero
(gdyz dopelnienie kazdej mnogo$ci miary zero zawiera mnogosc doskonata):
w mys$l dowiedzionego wyzej twierdzenia musi zatem by¢ niemierzalna.
Istnieje wiec Basis Hamela, bedaca mnogoscia niemierzalng
w znaczeniu Lebesguela.

Godnem uwagi jest jednak, Ze, niezaleznie od tego, czy Basis O jest
mierzalna, czy nie, zbidr wszystkich tych liczb rzeczywistych z, ktérych roz-
winiecie (1) nie zawiera danej liczby a, nalezacej do Basis, jest niemierzal-
ny (L). W samej rzeczy, oznaczmy ten zbidr przez 4, za$ przez 4 (aw)—
zbidr, powstaly ze zbioru 4 przez jego przesunigcie (w kierunku dodatnim)
o diugosci aw. Jak tatwo widzie¢, suma zbioréw A(aw), rozciagnigta na
wszystkie liczby wymierne w, daje zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, skad
wnosimy, ze zbiory 4 (@ w) nie moga by¢ miary zero. Gdyby jednak zbidr 4

byt miary dodatniej, to bytby nim tez zbiér wszystkich liczb %, gdziex ozna-

1y Jezeli bowiem zbiér Z jest miary dodatniej, to istnieje przedziat skoficzony
{o diugosci 8), zawierajacy cze$¢ Z; zbioru Z, bedaca miary dodatniej pn. Gdyby zadne

. . X 1
dwa elementy zbioru Z, nie posiadaty wymiernej odleglodci, to zbiory Z, ( n >, powsta-

.), nie miatyby, jak latwo wi-
Zbior Z, () + 7, | ; o,
lezacy w przedziale skoficzonym (o diugosei %41y miatby wigc miarg nieskoficzong p-p-~..
co niemozliwe.—Por. mojg notatke: ,Sur un probléme de M. Lusin® Giornale di Matema-
tiche, 1917.

%) C, Burstim Die Spaltung des Kontinuums in ¢ in L. Sinne nichtmessbare Men~
Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien. Math.-nat, KL Abt Ile, Bd. 125 (1916).

oo 1
fe przez przesuniecie zbiorn Z; o diugosé w (n=1, 2, 3, ..

dzie¢, elementéw wspélnych, i przystawalyby do Z,.

gen.
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cza jakakolwiek liczbg zbioru 4, i mielibySmy przy pewnych 2" i 2, naleza-
cych do 4, oraz pewnem wymiernem 20: v
z' z’
T =W

czyli ’=aw--2", co niemozliwe. . .

Mogliby$my - jeszcze powiedzie¢: Z istnienia Basis Hamela wynika
istnienie mnogosci niemierzalnych, przyczem, gdyby$my mieli przyktad efek-
tywny Basis Hamela, to mielibySmy réwniez przykiad efektywny mnogosci
niemierzalnej, o ileby$my potrafili w owej Basis wskaza¢ jeden element. Mo-
znaby tez udowodui¢, ze z istnienia Basis Hamela wynika bez pomocy
pewnika Zermelo istnienie mnogosci niemierzalnych . - :

Okazemy obecnie, ze kazda Basis Hamela jest niemierzalna
wznaczeniu Borela. Dowdd nasz bedzie oparty na pewnych ~wlasno-
sciach tak zwanych zbior 6w (4), wprowadzonych przéz Suslina i Luzi-
na (Comptes Rendus, t. 164, noty z dn. 8 stycznia 1917). (Zbiory (4)
linjoive s to te mmogosci, ktére sa rzutami prostokatnemi mnogosci plaskich-
mierzalnych (B) na linj¢ prosta; podobniez, zbiory (4) ptaskie sa to te mno-
gosci, ktore sg rzutami prostokatnemi mnogoscei przestrzennych mierzalnych
(B) na plaszczyzng). :

liemmat. Jezeli Xi ¥ sg zbiory (4) (linjowe), to zbiér Z wszystkich
sum -y, gdzie « jest jakgkolwiek liczbg zbioru X, za$ y—jakakolwiek licz-
be zbioru Y, jest réwniez zbiorem (4). CoL

Dowéd. Przez kazdy punkt 2 mnogosci X (umieszczonej na osi X-6w)
poprowadzmy rownolegty do osi Y-6w: zbiér-B; wszystkich tych réwnole-
glych bedzie oczywiscie zbiorem (4) (ptaskim). Umies¢my teraz zbiér ¥ na
osi Y-ow i poprowadZmy przez kazdy punkty zbiord ¥ réwnolegly do ost
X-6w: zbior B, tych réwnoleglych bedzie réwniez zbiorem (4). ‘Iloczyn
P=R, R, bedzie wiec takze zbiorem (4).. Z drugiej strony .iloczyn ten jest
oczywiscie zbiorem wszystkich punktéw (x, ), gdzie z nalezy do X, zasy
do Y. Zbi6r Z wszystkich sum -y, gdzie « nalezy do X, zasy do ¥, be-
dzie oczywiscie odwzorowaniem jednoznaczmem i ciagtem zbioru P. (zapo-
inoca funkeji f(z, y) =%--9): poniewaz zad odwzorowanie jednoznaczne
i'ciagle zbioru (4) daje zbiér (4)?, wiec Z jest zbiorem (4),¢. b .d . o.

1) Podany przez nas dowéd nalezaoby jednak w tym celu mieco zmodyfikowac,
gdyz opiera sig on na twierdzeniu, 2e suma przeliczalne mnogoéci zbioréw miary zero jest
zZbiorem miary 2ero, twierdzeniu, kiérego nie potrafimy udowodni¢, nie odwolujac sie do
pewnika Zermelo. :

2y Zob. moja prace: ,Sur une généralisation des ensembles mesurables B%. Biuletyn
Akademji Krakowskiej. Czerwiec, 1918. Dowdd jest tam -przeprowadzony tylko dia mno-
gosci linjowych; modyfikujagc go nieco, moznaby go jednak z Iatwosécig rozeiggnaé na mno-
godci w przestrzeni o dowolne] liczbie wymiar6w.
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Wniosek I Jezeli Xi Y sq zbiory (4) (linjowe), to zbiér wszystkich
liczb ax By, gdzie o i § sg liczby wymierne, z nalezy do X, y do ¥, jest
zbiorem (A4).

Dowéd. Skoro X jest zbiorem (), to zbidr wszystkich liczb ax, gdzie a
jest wymierne, zas z nalezy do X, jest zbiorem (4) (jako suma przeliczalnej
mnogosci zbioréw 4)). Podobniez zbiér wszystkich liczb 2y, gdzie B jest wy-
mierne, za$ y nalezy do Y, jest zbiorem (4). Stad, w mysl naszego lemmatu,
wnosimy, Ze zbi6r wszystkich liczb az-}-By jest zbiorem (4), ¢c.b.d. 0.

Droga tatwej indukcji otrzymujemy stad

Wniosek Il. JeZeli X,, X,,..., X, sa zbiory (4), to zbiér wszystkich
liczb w, 2, w, ... W, gdzie wik=1, 2, ...n) sa liczby wymierne,
za$ @ nalezy do X, (dla k=1, 2, ...n), jest zbiorem (4). o

Zalézmy teraz, ze Basis ¥ jest zbiorem (4) i przyjmijmy w dowiedzio-
nym wniosku w szczegdlnosei X, = Xy =...= X, =3. Oznaczajac przez P,
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, ktdre w rozwinieciu (1) maja conajwy-
2ej n spbiczynnikéw réznych od zera, bedziemy wiec mogli powiedzie¢, ze
P, jest zbiorem (A).

W szczegélnosci, P, jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych posta-
ci wbd, gdzie w jest liczbg wymierng, za§ b — liczbg zbioru B, zatem
Py=EP (w), gdzie P,w) oznacza (przy danem w) zbi6r wszystkich liczb
postaci wd, sumowanie za§ rozciaga si¢ na wszystkie liczby wymierne w.
Skoro ¥ jest, jak zakiadamy, zbiorem (4), wige ¥ jest zbiorem mierzalnym ()
tgdyz, jak dowiedliSmy wraz z Luzinem, kazdy zbior (4 jest mierzalny
(LY. Wyzej jednak dowiedlismy, ze jezeli Basis 3 jest mierzalna Ly, to mu-
si by¢ miary zero. Kazdy ze zbioréw Py (w) (jako w-krotne zwiekszenie zbio-
ru B) jest wigc miary zero, i przeto zbi6r P, (jako suma przeliczalnej mno-
gosci zbioréw P, (w)) jest miary zero.

Zal6zmy teraz, ze (przy danem naturalnem n) P, jest miary zero. Niech
b, oznacza dang liczbg zbioru B. Oznaczmy przez Q(w) zbisr tych wszyst-
kich liczb @ zbioru P,.1, ktére w rozwinieciu (1) dajg przy &, spétczyn-
nik . Zbiér ¢= L) w), gdzie sumowanie rozciaga sig¢ na wszystkie liczby
wymierne w rézne od zera, bedzie wiec zbiorem wszystkich tych liczb x zbio-
1 Popq, ktére w rozwinigein (1) zawieraja liczbe b,. Niech w oznacza
dang liczbe wymierng ==0, x — dowolng liczbe zbioru Qwi: liczba
z—wbh, bedzie oczywiscie nalezata do zbioru P,, kidry jest miary
zero. Wnosimy stad, ze zbiér () wi (jako przesunigcie zbioru P, jest
miary zero (przy wymiernem w==0), skad wynika, ze zbidr Q=S¢ w
jest miary zero. Jezeli wigc zbiér P,y; jest miary dodatniej, to zbior
Pyy1—06), czyli zbiér wszystkich tych liczb z zbioru Py, ktére w rozwi-

") N.LusinetW. Sierpinski. ,Sur quelques propriétés des ensembles (A)“.
Biuletyn Akademji Krakowskiej, Kwiecieri, 1918.

Prace mat.-fiz., t. XXXI. 2%


GUEST


22 W. Sierpinski. (6)

niecin (1) nie zawieraja liczby b,, jest miary dodatniej. Lecz w takim’ razie

i zbior wszystkich liczb -Z%, gdzie x nalezy do Pui1— @, jest miary doda-

. , . : o, 2
tniej: wnosimy stad, ze istniejg liczby =’ i &'’ zbioru P, —Q, takie iz by

y—
— %’f —=w, gdzie w jest liczba wymierna==0. Mielibysmy stad b= z wx ,
i liczbna b, wyrazatoby si¢ linjowo i wymiernie przez skoriczong liczbg réznycit
od b, liczb zbioru B, co niemozliwe. -

Jezeli wiec zbior P, jest miary zero, to i zbidr P,y1 jest miary zero.
Stad, przez indukcje, wnosimy, ze kazdy ze zbiordw P, jest miary zero. Jest
to jednak niemozliwe, gdyz P, 4 P,~-... jest zbiorem wszystkich liczb rze-
czywistych. .

Zbiér B nie jest wiec zbiorem (4) i, tembardziej, nie jest mierzalny (B),
c.b.d.o.

Zauwazymy, ze gdyby$my zatozyli, ze zachodzi twierdzenie Tt ,Jezeli
X i Y sq zbiory mierzalne (L) (linjowe), to zbiér wszystkich sum x-}-y, gdzie
« nalezy do X, za$ y do Y, réwniez jest zbiorem mierzalnym (L)%, to, rozu-
mujac jak wyzej, doszlismy do wniosku, Ze zbiér ¥ nie jest mierzalny (L),
co, jak wiemy, nie jest prawda, gdyz zbiér B moze by¢ mierzalny (L), Wno-
simy stad, ze twierdzenie T nie jest prawdziwe. Innemi stowy:

Istniejg zbiory (linjowe) X 1 ¥, oba mierzalne (L), takie,
iz zbi6r wszystkich sum 2}y, gdzie  nalezy do X, zas y do
Y, nie jest mierzaln (L)

icm
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Heutenant de cavalerie.

Sur certaines surfaces généralisant
les surfaces minima.

O pewnych powierzchniach, ktére s uog6lnieniem powierzchni minimalnych.

L. L’une des formulss les plus remarquables de la théorie des surfaces,
en coordonnées tangentielles, est certainement celle qui donne P'expression
de la somme des rayons principaux de courbure R et B/; 'importance de
cette expression découle de sa forme linéaire par rapport 2 la fonction qui
individualise la surface et par rapport aux dérivées des deux premiers ordres
de cette fonction. .

Les axes sont rectangulaires; suivant les cas, dans lesquels existe on
non une direction ou un axe privilégié (un axe de révolution, par exemple),
il y a lieu d'utiliser 'une ou I'autre des équations .

Xcospcosy+Ycososing+Zsing=o0,
U(X— i)+ o X +iV)+(wo ~1) Z=(uv+ 1) o,
pour représenter le plan tangent. Ou a alors I'une ou Iautre des expressions
- 0 |, e 1 e
R+R'=2‘°—tg°?5;+ é;;z‘{-c‘os?,;@z, (1)

— 3t
J— 2
B+ B =20 4 (1+uv) 50" 2y
La seconde des ces expressions a été utilisée dans I'étude de certaines
classes de surfaces, telles que les surfaces minima, les surfaces de M.App ell
et les surfaces de M. Goursat. Je vais appliquer les relations précédente§
Prace mat.-fiz, t. XXXI. 3
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