icm

- ALFRED ROSENBLATT.

Un théoréme sur Iinversion des fonctions de variahles réelles.

Twierdzenie o odwracaniu funkeji zmiennych rzeczywistych.

1. Quand il s'agit dans le Calcul des Variations de démontrer qu'une
extrémale donnée du probléme envisagé peut etre entourée d’un champ
d’extrémales, on emploie un théoréme des fonctions de variables réelles que
‘on peut énoncer de la maniére suivante.

Soient données n fonctions

Yi=fi @, .., 1), i=1,9...7n (1)

continues A dérivées partielles continues dans un domaine ) B. Supposons
“Ge plus que ce domaine possdde dans son intérieur un continu D tel que
le continu D' qui lui correspond d'aprés les formules (1) dans l'espace
des y corresponde & D uni univoquement. Alors, si 4, 4' sont deux points
dont 'un est situé dans D, I'autre dans I, les coordonnées du point A sont
des fonctions continues des coordonnées de .

Envisageons alors le déterminant fonctionnel des fonctions fi

_D (e 1)
4= Do @)

et supposons le différent d2 zéro dans le continu D, p. ex. positif. On
peut alors évidemment trouver un nombre positif p tel que si I'on entoure
chaque point 4 de D d’un intervalle

1) . Cest a dire dans un ensemble E de points dqnt chacun est un point intérleur
et dont deux points peuvent étre réunis par un continu (ensemble fermé, enchatné) apparte-
nant 4 cet ensemble.

Prace mat.fiz,, t. XXXI. 1
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|2 —& | <o, i=12..n

de centre 4, les & etant les coordonnées de 4, la valeur de; A (?st‘stvxpérieure
& un nombre positif P dans le domaine ) formé par les points intérieurs aux
intervalles. Soit I (p) ce domaine.

Au domaine I(p) correspond un ensemble E' de points. da.ns l’F:space
des y qui est aussi un domaine I'(p). En effet, & chaque point mtérleu{ au
domaine I (p) correspond un point intérieur & l’ensemble.E’ et fieux points
A', B' de I'ensemble B’ peuvent &tre réunis par un continu qui appartient
a cet ensemble, car deux points 4, B dont les correspondants sont 4, B’
peuvent &tre réunis par un continu intérieur & I(p). Donc il existe un
nombre positif s tel que les intervalles

lp—wl<s i=12%..n

autour des points 4’ de coordonnées +; du continu I’ comme centres soient
situés & V'intérieur de I’ (p).

Le {héoréme en question affirme que, pourva que les nombres p, o
soient suffisamment petits, il existe un ensemble de n fonctions continues
4 dérivées partielles continues

Zi == @ (Y - . + Yn) (3)

dans le domaine I’ (s) et que & tout point de I’ (s) ne correspond qu'un
point de I(p) savoir le point donné par ces fonctions . '

2. Or dans les applications de ce théoréme au Calcul des variations,
quand il s'agit de démontrer qu’une extrémale donnée donne a Pintegrale
envisagée une valeur minimum parmi toutes les courbes qui lient les deux

. mémes points, la connaissance de 'existence des deux nombres p, s dont: _il
a été question suffit. Mais, quand les courbes de comparaison peuvent avoir
leurs extrémités variables sur des courbes ou, dans le ces des courbes gau-
ches, sur des surfaces données, on a souvent besoin de savoir que des limites
inférieures positives des nombies p, o existent qui sont fonctions de la va-
leur minimum P du déterminant fonctionnel (2) dans le domaine R et de
valeur maximum @ des dérivées partielles g—% dans ce méme domaine. Lors-
que ‘le continu D se déplace tout en restant dans un continu situé

) Il est évident qui cet ensemble de points forme un domaine.

%) O.Bolza: ,Ein Satz tiber eindeutige Abbitdung und seine Anwendung in
der Variationsrechnung®. Mathematische Annalen 63. et ,Vorlesungea iiber Variatlons-
rechnung®,
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a Pintérieur du domaine R et lorsque 'on suppose de plus que les fonc-
tions (1) peuvent dépendre de certains paramétres 1y, Jo, ... % qui varient
dans une certaine région S, on peut assigner des limites inférieures 2 p et 3 5.

Au moyen de ce théoréme on peut traiter le cas de extrémum libre,
lorsque T'extrémale envisagée est tangente 4 la courbe transversale D, On peut
par la méme méthode résoudre la question des conditions suffisantes dans le
probléme isopérimétrique, lorsque les extrémités de Ia courbe peuvent se
déplacer sur des courbes transversales. Le méme théoréme permet de résou-
dre complétement la question des conditions suffisantes dans le cas d'une
extrémale gauche dans le cas des exirémités variables sur des courbes
gauches.

On sait que si I'on suppose que les fonctions (1) possédent des dérivées
partielles du premier ordre on peut démontrer au moyen de la méthode des
approximations successives® I'existence de deux nombres p, 5 qui ont la pro-
priété suivante. Soient af, y; des valeurs des variables z;, y; qui satisfont
aux équations (1). Il y a un et un seul systéme de fonctions (3) égales aux
@} pour y;=y) et 4 toute valeur des y; de lintervalie li—v] <=
correspond une valeur unique des z; de Pintervalle |i—x) | < p savoir
celle donnée par les fonctions (3).

En supposant ce qui est évidemment permis #{=y=0 fcrivons le
systéme d'équations

(e < [2f . o
% (sl = 2 agh =2 i=1.2 0
=

14

w
|

équivalent au systeme (3). Appelons g (x1, . . Z,, ) les membres 2 droite
de ces équations. En les résolvant par rapport aux Z; qui figurent & gau-
che on a

o> Ty Yiyers U)o (5)

Formons maintenant la suite des approximations successives

") A Rosenblatt; ,Sur les problemes du caleul des varations dans lesquels les
limites de la ligne d'intégration sont variables®, A paraitre dans le Bulletin de PA~adémie
des Sciences de Cracovie 1919.

3 E Gonrsat: wSur la théorie des fonctions implicites*. Bulletin de la Société
Mathématique Jde France 1903,
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=I’}(Or"10)y;’~'iy"):
=F (@ ey, ) m=2,3,...

On a D (fb A, fi—l: ft-l—l ) fn)
ooy @)

0

Donc si P'on suppose dans le domaine | z; | < p les inégalités remplies

f[.if D (fh ’_fﬂ)
<% Dz T
on a
w1
Iw}l<"Q'j:rEMaX Lyl

On aura donc certainemeut

2] <p
pourvu gue lon ait
Pp 4
|1/“|<G=QZZT,{(:"R“’ (6)

__@rinl

R==2 Y

On a ensuite en supposant
[zp=t] <p

Lom

]x’"—a:‘|< “ i
‘Sm 15

r. |
[ an—t|

a~l
les & étant en valeur absolue plus petits que les a1, Puisque I'on a

3 (Sfm) 3f;

om; ol Bm;
les dérivées ?Ei tendent unif é t 8 i
3z nitormement vers zéro avec les w;, mais pour

pouvaoir établir des formules numériques donnant s il faut connaitre des limi-
tes supérieures des différences
( .%) _ o

axj 0 amj

! . . ¥
en fonction des maxima des | z; | .

(5r _ Un théoréme sur l'inversion. des fonctions de variables réefles. 5

5

Si I'on suppose la condition de Lipschitz

|2, <r 3 1e

dx;

ji=1

vérifiée, ce qui arrive nécessairement si les f; ont des dérivées secondes
moindres en valeur absolue 2 un nombre 7>>0 dans le domaine | z; | < p,

on a o
QLFL Q" l(ﬂ—-l)l m—1
r-1< 3 3138 LT e
i=1 E=1
(n—l)l i n*T np Max |or—| < ﬁ Max | w"‘*’ {
en posant

_____ P
T3 (m—11 g1
Si I'on suppose

lat] < &
ce qui arrive si 'on a ‘
5 < P
5 < g5p )
alors on a
af—ul| < 4k
et si l'on a de plus
N
p< - 3)

21
on a
Ll <la}l+§ <o,

[w;»|<;x;|+§r. |m1:e|<.§i.+_‘2’.=p etc.

Donc tous les | z7*—1 | sont en valeur absolue lriférieurs a p.
Nous avons ensuite la suite des inégalités
m 1( l
) _ L9 F; | e P
fp—art| < 2 e lepTt—apt | < y Max | mm=t — g2 |
i=1

i
Xi 15

m=2,3...
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Donc la série des approximations stuccessives

Al L] 2 ol ] g g2 .
Faf -4 J o — ) | A= [ af—a |- ... Q)]
gst u.niiormément convergente et représente une fonction continue w;. Les
tonc?lons 2; satisfont aux déquations (1) et possédent des dérivées premieres
continues.
~ Pour montrer qu'il n’y a pas d’autres valeurs @; satisfaisant aux équa-
l[o?s (1)‘ que celles données par les approximations successives, supposons
qu'il y ait des valeurs X; telles que l'on ait

Y= i (X,...
Nj=Fy (X,

bl ‘Yn .
Alors on a )

L] 'XN; Yiyony yn))

J{){/x o E’, (Ll'lmwl, ..

mais on a

=1 F
y J’,',"' H !/], Tt y”)'
Donc nous avons

n

. AN 13 » 0
| X; — @ [<;,___‘, sa | Mi—ap] < J‘V Max | X; — ap-!
donc B
| S—ap | < () Max | X,
X = lim = ;. (10)
Donc pourvu que 'on ait
N p

lsisa:}ombres p, o satisfont aux conditions énoncées an début de la démon-
ration.

3. Entourons alors chaque point du continy D par un intervalle

|2 — & | < 20, (12)
! étant égald — i i
p! étant égala Syn Chague point du domaine I(p") peut alors étre entourd
d'un intervalle
[o—8& | <¢

situé & Iintérieur du domaine I(2 ¢'). Puisque l'on a

Y U= @) — fileh 59 = 3 () @ ap)

3

Ji=1

(7N __Un théoréme sur Pinversion des fonctions de variables réelles. 7

les £ etant égaux a 20+ 0 (4, —x0), 0< O <1, ona
(13)

pourvi que zj, 2 soient dans un méme intervalle. On peut d’ailleurs suppo-

l?/i_y;0|<3;

ser p’ << ~g~ en prenant pour ¢ un nombre suffisamment grand. On a donc
LA SR
" =2Qn " 4RGn = SRQn
Au domaine (p') correspond un domaine I'(p’) dans Iespace des y tel

que ce domaine soit 2 'intérienr du domaine I’(—;—) ,

Ly —1l < g s (14)

les 7; étant les coordonnées des points du continu D'.
Soit maintenant s' un nombre satisfaisant aux inégalités

FII

o' < a, 5,<2'R'

. 'J! .
Envisageons un point P* du domaine I’ (5) Il y a au moins un

point 4' situé sur le continu IV et tel que T'on ait I'inégalité

Ly —m ] < ;' (15)

Au point A’ correspond un point 4 sur D et ce point est l'unique
point situé sur D qui correspond au point A'. Si & sont les coordonnées du
point 4, alors puisque l'on a

o -
PANIIES

dans le domaine .
|Lvi_‘iil<pv (16)

il y a un et un seul point P qui correspond an point P'. A l'intervalle (15)
correspond un domaine situé tout a intérieur du domaine (16).
Supposons maintenant qu’au point P' puisse correspondre un autre

!
point P dans le domaine I (%) . Puisque le point A’ est situé dans l'in-

tervalle ] 4
Ly —m P <5
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donc dans l’intervalle

o — i (P) | < )

autour du point P il y a un et un seul point ¢ qui correspond au point 4’
tel que l'on ait .

(@) — e (P)| < .

Or le point P est situé a V'intérieur d'un intervaile I(—g) de centre 4
sur D, C ’ ‘

Hm ) - s <, Sy
donc on a

| 2: (@) — &(4) | < p" (19)

Par suite au point 4 correspond sur le continu D’ un point 4’ tel Gue I'on
ait I'inégalité s :

L (4) — 5 (&) | < 5 (20)
Donc il correspond au point 4' un et un seul point dans l'intervalle

[z — & | < g', i (@D

autour du point 4. Mais si 'on meéne une courbe continue

=u, L<t<, ' (22)

allant du point 4’ au point 4’ et située toute entiére sur le conting I,
en supposant le continu 17, tel que cela soit possible, alors, comme la
correspondance entre IV et D est continue, il y a une courbe continue

m=ai(l), H<t<ty, (23)

unique allant du point 4 au point-4. Pour des valeurs de t—t, suffisamment
petites la courbe (22) reste a Pintérier du domaine

= (4) | < 7, (24)

donc la cqurbe (23) est identique 2 la courbe unique située dans le domaine
(21) et qui correspond 2 la courbe (22) dans la correspondance des deux do-
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maines. Mais, si la courbe (22) reste toute entidre a I'intérieur du domaine (24),
alors la courbe (23) reste aussi toute entigre 3 Iintérieur du domaine (21).
On a donc l'inégalité
l6—&] <4, (25)
re qui donne

l@(P)— &)< &+ F <. . (29)
_ 2T g

Maisona p < ”ZQV , donc dans T'intervalle de centre 4

]xi““gi] <p,

il 'y a que le seul point P qui correspond au point P!
On a ainsi i
P=P.

Si au point 4' sur D' il n'y a que le point 4 seul qui puisse corres-
&

pondre dans le domaine I ( 5

), alors on a

¥ =4,
donc ,
la@) — @) <%
On a de suite
P=PF.
Nous voyons donc que pour pouvoir démontrer l'unicité des fonctions
(3) dans tout le domaine I’(%) il faut supposer la propriété suivante rem-

plie par le continu .D'. Il existe un nombre = > 0 tel que chaque point de
la partie de ' qui est située & I'intérieur du domaine de centre 4’

[y —m | <=,

puisse étre 1i€ & 4’ par une courbe situeé toute entire 3 I'intérieur du‘ do-
maine envisagé. Si D' est p. ex. une courbe continue 4 tangente continue
et sans points doubles, la propriété précédente est remplie par cetie courbe.
;— <%

4. Supposons maintenant que nos équations contiennent % parame-
tres by, Ay, .., & et que les tonctions f; possédent per rapport 4 ¢es paramé-
tres les mémes propriétés que par rapport aux ;. On a donc le systéme

Il faut d’ailleurs prendre
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Yi=fi (@1 Tuy Ay, N, =1,2,..1m. 27
Ou peut adjoindre a ce systéme les & équations

)\jz)\j, ]:: 1, 2,.-/(7

el résoudre ces équations par rapport aux @; et aux A;. Alors on voit que
les mémes conclusions que celles obtenues précédemment subsistent, si Pon
remplace n par n-+Fk. Il existe un nombre ¢ dont on peut calculer une
limite inférieure tel que les fonctions inverses

€Li = ¢; (?/1 v UYn; )\1 . ~)‘Ic)) (28)

existent et sont uniques dans le domaine I’(s) formé par les intervalles au-
tour des points du continu D' dans I'espace des y;, X qui correspond
uniunivoquement au continu D de 'espace de i, A;.

STRESZCZENIE.

Liczne s przypadki w Rachunku warjacyjnym, gdy nie mozna znalesé
pola krzywych ekstremalnych, do ktérych nalezy krzywa uwazana F, i ktére
obejmuje kazdg krzywa C' ,dozwolong,t. . krzywa poréwnawcza, dostatecznie
blizka do krzywej danej. Zachodzi to przedewszystkiem, gdy kotice krzywe] ¢
mogg poruszac sig po krzywych lub (w przestrzeni) po powierzchniach z géry
zadanych, np. zachodzi to na plaszczyznie, gdy krzywa Ey styczna jest do
krzywe]j K, po ktérej poczatek krzywych poréwnawczych sig poruszab.

W tych przypadkach oddaje ustuge twierdzenie, ktérem zajmuje sig ni-
niejsza praca. Niechaj beds dane funkcje '

Yi=[i (@, Ty ..., B0), 1=1,2,..0 m
ciggte o pochodnych ciaglych. Jezeli funkcje te odwzorowuja kontynuum ¢
w przestrzeni 2-6w na kontynuum ¢’ w przestrzeni 4-6w jednoznacznie,
natenczas przy pewnych zatozeniach mozna znalesé dwie liczby ¢/, o tak ze
zbi6r wnetrzy przedziatow

[gi—m] <oy - @

') Por. prace mojg: ,Sur les problemes du Calcul des varialions dans lesquels les
éxtérmités de la ligne dintégration sont variables*. Bulletin de I'Académie des Sciences
Cracovie. Mai 1919,
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olaczajacych punkty kontynuum ¢, odwzorowuje sig jednoznacznie i ciagle
na obszar pofoZony wewngttz przedzialéw

[%s—gi‘ <P’:

vlaczajgcych punkly § kontynuum €. Liczby p/, 5" dadzg sie wyrazi¢ expli-
cite w zalezno$ci od gérnych i dolnych granic pochodnych funkeji fi. Nadto
zalezg od natury kontynuéw C i ¢'. Twierdzenie i jego dowdd wazne sg dla
kontynuéw C'i (', ktére sg krzywemi cigglemi, a wiec jednoznacznem
i cigglem odwzorowaniem odcinka prostej. Istnienie samo liczb ¢!, o,
latwo udowodnié¢ (np. Bolza, Variationsrechnung) dla dowolnych kontynuéw.

Przypusémy, ze kontynuum C zalezy w ciagly sposéb od pewnego para-
metru @, tak Ze istnieje jednojednoznaczna i ciggla odpowiednios¢ pomiedzy
punktami dwéch kontynuéw Oy, O, nalezacych do wartosci a,, @, parame-
tru @. Niechaj odleglosé pomiedzy odpowiadajgcemi sobie punktami Py, £,
natych obu kontynuach zmierza jednostajnie wraz z | @, —a, | do zera.
Wéwezas réwniez istniejq liczby p’, o’ niezalezne od a. To twierdzenie, kto-
rego dowdd jest bardzo prosty, oddaje ustugi w Rachunku warjacyjnym, gdy
wystarcza znac istnienie tych dwoch liczb.
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