ANTONI PLAMITZER.

{iber mehrdeutige Verwandtschaften auf unikursalen Trigern.

O wieloznacznych odpowiednioéciach na jednobieznych podstawach.

Die vorliegende Abhandlung zerfallt in drei Teile. Im ersten Teile
stelle ich allgemeine Sitze itber [n,, n,]-deutige Verwandtschaften zwischen
den Elementen zweier unikursaler Gebilde. - Gleichzeitig bespreche ich ent-
sprechende Sitze iiber kollokale mehrdeutige Korrespondenzen. Im zweiten
Teile untersuche ich die Plan-, Raumkurven, abwickelbare und windschiefe
Regelfichen vom (n,—1) (n,—1)-ten Geschlechte, als Erzeugnisse solcher
Verwandtschaften. Der dritte Teil enthalt endlich die Eigenschaften der Trefi-
geradenkomplexe homologer Strahlen [ny, m,)-deutiger Korrespondenzen auf
unikursalen Trigern. Aus den vorliegenden Untersuchungen ergeben sich
sofort entsprechende Satze!) uber zwei projektive Involutionen n-ten und
ny-ten Grades erster Stufe, denn solche Involutionen eine spezielle Verwandt:
schaft [n,, n,] bilden.

I. Siize iiber [, , n,]-deutige Derwandischatten.

1. Befinden sich die Punkte einer unikursalen Raumkurve R*v-ter
Ordnung und die Ebenen eines unikursalen Torsus 7}, vy-ter Klasse in einer
[n,, n,]-deutiger Verwandtschaft, so kann man fragen, wie oft ein Punkt die-
ser Kurve in entsprechender Ebene der abwickelbaren Flache T, liegt.

1) Dr. Antoni Plamitzer, Erzeugnisse projektiver Involutionen hoheren Grades,
deren Trager unikursale Gebilde sind. I u. I Mitteilung. Satze iiber die Trefigeraden pro-
jektiver Strahleninvolutionen hoheren Grades, deren Trager unikursale Gebilde sind. Wiener-
Sitzungsberichte, Bd. 125, 126. Abt. lla. )
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Einem beliebigen Punkte 4, des Trigers R» entsprechen 7, Tangen-
tialebenen des Torsus T, welche die Raumkurve BE* in nmyv Punkten 4’
schneiden. Dem Elemente 4, ordnen wir n,v; Punkte 4’ zu. Durch jeden
der letztgenannten Punkte A’ gehen v, Tangentialebenen o,, B;,... des
Torsus T,,. Ihnen entsprechen 7, Punkte der Kurve R%, welche wir dem
FElemente 4’ zuordnen. Auf diese Weise gelangen wir zu einer Punktkorres-
pondenz [n,v;, 1v,] auf dem unikursalen Trager R» und durch jeden von
den (n, v, - nyv;) Koinzidenzpunkten dieser Korrespondenz geht je eine ho-
mologe Tangentialebene des Torsus T5,.

Da aber die Riickkehrkurve der Regelfldche T, eine unikursale Raum-
kurve v,-ter Klasse ist, so ergeben sich folgende Sitze:

Befinden sich die Punkte einer unikursalen Raumkurve
y,-ter Ordnung und die Tangentialebenen (bezw. Schmiegungs-
tangentialebenen) eines unikursalen Torsus (resp. Raum-
kurve) v,-ter Klasse in einer Verwandtschaft [n;, n,], so fallt
(n,v, =+ myv)-mal ein Punkt der ersten Kurve in die homologe
Ebene des zweiten Tréagers.

Ganz analog konnen wir folgenden Satz beweisen:

Befinden sich die Punkte einer unikursalen Kurve v,-ter
Ordnung und die Tangenten einer unikursalen Kurve v.i-ter
Klasse — die in der ndamlichen Ebene liegen — in einer Kor-
respondenz [n,, m), so fallt (myv,+n,v,)-mal ein Punkt der er-
sten in die entsprechende Tangente der zweiten Kurve.

Insbesondere fiir n, =n,=1, v,=1, 2, 2, v,=2, 1, 2 bekommen
wir die von v. Staudt (s. Beitrage zur Geometrie der Lage) erhaltenen Si-
tze. Fiir n; = n, =1 vergleiche man Rudolf Sturm, Geometrische Ver-
wandtschaften, Bd. I, Nr. 177.

Betrachtet man eine unikursale Raumkurve B vy-ter Ordnung und
vy-ter Klasse, deren Punkte und Schmiegungsebenen in einer Verwandtschaft
[ny, ny] sich befinden. Einem Punkte 4, der R} entsprechen 7, Schmie-
gungsebenen a, dieser Kurve, welche K in Schmiegungspunkten der o, und
noch in 7, (v;—3) weiteren Punkten 4’ schneiden. Dem Elemente A,Z ord-
nen wir n, (v,—3) Punkte 4’ zu. Durch jeden der letztgenannten Punkte
A" gehen ausser den drei konsekutiven noch (v, - 3) weitere Schmiegungs-
ebenen der Raumkurve R). Ihuen entsprechen n, (v,—3) Punkte der 7,-deu-
tigen Reihe, welche wir dem Elemente 4’ zuordmen. Aus der Korrelspon-
denz [n, (v;—3), n, (¥p— 3)] zwischen den Punkten der unikursalen Raum-
kurve folgt unmittelbar:

B.efinden sich die Punkte (-Schmiegungspunkte) und die
Schmiegungstangentialebenen (-Tangentialebenen) einer uni-
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kursalen Raumkurve (resp. Torsus) v,-ter Ordnung (-Range)
und v,-ter Klasse in einer Verwandtschaft [n,, n,), so sind—
ausser den Koinzidenzelementen dieser Korresp ondenz —
g Vg - Mg ¥y — 3 (1y - Mp)-m al je zwei homologe Elemente dieses
Tragers inzident.

Und analog ergibt sich folgender Satz:

Befinden sich die Punkte und die Tangenten einer uni-
kursalen Plankurve v-ter Ordnung und vyter Klasse in einer
Korrespondenz [n,, ny] so sind m, 4+ nyv,— 2(n; -+ ng)-mal je
zwei entsprechende Elemente dieser Kurve inzident.

2. Es liegen zwei unikursale (abwickelbare, oder windschiefe) Regel-
flachen @» und @» von den Ordnungen v, v, vor, deren Erzeugende in
einer [n,, 7,]-deutiger Beziehung sich befinden. Es seien noch zwei unikur-
sale — in verschiedenen Ebenen liegende — Plankurven ¢, und C,, bezw.
v;-, vy-ter Klasse gegeben, deren Tangenten in einer Korrespondenz [ny, 7]
stehen. Man kann fragen, wie oft zwei homologe Geraden dieser Flachen,
oder Kurven sich schneiden.

Einer beliebigen Geraden @, der Regelfliche @ (bezw. der Kurve C,)
entsprechen m, Strahlen des Tragers @~ (resp. C.), welche n,v, Elemente
a des ersten Tragers schneiden. Der Geraden @, ordnen wir n,v, Elemente
o zu. Jede Gerade o' schueidet v, Strahlen a,, by, ... des Trigers @%,
(resp. C.). Ihnen entsprechen 7iv, Elemente der Flache @ (bezw. der
Kurve ), welche wir dem Strahle o zuordnen. Aus der Korrespondenz
[nyvy, M;v,] zwischen den Elementen des Gebildes @ (bezw. C,,) ldsst sich
leicht erkennen, dass jede von den Koinzidenzgeraden dieser Korrespon-
denz — die man als Elemente des betrachteten Gebildes ansehen kann — je
eine entsprechende Erzeugende der @ (resp. Tangente der €,,) schneidet.

Dasselbe gilt, wenn zwischen den Erzeugenden der Regelflache & und
den Tangenten der Plankurve C, eine Verwandtschaft- [n,, 7n,] besteht. Es
befinden sich namlich die Punkte der unikursalen Kurve K» — in welcher
die Ebene 7 der Kurve O, die Regelilache @ schneidet — und das Tan-
gentenbiischel auf C,, in einer Korrespondenz [n,, %,], wenn jeder Erzeu-
genden z, der Regelildche @ der Schnittpunkt 2,7 entspricht. Aus Nr.1
folgt, dass (n,v;-+n,v;) Tangenten a,, by, ... der Kurve C,, durch entspre-
chende Punkte a@,v, b;7,.-. det Kurve K% gehen. In diesen letzt erwihn-
ten Punkten schneiden sich aber homologe Elemente @y, @ by, bg5 .-+ der
Gebilde ®* und C,,, wW. z. b. W.

Befinden sich die Strahlen (Tangenten) zweier unikursa-
len Gebilde — Regelfiachen, Kegel, Raum-, Plankurven —
v,-, v,-ter Ordnung (Range oder Klasse) in einer Korrespon-
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denz [n,, n,], so schneiden sich in je einem Punkte (n,v,4n,v)
Paare homologer Strahlen dieser Gebilde.

Insbesondere fiir n, =mn, =1, v, =v, =2 vergleiche man T. Reye,
Geometrie der Lage, I. Abt. V Aufl. S. 134.

Es liege jetzt eine unikursale Regelfliche ®vv-ter Ordnung vor. Ist
diese Flache eine windschiefe oder abwickelbare Regelflache (aber nicht eine
Kegelflache), so schneidet? jede beliebige Erzeugende noch (v— 2) weitere,
oder zwei unmittelbar folgende und (v—4) andere nicht unmittelbar folgende
Erzeugende dieser Fliche. Stellen wir zwischen den Strahlén (Tangenten)
der Fliche @ (bezw. einer Raumkurve v tem Range) eine [n,, 7,] deutige
Beziehung her, so erhalten wir ganz analog folgenden Satz:

Befinden sich die Strahlen (Tangenten) einer unikursa-
len Regelfldche, oder Raumkurve v-ter Ordnung (Range) in
einer Verwandtschaft [n,, n,], so schneiden sich (n,+n,) (v—2)-mal
je zwei homologe Strahlen des betrachteten Gebildes.

3. Esseien in einer Ebene e irgend ein fester Punkt P, und zwei uni-
kursale Kurven O%, C% v;-, v,-ter Ordnung gegeben, deren Punkte in einer
[1,, m,]-deutiger Bezichung sich befinden. Man kann fragen, wie oft zwei
homologe Punkte mit P, in je einer Geraden liegen.

Einem beliebigen Punkte 4, der Kurve O entsprechen n, Punkte der
Kurve 'C*. Diese letzteren mit P, verbunden, bestimmen n, Geraden, wel-
che den Trager C* in n,v, Punkten A’ schneiden. Dem Punkte 4, ordnen
wir die n,v; Elemente 4’ zu. FEine Gerade P,4', welche P, mit 4’ ver-
bindet, schneidet die C* in v, Punkten 4,, B,,... Ihnen entsprechen n,v,
Elemente der Kurve O% welche wir dem Punkte A’ zuordnen. Auf diese

Weise gelangen wir zu einer Korrespondenz [n,v,, n,v,] zwischen den Pun--

kten der unikursalen Kurve 0. Die Koinzidenzen dieser Korrespondenz
weisen auf (n,v, - n,v;) Verbindungslinien entsprechender Punkte der Kur-
ven O» und C hin, welche durch P, gehen.

Wenn zwei unikursale Kurven v-, v,-ter Ordnung (Klasse)—
deren Punkte (bezw. Tangenten) in einer Verwandtschaft
[7:, my] sich befinden — und irgend ein fester Punkt P, (resp.
eine feste Gerade p,) in der namlichen Ebene liegen, so ge-
hen durch P, (n,v,+4-m,v,) Verbindungsgeraden (bezw. liegen

auf p, ebensoviele Schnittpunkte) homologer Elemente die-
ser Kurven.

9 Dr. L. Cremona, Grundziige einer allgem. Theorie der Oberflichen in synth.
Behandlung (deutsch von Curtze) Berlin 1870. Nr 55 u. Nr 13.
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Und analog:

Wenn irgend eine feste Gerade p, und zwei unikursale
Raumkurven (oder Torsen) v,-, vp-ter Ordnung (Klasse) gegeben
sind, deren Punkte (bezw. Tangentialebenen) in einer Korres-
pondenz [n,, ny] sich befinden, so schaeidet p, (nyvy - nyvy) Ver-
bindungsgeraden (resp. Schnittgeraden) homologer Elemente
der betrachteten Gebilde.

Ganz analog k6nnen wir folgende Sitze beweisen:

Wenn eine unikursale Plankurve vter Ordnung oder Klas-
se —deren Punkte, bezw. Tangenten in einer Verwandtschait
[n,, n,] sich befinden —und irgend ein fester Punkt P, (resp.
eine feste Gerade p,) in der namlichen Ebene liegen, so ge-
hen durch P, (n=-n,) (v—1) Verbindungsgeraden (bezw. liegen
auf p, ebensoviele Schnittpunkte) entsprechender Elemente
dieser Kurve.

Wenn irgend eine feste Gerade p, und eine unikursale
Raumkurve (oder Torsus) v-ter Ordnung (Klasse) gegeben
sind, deren Punkte (oder Tangentialebenen) in einer Korres-
pondenz [n, n,) sich befinden, so schneidet p, (ny+n)(v—1
Verbindungsgeraden (bezw. Schnittgeraden) homologer Ele-
mente des betrachteten Gebildes.

4. Betrachten wir jeizt irgend einen festen Punkt Py, eine unikur§a1e
Raumkurve B v,-ter Ordnung und eine unikursale abwickelbare, oder fmnd-
schiefe Regelflache (bezw. Raumkurve) ®% v,-ter Ordnung (Range): Befinden
sich die Punkte der B+ und die Erzeugenden (Tangenten) der @* in [0y, Mo}
deutiger Verwandtschaft, so kann man fragen, wie oft zwei homologe Ele-
mente dieser Gebilde mit P, in je einer Ebene liegen. .

Die Verbindungsebenen des Punktes P, mit den m, Strahlen der Fli-
che @, welche einem beliebigen Punkte 4, der Kurve R entsprechen,
schneiden diese Raumkurve in m,v; Punkten 4’. Dem Punkte 41 ordnen
wir die n,v, Elemente 4’ zu. -Eine Gerade P, 4, welche P, mit 4' ver-
bindet, schneidet v, Erzeugenden a,, by,... der Regelfldche @%. lhnen
entsprechen n,v, Punkte der Raumkurve B, welche wir dem Elemente A’
suordnen. Aus der Korrespondenz [n,v,, n,v,] zwischen den Punkten der
Kurve R» folgt unmittelbar der Satz: 3

Befinden sich die Punkte (oder Tangentialebenen) einer
unikursalen Raumkurve (bezw. Torsusflache) viter Ordnung
(Klasse) und die Erzeugenden (Tangenten) einer uni%{ursalen
Regelfidche (Raumkurve) v, ter Ordnung (Range) in einer Ver-
wandtschaft [n,;, n,], so gehen durch irgend einen festen, ge-
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gebenen Punkt P, (n,9,+-n,v,) Verbindungsebenen (resp. lie-
gen auf irgend einer festen, gegebenen Ebene =, ebensoviele
Schnittpunkte) homologer Elemente dieser Gebilde.

Und analog:

Befinden sich die Punkte (oder Tangentialebenen) und
Tangenten (Erzeugenden) einer unikursalen Raumkurve
(oder Torsusfldache) viter Ordnung (Klasse) und v,-ten Range
(Ordnung) in [n,, n,l-deutiger Verwandtschaft, so gehen durch
irgend einen festen, gegebenen Punkt P, ny v, n,v; — 2 (n,-} ny)
Verbindungsebenen (bezw. liegen auf irgend einer festen,
gegebenen Ebene w, ebensoviele Schnittpunkte) entsprechen-
der Elemente des betrachteten Gebildes.

5. Gegeben sind irgend eine feste Gerade p, und zwei unikursale ab-
wickelbare, oder windschiefe Regelflichen (bezw. Raumkurven) d», @, v,-,
vy-ter Ordnung (Range), deren Erzengenden (resp. Tangenten) in einer Ver-
wandtschaft [n,, n,] sich befinden. Untersuchen wir jetzt die Eigenschaften
der Geraden, welche je zwei homologe Strahlen der Gebilde d», ®% und
die Gerade p, schneiden. Diese Treffgeraden erzeugen eine Kongruenz
(11, 4 n,vy)-ter Ordnung und Klasse.

Um die Klasse der betrachteten Kongruenz zi bestimmen, schnei-
den wir die Regelflachen ®», ®» mit einer beliebigen Ebene ¢ in unikur-
salen Kurven C%, %, v,-, vy-ter Ordnung und ordnen wir jeder Erzeugenden
&y, 1eSp. 2 dieser Flachen den Schnittpunkt Z, = z,¢, bezw. Z, = z,¢ zu.
Die auf diese Weise konstruierten [n,, n,l-deutige Punktreihen auf C» und
O, besitzen (Nr 3) (n,v, | n,v,}mal zwei entsprechende Punkte, welche
_mit dem Schnittpunkte pge in je einer Geraden liegen. Die (m,v, - n,v,)
in e liegende Verbindungsgeraden dieser Punkte schneiden aber die feste
Cr_erade P, und je zwei entsprechende Strahlen der Regelflichen @% und @,
Sie bestimmen bekanntlich die Klasse der betrachteten Kongruenz.

Aus diesen und dualen Untersuchungen ergibt sich folgender Satz:

Wenn irgend eine feste Gerade p, und zwei unikursale
Regel.ﬂﬁchen (Raumkurven) v~ v,ter Ordnung (Range) gege-
ben sind, deren Erzeugenden (Tangenten) in einer Korrespon-
denz [ffy, n,] sich befinden, so erzeugen die Treffgeraden der
b, und homologer Strahlen dieser Gebilde eine Kongruenz
(Myv,4~nyv))-ter Ordnung und Klasse.

) Geht die Schuittebene ¢ durch p,, so erzeugen (vgl. Nr 8) die [ny, n,]-
dentige Punktreihen auf ¢% und 0% eine Kurve K (nyvy 4 myv)-ter Klasse
und (ny;— 1) (n,— 1)-ten Geschlechtes. Diese Kurve ist im Allgemeinen von
2(mvy+ v, nymy — n;— ny)-ter Ordnung und besitzt $(nyvy - nyvy)
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(n,v; + nyv, — 3) — (nyny - ny —n,) Doppeltangenten. Es lasst sich aber
leicht erkennen, dass jede Tangente und Doppeltangente dieser Kurve eine
Gerade), bezw. Doppelgerade der betrachteten Kongruenz ist. Es ergeben
sich daher die dual entsprechenden Sitze:

Die Ebenen des Biischels um p, und die Punkte der Ge-
raden p, sind singuldre Elemente der untersuchten Kon-

- gruenz. Auf jeder singularen Ebene (bezw. durch jeden singula-

ren Punkt gehen) liegen § (myvy-m,vy) (1 vy -1y v, —38)— (1 My~ 1y — 70)
Doppelkongruenzstrahlen und ool Kongruenzstrahlen, wel-
che eine Plankurve (bezw. Kegel) von (n,v,+n,v,)-ter Klasse
(Ordnung) und (n,—1)(n,—1)-tem Geschlechte erzeugen.

Geht die Schnittebene & durch zwei (s. Nr. 2) sich schneidende entspre-
chende Strahlen s,, s, der Flichen ®% und @®», so besitzen (Nr3) die
[n,, ny]-deutigen Punktreihen auf G, C%' (myv, —+ n,v, — ny — n,) mal
zwei entsprechende Punkte, welche mit dem Schnittpunkte P,=p,¢ in je
giner Geraden liegen. Diese Geraden bilden aber die in & liegende Kongru-
enzstrahlen. Aus Nr 2 folgt:

Die Paare sich schneidender korrespondierender Gera-
den der Gebilde ®» und ®» bestimmen (n,v,-}n,v,) singulare
Ebenen und (n,v,--n,v,) singulare Punkte der betrachteten
Kongruenz. Auf jeder singuldren Ebene (bezw. durch jeden
singuldren Punkt gehen) liegen vy nyv; — (0, 4 1ny) Kongru-
enzstrahlen.

Betrachten wir jetzt eine feste Gerade p, und eine unikursale Regelfla-
che (bezw. Raumkurve) @ v-ter Ordnung (Range), deren Strahlen in einer
Verwandtschaft [n,, n,] sich befinden. Ganz analog konnen wir folgenden
Satz beweisen:

Wenn irgend eine feste Gerade p, und eine unikursale
Regelfliche (Raumkurve) v-ter Ordnung (Range) gegeben sind,
deren Erzeugenden {(Tangenten) in einer Korrespondenz
[ng, n,] sich befinden, so erzeugen die Trefigeraden der p, und
homologer Strahlen dieser Flache (Kurve) eine Kongruenz
(n, +ny) @ — 1)-ter Ordnung und Klasse.

Es soll noch bemerkt werden (vgl. Nr 2), dass die Paare sich schneiden-
der entsprechender Strahlen des Trégers @ (n; 4 n,) (v — 2) singulére Ebe-
nen und ebensoviele singulire Punkte der Kongruenz bestimmen. Alle Pun-
kte der Geraden p, und alle durch p, gehende Ebenen sind auch singulare
Elemente dieser Kongruenz. Die speziellen Eigenschaften dieser singularen
Elemente k6nnen wir leicht erforschen. ’
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Il €rzeugnisse [n, , n,]-deutiger Uefwandtschaﬂen.

8. Betrachtet man zwei allgemeine unikursale Gebilde I'; und T, —
Plan-, Raumkurven, Kegel, abwickelbare oder windschiefe Regelflichen —
deren Elemente (d. h. Punkte, Geraden, Ebenen) in einer [n,, n,]-deutiger
Verwandtschait sich befinden, so erzeugen homologe Elemente der Trager
T, und T, ein Gebiide V.

Um das Geschlecht des Erzeugnisses ¥ zu bestimmen, stellen wir zwi-
schen den Elementen (Punkten, Geraden, Ebenen) o,... des Tragers I,
und den Strahlen ¢, ... eines in beliebiger Ebene e liegenden Biischels §,
eine [1, 1]-deutige Korrespondenz K; her. Zwischen den Elementen a,, ...
des Tragers I, und den Strahlen a,,... eines in e liegenden Biischels S,
stellen wir auch eine [, 1]-deutige Korrespondenz Ky her. Da aber die Ge-
bilde T, und T, in einer [n,, n,]-deutiger Verwandtschait sich befinden, so
kommen zwei (in der namlichen Ebene e liegende) Strahlenbiischel S, und
8, — die vermittels der Korrespondenzen K; und Ky zu ihnen beziehungs-
weise projektiv sind — in eine eben solche Verwandtschaft [n,, n,].

Die [n,, n,]-deutige Strahlenbiischel S, und S, erzeugen bekanntlich
im Allgemeinen eine in der Ebene ¢ liegende Kurve Ctn (n,--n,)-ter Ord-
nung, 2 ny-ter Klasse und (n,— 1) (n,—1)-ten Geschlechte, welche einen
n,-fachen Punkt §;, und einen n,-fachen Punkt S, besitzt.

Zwei homologe Elemente o, und e, der Gebilde T'; und I, bestimmen
das Element a;a, des Erzeugnisses W. Den Elementen o, o, entsprechen—
vermittels der Korrespondenzen K; und Ky — zwel bestimmte homologe
Strahlen @, und «, der Biischel 8, und §,, welche sich in dem Punkte
aya, der Kurve O™t schneiden. Ordnen wir jedem Element o a,
des Gebildes W einen einzigen und bestimmten Punkt ¢ a,
der Plankurve Ot zu, so erkennen wir gleich, dass auch die Punkte
der Kurve Omts sich eindeutig auf die Elemente des Gebildes W beziehen
lassen. Auf diese Weise gelangen wir zu einer Korrespondenz [1, 1] zwischen
den Elementen der Gebilde W und C»tn.  Aus dem fundamentalen Satze
von Riemann iiber Geschlechtsgleichheit eindeutig bezogener Gebilde folgt
unmittelbar, dass das Erzeugnis ¥ vom (1,—1) (n,— 1)-ten Geschlechte ist.

Das Erzeugnis einer [n,, m,)-deutigen Verwandtschaft
zwischen den Elementen (Punkten, Geraden, Ebenen) zweier
unikursaler Gebilde — Plan-, Raumkurven, Kegel, Regelflichen —
ist im allgemeinen Falle vom (n,—1) (n,—1)-ten Geschlechte.

7. Befinden sich gleichartige Elemente (Punkte, Strahlen oder Ebenemn)
eines allgemeinen unikursalen Gebildes I' — Plan-, Raumkurve, Kegel-
Torsusflache — in einer Verwandtschaft [n,, n,], so erzeugen homologé
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Elemente ein Gebilde W. Um das Geschlecht des Erzeugnisses ¥ zu be-
stimmen, stellen wir zwischen den Elementen «,,.,., a;,... des Tragers T
und den Punkten 4,,..., 4,,... eines beliebigen Kegelschnittes C? eine
[1, 1]-deutige Korrespondenz K her, durch welche die betrachtete Verwandt-
schaft auf I' in ebensolche, ihre Koinzidenzen in deren Koinzidenzpunkte
tibergefiihrt werden. Die auf diese Weise konstruierten [n,, n,]-deutige Punkt-
reihen des Kegelschnittes C? erzeugen? im Allgemeinen eine Direktions-
kurve D von (n,~+n,)-ter Klasse, 20, 1,-ter Ordnung und (n,— 1)(n,—1)-tem
Geschlechte, welche §ny (n,—1) -1 n, (n,—1) Doppeltangenten besitzt.

Zwei homologe Elemente o, und o, des Trigers I' erzeugen das Ele-
ment a, a, des Gebildes W. Den Elementen e, o, entsprechen — vermit-
tels der Korrespondenz K;— zwei bestimmte homologe Punkte 4, und 4,
des Kegelschnittes 0% welche eine Tangente 4,4, der Direktionskurve D
liefern. Aus der Korrespondenz [1, 1] zwischen den Elementent «,a, und
A, 4, der Gebilde ¥ und D folgt unmittelbar, dass das Erzeugnis ¥ vom
(ny;—1) (n;—1)-ten Geschlechte ist.

Betrachten wir jetzt eine allgemeine unikursale Raumkurve (bezw. einen
Torsus) I, deren Punkte 4, ... (resp. Tangentialebenen o, ...) und Tan-
genten (Erzeugenden) a, ... in einer Verwandtschaft [n;,n,] sich befinden.
Homologe Elemente dieser Korrespondenz erzeugen einen Torsus, bezw. eine
Raumkurve ¥. Um das Geschlecht des Erzeugnisses ¥ zu bestimmen, ord-
nen wir jeder Tangente @, der Raumkurve I' (bezw. Erzeugenden a, des
Torsus I') den ihr zugehorigen Tangentialpunkt 4, (resp. die ihr zugehdrige
Tangentialebene o;) zu, Vermittels dieser Projektivitat Py gelangen wir zu
“einer [n,, ny)-deutigen Verwandtschaft zwischen den Punkten der Raumkur-
ve (resp. Tangentialebenen des Torsus) I'. Entsprechende Punkie (oder Ebe-
nen) der letzteren Korrespondenz erzeugen eine windschiefe Regelflache D
vom Geschlechte (n,—1) (n,- 1). Aus der [1, 1] deutigen Beziehung zwi-
schen den Elementen A, @, und 4, 4,, oder o, a, und o;a, der Gebilde ¥
und @ ergibt sich das Geschlecht (n,— 1) (n,—1) des Erzeugnisses ¥.

Aus den bisherigen Betrachiungen folgt der Satz:

Das Erzeugnis einer [n;, n,]-deutigen Verwandtschaft zwi-
schen den Elementen eines unikursalen Gebiides — Plan-,
Raumkurve, Kegel, oder Torsus — ist im Allgemeinen vom
(n,—1) (n,—1) ten Geschlecht.

8. Betrachtet man in einer Ebene e zwei allgemeine unikursale Kur-
ven O%, und C* v;-, v,-ter Ordnung, deren Punkte in einer Verwandtschaft

1) Dr. Emil Weyer, Beitrige zur Curvenlehre p. 7—9. Wien 1880.
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sich befinden. so umhtillen die Verbindungsstrahlen homologer Punkte (s. N2 6)
eine Kurve X vom (n;—1) (n,—1)-ten Geschlechte.

Durch irgend einen festen Punki P, (s. Nr 3) der Ebene & gehen
(v, - m,v,) Verbindungsgeraden entsprechender Punkte der Kurven O
und 0%, welche die aus P, an K gelegten Tangenten bilden. Es ergeben
sich daher die dual entsprechenden Satze:

Zwei in der namlichen Ebene liegende [n, my]-deutige
Punktreihen (bezw. Tangentenbiischel), deren Trager zwei
allgemeine unikursale Kurven vi-ter und vy-ter Ordnung (resp.
Klasse) sind, erzengen im Aligemeinen eine Plankurve
(nyv; +-nyv)-ter Klasse (Ordnung) und (n; — 1)(ny — 1)-ten Ge-
schlecht.

Diese Kurve ist im Allgemeinen von 2 (14 Y- 7y Vi 1y Ng— 70— 1y)-ter
Ordnung (Klasse) und besitzt 4 (12qv5-n,v )1y Vg5 ¥, —3) — (n, ny—my—n,)
Doppeltangenten (-punkte). Die Anzahl der Doppeltangenten der Kurve K
kénnen wir folgendermassen bestimmen. Eine beliebige Tangente E, K,
dieser Kurve, welche zwei entsprechende Punkte E,, B, der Tragerkurven
Cw, C= verbindet, moge Cv ausser E; noch in (v,—1) Punkten P, @,...
und die C% ausser %, noch in (v,—1) Punkten X,, ¥,, .. schneiden.

a) Wiirde X, mit B, — d. h. mit einem von den (n,—1) iibrigen,
dem Punkte E, entsprechenden Elementen — zusammenfallen, so wiirde die
Gerade B E, = E, F', zu einer Doppeltangente der Kurve K werden. Dem
Punkte E, korrespondieren n, Elemente E, des n, deutigen Gebildes C».
Wir verbinden jeden Punkt E; mit (n,—1) Punkten E, des n,-deutigen Ge-
bildes C», welche ausser E, dem Elemente E, entsprechen, und bezeichnen
diese n, (n, —1) Verbindungsgeraden mit e¢,. Jedem Punkte E, der
Kurve C» ordnen wir solche n, (n,—1) (v, - 1) Punkte X;, T,,...
zu, welche sich ausser E, als weitere Schnittpunkte der (%
mit den n,(n,—1) Strahlen ¢, ergeben. Durch den Punkt X, ge-
hen ausser den 7, Tangenten der Kurve K — welche X, mit den ihm ent-
sprechenden Elementen des ny-deutigen Gebildes O% verbinden — noch
weitere (v, n,v, —n,) Tangenten B, E,, F| F,, ... des Erzeugnisses K.
Bezeichnen . wir mit &', Fy,... die (n,v, 4 n,v, —n)(n,—1) Punkie des
Tragers O, welche ausser E,, F,,... den Elementen B,, F,,... der Kurve
C» korrespondieren. Wilrde X, mit einem von den Punkten z. B. E, zu-
sammeniallen, so wiirde die Gerade E, E, - E,E, zu einer Doppeltangente
der Kurve K werden. Wir ordnen also jedem Punkte X, der Tri-
gerkurve C% (nv,4n,v; —n) (n,—1) Punkte E,, F,',... dieser
Kurve zu.

Aufdiese Weise gelangen wir zu einer Korrespondenz [n, (11,—1) (v,—1),
(nyv9 + 1y v, —ny) (n,—1)] auf der unikursalen Kurve %, durch deren Koin-
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zidenzpunkte die Doppeltangenten der Kurve K hindurchgehen. Es lasst
sich aber leicht erkennen, dass jede Doppeltangente E,E,= E, E, zwei
verschiedene Koinzidenzelemente E, und E, der erwédhnten Korrespondenz
auf C» enthdlt. Es ergibt sich daher folgender Satz:

,Die Kurve K hat & =14 (n,—1) (2n,v;, — 20, + n,v;) solche
Doppeltangenten, welche je ein beliebiges Element des #,-deutigen Ge-
bildes C* mit zwei entsprechenden Punkten des n,-deutigen Gebildes
C» verbinden®.

b) In dhnlicher Weise erkennen wir:

,Die Kurve K hat 9, =1} (n,—1) (2nyv, — 2ny-}-7,v;) solche
Doppeltangenten, welche je einen Punkt des n,-deutigen Gebildes C*
mit zwei entsprechenden Punkten des n,-deutigen Gebildes O ver-
binden“.
¢) Wiirde X, mit einem, von n, dem Elemente P; korrespondieren-

den, Punkte P, zusammenfallen, so wiirde die Gerade E;E,= PP, zwei
Paare homologer Punkte der Trager (%, C verbinden und daher zu einer
Doppeltangente der Kurve K werden. Dem Elemente P, entsprechen 7,
Punkie P, des m,-deutigen Gebildes C%. Durch jeden® Punkt P; gehen
ausser den n, Tangenten der Kurve K, welche P; mit den ihm entspre-
chenden Elementen des 7m,-deutigen Gebildes C% verbinden, noch weitere
(1, v+ ny v, — ny) Tangenten M, M,, Ny Ny, ... der Kurve K. Bezeichnen
wir mit 4,, B,,... die (nvy-+ myv; — n,) (v, — 1) Punkte der Kurve C,
welche sich ausser M, N, ... als weitere Schnittpunkte der C» mit den
Tangenten M, M,, N, N,,... ergeben. Wiirde z. B. 4, mit P, zusammen-
fallen, so wiirde My M, = P, P, zu einer Doppeltangente der Kurve K wer-
den. Dasselbe gilt fiir alle n, Punkte P, welche dem Elemente P, korres-
pondieren. Wir ordnen also jedem Punkte P, der Kurve C*
By (g9 - ngvy — n,) (,—1) Punkte 4,,..., By, ... dieser Kurve zu.
Durch jeden von diesen letztgenannten Punkten, z. B. durch 4,, gehen aus-
ser den n, Tangenten der Kurve K, welche 4, mit den ihm entsprechen-
den Elementen des n,-deutigen Gebildes C verbinden, noch weitere
(ny v, n,v; — n,) Tangenten M, My, Ly Ly, ... Diese Tangenten schneiden
die O+ ausser M;, L,,... moch in (f,vs -+ 1,v; —7y) (v, — 1) weiteren-
Punkten P,, R,,..., denen auf der Kurve 07 Mg (Mg vy~ gy, — 1) (v — 1)
Elemente P,,..., B,,... entsprechen. Wiirde z. B. P, mit A, zusammen-
fallen, so wiirde M,M,==P;P, zu einer Doppeltangente der Kurve K

1Yy Fiir ,=27,==1 vgl. man den analogen Beweis in der Abhandlung B. Kalicun,
(Jber die Erzeugnisse krummer projektiver. Gebilde, deren Tréger unikursale Plankurven sind.
Wiener Sitzungsber. Bd. 123. Abt. I, p. 315.
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werden. Wir ordnen also jedem Punkte 4, der Kurve (%
Ny (nyvs 1y —my) (v —1) Punkte Py,. ., B, ... dieser Kur
ve zu.

Auf diese Weise gelangen wir zu einer Korrespondenz [ (12, v, -+ nyv,
— ) (9 — 1), 7y (2 vy ~+ 1y vg — M) (v - 1)] auf der unikursalen Kurze C,
durch deren Koinzidenzpunkte die Doppeltangenten der Kurve K gehen.
Da aber jede Doppeltangente M, M, = P, P, zwei verschiedene Koinzi-
denz punkte M, und P, dieser Korrespondenz enthilt, so ergibt sich der
Satz:

,Die Kurve K hat & =14 (nyvy - nyv;) (v, Ny vy — Ny —ny)

—inyny (v, v, —2) Doppeltangenten, welche je zwei Paare entspre-

chender Elemeunte der [n,, n,]-deutigen Punktreihen auf O und (%

verbinden®.

Aus den bisherigen Betrachtungen folgt unmittelbar, dass die Kurve K
im Allgemeinen

=3y & ¥y =§ (yys %) Mgy My — 3) = (40 ~ Ny — 0y)
Doppeltangenten besitzt.

Wir gehen nun iiber zu der Betrachtung zweier [n,, n,)-deutiger Punki-

reihen, deren Triger eine Gerade ¢ und eine unikursale Plankurve CYv-ter -

Ordnung ist. Im diesen besonderen Falle (fiir: v, =1, v, =v) ist das Er-
zeugnis unserer Verwandtschaft eine Kurve K (n,v - n,)-ter Klasse und
(n, — 1) (n, — 1) ten Geschlechtes. Um die Anzahl der Doppeltangenten
der Kurve K, zu bestimmen, ermitteln wir (vgl. a) eine Korrespondenz
[ny (mg— 1) (v — 1), (n,v -+ 1y —mny) (n, — 1)] auf ¢, durch deren Koinzi-
denzpunkte ¥ =4 (n,—1) (@n,v—2n, 4 n,) Doppeltangenten hindurch-
gehen. Die Kurve K, besitzt noch eine n,v-fache Tangente I. Die Gerade ]
schneidet ndmlich den Triger (* in v einfachen Punkten 4,. B,,..., denen
n,v Elemente 4,,..., B,,... der n,-deutigen Punktreihe I entsprechen.

Zwei [ny, nyJ-deutige in der ndmlichen Ebene liegende
Punktreihen (bezw. Strahlenbiischel), deren Tridger eine Ge-
rade ! (resp. ein Punkt L) und eine unikursale Kurve v-ter
Ordnung (Klasse) sind, erzeugen im Allgemeinen eine Plan-
kurve (n;v-fn,)-ter Klasse (Ordnung), 2n, (v-+n,— 1)-ter Ord-
nung (Klasse) und (n, — 1) (n, — 1)-ten Geschlechtes, welche
+(my,—1)(2n,v —2n,4mn,) Doppeltangenten (-punkte) und n,v-
fache Tangente I (resp. nyv-fachen Punkt L) besitzt.
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Wir haben bisher die Eigenschaften der Plankurven K und K, unter-
sticht. Vermittels der Projektion erhalten wir unmittelbar die Eigenschaften
der Kegel (myvy + myv,)-, tesp. (nyy + my)-ter Klasse (Ordnung) und
(ny— 1) (ny — 1)-ten Geschlechtes.

Insbesondere fiir 1, =mn, =1 erhalten wir die von Kalicun?® bespro-
chenen Kurven. Nehmen wir die Kegelschnitte als-Trager projektiver Punkt-
reihen und Tangentenbiischel an, so erhalten wir (fir: n, =n,=1, v =1, 2;
v, = 2) die von Schroter? und Weyr?® untersuchten Kurven.

9. Betrachtet man [n,, n,]-deutige Punktreihen auf einer allgemeinen
unikursalen Plankurve G v-ter Ordnung, so umhiillen die Verbindungsstrahlen
entsprechender Punkte dieser kollokalen Reihen (s. Nr. 7) eine Kurve K, vom
(n, — 1) (n, — 1)-ten Geschlechte.

Die Klasse (ny-m,) (v — 1) dieser Kurve ¥ kann man folgendermassen
bestimmen. Durch irgend einen festen Punkt P,, der Ebene gegebener Tréa-
gerkurve O (s. Nr. 3), gehen (n; -+ n,) (0 — 1) Verbindungsgeraden homo-
loger Punkte [n,, n,]-deutiger Reihen auf ¥, welche die aus P, an die un-
tersuchte Kurve gelegten Tangenten bilden.

Zwei kollokale [n,, m]-deutige Punktreihen (bezw. Tan-
gentenbiischel) auf einer allgemeinen unikursalen Plankurve
vter Ordnung (Klasse) erzeugen im Allgemeinen eine Kurve
(n, +ny) (v— 1)-ter Klasse (Ordnung) und (n,—1) (n,—1)-ten Ge-
schlecht.

Diese Kurve ist im Allgemeinen von 21, 7,2 (n-n,) (v—2)-ter Ord-
nung (Klasse) und besitzt

=5 (Y + nyy — 8) (nyy + 1y — 21y — 27m,) + (0 + 0§ — 1y — 1)
Doppeltangenten (-punkte). Die Anzahl der Doppeltangenten der Kurve K,
konnen wir folgendermassen bestimmen. Eine beliebige Tangente E E,
dieser Kurve, welche zwei homologe Punkte E, und E, der Tragerkurve C*
verbindet, mdge (v ausser Ey, B, noch in (v —2) Punkten: Q= X,
P, =Y,,... schneiden.

a) Wiirde X, mit B, — d. h. mit einem von den (n, — 1) fibrigen,

1y B, Kalicun, L c. I und II Mitteilung. Wiener Sitzungsber. Bd. 122, 123. Abt Ha.
Wien 1913 —14.

3y H. Schréter, Uber die Erzeugnisse krummer projektivischer Gebilde, Crelle’s
Journal, Bd. 54. Berlin 1857, '

%) Emil Weyr, Regelflachen dritter Ordnung. Note C. Die Kurve dritter Ordnung

mit einem Doppelpunkte... Leipzig 1870,

4 PBinen anderen Beweis vgl man in R Sturm, Geom. Verwandtschaften. Bd. L.
Nr. 180.
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dem Punkte E; entsprechenden Elementen — zusammenfallen, so wiirde die
Gerade E, E, = E, E,' zu einer Doppeltangente der Kurve K, werden. Dem
Punkte E,’ korrespondieren n, Elemente E; der n,-deutigen Punkireihe
auf C*. Wir verbinden jeden Punkt E, mit (n,—1) — ausser E,’ dem Ele-
mente E, entsprechenden — Punkten E, der n,-deutigen Reihe und bezei-
chnen diese 7, (n, — 1) Verbindungsgeraden mit ¢,. Jedem Punkte B
der Kurve (¥ ordnen wir solche n, (n,—1)(v—2) Punkte X;, ¥,,..
zu, welche sich ausser X, E, als weitere Schnittpunkte der ¢
mit den n,(n, — 1) Strahlen ¢, ergeben. Durch jeden von den letzt-
genanten Punkten, z. B. durch X, = @; gehen ausser den n, |+ n, Tangen-
ten der Kurve K, — welche X, (resp. @,) mit den ihm entsprechenden
Elementen der n,- (bezw. n,-)-deutigen Reihe verbinden - noch weiters
(ny + ny) (v — 2) Tangenten E, K,, F, F,,... der Kurve X,. Den Elemen-
ten B, Fy,... entsprechen ausser B,, F,,... noch (n,4n,) (v—2) (n,—1)
weitere Punkte )/, E)',... der n,-deutigen Reihe. Wiirde X, z. B. mit E,
zusammentallen, so witrde B E, = E, B,/ zu einer Doppeltangente der K,
werden. Wir ordnen also jedem Punkte X, des Trigers ¢
(ny +n,) (v—2) (n,—1) Punkte By, Fy,... dieser Kurve zu.

Aus der Korrespondenz [n, (n,—1) (v —2), (1, --1n,) (v — 2) (12, — 1)]
zwischen den Punkten der unikursalen Kurve ¢ (s. Nr. 8a) folgt der Satz

»Die Kurve K, hat ¥, =} (2n,+n,) (n,—1) (*—2) solche Dop-

peltangenten, welche je ein beliebiges Element der n,-deutigen Punkt-

reihe mit zwei homologen Punkten der #,-deutigen Reihe verbinden®.

b) In ghnlicher Weise erkennen wir:

»Die Kurve K, hat &, ={ (2n, 4 n,) (n, —1) (v— 2) solche Dop-
peltangenten, welche je ein beliebiges Element der n,-deutigen Punkt-
reihe und zwei entsprechende Punkte der n,-deutigen Reihe verbindet*

¢) Wiide X, mit einem (von n, dem Elemente P; entsprechenden)
Punkte P, zusammenfallen, so wiirde die Gerade E, E,= P, P, zu einer
Doppeltangenten der Kurve K, werden, Dem Elemente P, entsprechen n,
Punkte P, der n,-deutigen Reihe. Durch jeden Punkt P, = ¥, gehen aus-
ser den n, +4-n, Tangenten der K, — welche P, (resp. ¥,) mit den ihm ent-
sprechenden Elementen der 7,- (bezw. n,)-deutigen Reihe verbinden -— noch
(1 +1,) (v — 2) weitere Tangenten M, M,, N, N,, ... der Kurve K,. Diese
Tangenten schneiden die Tragerkurve € ausser Py, M, M,, Ny, N,, ...
noch in (ny +-n,) (v —2) (v — 3) weiteren Punkten 4,, B,,... Wiirde z. B.
4, mit P, zusammenfallen, so wiirde M, M, = P, P, zu einer Doppeltan-
gente der K, werden. Dasselbe gilt fiir alle », Punkte P,, welche dem Ele-
mente P, korrespondieren. Wir ordnen also jedem P, der Kurve
Gny (ni+my) (v —2)(v — 3) Punkte 4,, B,,... dieser Kurve zu
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Durch 4, = B, gehen ausser den n,--n, Tangenten der X, — welche 4,
(resp. Ey) mit den ihm entsprechenden Elementen der n,- (bezw. n,-) deuti-
gen Reihe verbinden — noch weitere (n; -+ n,) (v — 2) Tangenten M, M,
L,L,, ... der Kurve K,. Diese Tangente schneiden C* ausser 4,, M,, M,,
Ly, Ly, ... nochin (n,n,) (v — 2) (v — 3) weiteren Punkten P,, §,,...,
denen 7, (n,+ ny) (v —2) (v — 3) Elemente P,, S,,... der nydenti-
gen Reihe entsprechen. Wir ordnen jedem Punkte 4, der ¢
7y (N -+ 1) (v — 2) (v — 3) Punkte P,, S,,... zu.

Aus der Korrespondenz [n, (n,4n,)(v—2)(v—3), n, (n,-4-1,)(v—2) (v—3)]
auf der unikursalen Kurve C" folgt unmittelbar:

»Die Kurve K, hat ¥, =1(n, +n,)? (v—2) (v—3) solche Dop-
peltangenten, welche je zwei verschiedene Paare entsprechender Ele-
mente der [n,, n,]-deutigen Punktreihen auf ¢ verbinden®.

d) Betrachten wir noch einmal die (n,--n,) (v— 2) durch einen Punkt
P, gehende Tangenten M;M,, N,N,.... Wiirde z. B. M, mit P, zusam-
menfallen, so wiirde die Gerade M; M, =P, P, den Punkt M, = P, mit
zwei ihm entsprechenden Elementen M,, P, verbinden und daher zu einer
Doppeltangente der Kurve K, werden. Wir ordnen also jedem Pun-
kte Py n, (ny4n,) (v — 2) Punkte My, N,,... zu. Durch M, gehen n,
Tangenten der KX,, welche M, mit den ihm entsprechenden Punkten der
n,-deutigen Reihe verbinden. Diese Tangenten schneiden C* ausser M, M,.
noch in n, (v — 2) weiteren Punkten P,,..., denen n}(v— 2) Elemente
Py, ... des n, deutigen Gebildes entsprechen. Wir ordnen also jedem
Elemente M, der C" ni (v—2) Punkte P,,... zu.

Bemerken wir noch, dass durch jeden Punkt P, =Y, n, solche Tan-
genten der Kurve K, gehen, welche Y, mit den ihm entsprechenden Pun-
kten der n,-dentigen Reihe verbinden. Jede von diesen Tangenten schneidet
Cv ausser Y,, ¥; noch in (v - 2) weiteren Punkten D,,... Jedem Ele-
mente P, ordnen wir jetzt n? (v—2) Punkte D, der Kurve ¢ zu.
Durch jeden Punkt D, gehen (n,-}n,) (v— 2) Tangenten ¥, Y,,... der K,.
Wir ordnen jedem Punkte D, n, (n, + m,) (v—2) Elemente P, ...
zu, welche den Punkten P, =Y,,... korrespondieren.

Auf diese Weise gelangen wir zu zwei Korrespondenzen

[y (ny+m) (v— 2), n (v~ 2)] und [n} (v—2), 25 (g + 75) (v — 2)]
auf der unikursalen Kurve ¢, durch deren 29, = 2 (n} + n,n, -+ n3) v—2)
Koinzidenzpunkten ¥, Doppeltangenten der Kurve K, gehen. Es folgt der
Satz

»Die Kurve K, hat %, = (n2-4n,n, +n3) 0 —2) solche Dop-
peltangenten, welche je einen Punkt 4, = B, der Tragerkurve ¢* mit
zwei verschiedenen, ihm in beiderlei Sinne entsprechenden, Punkten 4,
und B, der [n,, n,]-deutigen Verwandtschaft verbinden®.
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Die kollokalen [n,, n,]-deutige Punktreihen auf unikursaler Plankurve v
besitzen ! bekanntlich §n, (n, — 1) +§{n, (n, — 1) ,involutorische Elemen-
tenpaare, d. h. solche Paare von Punkten 4, = B,, und 4, = B,, welche
in beiderlei Sinne einander entsprechen. Da aber jedes von den involutori-
schen Paaren eine Doppeltangente der K, liefert, so folgt unmittelbar;

»Die Kurve K, hat &; = { (n}-}n§ —n, — n,) solche Doppel-
tangenten, welche die involutorische Paare der Verwandtschaft [n, Th,]
auf ¥ verbinden®. ’
Aus den bisherigen Betrachtungen ergibt sich daher, dass die Kurve K,

By = & &y & 4 ¢, + ¥; Doppeltangenten besitzt, wo:

8y =14 (v + 7y — 8) (my + nyv — 2, — 2m) + § (0} + nf — n, — ).
Insbesondere fiir v=2 erhalten wir die von Weyr® und fiir n,=n,=1

die von Kalicun?® untersuchten Kurven.

10. Wir gehen nun tber zur Betrachtung solcher [n,, n,]-deutiger
Punktreihen, deren Triger zwei unikursale Gebilde B* und B», namlich:

a) zwei Raumkurven,

b) eine Raumkurve und eine Plankuirve,

¢) zwei Piankurven (in verschiedenen Ebenen),
vi-ter und vy-ter Ordnung sind. Die Verbindungsgeraden entsprechender
Punkte dieser Reihen erzeugen (s. Nr. 6) eine windschiefe Regelflache ® vom
(n,—1) (n,—1)-ten Geschlechte. Diese Regelflache ist vom (1 vy~-nyv)-ten
Grade, denn irgend eine feste Gerade p, (vgl. Nr. 8) bekanntlich (n,v —}177, Vi)
Verbindungsgeraden homologer Punkte der Reihen auf B* und lezschrie;-
d.et. Den Grad der ® kénnen wir auch folgendermassen bestimmen. Proji-
zieren wir ndmlich die [n, n,]-deutigen Punktreihen aus einem beliebigen

Punkte P des Raumes und ordnen wir jedem Punkte 4, resp. 4, dieser -

Reihen die Gerade a, = P4, bezw. g, = P4, zu, welche den betrachteten
Punkt mit P verbindet.  Die auf diese Weise erhaltenen konzentrischen
Strahlenkegel v;-ter und v,-ter Ordnung erzeugen bekanntlich einen Berith-
~ rungskegel I' der windschiefen Regelfliche ®. Die Kegelfldche T ist aber
(vgl- Nr. 8) im Allgemeinen von (n, vy -y vy)-ter Klasse, 2 (1, v, 1,9,
—t—nlng—— 7, — ny)-ter Ordnung, (n; —- 1) (n, — 1)-tem Geschlecht und be-
sitzt & (ny vy = myv;) (0 vy 1y v, —8) — (m,m, — ny — n,) Doppeltangential-
ebenen. Es ergeben sich daher die dual entsprechenden Satze:
Zwei [ny, n,]-deutige Punktreihen (bezw. Tangentialebe-

) Emil Weyr, Journal f. Math. Bd. 74 189, Berli — ]
Verwandtschaften. Bd‘, I, Nr, 181, P  Perlin 1872 = R Sturm, Geom

) Emil Weyer, Beitrage zur Curvenlehre, p. 7--8.
% B. Kalicun, I ¢, II Mitteilung, p, 320.
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nenbiischel), deren Trédger allgemeine unikursale Plan-, Ra-
umkurven (bezw. Kegel, Torsusflichen) v-, v,-ter Ordnung
(Klasse) sind, erzeugen im Allgemeinen eine windschiefe Re-
gelfliche vom (ny,+n,v,)-ten Grade, 2 (n,vy+nyv,-Fn, ng—n,—ny)-ten
Range und (n,—1)(n,—1)ten Geschlechte. Die Doppelberiih-
rungsebenen (Doppelpunkte) dieser Regelflache bilden einen
Torsus (eine Raumkurve) von der Klasse (resp. Ordnung)

3 (Vs myv1) (ny vy + Mgy, — 3) — (M My — 2y — My)-

Es lasst sich leicht erkennen, dass die Tragerkurven B% und B» (bezw.
Tragerflichen) respektive n,-fache und n,-fache Leitkurven (Leitflachen) der
windschiefen Regelflache sind. Im Falle b) und c) ist (fiir i=1, 2; k=2, 1)
die Ebene der Tragerkurve (bezw. der Scheitel des Trdgerkegels) des n;-deu-
tigen Gebildes eine m,vi-fache Tangentialebene (bezw. ein n;vi-facher Punkt)
der Regelilache.

Insbesondere fiir v; =1, v, =v erhalten wir eine Regelfliche ® vom
(nyv -+ n,)-ten Grade, 2 n, (v} n, — 1)-ten Range und (n,— 1) (n, — 1)-ten
Geschlechte als Erzeugnis [ri;, n,] deutiger Punktreihen (bezw. Ebenenbii-
schel), deren Triger eine Gerade I und eine unikursale Plan-, Raumkurve R
v-ter Ordnung (bezw. Kegel-, Torsusflache 7}, v-ter Klasse) sind. Die Kurve
R (bezw. Flache T.) ist eine n -fache Leitkurve (-fliche) dieser Regelilache.
Die Gerade 7 ist eine n,-fache Leitgerade (bezw. eine Biischelachse 7,-facher
Berithrungsebenen) der ®. Jede Ebene durch I schneidet B’ in v Punkten
4,, B,,..., denen n,v Elemente auf [ entsprechen; diese Ebene ist daher
eine n,v-fache Tangentialebene der ®. Die Gerade I kénnen wir als Bii-
schelachse 7, v-facher Beriibrungsebenen (resp. als #,v-fache Leitgerade) der
windschiefen Regelflache ansehen. : )

II. Wenn eine allgemeine unikursale Raumkurve R v-ter Ordnung
die Tragerkurve [n,, n,]-deutiger Punkireihen ist, so erzeugen die Verbin-
dungstrahlen entsprechender Punkte dieser Reihen (5. Nr. 7) eine windschiefe
Regeliltiche @ vom (n, — 1) (n, — 1)-ten Geschlechte.

Irgend eine feste Gerade p, schneidet (Nr. 3) bekanntlich (n,-4-n,)(v—1)
Verbindungsgeraden homologer Punkte der Reihen auf B'; die Regelfliche ®
ist daher vom (n; - n,) (v — 1)-ten Grade. Ganz analog, wie in Nr. 10, er-
halten- wir durch Projektion der kollokalen Reihen aus einem Punkte des
Raumes einen Beriihrungskegel T' der windschiefen Flache ®@. Dieser Kegel
(s. Nr. 9) ist von {n, 4 n,) (v;— 1)-ter Klasse, 291, 1y 2 (1 4 75) (v—2)-ter
Ordnung, (n, — 1) (ny — 1)tem Geschlechte und besitzt ¥, Doppeltangen-
tialebenen, wo:

8, =1 (ny v+ ngv — 8) (v 4-nyv — 21y — 2ng) - (1} + 1§ —ny—ny)-

Prace mat.-fiz, t. XXX. 16
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Es ergeben sich daher die dual entsprechenden Satze:

Zwei kollokale [n;, n,}-deutige Punkireihen (bezw. Tan-
gentialebenenbiischel), auf einer allgemeinen unikursalen
Raumkurve (resp. Torsusfldche) vter Ordnung (Klasse), erzeu-
gen im Allgemeinen eine windschiefe Regelfldche vom
(ny-F ny) (v—1)-ten Grade, 2n,n,~+ 2 (n, +n,) (v — 2)-ten Range und
(n, —1)(n,— 1)-ten Geschlechte.

Die Doppelberithrungsebenen
dieser Regelilache bilden einen Tor- flache bilden eine Raumkurve von
sus von der Klasse: der Ordnung:

(v +nyy —3) (v 0,y —2n, —2m,) -3 (3 413 —n, —n,).

Da durch jeden Punkt A;= B, der Raumkurve &* (n;-4n,) Erzeugen-
den der Flache @ gehen, welche diesen Punkt mit den ihm in beiderlei Sinne
entsprechenden Elementen 4, und B, verbinden, so erhalten wir folgende
Sdtze:

Die Trigerraumkurve (bezw. der Trigertorsus) kollokaler [n,, n,]-deu-
tiger Punktreihen (Ebenenbiischel) ist eine (n,--n,)-fache Leitkurve (-flache)
der betrachteten Regelfliche.

12. Betrachten wir jetzt einen unikursalen Torsus (Kegel, bezw. Raum-
kurve) 7, v -ter Klasse und eine unikursale

a) windschiefe Regelildche,

b) Torsusfliche,

c) Kegelfldche,

@ vy-ter Ordnung. Befinden sich die Tangentialebenen und Erzeugenden
dieser Flachen in Verwandtschaft [n, n,], so erzeugen (s. Nr. 6) die Schnitt-
punkte homologer Elemente eine Raumkuive B vom (n, — 1) (n, — 1)-ten
Geschlecht.

Um die Ordnung dieser Kurve zu bestimmen, schneiden wir die gege-
benen Trdger mit einer beliebigen Ebene ¢ bezw. in Kurven C, v -ter Klasse
und (v v,ter Ordnung und ordnen wir jeder Tangentialebene a, der 7\, die
Tangente @, =oa,¢ der C,, und ebenso jeder Erzeugenden a, der Flidche @
den Punkt 4,=a;e der Kurve O% zu. Die Tangenten der Plankurve C,,
und die Punkte der O» befinden sich daher in Verwandtschaft [n,, n,] und
es gehen (s. Nr. 1) bekanntlich (n,v, - n,v,) Geraden des n,-deutigen Ge-
bildes durch entsprechende Punkte der n,-deutigen Reihe. Diese (n,v,4n,v,)

~letzteren Punkte der Ebene ¢ liegen auf der Raumkurve B, denn in jedem
von ihnen je zwei homologe Elemente der Flichen T, und &% sich schnei-
den. So ergibt sich die Ordnung (n,v, -+ n,v,) der Raumkurve B.

Im Falle a) und b) besitzt die Raumkurve im Allgemeinen keine vielfa-

chen Punkte. 1m Falle ¢) gehen durch den Scheitel S des Trigerkegels &~

Die Doppelpunkte dieser Regel-
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v, Tangentialebenen ¢, 4,,... des Torsus 7., demen myv; Erzeugende
Ty, e« Yas... entsprechen. Da aber die n,v; Schnittpunkte & =,,...
T Ys, -+ . mit S zusammeniallen und z,,..., #,,... die an B im Punkte S
gelegten Tangenten sind, so ist der Scheitel S ein nyv-facher Punkt
der Raumkurve R.

Die Projektion der untersuchten Raumkurve R aus einem beliebigen
Punkte des Raumes auf eine Ebene = ist bekanntlich eine Plankurve ¢ von
(nyvy~+nyvy)-ter Ordnung und (my — 1) (n, — 1)-ten Geschlecht. Diese
Plankurve ist von 2 (1, v, -+ 739, -+ ny 1y — 1y — ny)-ter Klasse, und besitzi
3 (nyv, +nyvs+2n,n, — 2 n, — 2n,) Wendetangenten und ¢ Doppelpun-
kte im Falle a), b); im Falle c) besitzt sie einen n,v,-fachen Punkt und
8 —4n,v, (nyv, — 1) Doppelpunkte, wo:

8 =4 (nyv, + Ny¥,y) (NyVy 13y — 8) — (115 — 1, — My).

Da aber die Projektion einer Raumkurve r-ten Ranges und i-ter Klasse
auf eine Ebene = eine Plaukurve r-ter Klasse mit { Wendetangenten ist?,
so folgt unmittelbar:

Befinden sich die Tan-
gentialebenen (bezw. Schmie-
gungsebenen) einer unikur- |
salen Torsus-, Kegelfldche
(bezw. Raumkurve) v -ter
Klasse ) ’

Befinden sich die Punkte
einer unikursalen Raum-,
Plankurve (bezw. Torsusfla-
che) v-ter Ordnung

und die Erzeugenden (resp. Tangenten) einer unikursalen
Regel-, Kegelfldche vyter Ordnung (bezw. Raumkurve vytem
Range, oder Plankurve v,ter Klasse) in einer Verwandtschaft
[y, m,], so erzeugen im Allgemeinen entsprechende Elemen-
te dieser Gebilde eine Raumkurve (resp. einen Torsus) von
(v, +nyv))-ter Ordnung (Klasse), 2 (nyv,-+ nyv,+n,71,— 1y — n,)-tem
Range (Ordnung), 3 (nyvy~Fnyv + 215, — 270, —2n,)-ter Klasse
(Range) und (n, — 1) (ny— 1)-ten Geschlecht.

' ! Die Riickkehrkurve dieses Tor-
‘ sus ist

Dieser Raumkurve schmiegt sich
der Torsus
von (1, v, -} 1, v;)-ten Range (Klasse), 2 (1, -+ n,vy -+ my ny — 1, — ny)-ter
Ordnung (Range), 3 (11,9, 1.y, + 20, 1y — 27, — 20,)-ter Klasse (Ord-
nung) und (n, — 1) (n, — 1)-tem Geschlechte.

1) R. Sturm, Synthetische Untersuchungen iiber Flichen dritter Ordnung p. 183
und 184, Leipzig 1867.
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Diese Raumkurve (resp. Torsusfliche) besitzt & scheinbare Doppel-
punkte (-Doppelebenen). Ist der Triger des m,-deutigen Gebildes eine Ke-
gelfliche (resp. Plankurve), so besitzt die untersuchte Raumkurve (bez. ab-
wickelbare Regelflache) & — § nyv; (m,v,—1) scheinbare Doppelpunkte (-ebe-
nen) und ‘

einen n,v;-fachen Punkt im Scheitel eine n,v,-fache Tangentialebene in
des Trigerkegels. der Ebene der Tragerkurve.

In einem besonderen Falle fiir v,=1, v,=v erhalten wir eine Raumkurve
(einen Torsus) von (n,v -+ ny)-ter Ordnung (Klasse), 27; (v +n, — 1)tem
Range (Ordnung), 3(n,v-}2m,n, — 2, — ny)-ter Klasse (Range) und
(my — 1) (n, — 1)-ten Geschlechte. Die Trégerachse I des #,-deutigen Ebe-
nenbiischels (bezw. der n,-deutigen Punktreihe) schneidet v Erzeugenden
(Tangenten) des n,-deutigen Gebildes, denen #,v. Elemente (Ebenen, Pun-
kte) des m-deutigen Gebildes entsprechen. Die Raumkurve (Torsusfliche)
besitzt daher v auf 7 liegende #,-fache Punkte (bezw. v durch I gehende
n,-fache Tangentialebenen) und §n, (v — 1) (v 4 273 — 2) +$n,y (n, — 1)
scheinbare Doppelpunkte (-ebenen). Ist dagegen der Tréger des n,-deutigen
Gebildes eine Kegelfliche (bezw. Plankurve), so besitzt die Raumkurve (der
Torsus) nur §n, (v—1) (nyv -4 2n,— 2) scheinbare Doppelpunkte (-ebenen),

einen n,-fachen Punkt im Scheitel | eine n,-fache Tangentialebene in

des Trigerkegels und v auf 7 lie- der Ebene der Tragerkurve und v

genden n,-fache Punkte. durch I gehende n,-fache Tangen-
tialebenen.

13. Betrachten wir jetzt einen unikursalen Torsus (Kegel, bezw, eine
Raumkurve). T,,v;-ter Klasse und eine unikursale windschiefe Regelfliche @
v,-tenn Grades, mit einer (v, — l1)-fachen Leitgeraden w. Befinden sich die
-Ebenen und die Erzeugenden dieser Gebilde in Verwandtschaft [n,, n,], so
erzeugen (vgl. Nr. 12) die Schnittpunkte homologer Elemente eine Raumkurve
B, von (nyvy—myvy)-ter Ordnung, 2 (nv, 4 n,v, -+ 5, 1y — 1y — ny)-tem
Range, 3 (nyv, 4+ myvi+ 20,0y — 2m, — 2n,)-ter Klasse und
(ny — 1) (n,—1)-ten Geschlecht, welche §(n,v, 4 n,v,) (v, nyv; — 3)
— (nyny — Ny — my) scheinbare Doppelpunkte besitzt.

Die Ordnung dieser Raumkurve R, kénnen wir auch folgendermassen
bestimmen. Projizieren wir namlich aus der (v, — 1)-fachen Leitgeraden w
die Strahlen der Regeliliche ®* und ordnen jeder Erzeugenden a, dieser
Flache die durch @, gehende Ebene «, des Biischels um w. Die (auf diese
Weise konstruierten) [n,, n,]-deutigen Ebenenbiischel, deren Trager T, und

w sind, erzeugen (s. Nr. 10) eine windschiefe Regelfliche W»mvn vom
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(ny + nyvy)-ten Grade, 2n, (v, -+ n,— 1) ten Range und (n, — 1) (n,— 1)-ten
Geschlechte, mit einer n,v,-fachen Leitgeraden w. Die Oberflichen ®* und
Wectmw fiir welche die Gerade w eine gemeinsame (v,—1)-, bezw. n,v,-fa-
che Leitgerade ist, durchdringen sich in der untersuchten Raumkurve B, von
der Ordnung:

Va (1 Mg vy) — (9 — 1) vy = 0y vy Mpv;.

Jede Erzeugende der Flichen @ und Wntm» ist eine n,-fache Se-
kante, bezw. Unisekante der Kurve R,. Die Gerade w ist aber eine
(ny v+ n,v; — n,)-fache Sekante dieser Raumkurve. Um das zu bestitigen,
betrachten wir eine Erzeugende ¢, der Flache ®» und die n, ihr entspre-
chende Ebenen e, des Tragers T),. Eine, durch e, und w gehende, Ebene
¢/ =¢,w schneidet die Regeliliche W¥™+=% in n, Erzeugenden e/=¢¢,.
Diese Ebene ¢ schneidet die Raumkurve B, in (n,v -+ n,v,) Punkten, von
denen n, Punkte e,e,” auf der Gerade e, und die (nyv, - n,v, —n,) ibri-
gen Punkte auf der Leitgeraden w liegen, w. z. b. w.

Die untersuchte Raumkurve R, kann als partieller Schnitt
windschiefer Regelfldchen ®» und W=tm=v, welche eine gemein-
same (v,— l)-fache, bezw. n,v,-fache Leitgerade besitzen, be-
trachtet werden. Die gemeinsame Leitachse ist eine (mv,
~+nyv, — ny)-fache Sekante dieser Raumkurve. Jede Erzeugen-
de der Regelfldchen ist eine n,-fache Sekante, resp. eine Uni-
sekante der Raumkurve. :

In einem besonderen Falle fiir v, =2 erhalten wir eine Raumkurve
R2ntme yon (27 -+ nyvy)-ter Ordnung, 2 (nyv; - 7y 1y -1, — m,)-tem Ran-
ge, 3n, (v, +2n,—2)-ter Klasse und (n, — 1) (n,— 1)-tem Geschlecht,
welche 1 (n,v; + 2n,) (n,v; + 2n,—3) — (1,0, — 0, — n,) scheinbare Dop-
pelpunkte besitzt. Die Strahlen der windschiefen Regelildche zweiten Gra-
des ®? bilden eine ,n,-deutige Regelschar zweiten Grades*. Da aber jeder
Leitstrafil dieser Regelschar filr v,=2 als eine einfache Leitgerade w der @®?
angesehen werden kann, und der gegebenene Ebenenbiischel T, mit jedem
zur ‘n,-deutigen Regelschar perspektiven Ebenenbiischel, dessen Achse ein
Leitstrahl dieser Schar ist, eine durch R?"tn gehende Regelildche Wrtnaw
erzeugt, so folgt unmittelbar:

Die untersuchte Raumkurve R?u+m» kann als partieller
Schnitt einer windschiefen Regelfldche @®? mit einer wind-
schiefen Regelflache Wntn», deren n,v,-fache Leitgerade auf
@2 liegt, betrachtet werden. Diese Leitgerade ist eine (n,Fn,v,)-
fache Sekante und jede Erzeugende der Wn+m» ist eine Uni-
sekante dieser Raumkurve. Jeder Strahl der n,-deutigen Re-
gelschar auf @? ist eine ni-fache und jeder Leitstrahl die-
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ser Schar ist eine (n, 4 myv)-fache Sekante der Raumkurve
R2n,+ngv,_

Durch die Raumkurve R¥»tw» gehen unendlich viele wind-
schiefe Regelflichen Wrtnn (n, 1-nyv,)-ten Grade, 2m, (v,+n,—1)-
ten Range und (n—1)(n,—1) Geschlechte, welche je eine
(n,-}nyv,)-fache Sekante derselben zu einer myv-fachen Leitge.
raden haben.

Insbesondere fiir n, =mn, =1, vy =2 erhalten wir eine Raumkut-
ve vierter Ordnung zweiter Art und die von Jolles! ausgesprochenen
Satze.

14. Betrachten wir jetzt einen unikursalen Torsus (bezw. eine Raum-
kurve) T v,-ter Klasse und vyter Ordnung (Range), deren Tangential-
(Schmiegungstangential-)-Ebenen und Erzeugenden (Tangenten) in einer
Verwandtschaft [n,, n,] sich befinden. Die Schnittpunkte homologer Ele-
mente dieser Verwandischaft erzeugen (s. Nr. 7) eine Raumkurve vom
(n, — 1) (n, — 1)-ten Geschlechte. Wir konnen, ganz analog wie in Nr. 12,
die Eigenschaften dieser Raumkurve untersuchen. Es ergibt sich der
Satz:

Befinden sich die Tangential-, oder Schmiegungstangen-
tial.Ebenen (bezw. Punkte) und die Erzeugenden-, oder Tan-
genten einer unikursalen Torsusfldche-, oder Raumkurve
vi-ter Klasse und v,ter Ordnung (bezw. Raumkurve v -ter
Ordnung und v,-ten Ranges, oder Torsus v,-ten Range und
vpter Ordnung) in einer Verwandtschaft [n,, n,], so erzeugen
im Allgemeinen homologe Elemente eine Raumkurve (bezw.
einen Torsus) von (nv,+nyv,) — 2 (n,+ny)-ter Ordnung (Klasse),
2 (myvytnyv, 4+ ny n,—3n,— 3m,)-tem Range (Ordnung), 3 (myv,-+n,v,
+2n, ng— 4n,—4n,)-ter Klasse (Range) und (n,—n,) n,—1)-ten Ge-
schlecht, welche ]
vy = v, — 21my — ny) (Mg vy Ny — 271y — 20, — 3) — (N Ng—T1—1y)
scheinbare Doppelpunkte (-ebenen) besizt.

Der Schmiegungstorsus dieser Raumkurve (bezw. die Riickkehrkurve
dieses Torsus) ist von m,v,-+n,v, — 2 (n, 4 n,)-tem Range (Klasse),
2(ny vy +myv, +n,my;— 83n,— 3 my)-ter Ordnung (Range), 3 (n,v, 1n,%
+2n,ny — 40, — 4n,)-ter Klasse (Ordnung) und (n,—1) (n, — 1)-tem Ge-
schlechte.

') Stanislaus Jolles, Die Raumkurve vierter Ordnung, Il Spezies synthetisch be-
handelt. Dresden 1883.
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Ill. Komplexe der Treffgeraden homologer Strahlen
[n,, n,)-dentiger Verwandtschafien.

15. Betrachtet man zwei unikursale (abwickelbare, oder windschiefe)
Regelflichen (bezw. Raumkurven) ®», &% v,-, v,-ter Ordnung (resp. Ranges),
deren Erzeugenden (Tangenten) in {n,, n,] deutiger Verwandtschaft sich be-
finden, so erzeugen die Treffgeraden entsprechender Strahlen einen Komplex
vom (7, v, -+ 1, v)-ten Grade.

Eine beliebige Ebene ¢ schneidet ndmlich die Trigerflichen ®v, @
in zwei Kurven O%, C% v,-, v,-ter Ordnung, deren Punkte in der Verwandt-
schaft [n,, n,] sich befinden, wenn jeder Erzeugenden dieser Fldchen der
Schnittpunkt derselben Geraden mit e zugeordnet wird. Auf diese Weise er-
haltene [n,, n,]-deutige Punktreihen erzeugen (s. Nr. 8) eine in der Ebene «
liegende Komplexkurve K von (n,v, + n,v;)-ter Klasse. Die dualen Unter-
suchungen fithren uns zum Komplexkegel (n,v, -} n,v,)-ter Ordnung. Die
Komplexkurve (-kegelflache) ist aber im Allgemeinen von 2 (myv,— 7,v;
- 1y Uy — Ny — Np)-ter Ordnung  (Klasse), vom (n, — 1) (n, — 1)-ten Ge-
schlechte und besitzt § (n; vy, n,vy) (nyv, -+ 1y v;— 3)— (0 ny—n,—n,) Dop-
peltangenten (-erzeugenden). Es lasst sich leicht erkennen, dass
jede Komplexkurve, deren Ebene jeder Komplexkegel, dessen Scheitel
durch eine Doppeltangente auf einer Doppeltangente
der Komplexkurve K geht (liegt), diese Gerade zur Doppeltangente (-erzeu-
gende) besitzt. Jede Doppeltangente (-erzeugende) einer Komplexkurve (Ke-
gelfliche) ist daher eine ,,Doppelgerade® des betrachteten Komplexes.

Befinden sich die Erzeugenden (Tangenten) zweier uni-
kursalen Regelfldchen (Raumkurven) v;-, v,ter Ordnung (Ran-
ge) in einer Verwandtschaft [n, n,], so erzeugen im Allge-
meinen die Treffgeraden homologer Strahlen einen Komplex
vom (n,v, -+ mv,)-ten Grade. Die Doppelgeraden dieses Kom-
plexes bilden eine Kongruenz von der Ordnung und Klasse

§ (g vy~ nav;) (g + Mpyy — 3) — (Mg 71y — 1y — 7).

Insbesondere fiir n,=n,=1, v; =v,=1, 2 erhalten wir" einen te-
traedralen Komplex, bezw. einen Komplex vom vierten Grade.

Betrachten wir jetzt eine solche Schnittebene e, welche durch die ein-
fache Erzeugende a, der Fliche @©* geht. Dem Strahle a, entsprechen n,
Elemente a, der Regelfldche ®* und jeder Geraden a, korrespondieren aus-

1) Vig. R. Sturm, Geom. Verwandtschaften, Bd. I, Nr. 254, Bd. 1V. Nr. 840,
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ser @; noch (n, —1) weitere Strahlen a,’ des Tridgers ®». Die Ebene
schneidet die Geraden @,', a, in Punkten 4,/, 4, und die Flichen ®w, @=
in Kurven G, C* von (v;—1)-, vy-ter Ordnung. Die in e liegende Kom-
plexkurve K zerfdllt in n, Strahlenbiischel um A4, und in (s. Nr. 8) eine
Kurve (nyvy-f nyv, —ny)-ter Klasse, welche &=§ (n,v,~ nyv; — n,) (n,v,
+ nyvy — 1y — 8) — (ny M, — %y, — n,) Doppeltangenten besitzt. Bemerken
wir noch, dass die 7, (n; — 1) Geraden A4, 4," der Ebene e, welche je einen
Punkt 4, mit den (n, — 1) ihm entsprechenden Punkten 4,’ verbinden, je
einen Strahl g, und zwei korrespondierende Elemente a@,, a,’ schneiden.
Die §n,(n, — 1) Geraden, welche je zwei Punkte 4, verbinden, schneiden
den Strahl @, und je zwei ihm entsprechende Geraden @,. In der Ebene &
liegen daher

3my (M — 1) 4§71y (ny—1) = § (70 -+ 0y, — ) (21 v, ~+ 1y vy — 1y — 3)
+En(n,— 1) +ny
Doppelgeraden des betrachteten Komplexes, Fiir a=1, A=2; x=2, A=1
ergeben sich die dualentsprechenden Sitze:
Auf jeder Ebene e, welche durch Durch jeden Punkt E, welcher
einen einfachen Strahl auf einem einfachen Strahle

des n,-deutigen Gebildes geht (bezw. liegt), liegen (resp. gehen)

(vt ngvy—m) (v vy ~ m—38)Ffmm— 1)+ n,
Doppelgeraden des untersuchten Komplexes vom (n,v, -+ n,v,)-ten Grade.
Die in ¢ liegende Komplexkurve (bezw. der Komplexkegel, dessen Scheitel
in K liegt) zerfallt in m Strahlenbiischel und in eine Kurve (Kegelfldche) von
(nyvy = ngvy — m)-ter Klasse (Ordnung) und (n, — 1) (n, — 1)-tem Ge-
schlechte.

Geht die Schnittebene e durch zwei korrespondierende sich schneidende
Geraden s, und s, der Trégerflichen ®* und @, so ist e ==§,8, =g eine
singuldre Ebene des Komplexes. Jede Gerade, welche in s liegt, ist eine Kom-
plexgerade, weil sie zwei homologe Strahlen s; und ,s trifft. Jede Schnitt-
gerade g == ot der singuldren Ebenen 6==s;5, und t=14¢, schneidet zwei
Paare entsprechender Strahlen s, s, und #;, £, und ist daher eine Doppel-
gerade unseren Komplexes. Aus Nr. 2 folgt.

Die Paare sich schneidender korrespondierender Gera-
den der [ny, n,)-deutigen Verwandtschaft auf ®% und @» be-
stimmen (n;v,-+m,v,) singuldre Ebenen und ebensoviele sin-
guldre Punkte des betrachteten Komplexes. Die oco? Strah
len, welche in einer singuldren Ebene liegen oder durch ei-
nen singuldren Punkt gehen, gehdren zu diesem Komplexe.
Jede Schnittlinie zweier singuldrer Ebenen und jede Verbin-
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dungslinie zweier singuldrer Punkte ist eine Doppelgerade
dieses Komplexes.

Dem Strahle s, (bezw. s,) entsprechen s, (resp. &) und noch 7, —1
(bezw. n,— 1) weitere Elemente s,’ (s,"). Jeder Geraden s,' (s,") entsprechen
ausser §, (s,) noch 71,—1 (resp. n,— 1) weitere Strahlen s,” (s,"). Die Ebene
5=2g8, schneidet die Elemente s s/, 5, und s’ bezw. in Punkten
S, Sy, 8/, 8, und die Tragerflichen ©», ®* in Kurven C»1, €%~ von
der (v; — 1)-, (v,— 1)-ter Ordnung. Die in s liegenden [n,, n,] deutigen
Punktreihen auf (! und O+ erzeugen (Nr. 8) eine Kurve K* von
(v, +nyv, —n; — ny)-ter Klasse und (n,— 1) (n, — 1)-tem Geschlechte
welche
B =4 (my vy Mgy — 1y — M) (1 Ve - My =Ry 31— (M 90—, —y)
Doppeltangenten besitzt. Es folgt unmittelbar:

Die oot Tangenten der Kurve K* und die Elemente der (n, 4 n, — 2)
Strahlenbiischel um S,'. 8,/ sind Doppelgeraden des betrachteten Komplexes.
Die (n, — 1) (n,—1) Geraden §,'8,’ schneiden den Strahl s; und zwei ihm
entsprechende Elemente s,, s,/ und ebenso schneiden sie die Erzeugende s,
und zwei ihr korrespondierende Elemente g, s,/. Die (n,—1) (n,— 1) Ver-
bindungsgeraden S8,’S,/" schueiden s,/ (bezw. s;,) und zwei entsprechende
Elemente s,, s, (tesp. &, s). Die (m,— 1) (n,—1) Geraden §,.S,"
schneiden s,/ (bezw. s} und zwei korrespondierende Strahlen s; s, (resp.
8, 8%). Die §(n,— 1) (n,—2) Geraden, welche je zwel Punkte S, ver-
binden, schneiden s, und drei entsprechende Strahlen s, s, s,/. Die
1 (n,—1){(n,—2) Verbindungsgeraden je zweier Punkte S, schneiden die Er-
zeugende s, und drei homologe Geraden s,, s,, s,/. Die &" Doppeltangenten
der Kurve K* schneiden, ausser s; und 8,, noch einen Strahl des n,-(resp.
n,-)-deutigen Gebildes und zwei ihm entsprechende Geraden des n,-(bezw.
n,-)-deutigen Gebildes, oder zwei Paare homologer Elemente der [ny, 7,)-
deutigen Verwandtschaft auf & und ®*.

Ganz analog konnen wir die Eigenschaften des singuliren Punktes
8 =s,8, besprechen.

16. Betrachtet man in einem besonderen Falle zwei unikursale Kegel-
flachen 1, I': v, v, ter Ordnung. deren Erzeugenden in Verwandtschait
[n,, ny] sich befinden, so erzeugen die Treflgeraden homologer Strahlen ei-
nen Komplex vom Grade (7, + 15%,).

Eine beliebige Ebene =, welche durch die Scheitel S8, S§? der Trager-
kegeln nicht geht, enthalt (vgl. Nr.15) eine Komplexkurve (ny vy ~+ 114v,)-ter
Klasse. Um den Komplexkegel zu erhalten, projizieren wir die gegebene
Strahlenverwandtschaft auf ™ und I aus einem beliebigen Punkte P des
Raumes. FEine durch P und S! gelegte Ebene &, schneidet den Kegel I™

Prace mat.fiz., t. XXX, 16*
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in v, Erzeugenden =z, 4,,..., denen m,v, Elemente x,, y,,... des Tri-
gers I korrespondieren. Der Ebene &, ordnen wir die m,v, Ebenen §&,,
N, ... 2z, welche P mit x,, y,,... verbinden. Jede von den letztgenannten
Ebenen, z. B. die Ebene §, schneidet den Kegel I in v, Strahlen x,, z,,...,
denen n,v, Elemente z,, 2,,... des n,.deutigen Gebildes I entsprechen.
Wir ordnen nun der Ebene §, die n,v, Ebenen &, {;,... zu, welche P mit
%y, 2;,... verbinden. Sind §!'=S8'P, s?=_8%P die Verbindungsgeraden
des Punktes P mit den Scheiteln S' und S? so gelangen wir zu einer Kor-
respondenz [nyv,, n,v;] zwischen den Elementen der Ebenenbiischel um s!
und s2. Der Komplexkegel, als Erzeugnis dieser Biischel, ist (vgl. Nr. 8) von
(nyvy + n,v,)-ter Ordnung und besitzt die Achsen s!, s2 bezw. zu einer n,v,-,
n,v;-fachen Erzengenden.

Man kann fragen, wie oft zwei korrespondierende Ebenen der Biischel
um §' und s® zwei Paare homologer Strahlen der [n,, m.]-deutigen Ver-
wandtschaft auf I und I™ enthalten. Eine beliebige durch P und eine
Erzeugende a, des Kegels I™ gelegte Ebene a, = Pa, schneidet diesen
Kegel noch in (v,— 1) weiteren Geraden 0, ¢,,... Die n,(v,—1) Ebenen
gy =Pby, 1y=Pe,,..., welche entsprechende Strahlen 0,, ¢,,... des
ny-dentigen Gebildes mit P verbinden, schneiden den Kegel I™ noch in
ny (vy—1) (vy—1) weiteren Erzeugenden 7,, m,,... Wir ordnen dem Elemen-
te a, die n,m, (vy—1) (vy— 1) Strahlen I, m,,... des n,-deutigen Gebildes
I zu, welche den Geraden l,, m,,... entsprechen. Jeder der letztgenanten
Geraden, z. B. der Geraden I, entsprechen n, Strahlen I, des Kegels I'.
Die Ebenen PI, schneiden I ausser I, noch in n, (v, —1) Erzeugenden
by, Cg,..., denen n,n, (%—1) Geraden by, ¢,,..., des Tragers I™ entsprechen.
Die Ebenen P&;, Pey,... schneiden den Kegel I™ in n,n, (v,—1) (v, —1)
weiteren Erzeugenden @, ry,..., welche wir dem Elemente I, zuordnen. —
Fallt die Gerade 7, mit a, zusammen, so liegen in den Ebenen o,, B, zwei
Strahlen % =a,, b,, bezw. I, b,, die Schnittgerade o, @, dieser Ebenen
trifft daher zwei Paare homologer Strahlen [, I, und by, b, der [n,, n,)-
deutigen Verwandischaft auf I™ und I+ und ist eine Doppelgerade des
Komplexkegels. Da aber die Korrespondenz

[ 0y (p—1) (g — 1), nmy (o — 1) (v — 1)]

zwischen den Erzeugenden des Kegels I™ 2m,m, (v — 1) (v, — 1) Ko-
inzidenzelemente besitzt und da jede Ebene o, zwei Koinzidenzstrahlen
y=a, by=m, enihilt, so folgt unmittelbar, dass der Komplexkegel nur
n 1y (4 —1) (v,—1) Doppelerzeugenden besitzt. Der Komplexkegel ist
daher von (nyv, +nyv)-ter Ordnung und besitzt eine n v, fache
Erzeugende s', eine nyv,-fache Gerade s? und n,n, (v, — 1) (vo—1)
Doppelerzeugenden. : '
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Jede Doppelerzeugende des Komplexkegels trifft zwei Paare homologer
Strahlen der [n,, n,}-deutigen Verwandtschaft auf I, I*: und ist eine Dop-
pelgerade des betrachteten Komplexes. Aus den dualen Untersuchungen
ergeben sich folgende Satze:

,Befinden sich die Erzeugenden (Tangenten) zweier unikursalen Kegel
(Plankurven) v;-, v,-ter Ordnung (Klasse) in einer Verwandtschait [ny, n,],
so erzeugen im Allgemeinen die Treffgeraden homologer Strahlen einen Kom-
plex vom (n; v,-+n,v,)-ten Grade. Im einer beliebigen Ebene, welche durch
die Scheitel St und S? der Trigerkegeln nich geht (resp. durch einen belie-
bigen Punkt, welcher auf den Ebenen o' und o? der Tragerkurven micht
liegt, gehen) liegen & (n, vy,-+n,v,) (g vyFnyv — 3) — (1 ny—n;—n,) Doppel-
geraden des Komplexes. Durch einen beliebigen Punkt (bezw. in einer belie-
bigen Ebene liegen) gehen 7,1, (v;—1) (v, —1) Doppelgeraden des Komple-
xes; die Verbindungsgeraden dieses Punktes mit ST und §8* (resp. die Schnitt-
geraden dieser Ebene mit 5! und s? treffen) schneiden bezw. m,vy-, %%
Strahlen des 7,-, n,-deutigen Gebildes und v,-, v, entsprechende Elemente
des n,-, n,-deutigen Gebildes. Die (n,v,+n,v,) singuldre Ebenen schnei-
den sich (bezw. Punkte liegen) in einer Geraden, welche die Scheitet S* und
§* verbindet, (bezw. welche mit der Schnittlinie der Ebenen o! und o® zu-
sammenfallt)“.

Bemerkung: Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen daher
nur #,n, (¥y—1)(v,—1) Doppelgeraden der in Nr. 5 und 6 (p. 814, 815) mei-
ner Schrift ¥ untersuchten Komplexe.

17. Es seien jetzt zwei unikursale Gebilde, namlich eine abwickelbare
oder windschiefe Regelfliche (bezw. Raumkurve) @* v, ter Ordnung (Range)
und eine Kegelfliche I v,ter Ordnung gegeben. Befinden sich die Erzeu-
genden (Tangenten) dieser Trdger in Verwandtschaft [n,, n,], so erzeugen
im Aligemeinen die Treffgereden homologer Strahlen einen Komplex vom
(n,v4-+nyv,)-ten Grade.

Eine, durch den Scheitel S des Kegels I™ nicht gehende, Ebene e
enthdlt (s. Nr. 15) eine Komplexkurve (n;v, - n,v)-ter Klasse. Um den
Komplexkegel zu erhalten, projizieren wir die gegebene Strahlenverwandt-
schaft aus einem beliebigen Punkte P. Einer Tangentialebene & =P,
des aus P an @ umgeschriebenen Kegels T, vy-ter Klasse, welche P mit
dem Strahle z, des m,-deutigen Gebildes verbindet, entsprechen n, durch P
und die entsprechenden Elemente x, des n,-deutigen Gebildes gelegten

1y Antoni Plamitzer, Sitze tiber die Trefigeraden projektiver Strahleninvolutionen.
hoheren Grades, deren Triger unikursale Gebilde sind. Wiener-Sitzungsberichte, Bd. 126
Abt. Ila.
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Ebénen ¢, = Px,. Jede Ebene §; schneidet den Kegel I™ in v, Strahlen
Xy, %y,..., denen nyv, Elemente @, #,... des Trdgers ®» entsprechen,
Wir ordnen nun der Ebene &, die n,v, Tangentialebenen Pz, Pz,,... des
Kegels I'™ zu. Wir gelangen auf diese Weise zu einer Korrespondenz
[, %, n,] zwischen den Tangentialebenen des Kegels I und den Ebenen
des Biischels s == P §? dessen Achse die Verbindungslinie des Punktes P
mit dem Scheitel §? des Kegels I ist. Aus Nr. 8 folgt, dass der Komplex-
kegel, als Erzeugnis dieser Korrespondenz, von (nv,~4-nyv()-ter Ordnung ist
und 3 (v, — 1) (2n,v, — 21y -1, v,) Doppelerzeugenden und die Achse
s* == P§? zur n,v,fachen Erzeugenden besitzt. Es folgt aus den dualen
Untersuchungen:

Betrachten wir eine [n,, n,] deutige Verwandtschaft zwischen den Er-
zeugenden (Tangenten) zweier unikursaler Gebilde, ndmlich einer allgemei-
nen Regelflache v,-ter Ordnung, oder einer Raumkurve v, tem Range und

einer Kegelfldchen vy,ter Ordnung. | einer Plankurve v, ter Klasse. Durch
In einer beliebigen Ebene, welche | einen beliebigen Punkt, welcher auf
durch den Scheitel 8 des Trager- | der Ebene * der Triigerkurve nicht
kegels nicht geht, liegen | liegt, gehen

3 (my vy =1y vp) (g - 1% — 31— (g 0y — 12y — 1ay)
Doppelgeraden und durch einen be- !

. Doppelgeraden und in einer beljebi-
liebigen Punkt gehen

|~ gen Ebene liegen

$(nv, — D @myvy - 2ny+nyv,)

Doppelgeraden des Komplexes vom Grade (n,v,4-n,v,) der Treffgeraden ho-
r{lologer Strahlen gegebener Gebilde. Jede durch S? gehende (bezw. in o
liegende) Gerade schneidet v, Strahlen des n,-deutigen Gebildes und 9V,
entsprechende Elemente des #,-deutigen Tragers. Bemerken wir noch, dass
alle (n,v,4-n,v,) singulire
Ebenen des Komplexes durch den

! Punkte des Komplexes in der Ebene
Scheitel 8% des Trigerkegels gehen

o? der Trigerkurve liegen.

Wir kénnen endlich zwei unikursale Gebilde, ndmlich eine Plankurve G,
vrter Klasse und einen Kegel I™ v, ter Ordnung betrachten, deren Strahlel{
in [ny, ny]-deutiger Verwandtschaft sich befinden. Ganz analoge Untersu-
chungen fithren uns zu einem Komplexe (n,v,-+n,v,)-ten Grade der Treffge-
raden homologer Strahlen gegebener Verwandtschaft. Jede in der Ebene der
Kurve C, liegende, bezw. jede durch den Scheitel des Kegels I™ gehende
Gerade schneidet v,-, v-Strahlen des n,-, n;-deutigen Gebildes und #,v,-
n, vy~ entsprechende Geraden des #,-, n,-deutigen Gebildes. In einer beIiebiI
gen Ebene liegen § (12, — 1) (20, v— 21,0, v,) und durch einen beliebigen
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Punkt gehen § (n,v,—1)(2n,v, —2n,4n,v,) Doppelgeraden des betrachteten
Komplexes. Die (n;v, -} n,v) singuldren Punkte liegen in der Ebene der
Kurve €, und alle singuliren Ebenen gehen durch den Scheitel des . Ke-
gels I™.

18. Betrachten wir jetzt eine allgemeine unikursale (abwickelbare
oder windschiefe) Regelfldche v-ter Ordnung, bezw. Raumkurve v-tem Ran-
ge @, Befinden sich die Strahlen des Tragers @ in Verwandtschaft
[n,, ny], so erzeugen die Treffgeraden korrespondierender Strahlen einen
Komplex vom Grade (n, + n,) (v — 1). .

Fine beliebige Ebene e schneidet namlich den Trager @ in einer uni-
kursalen Plankurve v-ter Ordnung ¢v, deren Punkte in [n,, n,] deutiger
Verwandtschaft sich befinden, wenn jeder Erzeugenden der Fliche @ der
Schnittpunkt derselben Geraden mit = zugeordnet wird. Auf diese Weise
erhaltene [n,, n,l-deutige Punktreihen auf C* erzeugenV eine Komplexkurve
von (m, -+ n,) (v — 1) ter Klasse. Die dualen Untersuchungen fithren aus
zum Komplexkegel von der Ordnung (n; -+ ,) (v—1). Da aber die Kom-~
plexkurve (-kegelildche) im Allgemeinen (s. Nr. 8) von

2n, n, -+ 2 (ny +ng) (v — 2)-ter

Ordnung (Klasse) und (n, —1) (n, — 1)-tem Geschlechte ist und

Yo=1% (v nyv—3) (n,v-Fnyy — 20, — 2n,) + 4 (M 03— n; — 1)
Doppeltangenten (-erzeugenden) besitzt, so (vgl. Nr. 15) folgt:

Befinden sich die Erzengenden (Tangenten) einer uni-
kursalen Regelflache vter Ordnung (Raumkurve wten Range)
in einer Verwandtschaft [n;, n,], so erzeugen im Allgemeinen
die Treffgeraden homologer Strahlen einen Komplex vom
Grade (n,+n,)(v—1). Die Doppelgeraden dieses Komplexes
bilden eine Kongruenz von der #;-ten Ordnung und Klasse.

Es soll noch bemerkt werden, dass die (n, + 7,) speziellen linearen
Komplexe, deren Leitachsen mit den Koinzidenzstrahlen gegebener Korres-
pondenz auf @ zusammenfallen, aus unseren Betrachtungen ausgeschieden
werden.

Betrachten wir jetzt eine solche Schnittebene ¢, welche durch eine ein-
fache Erzeugende a, == b, der Flache @ geht. Dem Strable a; (resp. b,)
entsprechen n, Elemente a, (bezw. n, Elemente b;) des ny-, n,-deutigen
Gebildes und jeder Geraden a,, bj-korrespondieren ausser a; = b, noch
(n,—1)-, (n,—1) weitere Strahlen @™, b,". Die Ebene = schneidet die Ge-

4 Vgl R. Sturm, Geom. Verwandtschaften, Bd. I, Nr. 180.
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raden @, a,, b/, b; in Punkten 4, 4,5, By, B, und den Triger @ in
einer unikursalen Kurve (v — I)-ter Ordnung C*'. Die in liegende
Koplexkurve zerfallt in (n,-+n,) Strahlenbiischel um 4,, B
und in (s. Nr. 9) eine Kurve (n, + n,) (v — 2)-ter Klasse, welche

& = 4 (- myy — 1y, — 1, 3) (v 1,y — 31, —Bmg) + § (3 + n3— 1, — my)
Doppeltangenten besitzt.. Bemerken wir noch, dass die n, (n, — 1) Geraden
4,4, welche je einen Punkt 4, mit den (n,- 1) ihm entsprechenden Pun.
kten A4,' verbinden, je einen Strahl @, und zwei ihm korrespondierende Ele.
mente &, a,' schneiden. Die }n,(n,—1) Geraden 4, 4,, welche je zwei
Punkte 4, verbinden, schneiden den Strahl @, und je zwei ihm entsprechen-
de Geraden @,. Die Verbindungslinien 4,4,’ und 4,4, sind daher Dop-
pelgeraden unseren Komplexes. Ganz analog ergeben sich auch die 7 (,—1)
Geraden B, By’ und die § n, (n,—1) Geraden B, B, als Doppelstrahlen des
Komplexes. Die n,7n, Verbindungsgeraden 4,B, schneiden den Strahl
@, =b, und je zwei verschiedene ihm in beiderlei Sinne entsprechende
Strahlen a,, b,; sie bilden daher auch Doppeltangenten des betrachteten
Komplexes. Die Ebene ¢ enthilt 9, Doppeltangenten, wo:

b =44 n, (n,—1) + in, (my—1)-+ny (n,—1) +{ n, (n—1) 4-n,n,.
Es ergeben sich daher die dual entsprechenden Sitze:

Auf jeder Ebene, welche durch \
einen einfachen Strahl des unikur- j
salen Tragers @ geht, liegen w

1

Durch jeden Punkt, welcher
‘anf einem einfachen Strachle des
| unikursalen Tragers @ liegt, gehen
$(nyvdmyy—n—n,—3) (n, v-1yy —8n-=3n,) + (ni-+n3-+3n,n, — 21, —2n,)
Doppelgeraden des betrachteten Komplexes vom Grade (n—ny) (v—1).

Geht die Schnittebene ¢ durch zwei homologe Geraden s, und s, der
Flache @ so bildet e =s;s, eine singuldre Ebene des Komplexes. Jede
Gerade dieser Ebene ist eine Komplexgerade, weil sie zwei korrespondierende
Strahlen s; und s, trifft. Jede Schnittgerade ¢ =ceo der singuldren Ebenen
e=¢8;8, und =1 ¢,, schneidet zwei Paare entsprechender Strahlen Sy 8
und %, ¢, und ist daher eine Komplexdoppelgerade. Aus Nr 2 folgt unmit-
telbar:

Die Paare sich schneidender korrespondierender Strah-
len der [, n,-deutigen Verwandtschaft auf @' bestimmen
(n +n,) (v —2) singulidre Ebenen und ebensoviele singulidre
Punkte des betrachteten Komplexes vom Grade (ny+ny) v—1). Die co?
Strahlen, welche in einer singuldren Ebene liegen, oder
durch einen singuliren Punkt gehen, gehdren zu diesem
Komplexe. Jede Schnittlinie zweier singuldrer Ebenen und
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jede Verbindungsgerade zweier singuldrer Punkte ist eine
Doppelgerade dieses Komplexes.

Dem Strahle s; (bezw. s,) der singuldren Ebene e=s, s, entspreche,n
ausser S, (resp. s;) noch n,—1 (bezw. n,—1) weitere Elernentte 8, (—sy).
Jeder Geraden s,/ (—s,’) entsprechen ausser s, (—s;) noch weitere ﬂzi—-l
(resp. n;—1) Strachlen s,”" (—s,"). Die Geraden s, und s, der Flache
@+ kann man aber als Elemente b, = s, und @, = s, ansehen. Dem Strah-
le a, (bezw. b,) entsprechen 7, Elemente a,, (resp. n, Geraden &,). Jeder
Geraden by (— a@,) korrespondieren ausser b, (— a;) noch 7, —1. (bezvy.
n, — 1) weitere Strahlen 4, (—a,/). Die Ebene e==gs, schnelde’i dle,
Strahlen s/, s/, 8,", s,/', by, by, @y a,' bezw. in den Punkien Sl’,' S, ] Sy
8,", B, By, 4,, 4, und die Tragerflache @ ausser s;, s, noch in einer
Kurve (v — 2)-ter Ordnung €2 Die in = liegenden [n,, n,]-deutigen
Punktreihen auf der Schnittkurve ¢v—2 erzeugen (Nr. 9) eine Kurve K* von
(ny 4 n5) (v — 3)-ter Klasse und (n,—1) (n,—1)-tcm Geschlechte, welche

G =L (N, + Nyy — 20y — 2y — 3) (Nyy + 1y v — 41y — 4ny)
+4(itnf—n—ny
Doppeltangenten besitzt. Es folgt unmittelbar:

Die Tangenten der Kurve K* und die Elemente der 2 (n, +n,—1)
Strahlenbiischel im 8%, S,/, B;, 4, sind Doppelgeraden des betracht.eten
Komplexes. Die (n,— 1) (n, — 1) Verbindungsgeraden S,’S,’ schneiden
den Strahl s, und je zwei ihm entsprechende Elemente s,, s,’ und ebenso
schneiden sie die Erzeugende s, und zwei ihr korrespondierende Elemente
s, &'. Die (n,— 1) (my— 1) Geraden 8’8, schneiden‘ s," (resp. 8y) un§
zwei entsprechende Elemente s,, 8" (bezw. s;, §,'). Die (n,— 1) (n,— 1)
Geraden S, 8,” schneiden s, (bezw. ;) und zwei homologe Sirahlen s,,
s,/ (resp. 8,, 8,). Die i(m—1)(ny —2) -+ (n,— 1).(112 — 2) Geraden,
welche je zwei Punkte S,/ oder S, verbinden, schneiden 32, (b,ezw. s})
und je drei entsprechende Elemente s;, s, 8, (resp. §;, 8, &'). Die
n, (n,—1) Verbindungsgeraden 4,4,’ schneiden ausser s, ’und. s, noch den
Strahl a, und je zwei ihm entsprechende Elem'ex‘lte @y, 0y Dlt? n, (ny—1)
B, B, schueiden s;,s, und noch &, und je 2wei ihm kor.responmerende Ge-
raden b,, b,’. Die m,n, Strahlen B; 4, schneiden drei Paare homologer
Elemente s,, 855 0y, 0y; @4, @p. Die énl(nl—l)—k%n?‘(nz——l) Gerafiexl,
welche je zwei Punkte B, oder je zwei Punkte 4, vgrbmde.n‘, schneiden
ausser s, und s, noch den Strahl b, (bezw. a,) und je zwei ihm entspre-
chende Elemente &, (resp. a,). Die (n; +ny) (n, — 1) V'erbmdungsge,raden
S, B, und S,’ 4, schneiden s, und je zwei homologe ?trahlen Sy, 8/ und
ebenso schneiden sie noch den Strahl b, (resp. a,) und ihm entsprechen(’ien
Strahl b, (bezw. a;). Die (n; -|n,) (n, — 1) Geraden S,'B, und S’ 4,
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schneiden s, und je zwei homologe Elemente s, s, und ebenso die Gerade
b, (bezw. a,) und ihr entsprechende Gerade b, (resp. @;). Die 9* Doppel-
tangenten der Kurve K* schneiden, ausser s; und s,, noch einen Strahl des
n,-, ny-deutigen Gebildes und zwei ihm entsprechende Geraden des n,-,
n,-dentigen Gebildes, oder zwei Paare homologer Elemente der [n, n,]-
deutigen Verwandtschaft auf @

Ganz analog ergeben sich die speziellen Eigenschaften (n,--ny) (v — 2)
singularer Punkte des betrachteten Komplexes von (n; 4 17,) (v — 1)-tem
Grade.

Bemerkung: Auf jeder singuldren Ebene e==s8,8, der in Nr. 5 p. 197 betrachteten
Kongruenz liegen die #, vy --7,v, — (1, +n) dort angegebenen Geraden, welche Do p-
pelstrahlen dieser Kongruenz sind. — Dem Strahle s, (resp. s;) entsprechen ausser s,
(bezw. 8,) noch 7, —1 (resp. #, — 1) weitere Strahlen s, (—s,). Fiir 8y’ =<8, und
8, =¢s,’ erhalten wir noch (i, +n, — 2) auf ¢ liegende Doppelkongruenzstrahlen. Die
Ebene = enthdlt o' Kongruenzstralilen, welche einen Biischel um Py == p, bilden.

Um (v, }+v,) weitere singuldre Ebenen dieser Kongruenz zu erhalten, bemerken wir

dass die feste Gerade p, v, Ezzeugenden @,,... der Fliche @™ und v, Erzeugenden d,,...
dec Fliche @ {trifft. Es ldsst sich leicht erkennen — (vergl. ganz analoge Untersuchungen

in Nr. 15 p. 215 {tir die Ebene ¢, welche durch cine einfache Erzeugende a, der Fliche ®”
geht) — dass die Ebenen poay,... Pod,. .. singulire Elemente unserer Kongruenz bilden.

STRESZCZENIE.

Praca niniejsza sktada sie z trzech czedci. W czgsci pierwszej omawiam
ogdlne wiasnosdci [n,, n,)-znacznych odpowiedniodci, zachodzacych pomie-
dzy elementami dwoch jednobieznych utworéw podstawowych. Réwnoczes-
nie wystawiam odno$ne twierdzenia dla wieloznacznych odpowiedniosci
Iny, ny], ustalonych dla elementéw jednego i tego samego utworu zasadni-
czego rodzaju zerowego. Podstawami rozwazanych odpowiednio$ci sq jedno-
biezne krzywe ptaskie i skosne, oraz powierzchnie rozwijalne i skosme.
W czedci drugiej badam wtasnosci krzywych (ptaskich, skonych) i powierz-
chni (skosnych, rozwijalnych) rodzaju (n; — 1) (n, — 1)-go, jako utworéw
powyzej omawianych odpowiedniosci wieloznacznych. W czesci  trzeciej
przechodze do Geometryi linii prostej i podaje wlasnosci komplekséw wyz-
szych stopni linij prostych, przecinajacych odpowiednie elementy [n,, n,]-
znacznych odpowiedniosci, zachodzgcych pomiedzy promieniami dwéch réz-
nych utworéw, wzgl. jednego i tego samego utworu podstawowego rodzaju
ZeTOWego.

STEFAN MAZURKIEWICZ.

0 zwiayzku‘ miedzy istnieniem drugiej pochodnej uogolnionej,
a ciaglofeia funkeyl.

Sur la relation entre I’ existence de la dérivée seconde généralisée et la continuité
de la fonction.

Wiadomo, ze funkcya zmiennej rzeczywistej moze by¢ w pewnym pun-
kcie z nieciagta, a zarazem posiada¢ w punkcie tym drugg pochcdng uogol-

niong, t. zn. granice:
- h) — 2
lim flx-4-1)+ f(:zz' ] @ (1)

h=u I

Przykiadem takiego zachowania sig sq w punkcie z =0 funkcye:

1y = sgnux
oraz:
:Ij:sill—l— dla xz==0,
@
y=0 dla =0,

Jezeli nie zrobimy zadnych zastrzezenl co do natury rozwazanych fun-
keyj, wéwczas okoliczno$¢ powyzsza, t. zn. niecigglosc a réwnoczesnie istnie-
nie drugiej pochodnej uogélnionej, zachodzi¢ moze nawet we wszystkich
punktach pewnego przedzialu, czego przykladem s t. zw. funkcye Hamelab,
1. zn. nieciggle rozwigzania réwnania funkcyjnego:

fety=7rw-+rw.

1y Hamel, Math. Ann. 60, str. 459—462. Sierpifiski, Prace mat.-fiz. 26, str.
128~-129. e
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