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ALFRED ROSENBLATT.

Sur les problémes irréguliers du calcul des variations.

(6} zagadnieniach nieregularnych Rachunku waryacyjnego.

1. On appelle problémes irréguliers les probl2mes du calcul
des variations qui conduisent & une extrémale singulidre, c'est a dire, telle
que I'équation de Lagrange posséde une singularité pour cette extrémale
entre les points 4, B que joint cette extrémale. Soit

1= [ f@ v, ¥) de (1)

I'intégrale qu'il s’agit de rendre maximum ou minimum. L’équation de La-

grange est
Yy 4 fyoy+ for — 1,=0, (@)

et lextrémale singuliére ¥ = ¢ (#) annulle fy= (2, y, ¥') & lintérieur ou aux
limites de lintervalle (z,, ).

Nous n’envisageons dans ce travail que les cas, o1 la fonction iz y,y)
est analytique en @, y, ' et ot de plus I'équation (2) de Lagraunge est
linéaire. On peut, dans ce cas particulier, employer les équations inté-
grales, mais dans le cas des points singuliers de I"équation (2) les équations
intégrales correspondantes sont singulidres, et si les points singuliers sont des
points d'indétermination, on ne peut plus appliquer la théorie de Fredholm.
Il faudrait se servir de la méthode compliquée des formes quadratiques & une
infinité de variables.

') Hilbert, ,Bemerkungen zur Variationsrechnung®. Nachrichten der Gesellschaft
der Wissenschaften zu Gottingen, -1905.

Prace mat.-fiz,, t. XXX, 13
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2. Nous avons donc la fonction

f, g, y)="L@ 9)+ Mz, y) ¥+ N @) y" 3
et on a de plus

T =S@y+T@,
donc ,
Lo )= Sray—8@ L —T@y+ U@ @

D’autre part il est évident que la fonction (3), oit U'on a remplacé L (z, y)
par la fonction (4) et ou M (z, y) est une fonction arbitraire, donne I'équation
linéaire de Lagrange

R@)y' + B @)y +S@y—+T@)=0 )

ot B (z)=2N (z). L'équation de Jacobi qui correspond & cette équation
s’obtient en posant T'(x) = 0. '

Supposons maintenant que z=4£ soit un point singulier de I’équation
de Lagrange situé & I'intérieur ou bien 2 la frontiere de l'intervalle (x,, 2,).
Nous avons les développements

R@=@—8 R@—8, EO)=r=+0,
S@)=@x—E¢ S (z—¢8), S, (0)=1s,==0, (6)
T@=(@—8Ti@—8, Ti(0)=t=+0,

¢ étant un nombre entier positif, s; £ étant zéro ou positifs, et les coéfficients
des développements que I'on suppose convergents dans un certain inter-
valle-étant supposés réels. Ecrivons 1'équation (5) sous forme noymale

=&Y +@—-)P@—-8y+QE@—-Hy+U@@—=0, (7)
dans laquelle

Pz -8=@—8rP (@—%, P 0)=p =0,
Qe—8=@—9r Q, (x —8), @ (0)= g, 0,
U —8)=(¢ —& U, @—8,  U,(0)=u,==0.
Ona
p=0, ¢=24s—1 u=2-+4t—r; py=r, QD"—‘&y uoz"t(’“~
R 7o 7

3. Rappellons maintenant les résultats classiques concernant 1'équa-
tion (7). Nous étudierons I'équation homogeéne obtenue en posant
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U(z—£) =0. Nous avons  distinguer les deux cas suivant que l'on a
¢ =0 ou bien ¢ < 0. Dans le premier cas le point & =£ est point de dé-
termination (de Fuchs), dans le second cas c’est un point d'indéter-
mination.

Icas ¢g=0.
Fuchs

On envisage I'équation déterminante fondamentale de

ple—D+pPO+Q0) =0, @®)

dont les racines sont

poe=3[1—PO)+V[1-PO)P—4Q )], ©

P(0)=p,=7==0 et on a les trois sous-cas suivants:

1) Les racines p;, p, sont distinctes et réelles. Alors le systéme fon-
damental d’intégrales de I’équation peut s’écrire

o

V=@ — O D, a(z— &,
k=0

(10)
h=@—8 Y @ — el —trnlog@—8.
F=0

oo

DS (x—e)*].

k=0

Les séries sont & coéfficients réels et de méme ¢ est un nombre réel,
On a ¢,==0, d,==0, mais ¢ peat &tre égal & zéro. Si g >0 on a Q (0)==0,
done P (0)=p,=7r>1. Alors p, =0, tandis que p,=1 — r est négatif.
Alors l'intégrale y, représente une courbe finie égale & ¢, pour z==§, tan-
dis que y, devient infini pour cette valeur z==£. Si ¢=0, p, et p, sont
différents de zéro et on a pour @ (0)=¢,>0, p, < 0 et p, < 0, tandis que
lonap >0, p, <0, si g, est <O0.

2) Les racines p;, p, sont égales, donc ¢ 4=0. On a ainsi

I—-POPF-4Q@©0)=0,

donc @(0)==¢,>0 ou bien ¢,=0 et P(0)=r=1. Doncsi ¢ est égal
A0o0nap=r>1cetp=p=1—r<0, et si g est >0 on a
pr=p,=0. Ou n’a donc de courbe intégrale finie pour z==£ que si ¢>0,
r =1, savoir la courbe donnée par I'intégrale y, .

3) Les racines p,, p, sont imaginaires conjuguées. On a donc
@(0) >0, g=0 et les parties réelles p’ des racines p’ - 4p" sont néga-
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tives-ou zéro suivant que 7> 1 ou bien # =1. Nous avons donc les deux

intégrales (5 — Eyie [P (g — &) =i P (& — )],

P'(z—§), P (x—&) étant deux séries de puissances a coéfficients réels.
On en deduit les deux intégrales reelles

1y = (z — &)Y e'@—9 cos [p" log (¢ — &) I (z — )],
Yy = (& — &) '8 sin [p" log (z — &) + 11" (& — &1,

I (z — £), II” (® — £) étant des séries de puissances ’a .co_éf’ficient.s réels.
Quand x tend vers &, les deux intégrales oscillent une infinité de fois entre
des valeurs positives et des valeurs négatives, ces valeurs tendant vers - oo
et vers — oo, si p’ et négatif et vers deux valewrs ¢ et —c¢, si p’ est égal
a zéro.

Il cas ¢g< 0. Le point w==¢ est point dindétermination (de
Fuchs). Supposons plus généralement ’équation

(z—£)?2 ¢+ (z—0)] [® (@—E) + P (@—8)] v + [V () + @ (c—8] ¥y =0,
@8 =op @7+ Fo, (12)
Ce—)=pf@—-8+... 45,

P (z—%), Q (z—&) étant des séries entiéres s’annullant pour 2=4§. Lafon-
ction ,caractéristique” de Fuchs est

@—8plp (=D +0 (@ (-8 + P @+ ¥ (=0 (x—F))

+ oo
=@~ D) o) (@t

A=(=p, —

(—p, —q) étant le plus petit des nombres —p, —q.
(12) soit satisfaite par une expression analytique

Pour que !’équation

Y= (@—&F ) o (o—8), (13)

=0
il faut et il suifit que p satisfasse a I'équation
fien —0 ) = P tp, — + Bp —0 =0, (14)

et que les constantes ¢; soient déterminées par les équations
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v—{—=p, —0)
D Cfilo49=0, v=(—p, —g),...}oco. (15)
i=0

Sila série entiére converge, I'expression (13) représente une in-
tégrale de équation (12) pour laquelle « =£ est un point de détermination.
Nous avons ainsi deux cas & distinguer )

l-cas: p=gq, donc arp _=a_,==0. On obtient p et les coffi-
cients ¢;, ¢=1, 2... d'une maniére univoque, le coéfficient ¢, étant ar-
bitraire.

2-cas: p < g. Alors il n'existe pas d’intégrale de Péquation (12) pour
laquelle z=¢§ soit un point de détermination. Déterminons un nombre 7%,
de maniére que 'on ait

p<k4+1, qg=2Fk-+1)

et gue l'on ait au moins une égalité. Ce nombre k-1 est appellé par
Poincaré rang de I'équation différentielle (12). Mais il peut arriver que %
ne peut pas €tre un nombre entier, ce qui arrive quand ¢ est plus grand que
2p et est un nombre impair (p. ex. p =0, ¢=1). Nous admetterons que %
puisse &tre une fraction et nous appellerons toujours k-1 le rang de 'équa-
tion (12).

La transformation ©

gt +2
y=¢ (==& (16)

transforme 1'équation (12) en une équation de Riccati

(- -E)rt2 Cdl—zé’ +w— (k:{—2) (—&y+iw

(17
+ (e—gryt o (@—8) +. . YW+ B2ty - B2k (T—E) .. ) =0.
Si k& est fractionnaire, on remplacera oy, €.g,... par
LI (w——é)‘f’, LI (m—&)%,. ..
Remplagons maintenant w par le développement
oo
w= a@—¢ty (18)
=0

en cas de % entier et par le développement
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= 3 i+
w= di@— i+ D a8 (19)
i=0 =0

en cas de % fractionnaire.
Nous avons dans le premidr cas, pour déterminer ¢, Péquation du
2-d degré
&0 + o—gitn €+ B2t =0- (20
Si cette équation a ses racines distinctes, alors a chaque
racine correspondent des nombres déterminés ¢, ¢,,... En effet, onala
formule de récurrence

(26 + gty G- 9 (Co, Cpye -
i=12,...

i) =0, @1)

Dans le second cas le remplacement de w par expression (19) conduit
aux équations

(Ao, @ —8 ...+ @—E) [t (x—E) 4. . ]2+ (@ — &)t
Hhette @9+ J—<k+2>(x g ete, @—84 .. ]

F 8l yte @9 1eote (@—8 . ]

+ [B-2ptn) - Bsrs (@ —E) +...]=0,

2@~ [dotdi(m—8+- . J[et & @—8 4. . ]+ @—EH
a4 2dy (@—8) 4. . ] — (+2) @—&F H [do+dy (@ —8) + ... ]

+@—ot lo iy to s y@—0+. . Jla+d @- ..

On détermine d’abord d, donné par I’équation

dy® + B2 =0. (22)

Ensuite on détermine tous les d; au moyen de la premiére équation et tous
les e; an moyen de la seconde. On a

2d,di+ 9 (dy, ...y di1; €5y .o €im1) =0,
2dy e b (dy, .., o i) =0,

Tous les cotfficients e; peuvent étre nuls. Si 'on change le signe
de d,, le signe de tous les d; est changé, et les ¢; restent les mémes. Clest

d,'; €oy -
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ce que montrent directement les équations précédentes. Donc les ¢; sont
toujours réels.
On obtient ainsi dans le premier cas des expressions

Y= et @l Y fy (@

i=0

=N @i Y @ -8,

=0

. 23)
1,0 C1k
M= =g He—on T Ta—y

Cs, 0 Ca,
he=9=ime—gnt te o

dans lesquelles ¢y, 0, €, 0 sont les deux racines supposées distinctes de
I'équation (20). Si les séries (18) convergent, les séries qui figurent
dans les expressions (23) convergent aussi et on a deux intégrales nor-
males de I'équation (12).

Dans le second cas on a de méme les dex expressions

U (z—8) — Fy (z—8)

y=e¢ (z-&)-’f (@— )
+co
12 pce—v+@-et 2 g s@—t),
= (249
- M, (B — Nyfa—D) .
y=e (e— "t
teo e
[2 f2,i(x"‘é)i+(w—§)52 gz,,-(xéﬁ)‘],
i=0 =0
dans lesquelles M, (z—¢&), M, (x—§&), Ny (x—E&), N, (x—§) signifient les
expressions i
dl 0 1, kg
M (z -§)= e T S
T-1) (n—Et % ]
E+1) ( 3 @)
: da ds, kg
W 9=y s T
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e B = _,,,wﬁzii,v J_ e, k4
ME—d=Grye—n Ty
(26) -

€9, k—4

€2, 0
Nﬂ (w - "‘——k__i_—‘(w“__' E)"—H’ + + (.’,U o {;)

Si les séries (19) convergent, les expressions (24) représentent
deux intégrales anormales de I’équation (12). Les coéfficients d, o,
ds, o sont les racines de I’équation (22). Si g < 2p, alors B_sqqy est égal
4 zéro, et si Bowrr, <k -1 estle premier des coéfficients p différent
de zéro, on a Cijo=¢;1=...=¢;,p1=0, ¢,;==0. Si l'on a g=yp,
alors f_qqy est le premier coéfficient 8 différent de zéro, et on a ¢ xy==0.
On a alors 'équation (14) et une intégrale qui, sila série (13) converge, se
comporte au voisinage de a=4§ d'une manidre déterminée. Si g < p,
B_gtite==0, g>0, alorson a p=20 et une intégrale réguliére.

Les nombres ¢, 0, €5, 0 Ou bien dy, o, do o pouvent étre réels ou bien
conjugués complexes.

4. Revenons maintenant & notre équation (7). Si l'on a ¢ < 0, donc
7> 2, alors les cogfficients a_p, a_,44,... du N-ro précédent sont égaux
4 zero. L’équation (20) en cas de g==2 (k1) pair et 'équation (22) en
cas de q impair donnent deux nombres distincts réels ou imaginaires conju-
gués. Ces nombres sont réels, si g, <0, et imaginaires, si g, est >0. On
obtient dans ce dernier cas dans le cas des intégrales normales un systéme
fondamental réel en posant

Yy = £ e~ OFF == (g — £)¢', cos [—M (@ — &)
+ ¢, log (w— &) -+ F" (x— &)1,
Yy == e~ M E-DEFE—D (g — ), sin [—M" (v — &)
+ e log (@—8&) + F' (z—¥)],
oi1l'on a .
My, 2 (x—8) = M' (x—&) + i M (x—§),
log Fy, 2 (@—8) = F' (x—&) £ i F" (z—8),

e, x=¢chtic,.

De méme on obtient un systtme fondamental réel dans le cas des inté-
grales anormales. Ce systéme aura la forme
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W o) — N =D+ B 1B (=B =)

gp—e &9

—8 Hcos[—(—ﬁM”(m §— N (r—§ ey, log @—8)

L F @)+ (m— 8 6 @ — &>], o

Yg=2¢

(W B P (=B (=B 0 —D)
{(a—E)

Az — &)"‘[T"‘L sin [ M (x—8&) — N (z—E) + ek+;, log (x —&)

e)%
P @)+ @8 ¢ @ — @]

oulona M2 @8 =M@ &+ ill" (z -8,

Ni2(@—8 =N (x—8 =iN" (@—F),

+1ie

€2 k= Oy g

A gauche du point z==¢ on aura des intégrales réelles en remplagant
dans le cas du point de détermination (z— ) et (z— &)= par E—ax),
(E— z)» et log (x— &) par log (§—w). Dans le cas du point d’indétermina-
tion on remplace dans les intégrales normales (z—*&)™ *Hpar (E—z) *,
(x—E)"> M1 par (E—x)2 Y, log(s—¢&) par log (¢ —=x), dans les inté-
grales anormales (z— &% pat (¢—a)}, (@— &, (z—2 4 par
(E—x) ¥+, (£ — x)"% ¥}, en obtenant de nouvelles intégrales.

5. Nous étudierons maintenant les théorémes de Sturm concernant les
zéros des intégrales réelles d'une équation différentielle linéaire dans le cas
des singularités. On sait que si #,, u, sont deux intégrales d'une équation
linéaire du second ordre

2 P@ P g@u=o, (29)

et si I'on désigne par D (z) le déterminant fonctionnel

Uy Uy |
=y Uy — Uy U
uul 1 Uy 9 U1y
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ona
—fP(m) dz
D(x)=_Ce & . (30)

Tant que le coéfficient P (z) est continu on a D (z)==0, sila con-
stante G est différente de zéro. Donc dans tout intervalle de continuité de
P(z), D (%) ne peut devenir nul, si ¢ n’est pas nul. Mais si C est nul, U,
et %, sont linéairement dépendants.

De I'équation (30) on déduit le théoréme de Sturm:

_ ,,E.ntre deux racines consécutives de u, (#) situées dans lintervalle de
continuité de P () on a une racine et une seule de u, (z)*.

Supposons maintenant le point # ==¢ singulier. Nous avons les deux
cas. :

I g=0. Lepoint x==£ est un point de détermination,

a) py, p, réels, différents. :

Nous avons

Uy W'y — Uy W'y = Gy by (py — py) (T —E)pte— [14-0 (z— §)],

o (z--§) tendant vers zéro avec #—£. Soit g=0 et q, < 0, alors on a
p1>0, p,<0. Donc u, s’évanonit pour z==£. Soit & le zéro le plus
prochain de ¢ & droite de £&. Soit C positif, alors ¢,d, est négatif. Suppo-
sous () positif dans lintervalle (&, &), alors ¢, >0, donc dy<0. Au
pon.lt. z=¥, —u,u alesigne de O, donc est positif. Mais U, (2) étant
positif dans Vintervalle (¢, &) w, (%) est positif pour z=¢ et négatif pour
a{-:é’, donc u, (z) est positif pour x=4¢. Mais u, () est négatif au voi-
sinage de z=2§, puisque d,< 0 et devient infini négatif, lorsque z tend
vers €. Donc wu, () s'évanouit a Pintérieur de I'intervalle &, &").

) De .r‘néme lorsque Pon a ¢ >0, g,=0, p,=="0, p,<< 0, Vintégrale w, ()
s’évanouit entre ¢ et &, et de méme lorsque l'on a q=0,¢,>0,p, <0
p2 <0, lintégrale u, (x) s'évanouit entre ¢ et &, mais dans ce cas il n’ya,
pas d’'intégrale finie pour 2 = ¢,

b). py, p, réels égaux.
Nous avons

Uy W'y — Uytt'y == ¢ ¢y (z—E)Pe—1 [1 o (w— )],

Onag=0, ¢,>0, p,=p, <0, oubien g >0, g =0, p, = p, = 0.
S.0.1t D>0 alors ce, est positif. Supposons ¢, gositif,, (golors ;alpgx) epszt pg-
sitif dans (§, &), donc w/; (z) est négatif au point &, donc u, (8/)>0. Mais
log (x —¢) est négatif pour & = €+-e, donc u, (%) tend vers — oo, lorsque
« tend vers 0. L’intégrale w; () reste finie ou bien tend vers -+ oo, lorsque
x tend vers §. Donc u,(z) s'évanouit entre £ et £, ,
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c) p,, p, imaginaires conjugués.
Les intégrales (11) s’évanouissent pour

P log (@ — &+ 11" (z—H = —kr +,

et pour
p'"log (&) + 1" (x—&) = — &m,

% étant un entier arbitraire. Donc on a les expressions

[~ret3 %
T—f=e 14 @)
—kn.-:T,
z—Ei=¢e (1 4= (&),

qui tendent vers zéro, lorsque k& augmente indéfiniment.

Entre deux zéros consécutifs d'une intégrale il y a un zéro et seulement
un zéro de 'autre intégrale, et les zéros de toutes les intégrales tendent vers
z =£ qui est un point d’accumulation.

II. g<0. Lepoint z=2¢ est un point d’indétermination.

a) p=g. Quoique ce cas ne puisse arriver dans le cas de I’équation
de Lagrange (7), il y a lieu de I'étudier. On a

Uy Uy — Uy W'y = 0y Cofg (B — §) P2 g0 (0D
(=t F Lo @6,

si u, (x) est Pintégrale qui est indéterminée au point =% et u, () l'in-
tégrale déterminée. La fonction ¢ (z—€) tend vers zéro avec = - §. Ona
p:—f;p, lorsquie p =g, et p="0, lorsque p >¢.} '

? -
Soit f,>0, donc w, (z)>0 dans (¢, &), ¢ étant le zéro le plus voisin

de x=~£. Soitaussi C>0. Alorsona a_,c,>0, w,(§)<0. Mais ona
— W' >0,

doncona u,(¢)>0. Ona ¢,<0, lorsque l'ona e, <0 et ¢,>0, lorsque
l'on a o_,>0. Donc I'intégrale u, coupe I'axe des , lorsque I'on a a_,<<0
et ne coupe pas cet axe en cas de «—,>>0. Cela veut dire que si €;, o=-—0—p
est positif, donc si #, tend vers zéro, u, coupe I'axe des  et;ne counpe pas
cet axe, lorsque ¢y, o= — a_, est négatif, donc si , tend vers I'infini positif.

On peut donc dire que l'intégrale qui tend plus vite vers I'infini ou bien
qui tend moins vite vers zéro coupe I'axe des « entre ¢ et le zéro suivant de
lautre intégrale. Dans le cas d" indétermination il en est de méme. On peut
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. U .
dire que lorsque ?‘tend vers z€ro, alors u, (z) s’annulle devant u,, clest
2

a dire le zéro le plus prochain de ¢ est celui de u,; si I tend vers Pinfini,
Uy

. .U
les choses se passent inversement. Si ?’ ne tend vers aucune limite, toutes

2
les intégrales ont une infinité de zéros.

b) »<g¢g. On atrois cas & distinguer 2p % ¢g. Nous avons aussi a di-
stinguer le cas des intégrales réelles du cas des intégrales imaginaires.

A. Intégrales réelles:

@) 2p=<¢q. Ona

Uytl'y — Uy Uy = foi-Fo0(ce0 — o, o) (@ — é)”” k1o, pp—k—2
e e -26—0 [] |5 (z —8)]

en cas des intégrales normales, et

Uy Wy — Up 'y = [y [0 (o — dy) (& — 5)81' SEICL

1

. E— (;TE)E (3, (2—8 -+ 2, (z—E)] — W, (2—E) — N, (z—E)

Ao @—8)

en cas des intégrales anormales. Soit ¢, ;> s 0. Soit f1,0>0, donc %, (x)
positif dans I'intervalle (¢, &), et C>0. Alors au point & on a

- (“2 uII)E' >0,

dop; uy (§7) est positif. Ensuite on a fa0<< 0, donc u, () est négatif au
voisinage de z =4§. Donc u,(z) change de signe et s'annulle dans inter-

U
valle. Le rapport —ﬁl— tend évidemment vers zéro avec & — £.
2
Il en est de méme dans le cas des intégrales anormales.
B) 2p>gq. Posons 2p—f=gq, ona
Us 'y — Uy U’y = — ¢y, o ( — &) LA

. @My (@ —-8) — My (x—F) f1,0f0- [‘1 +o (z—8&)}.

_ 1
M, (z — &) commence par un terme en W et M, (x—¢&) par un

term ————
een @yt
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Soit 0 >0, f1,0>>0, alors on a w; ()<<0, u,(§")>0 et fy, alesigne
de —e¢;, 0. Lorsquel'ona ¢;,0>0, fy, est négatif et u, (x) s’annulle entre
€ et &', tandis que u, () ne s’annulle pas, lorsque I'on ¢, o < 0. Mais u, (x)
s’annulle en cas de ¢;, o >0 au point 2==£, et devientinfini en cas de ¢;, o <0.

Le rapport %‘« tend dans le premier cas vers zéro, dans le second vers 'infini.
2

B. Intégrales imaginaires.

Toutes les intégrales ont une infinité de zéros avec x =§& comme point
limite, et entre deux zéros d’une integrale quelconque il y a un zéro unique
de toute autre intégrale linéairement indépendante.

6. Appliquons ces théorémes a I'étude de Pextrémum de I'intégrale (1)-
Soit y (x) extrémale qui joint les deux points 4 (%,, ¥,) et B(z;, ¥#,), et
supposons le point singulier z =£ au commencement ou & lintérienr de
lintervaile (z,, #;,). Admettons toutes les courbes continues qui joignent
les deux points 4, B et dont les dérivées au point x==§& peuvent devenir
infinies d’un ordre <1.

Envisageons les extrémales, c’est & dire les intégrales de I'équation de
Lagrange. Ces courbes, lorsqu'elles sont finies au point =2¢§ ont des dé-
rivées finies ou infinies d'ordre <C1. Fait exception le cas des intégrales
imaginaires dont les dérivées ne tendent vers aucune limite.

L’expression f(z, ¥, ¥') est intégrable, puisque P'on a

prfp,—1l=—7

donc 2p, — 2-+# >—1, dans le cas de détermination et des racines p;, p,
différentes. Il en est de méme, lorsque les racines p,, p, sont égales, puisque
la dérivée ¢’ est finie au point x=24§ et de méme dans le cas de I'indétermi-
nation des intégrales. Soit ¥ () =y (¥) 4~ w (x) une courbe de comparai-
son. Pour que l'intégrale (1) ait un sens il suffit que Pordre d'infinitude de
w' (x) ne surpasse pas celui de y' (%) et plus généralement que cet ordre a
moindre que 1 satisfasse & inégalité 7 —2a > — 1.
Envisageons la différence

AT=I(y-+w) —I(y)= f(f,,w—i—fW’) de +%_[(ﬁ-w2 +2fuw e’

@D
+Fpew'?) dz,

oft fp, fyys [y signifient que I'on remplace les arguments y, ¢’ par y—{-6w,
90w, 6 &ant une fonction de x dont la valeur absolue ne dépasse pas 1.
Les intégrales ont un sens et la premiére intégrale peut &tre transformée par
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la transformation de Lagrange, puisque les intégrales de di (fy w) et
x

a
i fy ont un sens. Donc parmi toutes les courbes admises y (x) doit &tre

une extrémale, et cette extrémale donne & AT la valeur
AT=1} /(fy«wz + 2fpw ! - Fpw'?) do.

- Nous désignogs par £, £ les deux zéros les plus voisins de Iintégrale
finie pour z=¢ situés 2 gauche et & droite de &. On démontre alors faci-
lement que

1. SiTintervalle (4B) est situé a Iintérieur de Iintervalle (§'¢"), la
seconde variation ‘

2= [ (w42 s w4 frew?) daz (32)
est positive pour toute courbe admise.
En effet, prenons l'intégrale finie comme intégrale u (x) de I'équation

de Ja co bi, qui coincide avec I’6quation homogéne de Lagrange. La trans-
formation de Legendre donne I'expression suivante de la seconde variation

"R (W'u — wu)?
27 —
5 I_f S OYY 4. (33)

Cette transforn:mtiou est légitime, car I'intégrale a un sens, puisque lors-
que 7>>1 l'ordre d'infinitude de Ru'? et de Rw'? est moindre que 1 et lors-
quelona r=1, ona ¢>0, donc p;=0 et o est fini.

Cette seconde variation est positive, si E(z) est =0, car w () s'an-
nulle pour z=uz, gt pour # =g, tandis que % (z) est différent de zéro
donc on ne peut avoir identiquement w'y — wu = 0. ,

Pour obtenir une courbe % (%) continue an point z =¢ et possédant
au point # =£ une tangente continue finie ou infinie, il faut changer en pas-

(@)

u (2 -

(":T)P—" si l'on est dans le cas
de détermination. La dérivée est finie continue ou bien +-co, lorsque I'on a
0<p <1. Siz=¢test un point d'indétermination et si én a le cas nor-
mal, alors l'intégrale w (%) s'annulle an point #==¢ et pour le prolonger au
dfelé de ce poipt a gauche, il faut la multiplier par une constante conveiable
Si k41 est impair, il faut remplacer l'intégrale par lintégrale obtenue eI;

sant & gauche de z =¢£ lintégrale « (%) en —

icm®
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changeant ¢; ¢ en ¢y o et multipliant par une constante. Sil’on est dans
le cas anormal, on ne peut avoir d’intégrales réelles 4 tangente déterminée que
d'un coté de x=%&. Mais sil'on admet les intégrales s’annullant une infi-
nité de fois au voisinage de z==_£, on a deux intégrales linéairement indé-
pendantes finies ou infinies oscillant entre deux limites finies de signe opposé
ou entre 4 co et — oo, ou bien tendant vers zéro, c'est & dire vers le point
r=%E.

2. Sile point £ ou bien le point & est situé entre le point £ et le
point 4 ou le point B, la seconde variation peut &tre rendute négative
par un choix convenable de la fonction % (z).

Soit p. ex. ¢ < &/ < x, et soit y, (@) U'intégrale finie au point €. En-
visageons l'intégrale ¥, () qui passe par le point x, situé entre £ et x, et
qui est infinie pour z =¢§. Soit y, () positif entre £ et £’. La courbe
¥, (z) coupe ¥, (x) entre ¢ et & en un point z,, car ¥, (%) coupe Paxe des
x entre £ et £,

Envisageons alors la variation

0 entre z, et £
Y1 () - ” g s Ly
Yy () » Ly » Ty

0 . Z, N z, .

La seconde transformation de Jacobi est 1égitime et elle donne
321 = R (z3) w () (W' (5 — 0) — w' (2, -+ 0)]
~[v@ Y we,
£

W (y) étant I'expression homogéne qui figure au coté gauche de 'équation de
Jacobi. On adonc

82T =— R(2) [y (=) ¥'s (@5) — Y2 (%) ¥y (9],
expression qui peut &tre rendue négative par un choix convenable du signe

de y, ().

7. Envisageons maintenant une intégrale finie au point . =¢§ de
I'équation de'Lagrange. Soit y(x) cette intégrale. La famille Cy (2) de
courbes (€ constante arbitraire) forme un champ singulier d’extréma-
les. Ces courbes ont au point « =& une méme tangente égale 4 zéro ou in-
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finie excepté le cas oft ce point est un point de détermination et oit I'on
ap=1.

Le coéfficient angulaire de la tangente de l'extrémale qui passe par le

point (%,, ¥,), # (&, ¥,) estégal a Oy’ (z,). Mais ona G=?)%Z‘T’ donc
0.
Yy (=)
p(‘bl)’ ya)—yo y(%) .

Envisageons I‘mtégrale invariante de M. Hilbert
e

prise le long d‘une courbe admise K, donnée par I'‘équation y =7 () et joi-
gnant les points 4, B. Cette intégrale a un sens, car si l‘'on a » > 1, alors
I'intégrale de Bp?(x, ¥) a un sens, et sil'ona r==1, alors ¥ (x) est holo-

mqrghe et =0 au point z=£. La courbe y(x) peut avoir une dérivée
infinie au point 2 =¢ d'un ordre d‘infinitude moindre que 1.

Nous avons
Al=Ir— Iy, =1Ir—1I%

= [V % ) — 1@ 4,50 D)~ G—2@ D 5 1, 2 (@ D] de.

K

En introduisant la fonction E (z, y, p (%, ¥), ¥') de Weierstrass on
a dong la formule
A=[E@ 7 p @0 ) o, (36)
K

Or nous avons

E (z, :!;x P (@, 5)’ 77) =3 (5’ — 0 (x, ?;))2 o= (@, 5) %), (37)

on p* est un nombre situé entre y' et p(z, ). Mais puisque l‘on a
fy»= R (x), nous parvenons 2 la formule

AI:IPIX,,:%f(?—p(w, 1) R (2) do. 38)
X

Doﬁc toute courbe admise K autre ‘extré i joi
) | que l'extrémale K, qui joint les
points A, B.donne une valeur de l'intégrale plus grande quoe K, ,] pourvu

icm
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que les points 4, B soient situés entre & et les zéros les plus voisins & gau-
che et a droite de ce point de l'intégrale finie au point .7

STRESZCZENIE.

Badajac warunki konieczne i wystarczajgce, aby dana catka pojedyficza,
rozciagnieta wzdtuz danej krzywej, posiadata warto§¢ maximum lub minimum
w poréwnaniu z wartosciami tejze calki obliczonej dla krzywych sasiednich,
zakiada sie zwykle, Ze problemat jest regularny. Znaczy to, Ze réwnanie
Lagrange'a 2-go rzgdu (lub réwnania Lagrange'a w przypadku przedsta-
wienia parametrycznego krzywej lub w przypadku krzywej przestrzennej) nie
posiada osobliwosci wzdtuz danej krzywej. Gdy jednak istnieje przynajmniej
jeden punkt osobliwy, badanie bardzo si¢ komplikuje, gdyz twierdzenia kla-
syczne o drugiej waryacyi catki i twierdzenia o istnieniu pola ekstremalnego
dokota danej krzywej opieraja sig wasnie na regularnodci zagadnienia. Za-
chowanie sie krzywych ekstremalnych w punkeie osobliwym moze by¢ naj-
rozmaitsze. .

Autor zajmuje sie przypadkiem, gdy réwnanie Lagrangea jestliniowe,
co pozwala stosowaé teoryg Fuchsa rozwinig¢ w punktach osobliwych. Za-
réwno w przypadku punktu- osobliwego oznaczonosci (Bestimmtheitstelle)
jak i w przypadku punktu nieoznaczonosci (Unbestimmtheitsstelle) mozna
przeprowadzi¢ catkowicie badanie warunkow koniecznych i wystarczajacych,
ale w ostatnim przypadku trzeba zatozyé zbiezno$¢ rozwinigé. Osobliwe pola
ekstremalnych, ktére sig otrzymuje, pozwalajg stosowaé kryterya Jaco-
bi‘ego i metode Weierstrassa. Podobne rozwazania dalyby sig przepro-
wadzi¢ w przypadku, gdy réwnanie Lagrange‘a jest nieliniowe, ale ksztattu

oy =f (= ¥, ¥

m lczba catkowita dodatnia, f funkcya holomorficzna, albo tez tylko ciagla
i posiadajgca pochodne ciagte.

Yy Un cas spécial de champs singuliers est étudié dans I'Ouvrage de M. Hada-
mard. ,Calcul des varlations®.

Prace mat.-fiz., t. XXX, 13&#
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