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W. SIERPINSKL

0 pewnej definicyl calki, réwnowainej calce Lebesgue'a.

Sur une définition de I’ intégrale, équivalente 2 Pintégrale de M. Lebesgue.

W pracy uiniejszej podamy, nie opierajac sie na teoryi miary Le-

besgue’a, pewng definicye calki, ktéra, dla funkcyj ograniczonych, réwno-
wazna bedzie calce Lebesgue’a. Calke naszg okreslimy jako ewentualng
wspolng wartosc calki dolnej i catki gérnej, przyczem definicye tych ostatnich
(istniejacych dla kazdej funkeyi ograniczonej) bedg przedstawialy wielkg ana-
logig z definicyg calek Darboux’a: réznica polega¢ bedzie jedynie na tem, ze
zamiast rozbija¢ przedziat catkowania na skoficzong liczbg przedziatéw cze-
$ciowych (jak to sig robi przy catkach Riemanna, wzglednie Dar boux’a),
bedziemy go rozbijali na skoriczong liczbe zbioréw zamknigtych lub otwar-
tych.
’ L Nazywamy otwartym kazdy zbicr, ktérego kazdy punkt jest we-
wngtrzny.  Dowodzi sig, ze kazdy zbiér otwarty liniowy jest sumg wnetrz
skoticzonéj lub przeliczalnej mndgosci przedziatéw, nie zachodzacych na sie-
bie. Sumg diugosci tych przedzialéw nazywamy miarg uwazanego zbioru
otwartego. Dopetnienie (do przedziahu) zbioru otwartego jest zbiorem zam-
knigtym. Miarg zbioru zamknigtego nazywamy dopetnienie miary zbioru
otwartego, bedacego jego dopetnieniem (do przedziatu, w ktérym lezy uwa-
zany zbidr zamknigty). Suma skofczonej liczby zbioréw zamknigtych jest
znowut zbiorem zamknietym. :

Niech f(z) oznacza dowolng dang funkcye ograniczons, okreslong
w przedziale (skoficzonym) P = (a, b). Rozbijmy W jakibadZ sposcb prze-
dziat P na skoficzong liczbg zbioréw zamknietych lub otwartych (nie majg-
cych punktéw wspélnych)

P=B 4B +.. .+E,

Prace mat.-fiz., t. XXX, 12
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i utwérzmy sumy
,

2 m (By) Max (, Ey), m
oraz =
2 m (Ek) min (f1 Ek\7 (2)

gdzie m (By) oznacza miarg zbioru Ey, Max (f, Ey) kres gérny funkeyi f(z)
w zbiorze Ey, wreszcie min (f, E) kres dolny funkcyi f(z) w zbiorze E.

Kres dolny zbioru wszystkich liczb (1), utworzonych w powyzszy spo-
s6b, nazywamy catkg gérng funkeyi f () w przedziale (a, b) i oznacza-
my przez

T——ffbf(aé) de,

Aza's’ kres gorny zbioru liczb (2) nazywamy calkg dolng funkcyi f(x)
w przedziale (@, b) i oznaczamy przez

g:ff(x)_ dw.

“Jezeli zachodzi réwhnosé

' jb'ka) dw =_ff<as) dz,

to wspélng wartos¢ tych catek nazywamy catkg funkeyi f(x) w.przedziale
(@, b) i oznaczamy przez

I:ff(m)dm; '

. Udowodnimy, ze okreslona w powyzszy spos6b catka jest dla funkcyj
ograniczonych réwnowazna calce Lebesgue’a. Mowiac $cislej, udowod-
nimy, ze 1% kazda funkcya ograniczona, mierzalna (w znaczeniu Lebes-
gue’a) jest catkowalna w naszem znaczenin-i daje zawsze catkg réwng calce

) W podobny sposéb okresla catke W. H Young, z tg jednak rdinicg, ze rozbija
przedziat catkowania na skeficzong lub prz eliczalng mnogo§¢ zbioréw mierzaln ych.
Zob. np. Encyclopédie des Sciences mathématiques T. II, vol. 1, fasc. 2, p- 186 (§ 34).
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Lebesgue’a, D i 2% kazda funkcya ograniczona, catkowalna w naszem zna-
czeniy, jest mierzalna (a wiec calkowalna w znaczeniu Lebesgue’a).

2. Okazemy przedewszystkiem, ze dla kazdej funkeyi ograniczonej
f (%) zachodzi nieréwnosé:

) s
[t@ dx<[f(w)dx. @)

Wobec definicyi catki gérnej i dolnej wystarczy w tym celu oczywiscie
okaza¢, ze kazda z liczb (1) jest niemniejsza od kazdej z liczb (2). Niech

wiec
P=G 4 G+...+ Gy, i
oraz @
P=H+H,+...4 H,

beda dwa rozktady przedziatu P = (a, b) na sume zbioréw zamknigtych lub
otwartych, za$
?

8, =\ m(G) Max (f, Gy)

oraz (5)

q
8, = D m (H) min (, H;)

=1

odpowiadajace tym rozktadom sumy (1) i (2); m (E) oznacza tu wigc miare
zbioru E w naszem znaczeniu, ktdra, jak tatwo widzieg, jest dla zbioréw za-
mknigtych lub otwartych réwna mierze Lebesguea.

Wezmy teraz pod rozwage sumy:

» 7
Ty= ) 2, m (G:H) Max (f, G, ),
oraz = (6)
P 7
Ty= D, >, m (G:H) min (f, G: H),

i

I
S

gdzie m (G:H;) oznacza midre zbioru @;H; w znaczeniu Lebesgue’a
(zbiory G:H; sg oczywiscie mierzalne nawet w znaczenin B orela).

') Twierdzenie to nie byloby prawdziwe, gdyby przedzial catkowania nie byt skofi-
czony, lub gdybyémy odrzucili waranek, ze funkcya ma by¢ ograniczona.
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Wobec (6) bedziemy mieli
. T, > Ty, (7)

gdyz dla kazdego zbioru B jest oczywiscie Max (f, E) > min (f, E).
Zbiér G; H; jest zawsze czeicig zbioréw G4 oraz H;: mamy wigc

Max (f, G+ H)) < Max (f, G; Sy
ax (f, ) ax (f, )dla [i

<
(8)
min (f, GiHy) > min (f, Hy)

i podobniez

Lecz, wobec (4), mamy:
Gi=G:H -+ GH, ...+ GH,y
Hy=G B4 G H;+. .. 4 Gy Hj,

oraz

skad, z uwagi, ze sktadniki szeregt ma Gy nie posiadajg punktéw wspélnych:

q

X m(G:H)=m (G,
i podobniez: = ©)
> m (G H) = m (H).

=1
Wobec (8) i (9) znajdujemy w jednej chwili:

q .
D m(GiHy) Max (f, G,
=1
q , )
< D) m (G ) Max (f, G)) = m () Max (f, G,
oraz =
»

D m (G ) min (f, GiH) >
=1
P
> X, m(G:Hy) min (f, H)=m (H) min (f, H),
=1
skad, wobec (6) i (5):

<8 oraz Ty > 8, (10

8,>8,, cbdo.

zatem, wobec (7):
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Udowodnilismy wigc nier6wnosé (3) dla’ kazdej funkcyi f (), ograni-
czonej w przedziale (a, b). o

3. Udowodnimy teraz, ze jezeli funkcya f () jest ograniczona i mie-
rzalna, to jest ona calkowalna w naszem znaczenin i daje catke réwng calce
Lebesgue’a:

b .
L= ff(x)dx. - 11

Jak wiadomo z teoryi calek Lebesgue’a, skoro L jest calkg Le-
besgue’a w przedziale (@, b) funkcyi mierzalnej i ograniczonej f (z), to
dla kazdej liczby dodatniej e istniejg liczby I, <l <l < ... < l—, takie, iz

by <f@)<l—, dla a<zb, (12)

oraz

r—1

D obm B < (@) <W) < L+e, (13)
za$ =

r—1

D bham (Bl <f@ <W]>L—e (19

k=1

Kazdy zbiér mierzalny jest, jak wiadomo, suma zbioru zamknietego oraz
zbioru o dowolnie matej mierze: mozemy wigc polozy&:
Bl <f@)<h) =F+G, (&=l 2,.., r—1), (15)

gdzie Fy (k=1, 2,..., ¥—1) sa zbiory zamkniete, za$

m(G’k)<v:—, (k=l1, 8,.., r—1), (16)

(przyczem zbiory Fy 1 G4 nie. posiadajg punktéw wspdluych, dla
k=1, 2,.., r—1).
Przyjmijmy

E=F, dla k=1,29,..., r—1, an

za$ przez E, oznaczmy zbidr
—1
E,=E(a\<m<b)—ZFk; (18)
k=1

bedzie to zbiér otwarty, jako dopetnienie [do przedziatu (g, )] zbioru zam-
knigtego #}, +F, 4+ F, + ...+ F,_;. -
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Wobec (15), dla wszystkich punktéw z zbioru Iy zachodzi nieréwnoséé
li1 < f(x) < I wynika stad w jednej chwili, ze

m (F) < m[E (< f(2) < W],
Max (f, Fk) \< lk,

oraz
k=1, 2,.., r—1),

skad, wobec (17):
‘ r—1 r—1

> m (B Max(f, B < ) hem [B (s < £ (@) < )],

E=1 k=1
co daje, w my$l (13): )
DV m(B) Max (f, B) < L +e. (19)

e

Funkcya. f (x) jest, jak zakiadamy, ograniczona w przedzale (a, b):
stnieje wiec liczba M, taka iz ‘

[ fle) | <M, da aLeD. (20)
Wobec (12) i (15) mamy oczywiscie: ‘

r—1 r—1

E@<e<t) =2 Bl <f@) <h) =2 Ft G,
k=1 k=1

skad, wobec (18), wnosimy w jednej chwili, ze

r—1

CE=) 6,
co daje, wobec (16): =
m (E,) < e,
zatem, wobec (20):
m () Max (f, E) <M. (@1

Wzory (19) i (21) daja:

Z m (By) Max (f, By) < L4 (M4 1),

k=1

co dowodzi, wobet definicyi catki gérnej, jako dolnego kresu liczb (1), ze

b
[f@an<ite@yn,
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) O pewnej definicyi catki. 169

skad, wobec dowolnosci liczby dodatniej e, znajdujemy:

ff(x)dx<L. @

Podobniez, wychodzac ze wzoru (14), dowiedlibySmy, Ze

b

/'f(m) dz> L. , @

a

Nieréwnosci (22) i (23) dowodza, wobec (3), ze

fbf(w) dw=ff(x) dn=1L;

funkcya f(z) jest wiec w przedziale (a, # catkowalna w naszem znaczeniu,
przyczem, wobec definicyi naszej catki oraz w my$l (11), mamy: -

fbf 0 do = (L)ff(x) dz,

c.b.d o.

4. Zalézmy teraz, ze dla funkcyi ograniczonej f(x) iétnieje catka w na-
szem znaczeniu

szbf(:v)dx.

Z definicyi naszej catki wynika natychmiast, ze, przy dodatniem ¢, bg-
dzie dla pewnych rozktadéw (4) przedzialu P = (a, b) na zbiory zamkniete

lub otwarte: )

€
Sz>I——~7,

e2
Si<I+5,
gdzie §; 1 8, sa sumy, wyznaczone ze wzoréw. (5). Nieréwnosci te daja:
8 — 8, <e

i, tembardziej, wobec (10):
T, — T, <+,

czyli, w mysl (6):
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gdzie o(f, By=M(f, E)——m'(f, E) oznacza oscylacye funkeyi £ (x) wzbio-

e Eibiory GH; =1, 2y...,p;7=1,2,..., Q) 53 wszystkie mien:zalne

w znaczenin Lebesgue’a. Nierdwnosé (24) dowodzi wiec, Zie dla ka%dego

dodatniego e istnieje rozklad przedzialu (@, b) na sumeg skoficzonej liczby
o

zbioréw mierzalnych M, M. M 25)

takich, ze

2 m (Mg o (f, M) <€ ' (26)

k=1
Niech P;, Py, .. .-‘,:Pg beda te ’z.poéréd zbioréw (25), dla ktérych
o ff, My <, '
za$ Qr, Q;, , O te ‘z;pos’réd,’nich, dla ktérych
e My
bedzie wiec, wobec (26):

g

,. |
D mPyo(f, P+ X m@) off, Q) <<, - @n
. k=1 .

=1

za$ (wobec o (f, Q) >, dla k=1, 2,..., h):

h h

2 m@) o @) >e X m(Qn. (28)

A=1 k=1

Nieréwnosci (27) i (28) daja w jednej chwili (z uwagi, ze
14
Dm (P o (f, P)>0):
k=t X
e Z m (Qr) < €%,
k=1
skad

13

Z m(Q) < c.

k=1
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Mamy wiec w kazdym ze zbioréw Py, Py, ..., P,:
© (f) Pk) < £,

miara za$ zbioru tych punktéw przedziatu (@, b), kiére nie nalezg do
Py+P,+ ...+ P, (a wigc nalezg do Q... Q) jest <e.

Okreslimy teraz w przedziale (@, b) funkcye o (z) przez warunki:

dla k=1,2,..., g.

¢ () = Max (f, My)

dla z nalezacych do zbioru M, E=1,2..., 5.
W kazdym ze zbioréw P, (=1, 2,..., g) bedzie, jak latwo widzieé:

0<e@—rf@)<elf, P)<e;

moZemy wigc powiedzied, ze z wyjatkiem zbioru o mierze < ¢ zachodzi
w przedziale (@, &) nier6wnosé

0< (@) —flm)<e.

Funkcya ¢ (®) jest oczywidcie mierzalna: dowiedliSmy wiec, ze dla kaz-
dego dodatniego « istnieje funkcya mierzalna @ (x), réznigca sie od f(x)
mniej niz o e w calym przedziale (@, b), z wyjatkiem zbioru o mierze < e.

Istnieje wiec dla kazdego naturalnego n funkcya mierzalna g, (z),
taka iz

1

0<on(@) —F (1) <5 (29)
w calym przedziale (a, b) z wyjatkiem zbioru R, o mierze < 217
Latwo widzie¢, ze z wyjatkiem conajwyzej punktéw zbioru
R:(R1+R2+R3—|-...)(-R2—]-R3+...)(R3—|—...)... (30)
bedziemy mieli w catym przedziale (@, b):
 m @ —r@. @y

[Jezeli bowiem punkt z nie nalezy do R, to, wobec (30), istnieje wska-
Znik % taki, iz z nie nalézy do zbioru By~ By + ..., zatem nie nalezy
do zadnego ze zbioréw R,, dla n > %k; z wtasnosci zbioréw R, wynika
atoliy ze dla punktéw « przedziatu (a, b), nie nalezacych do R,, zachodzi
nieréwnosé (29): mieliby$my wiec, dla uwazanego punktu x, nieréwnosé 29)
dla n>>k, co dowodzi wzoru (31)].

Prace mat.fiz., t. XXX. 12%
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1 . o s -
Wobec (30) i uwagi, ze m (R) < 5y Wnosimy z fatwoscig, ze zbidr R

jest miary 0 (W mysl (30) jest bowiem B czescia zbiort Rups -+ R,ye ..
. 1 1 1 . - .
o mierze ST + Or=) 4= 5;): wzOr (31) zachodzi wiec w przedziale

(@, b) prawie wszedzie. Funkcya f(x) jest przeto prawie wszedzie granicg
ciagu funkeyj mierzalnych, skad, jak wiemy, wynika, ze f(z) jest funkeyg
mierzalng.

b
Dowiedlismy wiec, ze jezeli istnieje catka /f(w) dx (w naszem znacze-

niu), to funkeya £ () jest mierzalna, a wiec (jako funkcya ograniczona) cat-
kowalna w znaczeniu Lebesguea.

Zestawiajgc ten wynik z otrzymanym w § 3, dochodzimy do wniosku, ze
nasza catka jest (dla funkcyj ograniczonych i przedziatéw skoficzonych) réw-
nowazna w zupetnosci catce Lebesgue’a.

RESUME.

Nous donnons, pour les fonctions bornées, sans s’appuyer sur la théorie
de la mesure lebesguienne, une définition de l'intégrale équivalente & celle de
M.Lebesgue etanalogue 4 la définition de l'intégrale riemannienne a l'aide
des intégrales de Darboux.

Nous définissons I'intégrale d’une fonction bornée f (x) comme suit.
Divisons lintervalle (fini) (@, ) en un nombre fini d’ensembles fermés ou
ouverts Y sans points communs; multiplions la mesure de chacun d’eux par
la borne supérieure de f(x) sur cet ensemble et prenons la somme S, de
tous les produits obtenus: lorsqu’on divise I'intervalle (@, b) de toutes les
maniéres possibles en un nombre fini d'ensembles fermés ou ouverts, les
nombres §; ont une borne inférieure qui est I'intégrale supérieure de f (=)
dans (@, 0). L’intégrale inférieure se définit d’une maniére analogue. La fon-

) On appelle ouvert tout ensemble dont tous les points sont intérieurs. On dé-
montre que tout ensemble ouvert (lindaire) est une somme d’un nombre fini ou d'une in-
finité dénombrable d’intérieurs d’intervalles nempiétant les uns sur les autres. La somme
de longueurs de ces intervalles est la mesure de I'ensemble ouvert considéré. Tout en-
semble fermé est complémentaire d’un ensemble ouvert et réciproquement. La mesure d'un

ensemble fermé est le complémentaire de la mesure d’ensemble ouvert qui est son complé-
menialre.
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-ction f(z) est intégrable, si Iintégrale supérieure est égale & lintégrale infg-
rieure: leur valeur commune est I'intégrale de f(z). "

Nous démontrons que toute fonction bornée mesurable (au sens de
M. Lebesgue) est intégrable dans notre sens (dans l'intervalle fini), son
intégrale étant égale a I'intégrale de Lebesgue, et que toute fonction bor-
née, intégrable dans notre sens, est mesurable (donc sommable).

') Cf. la définition de Pintégrale donnée par M. W. H. Young (Voir Encyclopédie
des Sciences math., T.11, vol. 1, fasc. 2, p. 186). M. Young divise Pintervalle d"intégration
-en un ensemble fini ou dénombrable d’ensembles mesurables.
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