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STEFAN MAZURKIEWICZ.
Studya teratologiczne z teoryi mnogosci.

I. O pewnym tuku prostym.

Etudes teratologiques sur la théorie des ensembles. 1. Sur un arc simple.

P. Sierpinski podat wr. 1912 ciekawy przykiad tuku prostego,
ktdérego rzuty prostokaine ma trzy prostopadie do siebie plaszczyzny wypet-
niaja pola kwadratéw.? Zadaniem pracy niniejszej jest posuniecie do
mozliwie najdalszych granic ,osobliwosci®, wystepujacej w pracy powyz-
szej. Zbuduje mianowicie w zwyczajnej przestrzeni tréjwymiarowe] taki fuk
prosty S, ze zbidr przecinajgcych go (t. zn. majgcych z nim punkt wspdlny)
prostych jest identyczny ze zbiorem prostych, przecinajacych pewng bryte B
zawierajaca S. Jezeli przez I" (4) oznaczymy zbidr prostych przecinajacych
mnogo$¢ punktowg 4, wéwczas mie¢ bedziemy:

S ¢ B, 6]

L8 =1I(B). @)

- Rzut tuku S z dowolnego punktu na dowolng plaszczyzne jest obsza-
rem ptaskim domknietym.

Zagadnieniom zblizonym do powyzszego podwiecitem kilka prac daw-

niejszych. 2 z ktéremi wigZze note niniejsza réwniez pokrewieristwo metody.

W § 1-ym podajg twierdzenia pomocnicze, w 2-im — konstrukcye tuku S
ibrylty B.

') Prace mat-fiz. t. 26.
%} Prace mat.fiz. t. 27, Wektor t. 6, 1, 2.

Prace mat.-fiz., t. XXX. 10
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§ 1. Twierdzenia pomocnicze.

| Zaloienie: punkty a, 0 nalezq do ptaskiej, punktoksztaltnej, do-
mknigtej mnogosci P.

Wriosek: w plaszczyznie zbioru P istnieje tuk prosty o konicach a i b,
majacy ze zbiorem P tylko te dwa punkty wspélne.

Dowdd. Na mocy twierdzenia Riesza-Denjoy ! istnieje w ptaszczy-
4nie zbioru P krzywa zamknieta bez punktéw podwéjnych L, zawierajaca
zbiér P. Niech ¢ oznacza dowolny punkt plaszezyzny, nie lezacy na L. Wia-
domo, ze punkty krzywej L sg zaréwno z zewnatrz, jak i od wewnatrz ,osig-
galne* (erreichbar) ®; wobec tego istniejq w naszej ptaszczyZnie tuki proste
Jy, J, o koficach odpowiednio: a i ¢, oraz ¢ib, z ktérych pierwszy ma
z krzywg L jedynie punkt a wspdiny, drugi — jedynie punkt &. Kon-
tynuum J, | J, jest, jak to odrazu wida¢, krzywa Jordana, zawiera wigc
huk prosty J o koficach @, 5%. Mamy dalej:

(J X F) ¢ [(Jy+ Jp) X L. ©)

Poniewaz mnogo$¢ po prawej stronie ‘wzoru (8) zawiera tylko punkty
@, b, wiec tuk J czyni zados¢ warunkom twierdzenia.

Uwaga. Twierdzenie nasze jest prawdziwe, jezeli plaszczyzne zastgpi-
my przez elipsoide.

Il. Zatoienie: 1) punkty @, b naleza do zbioru @), zlozonego ze skon
czonej liczby tukéw prostych, 2) e > 0. ‘

Wniosek: Istnieje tuk J o koticach @, b, nie zawierajacy zadnego od-
cinka, majacy ze zbiorem @ jedynie punkty o, b wspélne, ztozony z pun-
ktéw odlegtych conajwyzej o & od odcinka ab.

Dowdd. Ustalamy ukfad spdtrzednych kartezyariskich w taki sposéb,
aby punkty a i b mialy odpowiednio spétrzedne (—1, 0, 0), oraz (1, O, 0).
Srodek odcinka @b jest tym sposobem poczatkiem spéirzgdnych Oznaczmy
przez E, elipsoide obrotowa:

?1e? .
a2+ YTy, o)
przéz E — zbidr tych elipsoid E,, dla ktérych
€

1) C.R. 145.

?) Schoniliess, Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten t. 1L
%) Mazurkiewicz, Spr. Warsz. Tow. Nauk. VI
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Ustalamy z tatwoscig fakty nastgpujace:

(o) E zawiera punkty @, 0;

(2,) dwie elipsoidy zbioru E odpowiadajgce]réznym wartosciom X
majg tylko te dwa punkty wspdlne:

() kazdy punkt dowolnej elipsoidy zbioru E jest conajwyzej o e od-
legty od odcinka ab.

Potézmy:

=0 X E ©

Oznaczamy przez F zbi6r tych wartosci (5), dla ktdrych @) zawiera
kontynuum, przyczem zauwazymy, ze kontynuum takie jest zawarte w jednym
z tukéw prostych, tworzacych ), samo zatem musi by¢ tukiem prostym. Ma-
my dalej:

F=M{F} n=1,2... (7)

gdzie F,, jest zbiorem tych wartosci (5), dla ktérych @y zawiera tuk prosty
o $rednicy niemniejszej niz % Przypu$émy, ze dla pewnej wartoéci 7 mno-
gos¢ F, jest nieskonczona. Kazdemu A tej mmnogosdci F, odpowiada tuk
prosty J (X), zawarty w ., majacy Srednice = % Lukéw J(X) jest nie-

skoniczenie wiele; nalezg one wszystkie do ¢. @ sklada sig ze skorfczonej
liczby tukéw prostych, na jeden wiec conajmniej z tych ostatnich, oznaczmy
go przez R, przypada nieskofczenie wiele zawartych w nim hikéw J ().
Odwzorujmy R w sposéb jednojednoznaczny i odwracalnie ciggly na odci-
nek (0, 1) przy pomocy wzoréw:

=g (1), 2=, (f)

i dobierzmy (co z uwagi na ciagtos¢ funkeyi (8) jest mozliwe), liczbg 7> 0
w taki sposéb, aby nieréwnosc¢:

y=1(0), 0=t ®

. bt = ©)
pociagata za soba:

1 .
Lot~ wt) | = 5-- =123 (1)

Widzimy ddrazu, ze odcinkowi-o dlugosci =< v zawartemu w (0, 1) od-
powiada na R tuk prosty o érednicy = %b—
czymy odcinek, odpowiadajacy na (0, 1) tukowi J(}), zawartemu w B, wow-

Jezeli wigc przez I (\) ozna-

czas, wobec tego Ze $rednica J (A) jest = —};, dtugo$¢ odcinka I(A) musi

przekracza¢ . Poniewaz odcinkéw I (M) jest nieskoficzenie wiele, zatem
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bedziemy mogli znale$é dwa takie I (X,) i I(}X,), ktére na siebie zachodza,
. a wiec maja nieskoriczenie wiele punktéw wspélnych. Odpowiadajace im
jednojednoznacznie tuki J (&), J(r,) muszag wobec tego réwniez mieé nie-
skoficzenie wiele punktéw wspélnych. Ale tuki te nalezg przeciez do dwu
réznych elipsoid zbioru E, mogg wiec mie¢ na mocy (a,) conajwyzej dwa
punkty wspélne @ i &. Doszlismy wiec do sprzecznodci. Zatem zbiér F,
musi byé dla kazdego n skoficzony, a zbiér F' conajwyzej przeliczalny.
Istnieje wigc warto$¢ A, spetniajgca warunek (5) i nie nalezgca do F. Dla tej
wartodci zbiér @ jest punktoksztattny na mocy zatem I elipsoida B, zawiera
tuk prosty J o koticach a, b majacy z G, a wiec wobec:

IXQ=J X (EXQ =T X (11)

iz Q tylko te dwa punkty wspélne, nie zawierajacy odcinka, gdyz elipsoida
go nie zawiera, wreszcie ztozony z uwagi na (o) z punktéw odleglych od od-
cinka ab, conajwyzej o e.

Ill. Zatozenie: D jest obszarem wypuklym, I, (n==1, 2,,.. p) tukiem
prostym o koficach a., b, nie zawierajacym zadnego odcinka; dwa rézne
tuki I, nie majg punktéw wspélaych, punkty b,, a, lezg wewnatrz D, po-
dobniez tuki I,... I,,.

Wniosek: Istnieje tuk prosty J, o koncach a,, b,, zawierajacy tuki
L., n=1,2... p, nie zawierajacy zadnego odcinka i taki ze czesé jego za-
warta migdzy &, i @, lezy wewnatrz D.

Dowéd. Dla n=1,..., p—1 obszar D zawiera punkty b., Gpp.
a wiec i odcinki bn @, gdyz jest wypukly: Oznaczmy przez 2¢ minimum
odlegtosci odcinkéw powyzszych od brzegu obszaru D. Kazdy punkt odle-
gly nie wigcej niz o ¢ od jednego z odcinkéw &, any: lezy wewnatrz D.

Okreslamy ciag tukéw prostych {J.], n=1, 2,..., p—1, o koficach
b, @nya W taki sposéb, aby:

1) tuk J, nie zawieral zadnego odcinka,

2) fuk J; miat ze zbiorem I, I,--... I, tylko punkty b, a,
wspélne, tuk J,, dla n > 1, ze zbiorem I, 41, + ... L+ T+ .. T
tylko punkty @,—i, b, wspélne.

_3) wreszcie aby punkty fuku J, byly conajwyzej o s odlegte od odcin-
ka b,‘ 1 - .
Istnienie fukéw J, wynika z twierdzenia IL
Pot6ézmy teraz:

J=L+J+ L+ T+ T 1. (12)

Jest to jak widzimy odrazu tuk prosty, czynigcy zado$é warunkom twier-
dzenia.

icm

©

(©) Studya teratologiczne z teoryi mnogosci. 143

0. Zaloienie: K,, K, sg kulami koncentrycznemi, przyczem K; ma
promiefi mniejszy niz K,; I;, I,—tukami prostemi bez punktéw wspdlnych,
o koficach a,, b, oraz a,, b, nie zawierajacemi zadnego odcinka, przyczem
fuki te moga sie redukowa¢ do punktéw 3y, a,; punkty b,, @, leza we-
wnatrz kuli K.

Wniosek: Istnieje tuk prosty J o koncach @, b, zawierajgcy tuki I, I,
nie zawierajacy zadnego odcinka, taki, ze kazda prosta przecinajaca kule K,
ma punkty wspélne z czescig fuku J, zawartg miedzy b, i a,, przyczem czesé
ta lezy wewnatrz kuli X,.

Dowdd. Przy odpowiednim doborze spéirzednych prostokgtnych réw-
nania kul K,, K, brzmie¢ beda:

Bb =1,

(13)
2% 4 y? -2t =% A>1.
Zbiér punktéw, lezgcych na kuli:
. x4 y? - 22 = p? IZp= (14)

i odlegtych conajwyzej o B od punktu o spéirzednych: x==p cos ¢ sin ¥,
y=psingsind, z=pcos¥ nazywaé bedziemy czaszg C(p, ¢, ¥, B)
przyczem ten ostatni -punkt nazwiemy Srodkiem czaszy. Zbidr odcinkow,
taczacych dowolny punkt czaszy C (1, ¢, #;, B,) z dowolnym punktem
czaszy C(k, 9, ¥, f,) nazywacbedziemy snopem S (p;, 9, By, @ %, Bo)-
Wreszcie zbiér punktéw, nalezacych do jednej z czasz € (g, ¢, ¥, B), dla:

1<o-——;~§p§s+%<x, (15)
nazywamy warstwg W (s, 8, ¢, ¥, B), przyczem 0 nazywa sig grubo-
§cig warstwy, za$ ¢ jej promieniem. Ograniczaé sig bedziemy do rozwa-
zania takich czasz, dla ktérych § < 1. Latwo widzie¢, ze przy takiem ogra-
niczeniu kazda czasza jest homeomorficzna ze zbiorem punktéw kwadratu,
z czego w nastgpstwie skorzystamy.

Rozbijemy teraz dowdd naszego twierdzenia na cztery czesci.

Czgs¢ 1, elementarno-geometryczna. Zaktadamy, ze liczby @, py, o, 8
czynig zado$§¢ nieréwnosciom:

p=i; l<p <), (16)
A

pp<o< p? 17
P+ ) .
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l 2 (6 —p4)

o 2 (A — s

b 20 (18)

2
2 (o g2

i bierzemy pod uwage czasze O (p;, ¢, ¥, B), ktérej Srodek oznaczymy
przez p;, oraz warstwe W (s, 8, ¢, ¥, 2B). Zalézmy Ze a jest punktem
tej warstwy; nalezy on wéwczas do pewnej czaszy C(p, ¢, ¥, B), dla ktorej p
spelnia nierdwnos$¢ (15) i kt6rej srodek niech bedzie p,.

Mamy wdwczas:

pa, p) =p(a, p) 40 (2, 1) =20

5 @ (19
Fe—r) =20+ (sH5—p) < 28+ 57 <30
Zat6ézmy dalej ze odcinek, Iaczacy pewien punkt kuli K, z punktem
kuli K, przecina czasze O (p,, @, &, B); niech b, bedzie punktem przecie-
cia. Odcinek ten przecina tez kule (14) w punkcie b,, przyczem latwo wi-
dzieé, ze

ey, by Vet —p? | < V2A[p—py]. (20)

qeieli wigC p spelnia nier6wnosé (15), t. zn. jezeli czasza C'(p, @, &, 28)
nalezy do naszej warstwy, wéwczas:

pbey o) (b, b)) +p 0y, )+ 0D, Do)

éVQ)‘(P:Pl)'}‘B_i"(P“‘PD @n
1/ 0 B B2
_ éVQ'\-%+B+§—i<g+B+%:2@,
a wiec:
by CCoy v,y %, 2p). (22)

Z powyzszego z fatwoscig wynika rezultat nastepujacy.

) Jezeli G (py, 9, ¥, ) jest czasza, dla ktérej zachodzi (16) i jezeli kazdy
odc1’nek pewnego snopa 8 przecina czasze powyzsza, wowczas istnieje nie-
s%conczen}e wiele wartosci o, dla ktérych warstwa W (s, 8, ¢, &, 2B), po-
siada, o ile tylko jej grubo$é¢ & jest dostatecznie mata — nalstqpujacé dwie
wlasnoéci:

) 1) kazdy jej punkt jest odlegty od $rodka czaszy C(p;, ®, &, B) co-
najwyzej o 38.
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92) kazdy odcinek snopa S przecina kazda wchodzaca w skiad naszej
warstwy czasze C(p, ¢, ¥, 28).

Czes¢ 2, oparta na twierdzenit Heine-Borela. Zbiér odcinkéw, tg
czacych kule X, i X,, mozemy uwazaé jako przestrzefi abstrakcyjng, ktdra
stanie sie zwartq i metryczna, o ile si¢ uméwimy, Ze za odlegtoé¢ odcinkéw
D,, D, Iaczacych odpowiednio punki @; kuli K; z punktem &, kuli K,,
oraz punkt @, kuli K, z punktem b, kuli K, uwaza¢ bedziemy liczbe:

. . p(Dy, Dy) = Vo2 (ay; ay) +¢* (b1, bs) 23)
i ze zwigzek:
lim D= D, (24
znaczy to samo, co: B
lim p (D,, D) =0 (25)

Oznaczmy tg przestrzef przez .

Wezmy teraz pod uwage snop S(¢;. ¥, B3 Fa, ¥y, Bo)- Odcinek, 13-
czacy érodki czasz C (1, ¢, ¥, §;) oraz C (.. vy, ¥, {), nazwiemy osig
snopa; kazdy odcinek, ktérego kofice lezg odpowiednio wewnatrz wspomnia-
nych czasz (rzecz prosta ,wewngtrz“ w odniesieniu do kul K,, K,) nazwie-
my wewnetrznym odcinkiem snopa; liczbg dodatnia Vg2-FB,* nazwiemy
promieniem snopa. Snop stanowi w naszej przestrzeni yodcinkowej¥
obszar domkniety, zbiér jego odcinkéw wewngtrznych obszar.

Jezeli
l<pEpsp<h (26)

woéwczas spolrzedne punktu, w ktérym odcinek faczacy punkt a; kuli K,
z punktem b, kuli K, przecina kulg (14), sa jednoznacznemi, ciggtemi fun-
keyami spéirzednych punktéw a, b, oraz liczby p. Wynikatoz tatwych
rozwazaf elementarnych, ki6re pomijam. Prowadzi to natychmiast do naste-
pujacego rezultatu. Jezeli o snopa przechodzi przez $rodek pewnej czaszy
C(p, 0, &, B), wowczas kazdy odcinek snopa przecina tg czaszs, byleby pro-
mied snopa byt dostatecznie maty. Niech D oznacza odcinek igczacy kule
E,, K,; poniewaz zaden z lukéw I, I, nie zawiera odcinka, wiec mnogosc¢:

DXL+ L)=DXI)+ (DXL @7)

jest nigdziegesta na D, wewngtrz zatem D mozna znales¢ punkt a, nie na-
lezacy do (27). Oznaczamy przez ¢, ¢, ¥ spOirzedne biegunowe punktu @
i kladziemy:

1

2

b= (28)
; to(a, I, 4+ 1)
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CDE O(P1 P, '3': B) (29)

Na podstawie poprzedniego rozwazania istnieje snop Sp, ktérego osig
jest odcinek D, taki, ze kazdy nalezacy do niego odcinek przecina czaszg (29).
Wezmy teraz pod uwage zbidr wszystkich w ten sposéb otrzymanych sno-
péw Sp. Kazdy odcinek naszej przestrzeni ,odcinkowej* A zawiera sig we-
wnatrz jednego conajmniej snopa tego zbioru (mianowicie tego, ktérego jest
osig). Stosujac teraz twierdzenie Heine-Borela, co jest mozliwe ze wzgle-
du na to, ze przestrzen nasza jest zwartg i domknigta, widzimy Zze mozna
ze zbioru wspomnianego wybraé skoficzony cigg snopéw

S, Sy Ba (30)

w taki sposéb, aby kazdy odcinek taczacy kule K, i K, nalezat do jednego
conajmniej z tych snopéw. Kazdy snop S ciggu (30) odpowiada pewnej
czaszy

Cr= O (px, P, ¥, Bx) (31)

ktorej $rodek oznaczymy przez ay i dla ktérej zachodzg okolicznosci naste-
pujgce:
1
2
B = (32)
pla, I + L);

kazda prosta snopa S; przecina czasze (31).
Z uwagi na rezultaty czesci I-ej mozemy czaszy Oy przyporzadkowac
warsiwe

W];E W(Gk, 37:; @, ’ﬂ‘k, 2@;‘) k=1,2 m (33)
w taki sposdb, aby zachodzity okolicznosci nastepujace:
1) jezeli punkt a nalezy do warstwy (33), wéwczas:
p (@, ar) = 3p; (84)

2) kazdy odcinek snopa S przecina wszystkie czasze wchodzace
w skiad warstwy Ws;

3) jest: i
L [s) =i= =7} k =*= ! (35)
4) zachodzi nieréwno$é:
& < minimum' | o;— o; | i==l, ki l=1, 2.. (36)

Widzimy odrazu, ze dzieki warunkom 3) i 4) dwie rdzne warstwy (33)
nie majg punktéw wspélnych:

WX Wi=0 l==l. 37)

icm®

® Studya teratologiczne z teoryi mnogosci. 147

Dalej jezeli a nalezy do Wy, wéwczas zachodzi (34), z uwagi zatem na
(32), punkt @ nie moze naleze¢ do I, + 1,. Tym sposobem:
Wi X (I;4-L)=0 E=1,2...m. (38)
Czg$¢ 3-a, oparta na uzyciu krzywej Peany. Wezmy pod uwage
réwnania specyalnej krzywej Peany, wypelniajgcej kwadrat o wierzchotkach
©, 0 (0, 1), (1, O), (1, 1).
=90,

h=¢,(c) O=z=<l. (39)

Potézmy:
Y@= @); Y@= by (41 (0));

Y, (2) =95 4 ()
s4 to funkcye ciagle. Krzywa:

Wy (x) =& ($; ()5
0Ll
u =W, (z)

t==1, 2, 3, 4; 0Ll (41)

uskutecznia jednoznaczne i ciagle odwzorowanie odcinka (0, 1) na czterowy—
miarowg kostke: 0 = w; <1, i=1, 2, 8, 4. Polézmy dalej:

Sh = S('\P;cu ﬁky "ka 'BJ ﬁ:): (42)
snop ten wyznaczony jest przez dwie czasze:
Cr=(, 9, %, &),
k k k & (43)
C;’; = ()‘a ('?;;7 '&1;’» 13;;)7

ktére sg homeomorficzne z kwadratem o wierzchotkach (0, 0), (0, 1), (1, 0)
(1, 1), dadzg sie wiec na kwadrat ten odwzorowa¢ w sposéb jednojedno-
znaczny i odwracalnie ciagly za posrednictwem funkcyj

mzf]&”(u; ),

y:ff)(u, ’U), = ka)(ua v)

z=FYu, v), y=FPu,p), z2=F&(u, v)

Ktadziemy teraz:

Z, (5) =iV (Y1 (9), ¥, (¥),
Y, @O =72 ¥, (), ¥ ). (49)
z'k (’5) = fi(;g) (\yl (7)1 ‘Fz (t)) s
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ll!‘li (t)) 3
Y =TFO (¥, ), ¥, @), ’ (46)
o () =FO T, (), ¥,).

Oznaczmy przez D (<) odcinek aczacy punkt (45) z punktem (46), przez
&, 7, ¢ spélrzedne punktu, w ktérym odcinek ten przecina kule:

@+ 92t =0+ B (e D) (47)

Na podstawie uwagi w czesci 2-¢j &, 7, & sg funkcyami ciggtemi zmien-
nych x, ¥,, 2, %, ¥, &, o-+&(t—4), a wigc funkcyami cigglemi
zmiennej t, ktére oznaczyé mozemy przez £(7), q(c), £ (r) odpowiednio.
Krzywa ciggta:

z; () = FP (¥ (v),

z=EL(), y=1(1),

jest tukiem prostym, gdyz dla r, ==, punkty o spétrzednych £ (x)), 7 (z,),
£ (r,) oraz §(ry), 1 (%), L(s,) lezqg na powierzchniach kul koncentrycznych
o r6znych promieniach, sq zatem rézne. Oznaczymy tuk ten przez J;.

Zauwazymy nasamprzéd, ze dla kazdego t przedziatu (0, 1), punkty
(45), (46) nalezg do czasz (43) odpowiednio, odcinek .D (r) zatem do snopa S.
Wobec tego przecina on kazda czasze warstwy Wi, punkt wige & (z), 7 (),
£(r) naleze¢ musi do tej warstwy. Stad wynika:

F=L() 0=<t=<1 (48)

Je ( Wa. (40)

Uwzgledniajac (37), (38) widzimy, ze:
Je X Ji=0 k=1 , (50)
Je X L +1,=0. (51)

Wreszcie, poniewaz warstwa Wy lezy wewnatrz kuli K,, wiec i J; za-
wiera si¢ wewnatrz tej kuli.

__ Niechaj D, oznacza dowolny odcinek snopa S o koficach &', ¢/, #';
2", y", 2"; leza one odpowiednio na czaszach (43). Istniejgw przedziale
(0, 1), cztery liczby wus (i = 1, 2, 3, 4), takie iz:
o =10, w); Y =10, w); &=, u);
BT Gl Wy Y= PGy ) G By
v Uss W)y Y= FP(us, w,); 2= F¥(uy, u,).

Z kolei mozemy dobra¢ w tymze przedziale dwie liczby 7, ¢, takie, ze:
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Uy = 4 (?1)’ Z"z =1, 61); 7;3 =i (g)a a; =1, (t_z) . (53)

Wreszcie dobra¢ mozemy w przedziale (0, 1) wartos¢ © w taki sposob,
aby byto:

h=00; L=00{- (64)
Jest wowczas: = ) -

w=V0, i=1223+4 (83)

P=u@ 7=10; 7 =46
(0 Y e (@) i3 56)

P @ =4 @ P =4
i tym sposobem B -
D,=D(). (67)

Punkt tiku Ji o spotrzednych & (2), 1), L (5) nalezy ex definitione
do odcinka D,. A zatem: kazdy odcinek snopa S przecina tuk J:. Wobec
powyzszego, kazdy odcinek przestrzeni 4, i eo ipso kazda prosta prze-
cinajaca kulg K; przecina réwniez mnogosé Jy+ o4
et T . o o

Udowodnimy teraz ze Ji nie moze zawiera¢ odcinka. PrzypuSC{ny e
Ji. zawiera odcinek s, punkty tego ostatniego -odpowiadajg wartosciom 7
pewnego przedziatu (z;, 7,) zawartego w przedziale (0, 1). Tym sposobem

réwnania

93:&(:)1 ?/="’i(f): Z::C(T,) 'c1<":<r2 (58)

przedstawiajg odcinek s, poniewaZz za$:odcinek D (x) zawiera punkt o spét-
rzednych £ (), 1 (v), & (x), wiec jest dla kazdego = przedziatu (7, T):

D) Xs=E0. - (59)

Udowodnie, ze zwiazek ten jest niemozliwy. Z okres’len.ia krzywej spe-
cyalnej Peany wynika, ze zbior punktéw (f;, #y), odpowiadajacych na mocy
(89) wartosciom ¢ przedziatu (v, %,), zawiera pewien obszar ptaszczyzny dwu
zmiennych rzeczywistych 2, £, a zatem pewien p‘xostokqt okreslquy przez
n1erowgosc1: (60)

t],, <HK tl"§ f2' < tz < tz”-

Raz jeszcze, postugujac sig wspommniang wlasnoscia specyalnej krzywej
Peany widzimy, ze na mocy réwnaf:

wy =y (G)y Up=4s (), Us= by (8, uy=ts () (61)

prostokatowi (60) odpowiada czterowymiarowy zbiér w przestrzer{i Uy, Uy,
uy, U, zawierajacy pewien obszar, a wiec pewng kostke czterowymiarowg:
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°p S i=1, 2,3, 4 (62)

. Zbi6r wige punktéw u; (i==1, 2, 3, 4), odpowiadajacych wartosciom ©
przedziatu (v, t,), na mocy réwnad (41), zawiera¢ musi kostke (62). )

Przy jednojednoznacznem odwracalnie ciagtem odwzorowanin kwadratu
na czaszg, prostokgtowi zawartemu w kwadracie odpowiadaé musi pewien,
zawarty w czaszy obszar powierzchni kulistej na ktérej czasza lezy, z drugiej
strony kazdy taki obszar zawiera pewng czaszg. Przy odwzorowaniach zatem:

z =" (u,, u,); Y= 1P (g, uy); B0 (U, w); 0 uy, Uy < 1

63

e=FP(ug, u,); y=FO (g, w,); e=FP(uy, u) 0=y, u, <1 o
prostokatom: U, < oy < g i=1, 2 (64)
u < w < u) 1=3, 4 (65)

odpowiadaja na czaszach ¢, C} zbiory zawierajace pewne czasze c®, o
odpowiednio; wyznaczaja one pewien zawarty w S, snop §,. Niechaj od-
cinek D (r) nalezy do tego snopa. Kofice tego odcinka zawarte sgw OP, 0w
odpowiednio, zatem ex definitione odpowiadajg one wartosciom Uy, Uy pr(;-
stokata (64) wzglednie wartosciom w,, u, prostokata (65), innemi stowy —
ukladowi w,, u,, u,, u,, nalezacemu do czterowymiarowej kostki (62), a wiec
ostatecznie wartosci t przedziatu (s, t,). Tym sposobem zwigzek:

Sl b} .D (’C) .

pociaga za soba: * ' (©6)
TETET, (67)

a zatem zwigzek §59). Z drugiej strony prosta, zawierajaca odcinek 8, przecina

czaszg¢ C® conajwyzej w dwu punktach, czasza ta zawiera wigc punkt p, nie

nalezacly do wspomnianej prostej. Punkt p i odcinek s wyznaczajg jedno-
znacznie ptaszczyzng H, ktéra je zawiera. H nie moze zawieraé czaszy O,

gdyZ ta ostatnia nie jest zbiorem plaskim, istnieje zatem punkt Py, zawarty

w C®, lecz nie w H. Odcinek 2P, jest jednym z odcinkéw D (v), powiedz-
my odcinkiem D (). Nalezy on do 8,, a wiec:

T =Y =; ‘ (68)

z drugiej strony D () ma z H jeden tylko punkt i
trony k » wspélny, gdyz n
lezy w H. PoniewaZz p nie nalezy do s, zas: PO, yn mie

H> s, . (69)
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wIgC: D)X s=0, ' (70)
nie dla wszystkich wiec © przedzialu (v, ¢,) zachodzi (59). DoszliSmy zatem
do sprzecznodci; stgd wynika, ze J; nie zawiera odcinkéw prostoliniowych.

Cze§¢ 4-a, oparta na zastosowaniu pomocniczego lemmatu Il Euki
proste I, J; ... Ju, I, wobec (50) i (51), wobec zalozenia i tego ze J; lezy
wewnatrz K,, spelniajg warunki lemmatu III, przyczem K, gra rolg¢ obsza-
ru wypuktego D. Istnieje zatem tuk J o koficach a,, b, zawierajacy tuki
I, Jy... Ju, I, nie zawierajacy zadnego odcinka i taki, ze czg$¢ jego mig-
dzy b, i a, przebiega wewnatrz K,. Czesci miedzy a, i 6, oraz migdzy a,id,
sq identyczne z tukami I,, I,. Wspomniany tuk J czyni oczywiscie zados¢
innym warunkom twierdzenia, tak Ze to ostatnie jest udowodnione w zu-
petnosci.

Przejdziemy obecnie do wprowadzenia pewnego nowego pojgcia, przy
pomocy ktérego sformutujemy nieco inaczej rezultat twierdzenia IV.

Réwnania;
z=f0); v=L#); e=f{# 0<t<l (71)

w ktérych funkcye f, (¥) sq jednoznaczne ciagte i czynia zado§¢ warunkowi:

3
AW —Fit) >0, t+t (72)

i=1

przedstawiajg tuk prosty (tréjwymiarowej przestrzeni), ktéry oznaczymy przez
[f: (®]. Kazdy luk prosty mozna przedstawi¢ w postaci (71), przyczem spet-
nione sg warunki (72). Jezeli 0 <¢, <1, =1, wéwczas symbol [f; ()¢ ozna-

czaé bedzie tuk prosty: .
z=f@); y=HQ@); 2=@; nh=t<t 73

innemi stowy cze$¢ tuku [f; (£)], zawartg miedzy punktami, odpowiadajacemi
wartosciom £, i ¢, parametru f.

IDa. Zatoiemie: Luk prosty [f; (f)] nie zawiera odcinka; ¢ > 0; K, i K,
oznaczajg kule koncentryczne o promieniach e i 2e, tuk [fi (9] lezy we-
wnatrz K, .

\Dniosek: Istnieje tuk prosty [f: (¢; K, ¢;, t,)] nie zawierajacy odcin-
ka, czynigcy zado$¢ warunkom:

fi(t; K17t1: tz)::f-'(t); Oététu tzét——<—1. 123 (74)
i=1, 2.

[t K, b, ) —fi ()| S 4e5 6 <t < (75)

D& <D (8 Ky 8 51D (76)
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- Dowdd. Oznaczamy punkty fuku danego, odpowiadajgce wartoSciom
0, t,, t,, 1 parametru ¢, przez a,, by, G,, by, odpowiednio. Iy, I, niech
beda tuki [£i2))s i [fi (D]} Zastosujmy twierdzenie IV, J niechaj bedzie
tukiem prostym spetma]qcym wymagania tego twierdzenia, L cze;sclq tuka J
miedzy &, i @,. Mozemy przedstawi¢ L w formie:

L = [g; (1] (77)

tak, aby wartosciom t=0, =1 odpowiadaly punkty b, i a,.
nastepnie: !
fi(t; Ky, B, t2)=fi(z); 0=it=gt,; t=t=xl

Ktadziemy

i=1,2 8 (8)
t—t .
R Kt )= (=3

t1 <t <t

Sprawdzamy natychmlast ze okreslone w ten sposob funkcye sg ciggle
i sprawdzaja (72), symbol [f:(¢; K, t,, ,)] oznacza tuk prosty, jak- tatwo
widzieé, identyczny z tukiem J. Wobec tego nie zawiera on zadnego odcinka;
zwigzek (74) jest spetiony ex definitione. Jezeli t,<t<ty, wowczas punkty
o spotrzednych £y (), 12 (8), f5(f) oraz f, (¢, Ky, &, &), o (¢; Ky, &y, 1),
fi(t; Ky, By, ©,) lezg pierwszy na tuku [f: (t)'}gf, wigc wewnatrz K,, drugi
natukn L, wigc znéw wewnatrz K,. Odlegtos¢ zatem tych punktéw nie
przekracza $rednicy kuli K, t. zn. 4e:

I/Z'f,(t)———fl(t K, b, )P < 4e, (79)

stad za$ wymka (75)

Wreszcie, poniewaz kazda prosta przecma]qca K, przecma czqsé tukn J
miedzy b, 1a,, t. zn. L, zas:

=[fi(t; K, tl, )], : (80)
wiec ma miejsce (76) i [Va jest udowodnione. ‘
D. Zaloienie: Luk prosty [f;(Z)] nie zawiera odcinka; 4 > 0.

_ Wolosek: Istnieje bryta B (f: (£); m) i tuk prosty [f; (; 7)], czynigce za-
do$¢ nastepujgcym warunkom:

[H@ e BE @, D, ‘ (81)
(7 (85 D] X B(fs (b, ) ==0, (82)
FHGRES OISR (83)
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LB (fi(#); ) < T DD- (84)

Zauwazymy nasamprzod, ze symbol [f; (¢; Ky, f;, £.)] nie jest przez warun-
ki, ktérym musi podlegaé okreslony jednoznacznie. Uméwimy si¢ jednak, ze
przy danych 7; (8, Ky, t,, t, bedziemy przez ten symbol rozumieli pewien
indywidualny hik prosty, czyniacy zado$¢ wymaganiom twierdzenia IVa.
Pol6zmy dalej e =17 i opiszmy z kazdego punktu fuku danego, z wyjatkiem
koficéw kule promieniem :; kazdy punkt fuku, nie wylgczajac koncow, lezy
wewnatrz jednej z kul wspomnianych. Opierajgc sig na twierdzeniu Heine-
Borela, mozemy ze zbioru kul powyzszych wybra¢ skoficzong podmnogos¢
Z) w tak1 spos6b, aby kazdy punkt tukn [f; ()] miescit si¢ wewnatrz fednej
conajmniej z kul podmnogosci (Z). Wartosci parametru.?, ktérym odpo-
wiadajg na tuku [f; (¢)] $fodki kul zbioru (Z) ustawiamy w cigg rosngcy:
L<ty...<ti; 0<t, t.<l. (85)

Oznaczamy przez K., K'. odpowiednio kule opisane promieniami

, 2¢ z punktu odpowiadajacego na tuku danym wartoéci £=14,. Kladac:
B(fi(t), D =K +K...4+ K, . “(86)
widzimy ze warunek (81) jest spetniony. Dobieramy nastgpnie cigg rosnacy:
Uy < Uy < Uy ... < Uy 0<uy, up<l - 87)
tak aby zachodzily zwigzki: )
Usm—1 < Em < Usms (88)
[fi G2 ¢ wngtrze K'm, ' (89)

co, jak tatwo widzie¢, jest mozliwe, poczem ktadziemy:
@O ="1@

£t (8 = £ (23 K, Yomtr, Ugmia) s

0<t=1, 4=1,23 (20)

m=20... n—1 91)

o ile symbol po prawej stronie ma sens, do czego potrzeba i wystarcza, abys
1) tuk [/ (2)] nie zawierat zadnego odcinka, 2) tuk [f'{’"’(z)]:;:if lezat we-
wnatrz K'pq~; wreszcie: -

f @ m=r"a. S 92)

Udowodnimy teraz co nastgpuje. Dla kazdego m < n prawa strona
(92) ma sens, przyczem funkcya fi™tV (f) okreslona przez ten wzor spetnia
warnnki:
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foe) (8) =i (1), tnir S 1< 1 (93)

() =00,  OSt<ump, k<m  (34)

Lt (6) — £ (8)] = 1 = de. (95)

Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie, rozbijajac go, jak zwykle, na dwie
czedci. :

a) Jezeli m =0, to twierdzenie jest prawdziwe; istotnie, wobec (90)
symbol f®(¢; K, , uy, u,) ma sens, gdyz znaczy to samo co f; (t; Ky, vy, u,),
ten za$§ symbol ma sens wobec zatozenia dotyczacego [/i (£)] i wobec zwiazku
(89), dla m==1." Dalej warunki (93)1(94) w jedynym tu mozliwym przy-
padku % =0 stajg si¢ identyczne ze zwigzkiem (74), sg zatem spetnione.
Warunek wreszcie (95) jest identyczny z (75), zatem zndéw spetniony.

~~b) Twierdzenie zachodzi dla m=1--1 (przyczem musi by¢ I<n-2),
jezeli zachodzi dla m <1. Na mocy zalozenia mamy:

LD () =[O (85 Kia, o, Uaite), (96)

przyczem symbol po prawej stronie ma sens; dalej:

M =r®, unpstsl o7)
O =F0(), O0st<umy k<l (98)
[7:(t) = 0 <. (99)

. #
Stad wnosimy przedewszystkiem, ze tuk [ /D (2)] nie zawiera zadnego
odcinka; powtdre z (97) i (89), przy m =12, mamy:
i ol s “olp4 . .
740 (s = 11 O < wnetrze Ky (100)
tym sposobem w réwnanin:

2 (@) = (¢, Kivo, ungs, Usirs) (101)

symbol po prawej stronie ma sens. Dalej mamy, stosujac (74), (75):
R () = (), 01 < ugys, uw; t<1, (102)
D@ — 10 (f)| < 4e =7 Units S L= Ui, (103)

kombinujgc zas zwigzek (102) ze zwiazkiem (97) wzglednie (98), a nastepnie
(102), (103), (97), przekonywamy sie z tatwogcia, ze przy m=1--1 maja
miejsce zwigzki (93), (94), (95).
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Tym sposobem rezultat, o ktéry chodzi, jest udowodniony indukcyjnie.
Piszac zwiazki (93), (94), (95) dla m =n—1 i uwzgledniajac (92), mamy:

filt; =1, g =t =1, (104)
it =rP @), 0 <t =< tops (105)
i@ n—rfi@®<n O0=st=<l. (106)
Zwiazek (106) jest identyczny z (83); ze zwigzku (104) wynika:
(@1 X [F: (& DI=E0, (107)

stad zas, wobec (81); otrzymujemy (82). Ze zwiazku (105) otrzymujemy,
uwzgledniajac (91) i (76):

[filts DI = (@ @)L

=[f¥D(@E; K, um, s,

w2kt “2k—1 “ke—1
(108)
E=1,2...n,
DB (0 M) =2, T(E) ¢ 2, T (11485 Koy vl )]} =
=1 =1 (108)

RN AU b N DTG wll ES N (G )R
k=1 k=1 1
Tym sposobem twierdzenie V jest udowodnione.
Co do wieloznacznoéci i mozliwosci ujednoznacznienia symboléw
fi(t; m) i B(fi(®; 1), to stosuje sie do nich to samo, co do symboléw

fi@ K, &, L)

§ 2. Budowa bruly B i lokn S.

Zatézmy, ze [fi(£)] jest lukiem prostym, nie zawierajacym zadnego od-
cinka, np. tuk kota, Tworzymy ciag liczb dodatnich {7.}, ciag tukéw pro-
stych J[7 @)1} i ciag bryt {Ba}, w nastepujacy sposob:

L =1 O @ =1 1); Bi=B®); 1)

I Zatézmy, Ze elementy naszych ciagéw zostaly wyznaczone, az do
n-tego wigcznie i oznaczmy przez & (dla k=1, 2 ... n) minimum funkcyi

Prace mat.fiz,, t. XXX. 11
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3

ciagtej dwu zmiennych 2 | (f) — f® (c)| na zbiorze, okreSlonym przez
nieréﬁvnos’ci: =

0=st<l, 01, lt—vlz%; (110
minimum to jest dodatnie. Ktadziemy teraz jako v,.4 najwigksza liczbe do-
datnig, spetniajgcq nieréwnosci:

Tt §%")na (111)

Tatl = g On. 112

Nastepnie kfadziemy: +? o ’ (112)
Bn-H =B (fi(n) (t): ﬂﬂ—i—l) ) . - ) (1 13)

fletD (8) = £ (25 Nuta), (114)

Symbol 7 (¢; m,) ma sens w kazdym razie. Jezeli symbol po prawej
stronie (114) ma sens, wéwczas fi*+9 (#) jest tukiem prostym nie zawierajg-
cym odcinka, ma wiec sens takze symbol fi*+D (¢, n.12). Stad wynika, ze
elementy ciagéw naszych sg okreslone dla wszystkich wartosci n, przez na-
sze umowy. Wobec I, (111), (83) mamy:

O —fols1,
| (115)
| @) — 19 (1) < o

Szereg nieskoriczony fi® () 4 2 (D (@) — & (1)) jest wyraz po

A==l

wyrazie bezwzglednie mniejszy od zbieznego szeregu geometrycznego: 1-f-ma-

. < 1 ‘
ximum |75 (£) | 4 Z o zatem zbiezny bezwzglednie i jednostajnie. Cigg

n=1
1 ]f}(") (9} jest zatem jeduostajnie zbiezny, jego granica F;(f) jest funkcya
ciagla w przedziale (0, 1). Réwnania: )
e=F (), y=F,(@), 2=TF, () ‘ (116)
okreslajg tuk prosty, jezeli dla. h==8,,0<4 <1, 0<t,<1:

3

DR —Fity)|>0. (117)

i=1
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Mozemy do ?,, £, dobra¢ liczbe naturalng p tak, ze:

bt = (18)

Mamy teraz wobec okreélenia F (£) orraz (111) i (115):

[F@—f@@) | = X 100 — 00| S 2t = 20 (119)

n==p n=p
Stosujgc t¢ nier6wnos¢ dla wartosci #,, 1,, otrzymaniy z tatwoscig

3 3

] 8, .
SR =Rt | — D 0 () — 19 (3) | 1§ 12911 = 2. (120)

i=1 i=1

Z drugiej strony wobec (118) mamy:

3

2O - [0 ] = b (a2

=1

Stad za$ i ze zwiazku (120):
. ,,
; o
DIt —Fit) | = 2 >0. (122)
f==1

Zwigzek (117) ma wigc zawsze miejsce; réwnania (117) okrelajg tym
sposobem pewien tuk prosty: )
[F: ()] = 8. (123)

. Luk [fi(f)] mozemy zamkngé w kuli o promieniu skoficzonym = R.
Srodek jej oznaczymy przez a. Mamy dalej:

[ —fo@ | < 2 w<?, (124)
k=1

skad z tatwoscig wynik‘a, ze [ ()] miesci sig w kuli o $rodku @ i promie-
nin R--2V3. Poniewaz kazdy punkt bryly B.ya jest odlegly conajwyzej

o n—zﬂ <} od tukut [£i® (£)], za$ kazdy punkt bryty B, conajwyzej o } od

tuku [f; (£)], wige wszystkie bryly B, zawierajq sig w kuli o $rodku @ i pro-
mienin B--2V3-+1 i zbiér M} B,} jest ograniczony.
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Mamy daleji wobec (81), (82):

£ (8)] ¢ Bays n=1,2 (125)
[f: (0] ¢ By (126)
[F» (@] X B.=£0, (127)

a zatem: _
B, X -B"’H $ 0. (128)

Potézmy: n ‘
On = Z Bky
k=1
mamy wéwczas:

Cotr = Co 4~ By, - (129)
Cy X Byy1=0 S (130)

Oy jest bryla; zwiazki (129), (130) orzekajg, ze jezeli C, jest bryta, to i Cots
jest bryla. Zatem wszystkie G, sg brytami. Na tej zasadzie i na mocy po-
przednich rozwazan zbiér

B=NW[B,}=M{C,} (131)
jest bryl ograniczona. Na mocy (125), (126) mamy dalej:
B> M7 @)1 (132)
Niech @ oznacza dowolny punkt tuku (123), ¢, wartos¢ parametru,
ktérej punkt ten odpowiada, @, punkt o spétrzednych £, (2,), fo™ ),
f3® (£):" Mamy: ‘ -
a=1lim a,, . (133)
@ LN ()] < ML (O]

@ jest tym sposobem punktem: skupienia zbioru M{[7™ (7))}, a wiec pun-
ktem tego zbioru, gdyz jest on domknigty. Stad oraz ze (132) wynika:

n=1,2... (134

@ cB;: (135)
poniewaz za$ ¢ jest dowolnym punktgm tiku 8, wigc '
ScB. (136)

Wez’my teraz pod uwage dowolng prostg zbiorn I' (Bj; zaliczymy ja do
pierwszej kategoryi, jezeli nalezy zarazem do T' (M {B,}), do drugiej kate-
goryi w przeciwnym razie.  Mamy teraz: :

T (W {Bu}) = M{T (B,)] 8
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oraz na mocy (84), (113), (114), (125):

T A (O €T (Buss), sy

T (B ¢ D[ @D, ~ (139)
stad zas: ) B

"T(By) ¢ T (Boy) (140)
i ogdlnie i

I'(B) T (Buyy) p=0,1,2... (141)

Niech teraz bedzie prosta pierwszej kategoryi, dana przez réwnania:
diz+ By Cig+4D, =0
4y + Byy+ G2+ D, = 0.

Poniewaz nalezy ona do zbioru (137) wigc musi naleze¢ do jednego
ze zbioréw I' (B,), przypusémy do I'(B,), na mocy wiec (141) do wszystkich
zbioréw I' (Byrp) p=0, 1, 2..., na mocy zatem zwiazku (131) zastosowa-
nego w przypadku n=s-+p do zbioréw T ([ @)); p=0, 1...

Znaczy to, ze tuk [fi#+# (f)] ma punkt wspélny z prostg (142); innemi
stowy jest dla pewnej wartosci #, parametru :

A9 (8,) + B, [,519) (8,) 4 O, [y () + D, =0,
Ay 1,642 8y + B, 642 (8) + Gy 3¢+ (4,) 4+ D, = 0.

Z ciagu {f,} wybra¢ mozna na zasadzie:twiérdzeﬁia Bolzano-W eier;

strassa cigg zbiesny {£,}, k=1, 2... Ozdaczmy granice tego ostatniego

przez 1@. Wobec tego ze ciag {fi™ ()} jest jednostajnie zbiezny do granicy
F; (1), mamy:

(142)

(143)

lim fiten (3,) = F; (19) i=1, 2, 3. (144
k=co N
Z drugiej strony, poniewaz kazde 7, jest jednem z ¢,, wigc

A FOF (8) + By f+e0) (2,) - Cy fy*+e0) (8,) + Dy =0,

(144)
Ay [+ {ty) -+ By [,698) (8,) - O, fylete) (b + D, =0.
Przechodzac do granicy dla lim % = oo, otrzymamy wobec (144)
A, Fy (19) 4 B, F, ¢©) 4~ C, Fy (¢©) - D,=0, (145)

A, Fy (19) + B, F, (1) + C, F (¢) +.-D2 =0.

Znaczy to ze punkt tuku S odpowiadajacy wartosci = t© lezy na
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prostej (142), ta ostatnia nalezy zatem do T'(8). Widzimy tym sposobem ze
kazda prosta pierwszej kategoryi nalezy do I'(S).

Wezmy teraz pod uwage prosta drugiej kategoryi, przechodzi ona przez
pewien punkt a, nalezacy do M{B.}, lecz nie do M|B,}, mozemy wigc
znales¢ ciag punktéw {a,}, p=1, 2... nalezacych do M {B.}{, taki ze:

lim a,=a,- (146)

p=co ~

Oznaczmy dla p=0, 1... przez @, Y, & spblizedne punktu a,.
Réwnania danej prostej mozemy napisa¢ w postaci:

Al(w——mo)—l—Bl(y—yo)—l—01(2'——%):0,

. (147)
Ay @ —xe) + By (y — o) + Oy (& — 2,) =0.
Wezmy pod uwagg zbidr prostych: ’
4@ —a)+ By —y)+ (e —2)=0, _
Bt 2+ By o)+ G 42 —1,2... (148

»
Ay @ —2p)+ B, (y — yp) - Co (2 — 2,) = 0.

Kazda z nich jest pierwszej kategoryi, ma zatem z tukiem S punkt
wsp6lny. Niech b, oznacza punkt przecigcia prostej (148) z tukiem S; sp6t-

rzedne tego punkiu oznaczymy przez ¥, ¥/, z;. Wybierzmy z ciagu {8}

ciag zbiezny {b,,} i oznaczmy przez b, jego granicg, zas przez =z, ¥, 2,
spotrzedne punktu b,. Mamy:

1i=rn m;k_—_ g3 (149)

| Jm v =i Jim 5=
jest dalej ‘ -
by, < 8 (150)

poniewaz za$ S jest. zbiorem domknigtym, a b, punktem skupienia ciggu
$bp,}, wigc:

by ¢ S. (151)
Wreszcie na mocy okreslenia punktu &,,, jest:
4 (w’pk"‘ Tp) - By (y;’k — Yy —+ G (zll"k — By = 0, :
E=1,2... (152)

4, (m',,,"“ Zp) - By (C’/;k — )+ Cs (z;k — 2y =0;

przechodzgc do graﬂiéy dla lim k& = oo, otrzymujemy:

icm

(23) Studya teratologiczne z teoryi mnogo§ci. 161

Ay (@y — @)+ B, W, — y.)+ C, (7 — 2)=0

g Jr 153
Az(xo‘mo)‘f"Bz(?/o_yo)"r‘az(z;“zo):()- 1o
Réwnania te orzekaja, ze b, lezy na prostej (147), ktéra tym sposobem

przecina tuk S. Kazda wiec prosta drugiei kate i Z
e, wilsty, giej goryi nalezy do I'(S). Reasu-

I'(B .
Z drugiej strony, wobee (136 ) L ) (154)
ostatecznie wiec: T(B)>I'(S) (155)
LB =T(s). (156)

5 Zbudowaliémx zater'n taka brylte B i taki tuk prosty S, iz, po pierwsze

zawiera 8, powtére zbiér prostych przecinajacych bryle B jest identyczny
ze zbiorem prostych przecinajacych ik S. Rozwigzali§my zatem zadanie
nasze w zupetnosci.
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