18 Jan Kroo. _ (18

W tabeli IV zestawiliémy w kofcu wielkosci V,.10%: do$wiadczalne —
w pierwszej kolumnie; obliczone wedtug (58), z uwzglqdnienie.m wartosci B
i obu wartosci @ z tabeli Il — w kolumnie drugiej i trzeciej; obliczone wedlug
(60)—w kolumnie czwartej, a w ostatniej kolumnie — obliczone wediug teoryi
Sommerfelda.

TABELA IV.
‘ V,.1010
! R Obl. “’“‘Eﬁ (55_, Obl. wecuﬁg Oobl. wecuug
” Obserw. dla g=aqa, | daa=a, ’ Drudego Eci)m n’1£7:rrfre]7d'1
H, | 155 i 125 | 146 N 1,52 1,52
N, | 1,23 } 0,898 ! 1,00 ‘ 1,05 12,5

Zgodnoé¢ teoryi z doswiadczeniem mozna uwaza¢ za dobrg (zwlaszcza
dla @ =a,), uwzgledniajac wielkos¢ mozliwych bledéw doswiadczalnych.
Teorya klasyczna prowadzi do wartosci zaledwie o 5% lepszych. Natomiast

z teoryi Sommerfelda wynika wprawdzie dla wodoru wartos¢ zgodna

z pomiarem, dla azotu jednak zupelnie falszywa.

Streszczenie wynikdw.

1. Teorya dyspersyi, oparta na réwnaniu anizotropowego oscylatora,
usuwa trudnos$ci, zwigzane z kwestya tadunku wtasciwego elek-
tronu, ktére sa wiasciwe teoryi klasycznej.

2. Wielko$¢ vA (v = wartosciowo$é drobiny; A:-3 B, AiB stale

2 4’
wzory Cauchy’ego) stata uniwersalna u Drudego, okazuje w przy-
padku anizotropii zaleznos¢ od parametrow wiazania quasi-elastycznego.
" Teorya przewiduje granice
12,36 < vA.107 < 37,08.

Wyniki pomiaréw sg z tem zgodne.
3. W teoryi magnetorotacyi, w niektérych przypadkach, uwzglednienie

anizotropii oscylatorow obliczonej z przebiegu dyspersyi, ulep-
sza znacznie zgodno$¢ wzoréw teoryi klasycznej z doswiadczeniem.

Krakéw, w sierpnin 1918,
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AL. RAJCHMAN.

0 szeregach trygonometrycznych sumowalnych
metody Poissona.

Sur les séries trigonométriques sommables par le procédé de Poisson.

Wstep.

I Formalne catkowanie szeregéw trygonometrycznych wyraz za wyra-
zem posiada tres¢ analityczng dzieki nastepujacemu twierdzeniu Riemanna
(,Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe®
Bernhard Riemanns Werke —w 2-em wyd. str. 247 i nast.):

»Jezeli szereg

n=oo

Z @, COS NT -+ by sinnz (a)

u=1
jest zbiezny dla
Z = 'I'El) y

jezeli oznaczymy przez F(x) sumg szeregu otrzymanego przez formalne dwu-
krotne przecatkowanie szeregu (a)

% =00

a,cosnx -+ b,sinnx
F@=-3 L busiane ®)
n=1
to granica
lim F &) A F (@—h) — 2 (z,) ©
h=0 hz

istnieje i réwna sig sumie szeregu (a) dla = = z,“.
W pracy niniejszej wykazuje, ze réwniez w odniesieniu do szeregéw
trygonometrycznych rozbieznych sumowalnych metodg Poissona

Prace mat.-fiz., t. XXX. 2
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o sp6iczynnikach dazgcych do zera — catkowanie formalne ma treé¢ anali-

tyczna.
(Uwaga. Mo6wimy, ze szereg

> A @

n=1

jest sumowalny metodq Pmssona i ma sume réwng s, jesli granica

o lm E | @©
istnieje i réwna sig s). =
Udowadniam mianowicie twierdzenie nastgpujace:
Jezeli bedzie

o Aim g, = lim b, =0, @
a nadto istnieje granica =
s (wo) = 1lm Z (an COS N Ty -+ by, sin nay) 7, (@)
n=1

to (przy zachowaniu oznaczenia (b)) zachodza nier6wnosci:

. Py h)+F(z,—h)—2F (2
Ill}ll:olﬂf 0 "hgo ( D) § S (mo) o
Flxy+ )4 F (g — h) —2F ®
< lim sup 0 0 ) = 2F ()
h=0 h? )
Dowodzg nawet twierdzenia ogélniejszego:
. Jezeli zatozenie (f) jest spetnione,
a nadto obie granice wahan (g6rna i dolna) '
@ (@) =lim sup Zl (@ COS N, -+ by sin nz,) 7 ()
oraz .
D (xu) = hm mf 2 (@ cos nora—(— businnz, ()]

n=L
8g skoriczone, to zachodza nieréwnosci:

o P+ F@—h)— 2 F (s, :
lim_inf 0 ) =) _'g G (), (k)

3 O szeregach trygonometryczaych -sumowalnych metoda Poissona. 21

F (@4 1)+ F (2 — ) —2F ()

D (xy) = hm _sup e 0]

(Uwaga. Gorng granicg wahafi funkeyi ¢ (f) dla #— a nazy-
wamy wielko$¢ M, posiadajacg whasnosci nastgpujace:
1) do kazdej liczby dodatniej 1 mozna dobra¢ takg liczbg e, Ze bedzie

VO <M+tn, gly |i—al<s

2) jakkolwiek matemi bylyby liczby dodatnie 7 i ¢, istniejg wartosci £,
czynigce zado$¢ réwnocze$nie obydwu nastepujacym nierdwnosciom:

Sy >M—m; |t—a| <e.
Tak okre$long gérng granice wahan oznaczamy przez lim sup ¢ (3).
t=a

Doling granica wahan funkcyi ¢ () dla {=a nazywamy wielko$¢ na--
stepujgca: — lim sup [—¢ (£)]. Dolng gramice  wahai oznaczamy przez

. t=a )

lim inf ¢ (2)).
i=a

Jako zastosowanie naszego twierdzenia podamy wyniki nastgpujace:

1° (uogélnienie twierdzenia de la Vallée-Poussina® ,szereg trygo-
nometryczny o spétczynnikach dazacych do zera sumowalny metoda Pois-
sina ,niemal ? wszedzie® (t. zn. we wszystkich punktach minogosdci, ktorej
dopelniajaca nie zawiera zadnej podmnogosci doskonalej) i majacy za sumg
funkcye catkowalng 3 — jest szeregiem Fouriera®*, i ogélniej:

»jezeli obie granice wahan

== o0
.. a, 3‘ . "
D (z)=1lim inf 5 + 2 (@ncosnz + basinna) r
r=1 i
n=I

Y Ch. J. de la Vallée Poussina: ,Sur l'unicité du développement trigonomé-
rique. Comptes rendus hebdomadaires de I'Académie des Sciences (Paryz) vol. 155.
1912, str. 951—953.

?) Pozwalam sobie na neologizm jezykowy. Nie nalezy miesza¢ wyrazefi ,niemal
wszgdzie® i ,prawie wszedzie*. ,Prawie wszedzie® ma utarte znaczenie: ,we wszystkich
punktach munogosci, kturel dopelniajaca ma miare réwna zeru® (podlug Borela- Le-
besgue'a).

3) Poditug Lebesgue’a;, por. Henri Lebesgue. Lecons sur l-mtegrahon Paryz.
Gauthier-Villars. 1904; uzywamy tu wyfacznie catki Lebes gue’a

) Szereg trygon. X @, cos nx b, sin na uazywamy szeregiem Fouriera funkeyi

2% 2=
@), jezeli a,=— / fl@ycosnzgda; b= j f(x) sinnaxde. Symbol calki we wzo-

rach powyzszych rozumiemy podiug definicyi Le b esgue’a.
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n=00

@ (z) =lim sup [ﬂ-1— S‘ (@ncosnz 4 b, sin nz) r“]
r=1 2 ;:i .

sg funkcyami catkowalnemi i niemal wszedzie skoficzonemi, jezeli nadto

lim @y = lim b, =0,
n=0co N=00

to szereg

%—"+ ;—1 (@ cos nax -~ b, sin nx)

jest szeregiem Fouriera“.

2° (uogdlnienie twierdzenia H. Steinhausa)?®

a) »jezeli szereg trygonometryczny o spétezynnikach dazacych do zera
jest niemal wszedzie sumowalny metodg Poissona i ma sumg uogdlniong
niemal wszedzie dodatnig (Iub ogélniej: jesli obie granice wahan D (x) i G(z)
sg niemal wszedzie skoriczone i dodatnie),

to szereg ten jest szeregiem Fouriera¥.

Uwaga. W obydwdch twierdzeniach przytoczonych ostatnio zatozenie

co do spélczynnikéw szeregu (ze dgzg one do zera) jest istotne. Wskazujg
na to znane przyklady szeregow

n? cos nax
it.d.
o Szeregi te sg sumowalne metodg Poissona i majg sumeg réwng zeru
(wige catkowalng): pierwszy i trzeci dla wszelkiego = ==0, drugi dla wszyst-

ki;h 'wartos’,’ci . Zaden z nich nie jest oczywiscie szeregiem Fouriera.
Jezeli dodaé jakakolwiek liczbe dodatnig do ktéregobadz z tych szeregéw,

.‘) H. Steinhaus ,Niektére wiasnosci szere;
Fouriera®. Rozprawy Wydzialu matem.
Tom 56. Serya A. 1916, str. 175—225,

géw trygonometrycznych i szeregow
-przyrodn. Akademii Umiejetnoscl w Krakowie.

icm®
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otrzymamy szereg majacy sumg podtug Poissona dodatnig, nie bedacy sze-
regiem Fouriera.

Dowodzac dwéch ostatnio przytoczonych twierdzen, bedziemy sig powo-
tywali na szereg wynikéw, dotyczacych drugiej pochodnej uogéinionej. Naj-
wazniejsze z tych reznltatéw s3 udowodnione w 3-em wydaniu 1-go tomun
»Cours d’analyse infinitésimale* Ch-J. de la Vallée Poussina (Paryz-
Bruksela, 1914). Poniewaz jednak w obecnych warunkach?) ksigzke tq trudno
jest odnale$¢ (nie udato mi sig znales¢ w Warszawie zadnego jej egzemplarza),
i cytujac z pamigci, nie mégtbym reczy¢ za doktadnosé cytat, przeto potrzebne
do naszych rozumowan twierdzenia de Ja Vallée-Poussina udowodnie tu
powtérnie.

Positkowa¢ sig réwniez bedziemy jednem z twierdzesi podanych przez
H. Steinhausa (loc. cit). Wypadnie nam jednak zmieni¢ nieco forme wy-
stowienia; zmusi to nas do ponownego podjecia dowodu, ktéry zresztg otrzy-
muje si¢ latwo przez zestawienie powtérzonych tu twierdzen de la Vallée
Poussina z twierdzeniami Lebesgue’'a {,Legons sur 'intégration*).
Twierdzenia Lebesgue’a, cytujemy nie dowodzac ich ponownie.

Itasnosci pochodnych nogdlnionych

(Twierdzenie de la Vallée Poussina; uzupetnione twierdzenie p. Stein-
hausa).
II. Okredlenie. Moéwimy, ze funkcya ¥ (z) jest gtadka? dla danej
warto$ci @, jezeli dla tej wartosci = bedzie
h=0

(1)

Funkcys gtadkg w przedziale danym nazywamy funkcye gtadkg
dla wszystkich punktéw tego przedziatu.

Twierdzenie o przyrostach skoniczonych da si¢ wyrazi¢
w nastepujacej, nieco uogdélnionej postaci:

Jezeli funkcya F (z) jest ciagta i gladka w przedziale danym (4, B),
za§ a i b oznaczaja jakiekolwiek dwie liczby, nalezace do przedziatu (4, B),

A=a<b<B,
to dla pewnej liczby ¢, zawartej pomiedzy a i b,

a<c<b,
F(b)— Fa
istnieje pochodna F' (c) réwna —(%_—a(—)- .

1) Pisane podczas okupacyi niemieckiej.
%) Termin zaproponowany przez p. Steinhausa (I. c.).


GUEST


Dowdd. - Wystarczy prawie dostownie powtdrzyc dowdd twierdzenia
Rollego.
Ktadzjemy

¢ @="F(@)— T(a)

F(a)— —ﬁl(—“g%ﬁ-— (@—a). @

Z warunku gladkosci (1) i z okreélenia (2) wynika gladkos¢ funkcyi
¢ (@); warunek gtadkosci mozna wyrazi¢ w postaci nastgpujacej:

w(@-+h) -—(P(x)‘{_%’(x-‘h)"‘(’(m)}:o‘ (3)

h—l)

Funkcya ciggla o (z), ktéra podiug okreslenia (2) przybiera warto$¢
zero dla z=uai dla =25, osigga swe extremum (maximum, albo minimum)
w pewnym punkcie ¢, zawartym pomigdzy @i .

Wyrazenia ’
g(c+h)—9(e)
. h

gle=n—¢()
h :

sg albo oba ujemne, albo oba dodatnie. Ze wzgledu na wzdr (3) suma ich
dazy do zera, gdy h — 0, przeto kazde z nich osobno wzigte musi dazyé¢
do zera réwnoczednie z h; inunemi stowy: ¢' (¢) istnieje i réwna sig zeru.
Ze wzgledu na wz6r (2) wynika stad istnienie pochodnej F' (¢) oraznastgpu-
jacy zwigzek:

F(b)— F(a) .

T c. b.d'd

F(e)=

I Twierdzenie (dela Vallée Poussina).

Jedli- ' (z) jest funkcya ciggly i gladkg w przedziale danym (4, B),
jesli nadto niemal wszedzie (t. zn. w mnogosci, ktérej dopetniajaca nie za-
wie?ra zadnej podmnogosci doskonatej) w tym przedziale sprawdza sig naste-
pujgca nieréwnos¢

F(z+h Fle—h) —2F(x .
lim inf M+ (}jﬁz 0 ):0’ (4

to dla kazdego ukladu trzech wartosci x, nalezacych do (4, B: a, ay, b

(4 =a <z < b < B), bedzie: .
F () — F(a) — F—(b):'—liﬁ@ (%, — a) = 0. (5)

Dowdd (przez sprowadzenie do medorzecznoscx)
Niechaj a i & beda punktami danego przedziatu (a < b); k%adq

¢ (%) =F (z) — F (a) — M( ‘) (2

24 ) Al Rajchman. > &
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Przypusémy na chwile, ze teza (5) naszego twierdzenia nie sprawdza sig;

‘wéwezas mielibysmy dla pewnej wartosci x ={ przedziatu (a, 0)

p(0) < 0. ' (6)
Ktade .
k=—g(); M
mamy:
kE>0.
Kiade ,
przyczem a spelnia warunek
‘ I<ag] . )
mamy oczywiscie:
(@ =%@=0; @ =2¢0=0 (10)

poniewaz za$ dla przedziatu (a, b) mamy
—_— 2
w—a0—< 7Y,

przeto: . :
BO<—E+ik=—1k,

Istnieje przeto punkt y.. w ktérym funkcya ¢.(z) osiaga swe mxmmum bez-
wzgledne dla przedziatu (a, 8).

(Gdyby minimum bezwzgledne bylo osiggane przez funkcyq [ )
w danym przedziale wigcej, niz jeden raz, —to y. nazwaliby§my najwigkszg
wartosé z, dla ktérej owo minimum jest osiagniete—taka najwicksza warto$é
istnieje zawsze, nawet wtedy, gdy minimum bezwzgledne jest osiggane nie-
skoficzong, liczbe razy. W rzeczy samej: jesli funkcya ciggla osigga dla wszyst-
kich punktéw jakiego$ zbioru ta samg wartos¢ d, to musi oczywiscie osia-
gat warto$¢ d réwniez dla punktéw granicznych tego zbioru; innemi stowy:
zbi6r punktéw, w ktorych funkcya ciggta osigga ta samg wartos¢, jest zawsze
zamkniety; w zamknietym i ograniczonym zbiorze  jest zawsze jedna.liczba
najwicksza ze wszystkich).

Nadajac liczbie « wszystkie wartosci od do 1, otrzymujemy zbidr
wartosci ¥., ktéry nazwiemy M. Dotaczajac do niego zbidr jego punktéw
granicznych, otrzymujemy zbi6r zamknigty, kt6éry nazwiemy N.

Udowodnimy, ze:
1) Zaden punkt mnogosci N nie spetnie warunku (4); t. . dla kazdego
pnktu 2 mnogo$ci N zachodzi nier6wnos¢ przeciwna do (4)
lim inf Fz +h)—’[—F§;Z——h)——2F(x) -0
h=0 :

(12)
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26 Al Rajchman. (8)

2) Mnogosé N zawiera podmnogosé doskonaty.

a) Oczywista niemal rzeczq jest, ze kazdy punkt zbioru M spelnia
nier6wnosé (12).

Istotnie:

byleby tylko punkty y.—h, Y., Ya -+ £k lezaly wewnatrz (a, 0), t. j.
byleby byto

A<Ye = | B]| <Y< Yat- [B] <D (13)
mamy (poniewaz y, jest minimum funkcyi ¢.):
Yo et 1)+ ¢ (a— 1) — 24 () > 0,

skad robigc podstawienia podtug wzoréw (8) i (2) i dzielac przez k2, mamy:

F(yt-h)+ F(ya—n) — 2F( 20k
X ) v (b_a iz)z> 0. (14)

Uwzgledniajac warunek (9), wnioskujemy z (14) a fortiori:

F(yat-m+F (ya— 1) — 2F (y.) k
2 o= ()

Jesli uwzglednimy, ze % > 0, mamy stad odrazu (12).
b) Nietylko.jednak punkty zbioru M, ale i wszelkie inne punkty N
(t. zn. punkty graniczne zbioru ) spetniajg warunek (12). Zeby tego do-

wie$é, zauwazymy przedewszystkiem, Ze ani punkt z = iz= i
oy do ' p a, ani =1~ nie na-

W rzeczy samej:

z uwagi na (8) mamy dla wszelkiej wartodci » przedzialu (a, b):
(@) < da ()5 (16)

be (Yo} < — 4K,

z (11) wynika a fortiori:
co w zwigzku z (16) daje:
b W) < — 3K 17

¢ (z) jest funkcya ciaglta: musimy wi ie¢ réwni
e 2 2 y wigc mie¢ réwniez dla kazdego punktu
e@)< —4k z=a i =5 nie spelniajg tego warunku  (18)
ze wigledu na (10).
Zbiér N posiada wiec i 5 i i
granicg gém b ;
oznaczmy ¥ _mniejszg z dwéch liczb Boma Pt granics doina o> o

(=) i

&—p;
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jasng jest rzeczg, ze jesli
[l (19)
to warunek (13) jest speiniony.
W nieréwnosci (15) bedziemy uwazali b za liczbe stalg (< ¥), wiel-
kosci za$ y, nadawaé bedziemy wszystkie wartosci, nalezace do zbioru M,
zawarte pomiedzy o i . Wyrazenie

F Yt )+ F(ya—h)—2.F (y2)
3 ’

stanowigce lewa strong (15) jest funkcya ciagla wielkosci y.; wigc z nieréw-
noéci (15) mozemy wnioskowaé, ze réwniez dla wszelkiego punktu 2 be-

.dacego punktem granicznym zbioru M, (o ile tylko spefnia nieréwnosci

o < Y = B) mamy:
Faet+W+F@—h— 2F@x) E
h? =@®—a)
(pod warunkiem, ze | h | = ¥).

Pamietajac, ze k jest dodatnie, otrzymujemy nieréwnos¢ (12) teraz juz

_dla wszystkich punktéw zbioru N.

29 a) Udowodnimy najpierw, Ze zbir M jest nieprzeliczalny (wykaze-
my nawet, ze posiada moc kontynuum).

Istotnie: kazdej wartosci « przedziatu (4, 1) odpowiada jedna $cisle
okreslona wartos¢ y.; wykazemy, ze odpowiednioS¢ ta jest jedno-jednoznacz-
na, t.j. Ze i odwrotnie kazdej wartosci ¥a odpowiada jedna Scisle okreslona
warto$¢ a. .

{Wzorujemy sig na rozumowaniu L. Scheeffera cytowanem w »Le-
cons sur Pintégration* Lebesgue’a, str. 77).

Dowodzimy tego przypominajac, 2e Y. jest minimum bezwzglednem
funkeyi ¢ () dla przedziatu (a, b); oba wiec wyrazenia

‘Pu (ya+h) - ‘Pa (yu)
h

‘I) (ya— h’) - ‘Pa (?/u)
7 @0

majg ten sam znak (+ jesi B >0, —jedli B < 0); azeze wzgledu na
zatozenie (1) oraz definicye (2) i (8) suma tych wyrazefi (21) dazy do zera
dla =0, przeto kazde z nich dazy do zera; mamy wiec:

44 (%) -
—dz dla =Y.
istnieje i réwna sig zeru.
Ze wzgledu na (8) wynika stad:

. ¢' (¥2)
istnieje i mamy
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20y, ak(a - b)
@— a)i'f" (b__a)n )

e O— @' (42

0=¢'(yu) —
skad:

= MY 22
kQRys—a—1>) v ()
Wzor (22) wykazuje, ze kazdej wartosci y, odpowiada jedna Scisle okre-
$lona warto$¢ o. ‘ '

Istnieje wigc odpowiednios¢ jedno-jednoznaczna pomiedzy punktami
zbiorn M i wszystkiemi liczbami rzeczywistemi «, spelniajacemi warunek

<ol

t. zn. zbiér M posiada moc kontynuum. .

b) Poniewaz zbiér M jest nieprzeliczalny, wiec a fortiori zbiér N (za-
wierajacy M) jest nieprzeliczalny.

¢} Zbiér NV jako zamknigty da sig roztozy¢ na dwie podmnogosci 41 B,
z ktérych pierwsza, 4, jest przeliczalna albo pusta, druga,” B, — doskonata
albo pusta V. Podmnogos¢ B nie moze byc¢ pusta, gdyz w takim razie
byloby

N=4,

t. zn. zbiér N bylby przeliczalny, co przeczy wykazanemu pod b).

Mnogos¢ N zawiera zatem podmnogo$é doskonatg.

Jezeliby wigc nieréwnoscé (5) nie byla spetniona chociazby dla jednej
wartosci =1L, to nieréwnosé (4) nie zachodzitaby dla wartosci z, tworzg-
cych zbiér doskonaly. - Przeczy to jednak zatozenin.

Nieréwnos¢ (5) jest wiec koniecznym wnioskiem naszych zatozefi.
c. b.d. d

CTwierdzenie (réwnowazne powyzszemu). ‘

Jesli w przedziale danym F (z) jest funkcyg ciagly i gtadky (t. zw. spel-
niajacg warunek (1)),

jesli nadto w tym przedziale »niemal wszedzie“ sprawdza sie nieréw-
nosé

H";f:so‘ip F(oc—l—h)+F(hz2—h)—2F(:c)_ =0, )

to dla kazdego uktadu trzech wartosci  danego przedziaty

a, %, b (a<x1<b);

") Por. np. W. Sierpifski, Zarys teoryi mnogosci (Warszawa, 1912) str, 114.
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ie: . b)— F (a
bedzie: Fle)— F(a)— E_(%___a_(l (z; — a) = 0. @4)

Dowdd. Kradziemy © @)= — Fio)

7z uwagi na (23) mamy niemal wszedzie

O@n+P@=h) 2@
h

lim int

h=0 .

wiec, w my$l twierdzenia poprzedniego, dia kazdego uktadu trzech wartosci &
edziatu @, z,, b

danego przedz 3 @<z <)

20 — 0@
- a .

zachodzi nieréwnosc )
b=

@ () — @ (a)— (2,— @) = 0;

podstawiajac w niej O F
j i S€ b. d. d.
otrzymujemy nieréwnos¢ (24 c. ' . N
’ \Duiosek. Wszelka funkcya F(x) ciagla i gladka (t- zn. spe&ma]atﬁ
waranek (1)), spelniajgca warunki . : .

 F@im+FE—n—2F@ _, @
hlr‘nm;nf 72 = ’ “
Flo—h) —2F (@) o
lim sup ML%J)H” =0 (23)
h=0

niemal wszedzie w przedziale danym, jest funkcyg liniows (W rozwazanym

pIZEdIZ)i:;)eg;i. Z zestawienia r;ieréwnoéci”@) i §24) otrzymujemy:
Floy— @ TO=T@ g a0,

- = TO=F® oz,

t. zn. F (z) jest funkcya linjowa. c. b. d.d. 150)
i i loc. cit. str. .
IV. Okreslenie (p. Steinhausa, loC ) )
Méwimy, ze funkcya F(x) jest niewklgsta ku dotowi w prze
dziale (u, v), jezeli zachodzi nier6wnos¢
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F@-—Fy) _F@y)—T @) 5

dla ey v-F )
n=rly<z=v. (26)

CTwierdzenie. 'Wszelka funkcya F'(z) ciggta i gladka w przedziale da-
nym (a, b), spetniajgca w tym przedziale niemal wszedzie warunek
F(x~+h)+ Fx—h)—2F (x)

T =0,

lim sup
h=0

(23)

jest niewklesta ku dolowi w przedziale (o, 4).

Dowéd. Drugie z twierdzen § Il daje bezposrednio (pr: ieni
w nieréwnodci (24) a=1; 2z, =y; b= z)p (prect podstavienie

Fy) — F(x) _FE) - FE

czyli y—= g—x

F@)- Fly) _F@)—F
z—y = (az—‘z = (27)

Stosujac to samo twierdzenie do funkcyi

do przedziatu C@=F(=q),

i do wartosci (=0, —a),

otrzymujemy: —% —Y —o,
Dy —DP(—2) _D(—2)—D(—2)

czyli 9= 7 (Ca—(—7

_M<_F(@-F(z)
z—2 =  z—z

Mozemy tej nieréwnosci nada¢ réwniez postaé

F@)— F(z) _ F(y)— F
e y;_z(z). 28)

Zestawiajac nier6wnosci (27) i (28), otrzymujemy:

F@)—F(y) _F(y)— F
=W (y;_a(z). eb.dd (25

icm®
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V. Twierdzemie (p- Steinhausa, loc. cit. str. 180).

Wszelka funkcya F'(x) ciagta i gladka, niewklesta ku dotowi w prze-
dziale (a, b), posiada wszgdzie wewnatrz tego przedziatu okreslona, skoni-
czong, ciagta i niemalejgcg pierwszg pochodng

lwaga. Twierdzimy, ze F' () istnieje dla a <z <b; dla z=a
udowadniamy istnienie tylko prawostronnej pochodnej, ktéra réwna sig
h_ll_imo F' (a-+h); podobnie dla z=">0 stwierdzamy tylko istnienie lewostron-

nej pochodnej, réwnej lir}; F(b—h).
h=+}0

Dowéd. Wystarczy prawie dostownie powtérzy¢ rozumowania p. Stein-
hausa, L. c. str. 1811 182:

Zauwazymy, V) ze wedtug nieréwnosci (25) (charakteryzujacej funkcye
niewkleste ku dotowi) warto$¢ stosunku

g(iﬂl]z_——ﬂi @—2zz=h>0 (29

nie rosnie, gdy liczba h dazy przez dodatnie wartoéci do zera (malejac)
w rzeczy samej z nieréwnosci (25) wynika po dodaniu do siebie licznikéw
i mianownikéw w obu utamkach:

F(y)—F(x)gF(z)—F(w)
y—x z—x

7

skoro bedzie 2 >y > 2.
Podobnie»wartoéé stosunku

w—_@‘ @—az=k>0 (30

ktéra -— wedtug (25) — jest zawsze niewigksza niz warto$¢ stosunku (29), nie
maleje, gdy liczba & dazy przez wartosci dodatnie do zera (malejac).
Widzimy wiec, ze obydwa stosunki ((29) i (80)) majg okreslone skon-
czone granice dla & — -0, wzglednie &k — -+ 0.
Warunek (1) gtadkosci funkeyl F(2) daje:

{F(w—}—h];)-—F(as)”F(w)—}f‘(:c——h)]:o’ @31

lim

k=0
co dowodzi, ze granice wyrazen (30) i (29) nie mogg by¢ r6zne. Tem samem
udowodnili§my istnienie okreslonej i skoticzonej pochodnej F' (z).

i) Cytuje dowéd p. Steinhausa z drobnemi zmianami.
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Udowodnimy teraz, ze F” (x) jes‘E funkcyg niemalejgcg. - Niech bedzie
o<z <@y<b.

Mozemy znale§é takie liczby dodatnie A, %, aby byto
o h <y —k.

Warinek ,niewklestosci ku dotowi“ (25) daje wtedy:

F(x,+h) — F(x,) - F(w, — k) — F(z, 4 1)
h =T ) - @ty
Flgy—k) — Fl@,+h) _F@)—F(z,—F)
(@ — k) — (@ +h = k ’
P+l —Fw) _F (@) —F(z,—k
h - k '
W granicy (dla 2—> 40, & — 4 0) bedzie:

a wiec:

Fl(z) = F' (),
czego nalezato dowies¢.
Latwo teraz udowodnié¢ ciggtosé funkcyi F7 (z).
Niechaj « i § bedg dwiema zmiennemi dqzacemi do =,, a dazy do x,
rosnac, § malejac:
a <z < B lima=Ilimf=u2a,.
Nalezy wykaze¢, ze ' ¢ '
F' (%) = lim B (o) = lim F (§).
W mysl twierdzenia o przyrostach skoriczonych bedzie:

F h—F -
(x1+ ])L (ml)zF’(SCI-{—-ﬁh),

32)
F(z))— F(x,— , (
,,wx_m.ﬁ_(i_ﬂ = I’ (1, — 6, h);

0 6, oznaczaj tu wielkosci dodatnie ¥ mniejsze od jednoéci.

- ) Mozemy zawsze przyjaé 6 == 0; 6, == 0; istotnie; ;40 i to wartos¢ @, dla kto-

. : F(x; h) — F(z
rej funkcya ® () = F(z) — F (a,) — »—»‘i‘h—(J—) (x~x,) oslaga maximum, wzgled-
nie rumiullum bezw;gle;dne dla przedziatu (z,, 2, + h%; przyja¢ 6=0, to znaczy przyjaé, ze
w przedziale (x,, a:p{—l.z) funkcya @ () nie przybiera aai wartodci mniejszych, ani wigk-
sz_y-fch Iod <1>(:c,l) :0,' t. ]: e P(X)=0 dla z,<z<<x, 7 ale woéwezas @' @ =0,
tj. Fx)=F Fm‘) i wzér (32) bzdzie prawdziwy dla wszelkiego 0 < § < 1; w tym przy-
padkn mamy wigc prawo przyjaé np. §=1,

icm®
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Zestawiajac warunek gladkosci (31) ze wzorami (32), otrzymujemy:

lim [F (z, 08— F (& — 6, )] = 0; (31bis)

610, sg to wielkodci (ktére sa funkcyami %) rézne od zera. Ustalmy na
chwile wartos¢ » (a co zatem idzie i 01 6,); poniewaz «if dazq do =,
wige poczynajac od pewnych wartodci bedzie:

T — O h<a<m <B4 0N
wynika stad (poniewaz F'(z) jest funkcya niemalejaca);
PO =F @ =F (@) s F R S F (@46,
a wiec, ze wzgledu na wzor (31bis):
c.b.d d.

lim F' (@) =F'(z); lim F/' @ =F" ()

VI Twierdzenie (p- Steinhausa, nieco uogélnione).
Wszelka funkcya F (z) ciagla i gladka w danym przedziale, spefniajgca
w tym przedziale niemal wszedzie warunek

F(x+]l)+F(w,‘“ h)‘QF('x’> 0 (23)
n o

lim sup
h=0
posiada w owym przedziale prawie wszedzie drugg pochodng F'' (z) catko-
walng podiug Lebesgue’a.

Dowéd. W mysl twierdzen §§1ViV F'(x) istnieje we wszystkich
punktach przedziatu nwazanego i jest funkcya cigglg niemalejaca.

H. Lebesgue udowodnit,V ze wszelka funkcya o wahaniu skotczo-
nem, a wiec i wszelka funkcya niemalejaca, ma prawie wszedzie okreslong
i skoriczong pochodng i ze pochodna ta jest funkcya catkowalna. ® Przeto
funkcya F/ (x) ma prawie wszedzie pochodng F' (x), i F" (z) jest funkcya
catkowalng. c. b.d. d.

VII. Cwierdzenie. Druga pochodna uogéiniona

i E@+ h)—l—F(:c——Vh)-—-QF(a:)

A=0 h?

) Lecons sur Vintégration. Paryz, Gauthjer-Villars, 1904 str. 128.

*) Lebesgue (loc. cit) wyraza si¢ w spos6b niezbyt udatny ,cette dérivée est
sommable (t zn. calkowalna podiug Lebesgue'a) dans l'ensemble des points oil elle est
finie*. Ale pochodna funkcyi o wahaniu skoficzonem moze by¢ nieskoficzong tylko w mno-
gosci o mierze zero (poding omawianego tu twierdzenia Lebesgue’a), zachowanie sig za$
funkcyi w mnogodci o mierze zero mie wplywa na jej catkowalno$é. Wyrazy ,dans l'en-
semble des points oil elle est finie* sa wigc zbyteczne.
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istnieje 1 jest réwna drugiej pochodnej zwyczajnej F/ (@) wkazdym pun-
keie, w ktérym istnieje druga pochodna zwyczajna.

Dowéd. Niechaj F'(z) istnieje dla x==1,; oznaczmy przez p jej
warto$¢ dla * =%, :

p=F" ().
Ktadziemy ,
® (@) =F @) — L (33)
mamy:
@ () =0. ‘ (34)

Zakiadajgc istnienie pochodnej F (Zo), przyjmujemy tem samem istnienie
pochodnej F’ (x), a wiec i pochodnej @' (x) w poblizu. & = x,. Mozemy
wiec stosowaé twierdzenie o przyrostach skoficzonych do funkeyi @ (z) i do
przedziatéw (z, — I, %), (%o, @, k), byleby h bylo dostatecznie mate.
Otrzymujemy:

D (Ly -+ 1) — D () =1 D' (- 8),

(35)
D (x) — D (@ ~ ) =hD’ (2 —~ b, h);
616, oznaczaja tu wielkosci dodatnie mniejsze od jednosci..
Ze wzgledu na (33) mozemy napisac:
Fx-+h)+F—h) —2F ()
h2
(36)

=<I>(a:+h)+cl> %mz—h) — 20 (x) +p.

Odejmujac stronami dwa réwnania (35) i dzielac obie strony przez h?,
otrzymujemy:
D (2,40 + D (@—h) =2 (2g) _ ' (@g+67) — P’ (%= 6, 1)
h? - h o

(37

_p D @A -(I>’(x0)_|_6 P! (@) — D (=0, 1)
on ! 6,k

Ze wzgledu na (34) bedzie:

lim O (@t-80) — D (=) __ lim D! () — D (w— 6, 8) __ 0.
r=0 6h r=0 6, h

Ze wzoru (37) mozemy wiec wnioskowac:

lim @ @t+h) + @ (hf’;o“‘h) — 29 (z,) =0,

h=0

icm®
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skad znowu, z uwagi na tozsamosc (36), otrzymujemy

n=0 h?

c. b.d d

VII. Eatwo uogdlni¢ powyzsze rozumowanie i wykazaé, ze, jesli tylko
P! (x) istnieje w pewnym przedziale, to w kazdym punkcie tego przedziatu

obie granice wahan (gérna i dolna) wyrazenia

Fz+h-+F@—h-2F@)
h?

dla h— 0 sg niewieksze od najwiekszej i niemniejsze od najmniejszej

z czterech granic wahaf

lim inf
h=40

r
im inf T @—=F @=)
he=t0 h
. Fl () —F! (@—h) .
1 ARG bt 8 )
gy 7 s lim sup )

P (@+h)—F' (@)
h H

F! (z+1)—F' ()

38)

Dowdd. WezZmy pod uwage jakas szczegélng warto$¢ x, ktérg ozna-
czymy przez x,. Oznaczmy przez p, najmniejsza, przez p, najwigksza

z czterech liczb (38) dla z =1x,. Kiladziemy

x? . z?
@, (x) = I () —Pigi q)z(x)zp(m)'ps”g;
oczywidcie bedzie
@,/ (z)=F' (2) — P, %; D,/ () = F' () — @,
przeto granice wahan wyrazenia

D (3, 1) — By (&)
=

dla h— 0 beda dodatnie lub réwne zeru, zas granice wahaii wyrazenia

Dy (2o 1) — Py (@)
+h
bedg ujemne lub réwne zeru.

(39)

(40)

Wzory (35), (36) i (37) § poprzedniego utrzymuja sie oczywiscie i wtedy,
jezeli zastapimy w nich p przez p, lub p,, za§ © przez @, wzglednie D,.
7 tak zmienionego wzoru (37) otrzymamy (majac na wzgledzie zrobione przed

chwilg uwagi o wyrazeniach (39) i (40)):

Prace mat.-fiz.,, t. XXX.
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lim sup Dy (@ 1) + CD?%;S!.," h) — 2@y (2,) <0,
1=0

lim inf
h=0

D, (@) 4 Dy (g — B) — 2D, () 0
W =v

Nieréwnosci powyzsze daja z uwagi na tozsamosc (36) (w ktdrej przez ¢
rozumiemy jedne z funkcyj: @, albo ®,, przez p jedng z dwoch liczb p

albo p,):
Jim sup F(wo+h)+F(hﬁzo—h)— 2F (x,) <p,
k=0
fim inf TG A F(Z; =W —2F (@),
h=0
c.b.dd

IX. Twierdzenie de la Vallée Poussin'a o majorancie i mi-
norancie.
Do kazdej liczby dodatniej e i do kazdej funkcyi f(z), calkowalnejV
w przedziale danym (a, b) mozna dobra¢ dwie funkcye ciagte: M. ;(x)
m,, ;(%), czyniace zado§¢ warunkom nastepujacym:
1) dla wszelkiego a < o < & zachodzg nieréwnosci:

OgM,,,(w)—[f(t)dtgs,

0= ff(t)dt-—ms,f(x) <.

2) dla wszystkich wartosci @ (nalezacych do przedziatu (a, 8)), dla
ktérych f(z) przybiera wartod¢ skoficzong, zachodza nieréwnosci:

M. r (@t h) — M., 4 (x)

lim inf =7 =/,
. Me, (& = 1) — e, £ ()
fim sup +h =7@).

Funkeye M. ;(x) nazywa¢ bedziemy majoranta, funkcyg m, ;() —
minorantg funkeyi f(z).

‘%) Podtug Lebesguea (jak w calej pracy niniejszej); w odniesieniz do funkeyi cal-
kowalnych podlug Riemanna omawiane twierdzenie bytoby banalne.
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Dowéd. A) Przypadek szczegdlny: f(x) przybiera tylko
dwie wartosci: zero i jednosd¢.

Rozwazymy najpierw przypadek, gdy dla wszelkiego a <z < b albo
f(z)=1, albo }(z) =0.

Nazwijmy E, zbidér wartosci z, dla ktdrych f(z) =1,

E, zbiér wartosci #, dla ktérych f(z) =0;

oznaczmy przez e, miarg zbioru E,
przez e, miare zbioru E,.
Bedzie oczywiscie: '

e,te,=b— a. (41)
Pokryjmy Y zbidr E, ukladem przedzialéw, kt6re nazwiemy
AP a9 AL (42)
podobnie nazwiemy i
AD 4D 4D (43)

przedzialy pewnego ukiadu pokrywajacego E,. Niechaj o, bedzie sumg diu-
goéci przedziatéw (42), o, sumg dtugosci przedziatdw (43). Oczywiscie mo-
zemy dobraé uktady (42) i (43) tak, aby bylo

o <ot (44)
g < eo+%. (45)
Nazwijmy Bi” () czes¢ wspdlng przedziatom AP i (a, @),
. B@ . . A
i wezmy pod uwage uktady przedziatow
BV, BP@,... BY@),... . (46)
B, BY@,... BY@),... (47)

Uktad (46) pokrywa cze§¢ zbioru E; znajdujaca sig wewnatrz odcinka
(a, z); podobnie: ukiad (47) pokrywa czes¢ E, znajdujaca sig na (a, ).

Niechaj B, (z) bedzie suma diugodci przedzialéw (46), B, (x) — sumg
diugosci przedzialow (47). Rozumiejgc przez BP (z) (wzglednie BY () dtu-
gosé przedziatu tej nazwy, wyrazimy nasze definicye przez wzory:

Y Méwimy, ze uklad przedzialéw (4) pokrywa zbiér (E), jezeli kazdy punkt zbio-
ru (B) znajduje sig wewnatrz przynajmniej jednego przedziatu uktadu (4).
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k=oco
b (@)=, B @, (49)
k=1
B, (z)= > B (2). (49)
Oczywiscie bedzie: = .
B =05 By (D) =2. (50)

Wykazemy, ze funkcya B, (z) jest majorantg funkcyi f (%), za$

1@ =2z—a- f (1)
jej minoranta.

Jasng jest rzeczg przedewszystkiem, Ze szeregi (48) i (49) sa jednostaj-
nie zbiezne, ich wyrazy » sq funkcyami ciaglemi zmiennej z. Funkcye B; ()
i B (x), ktore sg sumami tych szeregéw, sg wiec ciggte.

Dla wszelkiego ? ki 2 bedzie oczywiscie:

B (@) cm+h>~@1 (z) ZB‘”chrh) B ()

k=1

(52)

Dla punktéw x lezacych wewngtrz przedziatr A% jdla wszystkich do-
statecznie matych 3 wartosci h bedzie

BY ) — B®
k(x‘l—h)l k (w)zl_ (53)

Funkcye BY () sq oczywiscie niemalejacemi, przeto dla wszelkiego
1 h bedzie:

) Jezeli oznaczymy przez @, by, koice przedziatu 4", to funkeya B{) (w) da sie
wyrazi¢ w sposéb nastepujacy:
B () =0, jesli z=<a,
Bil) (m)zﬁ'” B » akgm:/\_—:bk
B(l) (m)zbkﬁam " @z=by.
Podobnie mozna wyrazi¢ K0 ().

*) Byleby tylko wartosci @ i @ 4% naleZaiy do przedziatu (a, b).
% Jezeli réwniez i &+ A nalezy do Am t. zn. jezeli

—@=a)<h<b—uwm.
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(1) B pW
B (e ’2 =G (54)
Kazdy punkt zbioru £, nalezy przynajmniej do jednego z przedziatow
AP, Jezeli wiec » nalezy do E,, t.j. jezeli f(x) =1, to, przy dostatecznie
matem h, przynajmniej jeden z wyrazéw szeregu (52) réwna sie jednosci; ze
za$ (podtug (54)) zaden z wyrazow tego szeregu nie jest ujemny, przeto:

B@En—F @
) =

byleby bylo f(z)=1 i b dos¢ male. O ile wiec f(x) =1, bedzie:
@+ h) ) — By (%)

lim inf 22221 By

= f(2); (56)
h=-0

ze wzgledu na wzory (52) i (54) bedzie dla wszelkiego a <z < b i dla
a—rE=h<sb—ua

Mﬂz):ﬁ&l = 0; (57)

nieréwno$¢ (56) zachodzi V) wiec réwniez i wéwcezas gdy f(x) = 0: jest ona
zatem prawdziwa dla wszelkiego
o <xz<lb

Skoro powtérzymy rozumowania powyzsze, zastepujac w nich
zbiér B, przez E,
i E, przez B, wowczas:
zamiast B{(z) wystapi B (z),
zamiast B, (%) ukaze sig 8, (),
zamiast  f; (%) wystapi I —f(x).
Zamiast nierdwnosci (56) otrzymujemy woéwczas? nieréwnos¢ (spraw-

Y Ze wzordw (55)1i (57) wynika: iz do kazdej wartosci  mozna dobrac¢ liczbe h (x)
tak mata, aby dla wszelkiego |7 |=<CF () sprawdzata sie nierdwno$¢ nastepujgca:

. ) — 8, (x
LR RO N o
%) Nier6wnoscia analogiczng do nieréwnosci (M) bedzie nieréwno$¢ nastepujaca:

&E’ﬂglﬁi@—gl—f@);

z nieréwnosci tej wynika (nieréwnos¢ prawdziwa dla wszelkiego a i odpowiednio matego h):

T(Jf-l—h .(w)
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dzajacy sie, podobnie jak nieréwnos¢ (56) dla wszelkiego

a<xLb)
fim inf '—@L@M >1—f(@). (56bis)
h=0

Dla funkeyi v (z), okreslonej przez wzér (51), bedzie oczywiscie:

1im sup I..(_xii_b)u:.j,(%‘) =1 — lim inf poﬂ.(w@)_
h=ot0 h h=-k0 h

nieréwno$¢ (56bis) mozna wigc przeksztalcié, nadajgc jej postac

i 1 @40 —1 (@)
111}11101) 5 =7 ().

(58)
Przez ustalenie wzoréw (56) i (58) wykazalismy, iz funkcye B, () i 7 (2)

spefniajg warunki, zawarte w drugie]j czedci naszego okreslenia majoranty i mi-
noraty. '

Pozostajg do ndowodnienia nieréwnosci czesci 1-¢j.
Dowéd nie przedstawia trudnosci.

Wystarczy zauwaiyé, ze cze$é zbioru E,, zawarta w przedziale (z,
z -+ h), ma miare réwng
ath

[ reae
i ze daje sig pokry¢ ukfadem przedzialéw D :
BY @1 — B @); B @+h) — BY (#);..; BP (@+h) — BY (w); . ..
bedzie wiec

dla e sz < z+h<b)

ath k=co
[roars S B @+ 1 — B0 @),
3 k=1

t. zn. (por. wz6r (52)):
-k

[tosrzne+n—pe. 69

x

') Definicya przedzialéw B;,U () byla podana na str. 37.
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Jezeli w rozumowaniu powyzszem zastapimy odpowiednio E, przez E,,

B () przez BY (%), B, (z) przez B, (z), [ (x) przez 1 —f(x), otrzymamy
nieréwnosé:
x4k

[u—reiat=e@+mn—to.

Nieréwnosci tej mozemy nadaé postaé nastepujgca:

a-t+h

h— (B (z-+h) — B, (@)] < [fct) az;

dla funkcyi 7(x), okreslonej przez wzor (51), bedzie oczywiscie:
1@+ h) — 1@ =h—1f @&+ h)— @]
Zestawiajac dwa ostatnie wzory, otrzymujemy nier6wnos¢ (prawdziwg dla

wszelkiego ¢ < & < x -+ h < 0)

ath
1@+ —1@ = [fwar. (60)
Kladziemy B

5, (@) =Fs (2) — ff(t) at,

%@ = [y at—10).

Podiug wzoréw (59) i (60) bedzie dla wszelkiego
szzx<wt+h<d,
b (@+h) —8 (@ =0,
8 (x+h) — 8 () = 0.

3, () 1 & (%) sa wiec funkcyami niemalejgcemi: dla wszelkiego a <z < b
bedzie
; (@) =8 (2) =8 (), (61)

8, (@) < 8, (x) =3 (®); (62)
podtug wzoru (50) bedzie:

b
5 (b):al—ff(t>dt=a1~e1. ; (63)
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. Ze wzoréw (50) 1 (51) otrzymamy

W)= [f)dt— @ - Fau=6+oa—0—a

podiug wzoru (41)
. e,=0—a—e,
bedzie wiec:
B () =t — €. (64)

Zestawiajac réwnosé (63) z nieréwnoscia (44), otrzymujemy:
N 3
%) < 55 (65)
podobnie, ze wzoréw (64) i (45) otrzymamy:
E
&)< 5 - . (66)

Oczywiscie bedzie:
8 (@) =2, (a) =0. (67)

Zestawiajac (61), (65) i (67), otrzymamy:

0=38 ()= -
. 2 ’
czyli
0sh@)—[fi)ars (68)
Podobnie ze wzoréw (62), (66) i (67) znajdziemy:
0=a(@ =+,
] 2
czyli
o;[;‘@mnﬂ@;%. (69)

Dzigki- ustaleniu nieréwnosci (56), (58), (68) i (69
: ! ) moZemy uwazad
funkeye ciagle B, (2) i v (&) za majorante { mine ) otemy v
funkeyi £(z) o b d d ] € orantg, odpowiadajace liczbie e

B) Przypadek ogélniejszy: e
. y: f(x) j€st funkcya calk
 hleujemng w przgdzi‘ale (a, b). ya catkowalng

(25) O szeregach trygonometrycznych sumowalnych metods Poissona. 43

Zaktadamy, ze dla wszelkiego a<x <D, f(@)=0 i ze (%) jest
funkcya catkowalna.

Niechaj
Ly bayoooy laee. (70)

bedzie ciggiem liczb dodatnich rosnacych bez granic tak dobranym, aby dla
wszelkiego naturalnego n byto

ln+1#ln<3—(ﬁ- 7H

Ustaliwszy ciag (70), mozemy latwo zbudowac malejacy ciag liczb do-

datnich
N MNg-o Tas (72)
czyniacy zados$¢ warunkom nastgpujacym:
a) szeregi _
Z T oraz 2 bn M
n==1 =1
sg zbiezne.
b) zachodza nieréwnosci:
D < (73)
a=1
%=00 . b___ ‘)
PR G (74)
n=1

Nazwijmy Z, zbi6r wartosci @, dia ktdérych zachodzi nieréwnosc

bt =@ <l
(przyjmujemy Z, = 0).
Niechaj #, bedzie miarg zbioru Z,; ozmaczmy przez ¢, (z) funkcye
okreslong w sposcb nastepujacy: :

dp(x)=1, gdy =z mnalezy do Z;
4y (@)=0, gdy 2z nienalezy do Z,.

Oczywiscie bedzie dla wszelkiego a < = < b i wszelkiego naturalnego p:

ng%(t)dtgzp. (75)
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Z zatozenia catkowalnosci funkeyi f (x) wynika zbiezno$¢ szeregu

n =02

D Lt (76)

n=1

mozemy znale$¢ taka liczbe catkowitg ¢, izby byto

n=00

N e <o (77)
‘i n & 6 ’
n=q+1

ze wzgledu na nieréwnosé (75) bedzie a fortiori dla wszelkiego

a1 =0

2 I /p Mar < (78)
n=q+t 4

a

Funkcye ¢, () przybieraja tylko dwie wartodci: zero i jednos¢; w mysl wyto-
zonego pod A4 potrafimy zbudowa¢ dla nich majoranty i minoranty.
Niechaj B, () i 7, (%) beda majoranta i minoranta, odpowiadajacemi
liczbie m, i funkeyi ¢, (x):
By (&) = My, g, (),

Tp (&) =1y, 4, (2);
kladziemy ! ot (2)

G @)= D L (@), (79)

D(x) = Z lue1 Tn (). (80)
a=1

Szereg (79), jak to wykazemy za chwile, jest zbiezny (nawet jednostajnie)
dla wszelkiego o <z < b.
) We.wzorze (80) wystepuje tylko suma skoniczonej liczby wyra-
z6w. Liczba g jest scharakteryzowana przez nier6wnosé 7).
W.kaa‘Zemy,‘ ze funkcye & (2) i D(z) sa majorants i minoranta,
odpowiadajacemi liczbie e ifunkeyi f ().
Podiug okreslenia funkcyi 8, (z) bedzie:

f%(t)dt;@n(aa)é{np,,(t) at4q,. (81)

iom°
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Ze wzgledu na nieréwno$¢ (75) i zbieznos¢ . szeregu (76) szereg

2 ln’ b, () dt jest zbieiny; szereg Z laa jest zbiezny z zalozenia,
=1 M n=1

a

przeto ze wzgledu na wzdr (81) szereg (79) jest zbiezny. Ze wzglgdu na
wzory (79), (81) i (73) bedzie:

Shftwarse@s D [aod+y. (82)
= =l g

Bezposrednio w definicyi calki Lebesgue’a zawarte s nieréwnosci

n=cc E x =00

> s [ (t)dté[}"m ar< z,,./‘qs, ) dt. (83)

=1 a a =1 a

Réinica pomigdzy trzecig i pierwsza strong wzoru (83)

S b [twar

a

nie przekracza, podtug nierdwnosci (71) i (75), wartosci wyrazenia:

< € € €
Z 509 3090 9T

Z nieréwnosci (83) mozemy wiec wnioskowaé, ze bedzie:

0< ff(t) dt— 2 b f:p @) dt = ; 84)
0 < ;: L [ @ dt — ff(z) dts . (85)
n=1 o a

Zestawiajac wzory (85) i (82), otrzymujemy

[‘f(t)dtﬁGlm)ﬁ{;f(t)dt&—%e. (86)

3 o


GUEST


46 Al Rajchman. (28)

Podtug okreslenia funkcyi v» () bgdzie:

[4)11(¢)dt—‘qné'{n(ﬂs)§f%(t)dt, 87)
skad ze wzgledu na wzdr (80) i nieréwnos¢ (73) wynika:
n=gq x n=gq @
E
Z{ los [m Wat— 5 <D@) = Z z,,_1.[ ba@)dt.  (88)

Zestawiajac nieréwnosci (84) i (78), otrzymamy:

a

r "=t 3 v
£ €
(f(t)dt—gfgé’; b [ ars (1@ an s
przez zestawienie nieréwnosci (88) i (89) otrzymamy wreszcie
k3 5 - x
{f(t)dt—-6~5<D(x)g[f(t)dt. (90)

Wzory (86) i (90) okazuja, ze funkcye G (z) i D (z) spetiajg jeden

%warunkéw, wymaganych od majorantyi minoranty (odpowiadajacych
liczbie e i funkeyi f (x)).
. Okazemy, e spelniajq réwniez i drugi. Przypominamy, iz obecnie
uzywamy nieco odmiennych oznaczesi, niz pod A. Funkcya, ktérg obecnie
nazywamy Ba (%), wystgpowata pod A jako B, (z); 1. () jako ¢ (x); zbiér Z,
jako zbiér E, (funkcya, ktérg obecnie nazywamy ¢, (), wystgpowata pod A
poprostu jako [ (x)).

Wz6r (56) przybierze obecnie postaé

im in P @ -Eh) — B (2)

‘ hhmzjzr(x)f Rk P = u (2) o1

dla wszelkiego
) a<x<b;

wzbr (58) przybierze postaé M : =

‘ ) Powtarzajac uwage zrobiong w odno$nikach do str. 39, mozemy do kazdej war-
toscl @ dobra¢ liczbe dodatnig h{® taka, izby dla | h|<h® byto
=y

To (@) —1, (@)
e

=, @). (92bis)

icm®
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{ —
lim sup T (&A1) — 1 () = 4 (@) (92)
h=o0 h

dla wszelkiego
a<x<b;

wreszcie wzor (b7) przybierze postac:

B2 h) — B @) _ o
BETO =R =0 (93)

dla wszelkiego o < < b iwszelkiego a—2z =h <0 — .

Ze wzgledu na okreslenie (79) i nierowno$¢ (93) bedziemy mogli napi-
sa¢ dla wszelkiego naturalnego n wszelkiego a <z <& i wszelkiego
@ — =<l <b—x (nalezy pamieta¢ przytem, ze wszystkie liczby ;. ...
L. .. sg dodatnie)

h = h ’

skad, ze wzgledu na (91) otrzymujemy:

lim inf Gt =G@ Lo (). (94bis)
h=0 h .
Dla wszelkiego punktu zbioru Z, bedzie:
bw@=1; @) <h,
z nieréwnosci (94bis) wynika wigc nieréwnosé
lim inf @R —C@ f (). (95)
=40 h

Nieréwnosé powyzsza zachodzi we wszystkich punkiach przedziatu
(a, b), dla ktérych f(z) przybiera wartos¢ skoficzong. Istotnie: kazdy z ta-
kich punktéw nalezy do jednego ze zbioréw

Zi) Zyeon Tnye-- (96)

za$ nier6wnos¢ (95), nie zawierajgca n, sprawdza sig¢ we wszystkich zbiorach
uktadu (96).
Zajmiemy si¢ teraz funkcys D (#) i funkcyami . (x). Podtug wzoru
(92) dla wszelkiego punktu @, nie nalezgcego do Z,, bedzie:
lim sup 1o (& h) — 1 (%) <0 (97)
h=-0 h
(bo, gdy = nie nalezy do Z,, bedzie ¢, (z)=0).
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Na zasadzie nieréwnosci podanej na str. 39 w 2-im odno$niku mozemy
nawet twierdzi¢, iz do kazdej naturalnej warto§ci wskaznika n réznej od m,

n==m,

i do kazdej wartosci z nalezgcej do Z, mozna dobraé liczbg dodatnig h*
taka, izby dla

[h| = e
byio ?

@) =) _ g
h =

Zatézmy, ze x nalezy do Z,

(co oznacza sig przez & C Zy,);

oznaczmy przez k () najmniejsza z posréd liczb h, (z), gdy n przebiega
wszystkie rézne od m wartodci naturalne, nie przekraczajace ¥ ¢

(gdy m < g, & (z) bedzie najmniejszq z pos$réd g — 1 liczb
h(x), By(x).. Buaa (@), Buga (@) ... he®);
gdy m > ¢, k(x) bedzie najmniejsza z posréd ¢ liczb
(), hy(x)... hp(x)... hy(x)).

% CZy (zmnalezydo Z,), |[h|=k(x); nkm i n=gq,
bedzie

Gdy

. B) — n )
iﬂ%ﬁ w@ . (%9)

Z okreslenia (80) i nieréwnosci (99) wynika, ¥ gdy
T C Ty, |BlZEkx i m<yq,

D(x—{»lz)«—[)(% . m h) — tm (&
Leth—Di ) <, 1 @_WL% Tn (@) (100)

Y) Liczba g wystepuje w nieréwnoéci (77) i okresleniu (80).
%) Patrz nieréwnoé¢ (92bis) (w odnoéniku na str. 46).
% Podlug okreslenia (80) bedzie w kazdym razie

nE=q

D (% + k) — D () 2 I Tn (& - B) — 7, ()

R = Dy e D)
n=1

gdy 2CZ, |hi<k(@) i m=<g wszystkie sktadniki sumy (D), précz m-tego, sa nie-

dodatnie — wynika stad nieréwnos¢ (100); gdy « C Zp | B <K (2) i m>q, to wszystkie

bez wyijatku sktadniki sumy (D) sa niedodatnie — otrzymujemy stad nieréwno$é (101).

icm®
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gdy za$
ZCZy, |R|Sk@ i m>q,
bedzie:
! —
2(_5”.:177‘3___% =0, (101)
Zestawiajgc nieréwnoéci (92) i (100), otrzymujemy:
dla xCZy 1 m=g
lim sup ZEFW=D@) 0, (100bis)
h=-0 h
wrnioskiem z nieréwnosci (92) i (101)
dla T CZn 1 m>q
bedzie:
N — p
lim sup L& TN =D@ _ g (101bis)
h=0 n
Dla 2 ¢ Z, zachodza zwiazki
Y () =15 0 =l = [ (&)
przeto, ze wzgledu na (100bis) i (101bis) bedzie:
jim sup ZEEN =D @ _ p (102)
=40 h

Wzér (102) zostat udowodniony dla z ¢ Z, zar6wno, gdy m = ¢, jakotez

gdy m>gq.

Powtarzajgc uwagi zrobione o wzorze (95), przekonamy si¢ o praw-
dziwosci wzorn (102) dla wszelkiego pumktu przedziatu (a, b), dla ktérego

f (x) przybiera warto$¢ skoticzong.

(Oczywiscie gdy [ (#) = oo, wzdr (102) jest banalny; — zachodzi

on wigc dla wszelkiego a < o < ).

Po ustaleniu nieréwnosci (86), (90), (95) i (102) mozemy uwazac G‘(w)
i D(z) odpowiednio za majorante i minorante, odpowiadajace licz-

bie e i funkcyi f(z). c. b.d. d.

C) Przypadek ogélny: f(2) jest jakakolwiek funkcyg cal-

kowalng w przedziale (a, 0).

Zakiadamy, ze f(z), a co zatem idziei 7 (x) |, jest funkcya catko-
walng podiug Lebesgue’a w przedziale (@, b). Oznaczmy przez [, (.'1_0)
funkeye réwna [ (z), gdy {(z)> 0 i réwna zem, gdy f(z) = 0; podobnie
oznaczymy przez fy (x) funkcyg réwna — f(z) gdy f(x) <0 irdéwng zery,

gdy f(z) = 0.
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B w=1@  h@=0, &y f@=0;
fi(@)=0 L@=—r® - fx) < 0.
Oczywiscie dla wszelkiego o < # < b bedzie:
h@=0, fa@) =0
f@)="r@—1@. (103)

Funkcye f, (%) 1 f3(x) s3 calkowalne i meu]emne, podtug wyh)zonego
pod B umiemy zbudowa¢ takie funkcye ciagte G, (=), D, (%) i Gy(x), Dy(x),

aby byto: e
lim inf Q(_xﬂ%*—(x) = fi(), (104)
=0
lim sup D: (-”fi—@—g—@ < ti@), (105)
0 < G: (@) — fft 0=+ (106)
og[f,‘(t)czz—pi(w);%f (107)
(=1, 2).

Wzory (104) i (105) majg by¢ prawdziwe dla wszelkiej wartosci «, nale-
zacej do przedziatu (a, D), dla ktorej f (x) przybiera warto$¢ skoriczona;
wzory (106) i (107) dla wszelkiego ¢ <= < 0.

Ktadziemy )
M () = Gy (z) — D, (@),
e . m (z) =D, (z) — G, (2),
oczywiscie bedzie:
lim inf —— 1= M=z + h) — M(x) = lim inf Gl (m+h) - Gl (mz
h=0 h=0 T T
— lim sup ZJL@i@);“_QE.(”_) ,
h=0 h

skad ze wzgledu na nieréwnosci (104) i (105) otrzymujemy:

icm
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lim inf 22" M(”Th) - M (@)
h=o0

=1 @) —/ (),

czyli, ze wzgledu na tozsamo$¢ (103), bedzie:

lim inf —— 1 — M+ h)
h=--0

)= M) rw). (108)

Podobnie, z okreslenia funkcyi m (x) wynika:

mm+m

lim sup & m (- -+ h) —m ()
h=-40 h

< lim sup 2"~ — D, (z)

— tim inf g&t@_lé_(m)

h=240
skad, przy pomocy wzoréw (104) i (105), wyprowadzamy:

n(x—[—h)

lim sup - m ()

m su =@ —

—f (@),
czyli (przy uwzglednieniu zwigzku (103))
m(z+ h)

lim sup - @+ h)—m@
h=-0

=7@- (109)
Wreszcie, zestawiajgc okreslenie funkcyl M (z) 1 m (z) z nieréwnoscia-
mi (106) i (107) 1 zwigzkiem (103), otrzymujemy:

[f(t)dz—egm(m)g ff(t)dth(:c) = [f(t) dife.  (110)

Nieréwnosci (108) i (109) zachodzg wszgdzie tam w przedziale (g, b),
gdzie f(x) przybiera warto$¢ skorficzong; nieréwnosci (110) sprawdzaja sie
dla wszelkiego a <z < b.

Zbudowawszy funkcye ciagte M (x) i m (x), czynigce zado$¢ nierdw-
nosciom (108). (109) i (110), udowodnili§my istnienie majoranty i minoranty
i odpowiadajacych dowolnie obranej liczbie dodatniej e i dowolnej funkcyi
catkowalnej f(z). ¢ b.d.d.

lUwaga. Oczywiscie bedzie M (a) =m () = 0.

X. Twierdzenie de la Vallée Poussina, dotyczace catko-
wania drugiej pochodnej nogdélnionej.

Jezeli F'(z) jest funkcyg ciagly i gladky (t. zn. spelniajgca warunek

Prace mat.-fiz,, t. XXX. 4
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Fet+mn+FE-n—2F@_
o 3

li
h=0
wszedzie w przedziaie (@, b), f(x) za$ funkcya w tym przedzia}le catkowalng
i niemal wszedzie skoficzona, i jesli niemal wszedzie w przedziale (@, b) za-
chodza nieréwnosci

F(x—l—h)—{—-F(fv—h)—-QF( r)

=7 (@)

lim inf =
k=0

<iin SupF(w—i—h)—}—F;ng——h) —27 (@)
=0

to dla wszelkiego a < @ < b zachodzi zwigzek

F(z) =fdyfyf(z) dt+ Az-+ B,

gdzie A1 B oznaczajg wielkosci state.

(Twierdzenie to zostato ogtoszone w paryskich ,Comptes rendus de I'Ac.
des Sc.“, tom. 155 str. 951 i nast.; znajduje sie ono réwniez i w cytowanem
3-im wydaniu 1-go tomu ,Cours d’analyse“ de la Vallée Poussina).

Dowdd. Obieramy dowolnie liczbe dodatnig e.

Niechaj M (x) i m (x) beda majorantg i minorants, odpowiadajgcemi
liczbie e i funkcyi f(x). Przy tych oznaczeniach sprawdzajq sie nieréwnosci
(108), (109) i (110). Mozemy M im tak dobraé, aby bylo M (¢)=m (a)=0.

Ktadziemy

G(m):fM(t)dz; D(x):fm(t)dt;

ze wzgledu na cigglosé funkeyi M () i m (2) bedzie dla a < = < b:
G (x)=M(x); D (@)=m(x). (111)
Z twierdzenia § VIII oraz wzoréw (108) i (111) wynika dla tych punktéw

przedziatu rozwazanego, w ktérych f () przybiera warto$¢ skoficzong (a wiec
dla niemal wszystkich wartosci )

tim ot (Gt (x(:v——h)—QG(x)>f( ) (11

icm®
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Kladziemy
S(x)=G @ — F(r);

tatwo przekonac sig ¥, ze bedzie:

s S{x+h) 4+ (=z—h — 28 (2)
P 72

r=0
G N+ Gx—h)—2@G
= hlxlllmf @+m+ g’; ) (@) (113)
tming L@+ F(z—h) — 2F (2) .
r=0 h?

Z zatozenia, gloszacego, ze niemal wszedzie zachodzi nieréwnosé

m;{l:%nf Faetmn+F ggf@—?ﬁ:(m) < f(@),

oraz z nieréwnosci (112) i (113) wynika sprawdzajaca sie niemal wszedzie
nieré6wnos¢
- lim Sup@(x—,—h)—l—&(w—-h)-—?o(x)

k=0 ’

') Istoinie: oczywistem jest, ze dla wszelkiego % bedzie:

f(%-h)-\-a(m—.h) —20@) _G@+m)+ G(, — B — 26 (@)

F(m+h) -+ F(m—h) — 2F(w)
n*

Oznaczmy przez Ay, hy... h
dobrany, aby bylo

tim F(@+h,) 4 F(z—h o — ZF(m)
p=20 Kl k=0

»
bedzie oczywidcie:

det+h 43 (:z: —h) -23 (m)

. . - 1
p--- ciag wielkosci, dazacych do zera réwnoczesnie z » tak

______ e—h) 22F@ (g

d@+h)+3(@—~h,) —23 ()

lim su
b= Op 17 SD!;.p h}z,
—lim sup FEFI)FE@ —R) —26@ | Flet+h)+Fl@—h) - 2F0)
p=o0 hfj p=co n?

Fla+h)+ P~ h) —2F @)
o e I T T Rl T 2

p=co A

> lim it C@ENFE@—W—26(@)
h=0 h?

skad ze wzgledu na réwno$é (Q) otrzymujemy wzér (113).
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3 (x) jest oczywiscie funkcya gtadkg (bo G (z) jest funkcya ig%adk%, jako
funkcya posiadajaca pochodna, za$ F'(z) jest gladka z zatozenia), wigc po-
ditug twierdzen §§ IViV &' (2) istuieje dla wszelkiego o <o < b, jest
funkcyq ciagts i niemalejaca Ze wzgledu na zwigzek

F(2) =G (2) — 3 (@)

wynika stad istnienie i ciggtos¢ pochodnej F’ ().
Bedzie wiec (dla a < z < b)

(@) =& (x)y— F'(@)=M (x) — F' (). (114)
Podtug twierdzenia § V (uwaga dodatkowa) istnieje granica hl=ir1130 ¥ (a -+ h);
nazwiemy ja — 4; &' (z) jest funkcyq niemalejgca, wigc dla a<x<<d bedzie:
— A4 =¥ (2). (115)

Ze wzgledu na (114) bedzie (gdyz M (a) = 0): ;
) A=1lim F'(a + k). (116)
h=-+0 .

Zestawiajac wzory (114) i (115), otrzymujemy (dla a < z < b):

— A+ F (z) < M (). 117)

Wyprowadzimy teraz analogiczng nieréwnoé¢ dla minoranty m (x). Ro-
zumujemy w spos6b najzupetniej analogiczny do powyzszego.

Z twierdzenia § VIII oraz ze wzoréw (109) i (111) wyprowadzamy nie-
réwnos¢ nastepujaca:

1im sup -~
h=0

D(x‘i‘h)‘*‘D(hﬁ—h) _?P@)gf(z-) (118)

Nier6wnos¢ ta sprawdza si¢ w tych punktach przedzialu (a, 8), w kt6-
tych f(z) przybiera wartos¢ skoriczona, t. . niemal wszedzie (jak gtosi zato-
Zenie).

Kladziemy: 8 (@) =F (2} — D (2)
atwo sig przekonaé, V ze bedzie:

) Istotnie: oznaczmy przez By, h,... By .. clag wielkoci tak dobranych, aby byto:
lim h,=0 oraz

1).—_‘00 ) .
lim F(p—{—hp)—i-F(w-—hg)— 2F(?czzlim sup Fz+ WAFle—h) — 2F (x) D
pe=oo " h=0 Bt D)

* bedzie oczywiscie
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lim sup 2LEER + 8 (@ =) 25, ()

=0 B’

> lim sup FEHN L F@—8) — 2P ()

(h=0 h?

(119)

— fim sup (D) +D§La§~h) —2D@)

h=0
Z zalozenia, podiug kiGrego ma by¢ niemal wszedzie

tim sup F@+ h)—{—F(a}:lz— h) —2F (z)

h=0

= f @),

oraz z nieréwnosci (118) i (119) wynika dla niemal wszystkich punktéw
przedziatu (a, b):

R s 1y o
lim sup = @t+n+3 ;; ") QOIV@QO. (120}

A=0

Oczywiscie bedzie (ze wzgledu na wzér (111)):
8/ (@) =F'(z) —m (z) (121)
lim 8,/ (a - h)=1im F'(a}h)=4. (122)
=10 E=10

skad znowu

Podiug twierdzefi §§ IV i V ze wzoréw (120) i (122) wynika dla a < z < &:
4 <8/ (z) (123)
(to samo rozumowanie, co przy ustalaniu nieréwnosci (115)).
Ze wzorbw (121) i (123) wynika
(dla a<z<b):
o mx) < — A4 F'(x). (124)

fim sup D@ F I3 — 1) — 28 () o sup @R 0@ — ) — 25 @
h=0

h? o .hﬁ (E)
... D@+h)+D@—h)—2D)
lim inf —2 2 . P )

— lim F(w—{—hp)—]—F(wmhg)—?F(f)_ g
p=co s p=co h
oczywiscie bedzie:
— — 2D
— D@+ hy)+Dw—hy) D(x)
p=o0 hz

< lim %up D(m+IL)+D§ff— h)fQD(m)(F)
F 3

Zestawiajac wzory (D), (E), (F) otrzymujemy bez_poérednio nieré6wnosé (119).


GUEST


56 o Al Rajchman. o __7.(.355)
Zestawiajac nieréwnodci (110), (117) i (124) otrzymujemy:
ff(t)dtﬁeg—A—kF’(x)g/f(t)dt—{—e. (125)
Wz6r (125) jest prawdziwy dla wszelkiego ¢ >0, a wiec musi byé
~ A+ P @)= [ r@)ar, (126)
czyli N
F! (x):A-{—ff(z)dt. (127)

F! (%) jako suma funkcyj ciaglych (5 () + M (z) albo 8, (%) + m (x)) jest
funkcya ciagla, wige (kladac B=F (a))

F(x):fF’ (y) dy -+ B. (128)
Z réwnosci (127) 1 (128) wynika

F@=[ Idy_ [ t0at + dat B,

gdzie B (podobnie, jak 4) oznacza stata. c. b.d. d.

Szeregi trygonomefryczne zbieime i szeregi Youriera.
XI. Lemmat Jezeli f(x) jest funkcya catkowalna i niemal wszedzie
skoficzong w przedziale (0, 2x), F'(x) za$ funkcya, spelniajaca warunki

P23 In
lim n? [F(m) cosnx dx = lim n? {F(m)sin nxdr=>0, (129)
d . n=0o0 .0

7=00

jezeli nadto dla niemal wszystkich wartosci & w przedziale (0, 2x) spraw-
dzaja sie nieréwnosci
lim inf
A=0

= f(@) = lim sup F(v’”+h)+F§£ —m—2F(@)

Fae+h)+Flz—h)—2F(x)
" (130)

icm®
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to dla wszelkiego naturalnego n bedzie:

2z 2%

ff(z:) cos nz dx = — n? / F(z) cos nz dx.

0 )

o 2z

f f (z) sin nx dz = — n? /F(:c) sin nz dr.
v o’

Dowdd.

Ktadziemy: (dla n=0,1,2..)

2 2z
1 )
anz?{F(x)cosnxdm; §n=é {F(m}sinnxdw.
6, s n/

0
Zatozenie (129) przybiera postac

lim n?«, =lim n%*g,=0.

Bedzie oczywiscie dla 0 <z < 2x:

#==00

F(Z)Z%H‘Z oy COS 7% - B iN na.

n==1

(131)

(132)

(133)

Ze wzgledu na zatozenie (132) szereg (133) jest jednostajnie zbiezny;
wyrazy jego sg funkcyami ciagtemii peryodycznemi, wigc suma jego jest réw-

niez cigglg i peryodyczng. Wynika stad
F(0)==F (2n).

(134)

Podiug znanego twierdzenia Riemannal/ z warunku (132) wynika

gtadkosé funkeyi F' (x).

Do ciaglej i gladkiej funkcyi F () oraz do spelniajacej nieréwnos¢
(130) funkcyi catkowalnej f(z) stosuje si¢ twierdzenie § X. Podiug tego

twierdzenia bedzie:
z y
F(x»=[dyff(z)dx+Am+B
1 0

(4 i B oznaczajg tu wielko$ci stale); nadto podtug (128 bedzie:

(135)

1y ,Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe § 8,

twierdzenie 2-gie.
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Fx)= /'F’ () dy + B, (185bis)
za$ podiug (127) ! . '
! (m)=ff(t)+x1- (136)
& .

Przeksztatcimy wzory (131) priy pomocy catkowania przez czgsci V.
Podlug wzoréw (135bis) i (136) bedzie:
2m ’ 2)1:
mnsz(cc) cos nx dr = /[F(w) -- B] cos nx da
o o

. 0 -

o [(F(os)——B) sin nx] -—]F' @) sin nx A
n 0 n
0

2 2r
=-—~717fF’ (@) sin nz do = — —;—jw' (@)— 4] sin na dw
.0 0
o F
={(F’ @) — 4) COZZWJJO__ s f f (x) cos nz dx,
czyli ’
e
—E—jf(x) cos nx dx = — nto, 4+ K, (137)
0

jezeli oznaczymy dla krétkosci

) Twierdzenie o calkowaniu przez czeSci glosi ogdlnie: jesli y (a) i ¢ (x) sa funk-
cyami calkowalnemi w przedziale danym (a: b); jesli

s@=[y0) i Y@=/ ewa,
to dla wszelkiego ¢ ¢

a=u =b
bedzie U<z

Jo@t@m=00vo—0wrw- [Y@emds.  (©

Dowdd tego twierdzenia podalem w ,,Wektorze® (tom VI, Warszawa 1918). Twier-

dzenie to jest udowodnione i wcytowanym ,Cours d'analyse* de la Vallée Poussin’a (Tom I,
3 wydanie).

icm
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_F@m — F1O)

ke

K

Spotezynniki Fouriera wszelkiej funkeyi catkowalnej daza do zera
(por. np. H. Lebesgue, Lecons sur séries trigonométiiques str. 61), wige
catka lewej strony wzoru (137) dazy do zera réwnoczesnie z %; to samo mu-
si sie dziac i z prawg strong tej réwnosci, wigc
lim [—n?a,+ K]=0;

Podiug wzoru (132) bedzie

K=lim [—n?a,+ K].

Zestawiajac dwa wzory powyzsze, otrzymujemy
K= 0;

wz6r (137) upraszcza sig wigc; bedzie:
’ 2n .
% [f(x) cos N 4t = —na,. (138)
0

Przecatkujmy przez czefci iloczyn [F'(z) — B].sinnx. Pierwsze cal-
kowanie, dokonane w zastosowaniu wzora (135bis), wprowadzi wyraz wolny
od catek

5 cos nrl*

[ @—B ="
0

wyraz ten znika ma skutek réwnosci (134). Nastgpne calkowanie, przy

uwzglednienin wzoru (136), daje nam bezposrednio:
< ff(x) Sin 0z 4 == — 12 B (139)
I

Réwnosci (138) i (139) stanowia whasnie to, czegoémy mieli dowiesc.

XII. Twierdzenie de la Vallée Poussin’a o jednoznaczno-
§ci przedstawienia funkcyi przez szereg trygonometryczny
(Comptes rendus Ak. Par., miejsce cytowane w § X). )

Jezeli szereg trygonometryczny niemal wszedzie zbiezny
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n=co

921 -+ 2 @, COS N2 - by sin nw (140)

n=1

ma za sumeg funkcye catkowalng f (x), to szereg ten jest szeregiem Fou-
rier'a (t. zn. zachodg zwiazki

Q== 11: [f(x) cos nx dx
’ o (140bis)
bn=—‘_1:~ [f(a:) sin na dz).
0
Dowéd. Podiug twierdzenia Cantora D (w togélnienin Lebesgue’a)

spotczynniki szeregu trygonmometrycznego, zbieznego w mnogosci o mierze
dodatniej, dqzg do zera. Bedzie wiec

li‘rn @n = lim b, =0. (141)
Kladziemy: T
=00 an .
F(x)=—2 ?cosnx—l—%ﬂisinmm (142)
n=1

) Podi'ug twierdzenia Riemanna (Uber die Darstellbarkeit... § 8,
twierdzenie 1-e) bedzie wszedzie tam, gdzie szereg (140) jest zbiezny, t. j. nie-

mal wszedzie
. Fla@t+n+Fla—n—2F(x
fm B e S CE TR

Do funkcyi F(z) i f(m)——%"r mozemy zastosowaé lemmat § XL

Z véwnosci (141) i (142) wynika warunek (129). Warunek (130) sprawdza sie
w odniesieniu do funkeyi 7 (z) — —éf)i (zamiast f(z)), jak to wynika ze wzoru
(143).  Bedzie wiec (szer. 142 jest szer. Fourie ra):

2 .

1 a 1
“"'—';c“/ [f(x)——%] cos na do = — [f(x) cos nx de,
0 ]

2 P

1, a. . s
b, = E_} [/ (Q’J) - Eo} sin nw de = i—/ f(a;') sin nx dz,
¢ 0 c. b.d d.

Y) H. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques, str. 110,
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XII. Twierdzenie p. Steinhausa? o szeregach trygono-
metrycznych zbieznych (nieco wogélnione).

Jezeli suma f () szeregu trygonometrycznego niemal wszgdzie zbiez-
nego

n=oc

Qg .
‘ 7—‘_2 a,, cos nx -- b, sin nx ‘ (140)

n=}

jest dla zbioru niemal wszystkich wartosci # ograniczona od dotu, 1. zn. jesli
istnieje wielko$¢ stata — 4 taka, ze niemal wszedzie sprawdza si¢ nier6w-
nosé

fl@y=—4, (144)
to szereg trygonometryczny rozwazany (140) jest szeregiem Fouriera
(t. zn. zachodzg zwiazki (140bis)).

Dowdd. Kladziemy:

Az | @ 2P ";;': G L bn .
Py=—5+75 5 - 2 cos 7z -}~ 5 sin na.
Podtug twierdzenia Riemanna (cytowanego w § poprzednim) bedzie nie-
mal wszedzie ) ’
fim Q@AM F P ) —20@) _ o4 4 (145)

B=0 n?
Zestawiajgc wzory (144) i (145), otrzymujemy niemal wszedzie:

i QEENF O @ = =20 @) _

r=0 h?

(145bis)

Jasne jest (bylo to omawiane na poczatku rozumowan § XD, ze ® (x)
jest funkcya ciagla i gladka; mozemy wigc zastosowac twierdzenie § VI; po-
dtug tego twierdzenia @' (x) istnieje prawie wszedzie i jest fu nkcyg cal
kowalna. Podiug twierdzenia § VII ze zwiazku (145) wynika réwnos¢ (wszeg-
dzie tam, gdzie @ (z) istnieje t j. prawie wszgdzie):

O (z) = @) + 4.

A wiec f(z)+ 4, a zatem i f(z) jest funkeya catkowalna. Przeto, podiug

twierdzenia § XII szereg (140) jest szeregiem Fouriera. c. b.d.d.
Twierdzenie, réwnowazne powyzszemu. Jezeli suma szeregi

trygonometrycznego niemal wszgdzie zbieznego jest dla zbioru niemal wszyst-

1) loc. cit. str. 178 i nast.
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kich wartodci « ograniczona od goéry, to szereg rozwazany jest szeregiem
Fouriera. )

Dowdd. Jezeli zmienimy znak wszystkich spéiczynnikéw szeregu, to
suma jego zmieni znak; funkcya ograniczona od géry zamieni si¢ na funkcye
ograniczong od dotu; podtug poprzedniego twierdzenia mozemy teraz orzec,
Ze szereg rozwazany jest szeregiem Fouriera c.b.d. d

Szeregi snmowalne mefodg Poissona.

XIV. lemmat: Jezeli wielkosci @, i b,, dazace do zera réwnoczesnie

1 : -
z —, t.j. takie, Ze
n

lim @,=0; lim 8,=0 (146)
sg zwigzane przez rownanie
Qn
by — by = P (147)
to sprawdzaja sie nieréwnosci
n=oc0 N=CD n=co

n=1

lim inf | a,7" < lim inf D burn < lim sup D) bur
r=1 r=L =10

n==20

< lim sup Z T 7™,
r=1 et

Dowdd. Ktadziemy:

=00 a” n=co
f(”)——”zl w7 —E (bn— bpyr) .

Bedzie oczywiscie dla | 7 | < 1:

F= ban— S b
n=1

n=1

n=03

=2 barm — D by (148)
n=1

n=2
b =), ety — (=) S,
. on=2

n=1

icm®
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ze wzgledu na zatozenia (146) i (147) bedzie:

n=c

TD=2 2= (b bun) =0, (149)
n=1

n=1
Zestawiajac réwnosci (148 i (149); otrzymamy zwigzek

=00

Q) —f@)=(1—1 D, bart. (150)

a=1

Podtug twierdzenia Abela f(r) jest funkcya cigglg rowniez dla r=1;
pochodna f7 (r) istnieje oczywiscie dla wszelkiego |7 | < 1; mozemy wiec
zastosowaé twierdzenie o przyrostach skoriczonych. Bedzie:

fFL—f=>0—=n7); (151)

p oznacza tu pewng wielko$¢, czyniacg zados¢ nier6wnosci:

r<<p<l. (152)
Oczywiscie bedzie: _ .
FO)= 2 art. (153)
#w=1

Zestawiajgc réwnosci (150), (151) i (153), otrzymujemy réwnanie:

D g = ) B (154)

n=1 n==l

Ze wzgledu na nieréwno$¢ (152) p dazy do jednosci, gdy r dazy do jednosci;
przeto granice wahar wyrazenia

p=c

Z a,pv—t dla r—1

n=1
sg nie wieksze, niz
n==oc
lim sup $‘ [
r=1 e
n=1
i nie mniejsze, niz
nT=oy
lim inf E a.rmt.
r=1
m==1

Ale podiug wzoru (154) bedzie:
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n==a)
m mf O p" = llm inf by,
i 3 st 3
=T n=00
Ixm sup 2 P "'1—-l1m sup s‘ /N e
n=1 11‘—‘]
n=oo
wiec obie granice wahai wyrazenia Z b7 (lub, co na jedno wyjdzie
=1
"n=ca "
wyrazenia Z b, dla r-— 1 sg niewigksze, niz
n==1 =
lim su ar™
r*lp MZI " !
i niemniejsze, niz
N==0o
lim inf Z A 7™
' c. b.d d

r=1 n—1

XV. Twierdzenie Jezeli wielkosci A, daza do zera réwnoczednie

z 71{ t. j. jesli
lim 4,=0, (155)
i jesli obie granice wahan (dolna i gérna) wyrazenia
2 Aprt dla r—1
n=l
I = lim inf A,
oraz (156)
S=1i : Anrm
im sup 25 4w
sg skoficzone, to:
1)  szereg no
Ay )
o (157)

1

"

jest zbiezny; skoro oznaczymy przez U, jego reszte

icm
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(47,

n=2co

tu obie granice waharl wyrazenia 2 Uer* dla r—1
w=]

n=o0

D= hm mf 2 Un 7™,

=l

(158)

n==00

G = lim sup 2 Un 7"

r=1

sg skoriczone i czynig zado$§¢ nierdwnosci
IsD=sG<S.

2) szereg

n=:: mz=o

Ay
E E m?

=1 m=mn

(159)

jest zbiezny; skoro oznaczymy przez v, jego reszte

:L
o

n=co

to granice wahari wyrazenia 2 2 vurtto, dla r—1

n=2
n=o00

D, = 21im inf D vy,

n=2

- (160)

G, =2 lir?_?s]up Z V™ v,

n=2

czynig zado$¢ nieréwnosciom
D, =8;
Uwaga. Nie twierdzimy wcale, ze granice wahati (160) sq skoficzone
Rozumowania nasze nie wykluczajq bynajmniej mozliwosci, ze G; = -} co,

G =1

lub D, = — co.
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Dowdd. 1) Ktadziemy B
()= A,
n=1

Podtug zatozenia funkcya ¢ () pozostaje ograniczong, gdy r—+1, jest
wiec ona catkowalna w przedziale (0, 1)..
1

Z istnienia catki { v (x) dx wynika istnienie granicy

n= oo

11m [cp (=) dx ——llm Z

Podtug twierdzenia p. A. Taubera? istnienie granicy powyzszej wraz

An

z zalozeniem (155) pocigga za soba zbiezno$¢ szeregu Z e
n==1

Wielkosci . istniejg wiec, i bedzie oczywiscie

lim %, =0; Uy — Unp = —

n=co T n (161)

Ze wzgledu na zatozenie (155) i zwigzki (161) mozemy zastosowaé lem-
mat § XIV (ktadgc an,=4.; b, = u,), otrzymamy

I=sD=Sx@G (161bis)
c. b.dd
2) Kladziemy: _—
_2:&, X
= P (162bis)
bedzie oczywiscie: B
n e (162)
Z okredlenia wielkosci w, i z zalozenia (155) wynika:
lim nw, =0, (163)
wiec tembardziej h
lim w, =0 (164)

N A Tauber ~ notatka' w nMonatshefte fiir Mathematik und Physik%; tom 8; str.
273 - 277" (Wieden 1897), albo np. E. Landau— Darstellung und Begriindung einiger neu-
erer Ergebnisse der Funktionentheorie Berlin, 1916 (naktad Springera) str. 40—41.
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Ze wzgledu na zwigzki (162) i (164) mozemy zastosowaé lemmat § XIV,
ktadac .

Ay
i i Qn==-"—;  by=10;
otrzymujemy zwigzek %
=00 n7=00 n=o0
hm mf 2 Wyl = hm sup ‘5‘ Wyt = hm S‘ :’L" . Jpy
dod 10
n=1 n —l n=1
czyli
n=0oc
lim Z Wt =, . (165)

r=1

Podlug cytowanego juz twierdzemia p. Taubera istnienie granicy

(165) wobec zwiazku (163) pociaga za soba zbieznosé szeregu 2 W, L. j.
szeregu (159). !
Wielkosci m=2o
V=, wn (166)
istniejg wigc. Ze wzgledu na wzdr (165) bedzie oczywiscie:
b= D, =14y, (167)
m=1

Znowu zastosujemy lemmat § XIV; tym razem podstawiamy
71'An+k-—1
(n+lc 1)? ;

(% jest tu parametrem, n wskaznikiem biezacym).
Zatozenia (147) i (146) sprawdzaja si¢ oczywiscie

bn = Wptx—1

Ay N Apti—
bo Wupr—1 — Wyt = ot = it

1
WFEe—12 n (ntk—1p2

mozemy wiec wnioskowad, ze prawdziwg jest nieréwnosé:

n=co n=co

lim inf Z ot "A"’f"“ gy v T 2 Wi
r=1
n= n=1 (168)

. 7 Anyr—
< lim supZ @ {—Ic+~k—11)2 .

r==1

Prace mat.-fiz., t. XXX. 5
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Bedzie oczywiscie

NAnpi-1 n—)—k——l M__vnj—k—l
+Ek—1¢ ant+k— — (k=1 (n-Fk—1) (169)
n+k—l . . . i
- Szereg 2 T h—1 jest zbiezny mnaskutek zbieznosci szeregu
(157) (udowodmone] na poczatku rozumowan punktu 1-go); zbieznos¢ sze-
regit 3‘ Aupic jest oczywista ze wzgledu na zatozenie (155). Toz-

~ (k17

samosé (169) pozwala nam przeto stwierdzi¢ zbiezno§¢ szeregu

i Y
A (k= p

i wyprowadzi¢ zwigzek nastgpujacy:

< ndwpp—1 u=w7 Apgr—t £ n+lc—
g [ ‘EMJEL [~ 1)2 wrr—ig 170
Ale oczywidcie (por. wzér 162bis)
n=0oC A"+k" B n =00 "+k_ .
"2:1 nik—1 " Z (nk—1) =W

mozna wigc wzorowi (170) nadac¢ postaé nastepujgca:

n=sc nde
s = — (B — 1 i
; T =w— k=D, (170bis)
skad (podiug twierdzenia' Abela) wynika zwiagzek
. S N Anyr
lim Y Rl gy (1), (170ter)

r=1 = (n—i—k—-— 1)2

Zestawiajac wzory (168) i (170ter), otrzymujemy réwmnosé:

Z Watg—1 = U — (K — D) wy,

n=1
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ale (podtug wzoru (166)) bedzie

3"
£ Wyir—1 = Uk
n=1
bedzie wigc
Vy = U ——(k— 1) wk:uk—i—wk———kw;,,

czyli
v;,—{—]cw;:uk—{——wk. (171)
Ktadziemy
b (7) =Z ™} 4y (1) =2 RW.T". 172)
n=1 n=l

Zastosujemy jeszcze raz lemmat § XIV, przyjmujac

A = N Wx} by = Un;

zatozenia (146) i (147) sprawdzajg sie ze wzglgdu na wzory (163) i (166), mo-
zemy wiec ustali¢ nieréwnosci

lim inf ¢, () < lim inf ¢, (r) < lim sup ¢, (r) < lim slup dy (). (173)
r=1 r=1 r=1 =

Podiug wzoréw (165) i (167) bedzie

lim S‘ Wa t™ =10y (174)
r=1 n—l

Ze wzor6éw (171) i (174) wynika (przy oznaczeniach (158) i (172)):

lim inf (4, 17) 44, (D] = D+, (175)
lim sup [4 (r) + 45 (1)) = G- (176)

Latwo przekona¢ sig, ze bedzie:
lim inf [$, () = b, ()] < lim sup ¢; (r) 4 lim irif &y, (7). (177)
r=1 r=1 r=
(Istotnie: wystarczy przeprowadzi¢ rozumowanie analogiczne do podanego

w odnosnikach § X. Nazwijmy 7; ciag wielkosci dazacych do jednosci, gdy
i — oo tak dobrany, aby bylo

lim ¢, (r;) = lim inf ¢, (7)
i=o0 r=1
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Bedzie oczywiscie:
lim inf (4 (r) ¢ (1)) < tim inf 4, () + 4, ()]
= lim inf ; () + lim ¢, () < lim sup ¢, () + lim ¢, (r)
= lim sup §; (#) -+ lim inf ¢, (7). c. b d d)

Z nieréwnosci (177) i (173) wyprowadzamy nieréwnos$¢ nastepujaca:
lim fnf {$; () + 5 ()] = 2 1im sup 4y (r);
r=1 r=1

zestawiajac nieréwno$¢ powyzszg ze wzorem (175), otrzymujemy wreszcie:
D+, < 2lim sup ¢, (7). (178)

Z nierédwnosci (178) i nieréwnosci (161bis) (stanowiacej wynik rozumo-
want punktu I-go) wyptywa:
I+ v < 2lim sup ¢, (7),
czyli (przy oznaczeniach (160) i (172))
I<@G,. (179)

Czg$¢ naszego twierdzenia juz zostala udowodniona. Reszte udowodni-
my, powolujac sig¢ na nieréwno$¢ nastepujgca, analogiczna do nieréwno-
$ci (177):

lim inf ¢ (r) 4-1im sup ¢, (r) =< Hm sup [¢; () + ¢, (1))- (180)

(Dowdd nieréwnosci (180) nie rézni sig istotnie od dowodu nieréwnosci (177).
Oznaczamy przez p; ciag wielkosci takich, ze

i=o0

limp; =1; }me% (ps) = 3131] sup ¢, (7).
Bedzie oczywiscie:
lim sup [9 (#) + 4 ()] = lim sup [¢; (s) + ¢, ()]
= lim sup ¢, (p:) +'_li=r§c b, (p)) = lim inf , (7) +11$ by (p:)

= 1i:n=ilnf 4, (r)—i—lip}j}lp 4, (7). c. b. d. d).
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Z nieréwnosci (180) 1 (173) wynika nieréwnosé:
2 lim inf ¢, (7) < lim sup [$, (r) 4 ¢, (")),
r= r=

kt6ra znéw, ze wzgledu na wzor (176), daje:

2liminf ¢, (r) < G+, (181)
r=1

Z nieréwnodci (161bis) 1 (181) wynika nierdwnosé:

2 liminf ¢, (r) < S+ vy,
r=1

ktorej (przy oznaczeniach (160) i (172)) mozemy nadaé postaé nastepujaca
D, =8. (182)

Ustaliwszy nieréwnosci (161bis), (179) i (182), udowodnili$my wtasnie
to, co byto do dowiedzenia.
XVI. Elementarne wlasnosci catki Poissona

Jezeli f(x), jest funkcya catkowalna, ¢ (r) za§ oznacza wyrazenie na-
stgpujace: (okreslone dla | v | <'1)

Iz

Vo 1—1r?
v =g | 10 1 greesz g 2

Q

to sprawdzaja sig nieréwnosci

lim int [@Té———@"‘ —% < lim inf ¢ () < lim sup ¥ ()
e=0 r=1 r=1
< lim sup L‘(ﬂl‘__gg’?fj) .
£=0

) Twierdzenie, ktdremu poswiecamy ten paragraf, jest powszechnie znane; moze
by¢ nawet uwazane za klasyczne. JednakZe nie umiem zacytowaé publikacyi, w ktérej by-
toby ono sformutowane dla funkeyj catkowalnych podlug Lebesgue’a. W pracy p. P.
Fatou p. t. ,Séries trigon. et séries de Taylor* (Acta math. tom 30) po§wieconej specyal-
nie catce Poissona (przy uzyciu catki Lebesgue’a) twierdzenie to jest dowiedzione im-
plicite {na poczgtku); jednakze tam tez brak ogélnego wyslowienia, ktére tu podajemy i na
ktére péZniej bedziemy zmuszeni sie powolac.
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Dowdd. Bedzie oczywiscie

1y f(z) da T @) de
by =5 L 1~—27cosw+r§+./l—2¢cosw+r2]

1—-2[[  f@d= f2r — ) de
="%x ” T—2rcosz 7% 6/ = %rcos (ﬁ;;';}j“+ﬁ] (183)

1= f@ 4 —a) i
2% ; 1 - 2rcosafr*

Jezeli oznaczymy

M =1lim sup Iﬂiﬂ;?i:@l (184)
a=0
to do kazdej liczby dodatniej « mozna dobraé ¢ > 0 takie, izby byto
o —
LCEIL S NV, o
gdy bedzie
I=sz<e.
Gdy
eZr=m,
bedzie
2 et
—_ — — g2
wiee: cosz < cose < 1 2.-§-24<1 &?,

1—-2rcos 247 == (1—r cos z)* +r?sin? z > (1—r cos x)? > [1—# (1- H)]?
=[(1—7) 4 re?] > r2et,
skad wynika nieréwno$¢ nastepujaca:
Mot (f@)+fQ@i—z) . | 1—r [
S A0 o il B
27 J 1—2rcosz ¥ dw1 < 21:7%3_[ | (@) + 7 @2=--2) | da.
[

E

|
|

v .Prawa strona nieréwnosci powyzszej dazy do zera, gdy » dazy do jed-
no$ci (a ¢ nie zmienia sie); bedzie wiec a fortiori:

L @) f (2 —
Pﬂ 2% ’ 1—9r <:osa{:—}—5:r)2 4 =0. (186)

icm®
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Wyrazenie
127 cosz +1r?=(1—rcosz)?4 risin’z

jest nienjemne dla wszystkich rzeczywistych wartosci 7 iz, przeto z nie-
réwnosci (185) wynika nastepujaca nieréwnos¢ (zakladamy 0 < r < 1)

Lo (f@df@—g) (Mt [ 1—p
2 0{ 1 —2r cos® +4r? dx<‘}f,“"/"——‘““*--* dz

(187)

dx =M -1,

<M—]—nf 1
= J 1l—2rcosxz+41°
0

bedzie wiec:

. 1— 2 [ (@) +F@s—2)| do _
11{?:51@ ) wa_f 1—2rcosz 72 =M+ (188)
@

Podlug wzoru (183) bedzie oczywiscie:

1— 9 [ f(@)+f(@r—2)
v ="77 o 1—2~rcosm¥{4r7dx

(189)

1—r [ f@)+ 1@ —~2)
+ 2z ( 1—2rcosx—r? dz.

Zestawiajac wzory (189), (186) i (188), otrzymujemy nieréwnos¢:
limsupd (= M-41q.
r=1
Ale 7 jest dowolng liczbg dodatnig; musi by¢ wigc:

lim sup & (r) < M =1lim sup
r=1 - =0

Jezeli we wzorze (183) zastapimy f (%) przez —f (2) (i f (2= —=) przez
— f(2r—=zx)), to ¢ (#) zamieni si¢ na — & (ry i wzor (190) zamieni sig na
wzOr nastepujacy:

; 2% —
lim sup [—¢ ()] < lim sup —f_(?’t‘:l;-(——“l] ,
r=1 x=0

czyli .
nf I_(_x,)_—l_‘,g—(i_::f)ﬁ ~(191)
0

lim inf ¢ () = lim i

r=1 =

Ustaliw szy wzory (190) i (191), ndowodniliémy omawiane twierdzenie.


GUEST


7 AL Rajchman. e (56)

Uwaga. Wypisujac nieréwno$¢ (185),
gérna granica wahan

robimy milczace zatozenie, ze

Z@;H:Z;Q’:,w),

lim sup
=0

jest skoficzona. Jezeli to zalozenie sig nie sprawdza, to albo bedzie:

lim sup M.)_—tl;_@_ﬂ_.__ﬁl _— + co,
x=0
albo tez bedzie: ;
lim IL’”;U;LE:@ -
=0

W pierwszym przypadku wzér (190) jest banalny; podobnie banalny jest
wzor (191), jezeli bedzie

lim inf L2201 f @)+ f(% — ac)

0.
a=0
W pozostatych przypadkach, t. j. gdy
tim TETLEE=0) _ 4 o
x=0

lub
lim L@TCe—z)

o]
w==0

twierdzenie omawiarne réwniez utrzymuje sig. - Aby je ndowodni¢, wystarczy
powtorzy¢ rozumowania powyzsze z niewielkiemi zmianami.

Gdy
RRACEI R

=0

= + o,
to do kazde] liczby 4 mozna dobraé ¢ > 0 takie, izby byto
z 2 —
1L );H;L ) o4 (192)

gdy bedzie
O=sx<e.

Wzér (186) utrzymuje sie. Zamiast nieréwnosci (187) wyprowadzimy
nier6wno$¢ nastepujaca (wynikajacy z nier. 192):

L= (@ +f @) S g

2z J 1—2rcosaf4% de. (193)

icm°
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Ze wzoru (186) wynika (przez podstawienie: f(x)=

___p2
lim 1—r

r=1 % ‘ 1*27’C05$~]—7‘2=0

dla wszelkiego  mniejszego od 1 prawdziwa jest tozsamosc:

1—72 dx

1—2r cosz 4 7° =5
wigc bedzie: .
172 de
i 5 5 =1. (194
Ef{ = I 1 —2r cosz 4 72 )

n

Ze wzoréw (189), (193), (194) i (186) wynika bezposrednio nieréwnos¢
nastepujgca:
liminf & (r) = 4
r=1

Nier6wnosé ta jest prawdziwa dla wszelkiego 4; bedzie wige:

lim ¢ (r)=c0 ¢.'b. d. d.
r=1

Przypadek lim f(x)=—oc sprowadza sig do poprzedniego przez roz-
wazanie funkcyi — f(x) zamiast [ (z.

XVI. Twierdzenie. Jesli spelnione sa zatozenia § XV. t. zn. jesli

lim 4, =0, (155)

=00

i jesli obie granice wahari (dolna i gérna):

PEtos

I =lim inf S‘ Ap7*
r=1 "__l

oraz (156)

==co

S =lim sup 2 A,

r=1 ne=1

sg skoficzone, to sprawdzajg sig nieréwnosci
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n=co
sna2 na
I<11m 1 sup Z A4, PP
n=}
. (195)
in?na
lim inf s‘ An Lzlz -=< 8.
[e=0 "__1 nea

) Dowdd. Ktadziemy (gdy sinz =0, t. j. gdy % nie jest ani zerem,
ani liczbhg catkowita)

n==0c0

O e D e

n=]

—_ _L Z ‘111 PSS
T, = %2 .S nex.

Przy oznaczeniach § XV (162bis i 166) bedzie oczywiscie dla wszelkiego
naturalnego n = 2:

(196)

m=n m=n

Z Am n i
o Sin? me = (Wm — Wmy) SIN* Mz
m=1 m=1
m=n
_ in2 H H
= — Wy Sin®na 4w, sin> x - Z W, [8in? M — sin? (m—1) x]
m=2

m=n
=-— Wap1 Sin®nz | sinz Z Wy Sin 2m — 1)
m=1 (197)
' m=n
=0, Sin?nz - Sing D) (Un — Vasd) Sin @m — 1)@
m=1 .
= — Wap1 SIN* NT — V,pa 8i0 (20 — 1)@ sinz + v, sina
m=n
-+ sinx Z Va [Si0 (2m — 1) @ — sin (2m — 8) z]
m==2

N - .
W1 SIN° AL — Vpyy SN (20 — 1) 2 sinx + v, sin’z

m=mn
+2Z VmCOS2(m - 1) z.sindz

m=2

icm°
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Poniewaz bedzie:
lim w, = lim v, =0,
(wynika to ze zbieznosci szeregu (159) § XV), przeto ze wzoru (197, wynika
zwigzek nastepujacy:

E A—sm’mx=v sm3x+22 omcos 2 (m — N zsin?z.  (198)
m=1 m=2

Zastepujgc we wWzorze pOWYZSZym ¥ przez % i podstawiajac w jego

prawej stronie m=1n -1, otrzymamy nastepujaca rownosé:

" o n=oo e '
Z ~”7"2‘— sin? —— = v, sin? 5 +2 2 Upt1 COS T . sm’ 5 - (198bis)
m=1 n=1
n=0o0
Szereg Z Vg1 COS T sin? = 5 jest, jak tego dowiodly rachunki po-
n=1

wyzsze, zbiezny dla wszystkich wartosci x. Gdy sin %—#0, wynika stad

n=cc

zbiezno$¢ szeregu 2 Ung1 COSNET.

n==1
Gdy % nie jest ani zerem, ani liczbg catkowita, bedzie sin %—#0:
woéwczas ze wzorow (196) i (198bis) wynika t6wnos¢ nastepujaca:
1 x _ \ H=0o0
5 @ (7)~—2—+ ¥, tus1 cOS T (199)

n==1

Funkcya % D, (—‘g—), bedaca suma szeregu trygonometrycznego niemal

wszedzie zbieznego P

n

oz

N9

Vus1 COS R, (200)

lo‘,F

i
T

3
i

jest, podtug okreslenia (196), okreglona, skoficzona i ciagha, gdy @ nie jest ani
zerem ani wielokrotnoscig liczby 2=.

1) Szereg (200) jest zbiezny, gdy sin % ==0. Rozbiezno§¢ jego moze zachodzi¢

tylko w punktach odosobnionych: =0, z=42kx (k=1,2,3..).
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Gdy x— 0 musi zachodzi¢ jeden z nastgpujacych czterech przypadksw
(wykluczajacych sie nawzajem):
1) albo bedzie:

Ilillj)nf D, () =—oc0 oraz Iingup D, () = + oo,
2) albo
lim @, (x) =+ oo,
3) albo tez =
lim @, () = — o,
4) albo, wreszcie przynajmniej jedna z granic wahan

liEm_iOnf @ () i limsup D, (z)
jest skonczona. - e

W pierwszym przypadku bedzie oczywiscie

n=o ) NE==0C
A sin? na fo2
lim inf E A, =T . ; Z sin? na
[ee] T —_
==0 n=1 " nz a? ’ 11T=Sﬂup 1 A% 722 l)!2 - oo )
=

nasze twierdzenie, gloszace, ze zachodza nieréwnosci:

”

oo ;
g sin’na ity in2
. : i
lim inf Z 4, e =5 I<limsup Z 4, S ne
n=1

a==0 L — ra
jest wowczas banalne.
Udowodnimy, Ze w pozostatych przypadkach (2im, 8-im i 4-ym) szereg

(200) jest szeregiem Fouriera swej sumy L d, (x)

2 2
Ktadziemy
1 z
® @) =5 0, (3, (201)
=
M=3 _&n}
2 (202)
Podtug wzoréw (201) i (199) bedzie:
(@dy €=2kn; k=0,1,2..., —1, 2. )
. v < |
D () =+ D vua cos na. (208)

n=1
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Zestawiajac okreslenia (196) i (201), otrzymujemy réwnosc¢

1 A x
O (z)= p. Z PO sin®n 5 (204)

Zestawiajac wzory (204) 1 (202), otrzymujemy nierownosc:

(sprawdzajch sig, gdy sin «3;7 == 0)

| @) = _

. xT
2
2 sin 5

Rozwazmy specyalnie przypadek 2-gi, gdy
lim ®, () =+

x =0

lim @ (z) = co.

i co za tem idzie

Istnieje wowczas liczba dodatnia e taka, ze bedzie

D@ >0, gy —s<z<te (206)
gdy A

o

e<x<2n—e, bedzie sm'*’~2 = sin?

o

§

przeto; podiug nierdwnosci (205) bedzie wéwcezas:

= ——L (207)

2 sin® -5
2

Nierownos¢ (207) sprawdza sie réwniez wowcezas gdy —e < < -5
wynika to z nieréwnosci (206) —sprawdza sig ona wigc w calym przedziale
(—e¢, 27 —¢). Poniewaz funkcya @ (z) jest peryodyczna .z okresem 2%,
wiec z tego, co sie dzieje w przedziale (— &, 2% —¢), mozemy wnioskowac
0 zachowaniu sie funkcyi w zbiorze wszystkich rzeczywistych wartosci .
Mozemy twierdzié, ze nieréwno$é (207) jest prawdziwa dla wszelkiego z.

Innemi stowy: funkcya @ () jest ograniczona od dotu.

Szereg trygonometryczny (200) niemal wszedzie zbieiny ma, podiug
wzoru (203), sume réwng @ (z) we wszystkich punktach zbieznodci, t. j. nie-
mal wszedzie. Suma ta wszedzie tam, gdzie istnieje, t.j. niemal wszedzie,
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jest ograniczona od dotu. Przeto podiug twierdzenia § XIII szereg (200) jest
szeregiem Fouriera swej sumy @ (%).

Przypadek trzeci sprowadzi sig do drugiego, jezeli zamiast funkcyi
@ (z) rozwazaé funkcyg — @ (%) i zamiast szeregu (200) szereg nastepujacy:
—t+ D (—Vnp) cOs n. (208)

n={

W przypadku czwartym:

a) Jezeli dolna granica wahan

lim sup @, (x),
z=0
a wiec i
d=1lim inf O (z)
z=0

jest skoniczona, to istnieje liczba dodatnia e taka, ze bedzie

D)>d—1, gdy —e<a<+ts. (209)

Kojarzgc nieréwno$¢ (209) z nieréwno$cia (207) i pamietajac o peryo-
dycznosci funkeyi @ (), dowodzimy, Ze ta funkcya jest ograniczona od dohu.

Dalej rozumujemy jak w pierwszym przypadku i wykazujemy, ze szereg (200)
jest szeregiem Fouriera.

b) Jezeli gérna granica wahan

. g#lim sup D (z)
=0

jest skoticzona, to rozumowanie wypowiedziane poda dadzg sie zastosowaé
do funkeyi —@ () i do szeregu (208). Zatem szereg (208) a wiec i szereg
(200) jest réwniez w danym wypadku szeregiem Fouriera.

Ostatecznie wigc powiemy: szereg (200) jest szeregiem Fouriera
w tych przypadkach, w ktérych twierdzenie nasze wymaga dowodu, (t. i
w przypadkach 2-im, 3-im i 4-ym).

Skoro szereg (200) (vel 203) jest szereglem Fouriera, to prawdziwa
jest réwnos¢ nastepujgca:
2
1 7. :
Oty =~ ;Cl’(w) cosnzdx (n=0, 1, 2...).(210)

[}

Ze wzoru (210) i z elementarnej tozsamodci:

L T ) I
-+ 2 ¥t COS N = . - S A
2 L 21— 2rcosz 72

icm°®
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wynika, dla | r | < 1, nastepujacy zwigzek:

n=ux 52—
v 1 1— 72
2}_}_21*‘9"____ 'CD(.’E) T cosa dz (211)
n==1 9
Podtug twierdzenia § XVI ze wzoru (211) wynikaja nierownosci:
< @ @)+ D 2r—
lirxrl=s;1p [—QL—{—E Ln+17’"] <]n£1_soup _«(ah (2= w)
- 212)
S B qu % —a
liinzlinf [%—!— 2 Ungl T"] = hrxn;]nf (@) - D 2n )

n=t
Przy oznaczeniach (160) § XV granice wahaf, wystgpujqce w lewej stro-
nie wzoréw (212). sa odpowiednio réwne »% G i D Nieréwnosciom
(212) mozemy nada¢ nastgpujaca postac:
hm mi @ @)+ P2s—2) =D, =G

(212bis)
< lim sup [@ (x) + @ (2z — )]
z=0
Podtug wzoru (203) bedzie oczywis’cié:
D2 —2)=D(x),
bedzie wigc
Q)+ P2 —xz)=20(x). (213)
Ze wzoréw (201) i (196) wynikaja réwnosci nastgpujace:
n=cc Y
2 lim inf @ (z) = lim inf 3‘ 4, ST
=0 = o nx
(214)
< sin*nz
2 hm 1 sup D (z) = hm  Sup Z] 4, o

Zestawiaja‘c.wzory (212bis), (213) i (214), otrzymujemy nieréwnosci:

sin? nx
lim inf 2 An st nz = D, £ ¢4 < lim sup S‘ An izt (215)
n—-l

=0 n?z? z=0
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(65) O szeregach trygonometryczoych sumowalnych metods Poissona. 83
Podtug twierdzenia § XV bedzie: ‘ i -
n=o n=m Kladziemy ) ) )
D, = lim sup D durr; lim inf D durm = Gy (©16) M (2) = lim sup =& Tﬁ)_#?fgf —x)— 2F(z)
= n= = n== a=0 .
o - : = ‘ @21
Z nieréwnosci (215) 1 (216) wynika wreszcie: - m(z) = lim inf Fle+oy+Flz—a)—2F(x)
n=m» . B=cw e PE] -
imint S 4, S0RZ 3
hinzxonf /:-I 4 n?g? = hn}j?p Z Ant™, Z twierdzenia § XVII i ze wzoru (220) wynika, ze wszedzie tam gdzie
" =l funkeye d (z) i g(x) przybieraja wartosci skoficzone, t. j. podiug zalozenia
jly jhntg in2 niemal wszedzie, zachodzg nierdwnosci nastgpujace:
lim inf 3, o <limsup O dee. e b.dod
r=1 Lo s=0" 25 n diz) < M(x), (222)
XVIIL. Twierdzenie. Jezeli spélczynniki szeregu trygonometrycznego m(x) < g (x)- (223)
n=w Kiadziemy
a, . z)+ M(x 1
%43 acosnat businna @17) =t @TIE L@@ (224)
n=1
daza do zera, gdy n—>cc, t. zn. jesli bedzie . v Dla tych wartosci z, dla ktérych sprawdza sig nieréwnos¢
m o == be =0 @18) 9@ = M @)
o . . o =" bedzie:
jezeli nadto obie granice wahafi o) =1 @)+ M@ M@ —9@) _ o,
. Ta < }= 2 2 =
d (z) = lim inf l 2" —+ 2 (@t cos nz ~+ by sin nz) r"]
. =1 =1 ‘ dla tych wartosci z, dla ktérych zachodzi nieréwnos¢ przeciwna
i . (219)
LT | . M @) (@)
g () =Tim sup l7—|— 2 (s cOS B2} b, sin n7) W'J bedzie:
r= p— N

x) -+ M (x) z) — M (=)
f(m)=g7(,)—g (=) g=) ; ( ) = M (@).
(rozwazane jako funkcye zmiennej %) sg funkcyami catkowalnemi i niemal
wszedzie skoriczonemi, to szereg (217), jest szeregiem Fouriera. Bedzie wiec dla wszelkiego :

Dowdd. Ktadziemy

n==0co
F(w)_‘_% x? ancoSnx—+ by sinna
9T z ;
n=1 n

flz)<g(@), (225)
fx) < M(x). (226)

bedzie oczywiscie Poniewaz f(x) jest rowne albo funkcyi g (x), albo funkeyi M (x),

F(z+o)+ Flo—oa)—2F(z) _ a, obie za$ te funkcye sg (podtug wzorow (222) i (219)) nie muiejsze od d (z)
o? =75 + i (podtug wzoréw (223) i (221)) nie mniejsze od m (z), przeto bedzie:
S (220)
S s d@) =1 (), (227)
. 2
-i-; (@ncos nx + by sin nw) P;a)z m(z) < f (%) (228)
' A7

Funkcye M (z) i m(x), jako granice wahan funkcyi mierzalnej

Prace mat.fiz., t. XXX 5*


GUEST


84 AL Rajchman, o (86)

FlatotF@—o) = 2F(@)

02

sg mierzalne Y, wigc funkcya f(z), okreslona przez wzér (224), jest réwniez
mierzalna. Podtug wzoréw (225) i (227) f(x) jest zawarta pomiedzy dwiema
funkcyami d (z) i g (). ktére sg catkowalne z zalozenia. Wszelka funkcya
mierzalna, zawarta pomiedzy dwiema funkcyami catkowalnemi, jest oczywi-
$cie catkowalna; wiec f(z) jest funkcya catkowalna.

Funkcye d(x) i ¢g(2) sg z zalozenia niemal wszedzie skoficzonemi,
wigc f(z) jest niemal wszedzie skonczona.

Ze wzgledu na zatozenie (218) funkcya F () jest oczywiscie ciagta
i (podiug twierdzenia Riemanna, cytowanego w § XII) gtadka.

Podtug wzoréw (226) 1(228) (oraz definicyi 221) funkcye

D (z) = (gc).;__ _2_.__2 auCOSﬂw—l—b smnm (229)
fi@) =Ff@) — 2 (229bis)

s3 zwigzane pomiedzy soba nastgpujacemi nieréwnosciami:

lim inf d’(w-|—a)—{—<l>f$ —oa)—2® (x) < @)
=0
) (230)
< lim sup d’(x—}—a)—i—d)(:f——a) —2<I>(x)‘
a=0 o
Ze wzorn (229) i z zatozenia (218) wynikaja réwnosci:
1 2r
[22%
?.[qb(:v)cosmcolacz—~ il
0
\ (231)
1o bn
Er./d)(x) sin nx do = — n

0

Ze wzoréw (230), (231) i (218) mozemy wywnioskowaé na zasadzie lem-
matu § XI, ze bedzie

) Patrz H. Lebesgue, Lecons sur I'intégration, str. 121,

icm

®n O szeregach trygonometrycznych sumowalnych metodg Poissona. 8.5

= 1 2‘( f(x) — ——) cos ne dw = — ff () cos nx dx,
0

(232)

=%:fn(f(m)—%°—) sin nx dac:-i—fhf(x) sin na dz.

C.b.d. d

XIX. Twierdzenie. Jezeli (przy zachowaniu oznaczer § XVIII) obie
funkcye d () i g (%) sa niemal wszedzie skoficzone i ograniczone od dotu
dla zbioru niemal wszystkich wartosci 2, (t. zn. jesli istnieje wielkos$¢ stata
— 4 taka, Ze niemal wszedzie sprawdzajg sie nier6wnosci

A wigc szereg (217) jest szeregiem Fouriera.

g =zd(x)=—4) (233)
jesli nadto sprawdza sie zatozenie
lim a, = lim 6, =0, (218)

to szereg trygonometryczny (217) jest szeregiem Fouriera.

Dowdd. Wszystkie wzory § poprzedniego -do wzoru (230) wigcznie wy-
prowadzajg si¢ bez zatozenia catkowalnosci funkeyi (219); utrzymujq si¢ one
wigc przy naszych zatozeniach obecnych.

Aby od wzoréw (230) przejs¢ do wzoréw (232), wystarczy udowodnlc
catkowalnosé¢ funkeyi f (x).

Z zatozenia (233) i wz. 227 wynika niemal wszedzie nieréwnos¢ naste-

ujaca:
puja f@)4-4=0. (234)
Ktadziemy

2 2
O (@) =® @) L2 T L4 %Y (235)
2°2 2 :
Ze wzoréw (229bis), (230) i (234) wynika niemal wszedzie nier6wnos¢

nastgpujaca:
lim sup * @ (z+h)+ (@ —h)— 20, (x)

n st — (236)

Z zatozenia (218) wynika,? ze funkcya @, (z) jest wszedzie ciagla
i gtadka, mozemy wiec stosowaé twierdzenie § VI; podtug tego twierdzenia

) Podiug twierdzenia Riemanna, cytowanegb na poczatku § XI.


GUEST


86 B Al Raj‘chman - . (68)
druga pochodna ®@,"” (z) istnieje prawie wszedzie i jest funkcya catko-

walna. ’ o
Z twierdzenia § VII, z nieréwnosci (230) oraz okreslefi (229Dbis) i (235)

wynika prawie wszedzie réwnos¢ nastgpujaca:
a,
filw) =@/ (&) — 4— QQ' .

Funkcya ®," () jest catkowalna —wykazalismy to przed chwils},—a }vi;c
podiug wzoru powyzszego réwniez i f; () jest funkcya catkowalng i pr.ze]é(:le
od njeréwnosci (230) do wzeréw (232) Eulera-Fou riera na zasadzie lem-
matu § XI jest uprawnione. C.b.d. d.

RESUME.

Dans ce qui precéde j'ai essayé de montrer que la méthode de I'inté-
gration formelle des séries trigonométriques fondée par Riemann pe1.1t §tre
appliquée non seulement & I'étude des séries convergentes, mais aussi bien
3 celle des séries sommables par le procédé de Poisson & coefficients ten-
dant vers zéro.

Cette extension est fondée sur le théoréme suivant:

) 1
,Si les quantités a, et 8. tendent vers zéro avec o

et si de plus les deux limites d’indétermination

@ (@) = lim sup 2 (@0 €OS N2, - by sin NT,) 77
r=1 =l .
et _
D (z,) = lim inf 2 (Bn COS NTy - bw Si0 NT,) T
r=1 B

n==1
sont, toutes les deux, finies, alors, en posant

.
) (1, COS B —+ bn SIn N
Fz) =— 2 "_____i_”w

n?

k)
n=1

icm°®

(69) O szeregach trygonometrycznych sumowalnych metoda Poissona. 87

on aura les inégalités suivantes:

lim sup (@, + 1) + F(hlzo h)—2F @) _ @),
lll}l_lbl‘lf ﬂxp + h) + F(;fzn —“h) - 2F(x0) = G (xo)-

Ce théoréme permet d’étendre aux séries sommables par le procédé de
Poisson la proposition de Ch.-J. de la Vallée Poussin sur 'unicité du
développement trigonométrique (publiée dans les ,Comptes rendus de I’Ac.
des Sc.“ Paris, 1912, vol. 155, pages 951—3). :

La communication présente contient la généralisation suivante de cette
proposition:
»9i les coefficients @, b, de la série

=

%‘i + 2 @n cOS N - by, sin nx S)

n==]
) 1
tendent vers zéro avec e

si de plus les deux limites d’indétermination

Y a ] .
j G (x)= ~2"— -+ lurn=lsup 2_1 (¢t cOS 1 - by sin nzx) r*
et -

n=o0

D(z)= %—" —+ li:zlinf Z (@» cos nx 4 b, sin nx) .

n=1

sont finies partout, sauf peut-&tre aux points d'un ensemble dénombrable D,

si, enfin, les fonctions G (x) et D () sont intégrables (au sens de M. H.
Lebesgue),

alors la série (S) est une série de Fourier®.

En généralisant un résultat de M. H. Steinhaus (publié dans ,Roz-
prawy Wydziatu matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejetnosci w Kra-
kowie“ (Cracovie, 1916. Vol. 56. Série A, pages 175—225) je démontre, que

') Ou plus généralement: ...d'un ensemble, qui ne contient pas de sous-ensemble
parfait.

Prace mat-fiz., t. XXX. . Sk
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le theoréme precedent subsiste, si on y remplace I'nypothése de I'integrabilits
des fonctions G (#) et D (x) par la suivante: on a partout, sauf peut-étre aux
points d’un ensemble dénombrable: D (z) = 0.

A cbté de ces resultats nouveaux j'expose d’une maniére systematique
quelques theorémes de de la Vallée Poussin et de M. Steinhaus, sur
lesquels est basée une partie de nos raisonnements.

W. SIERPINSKI.

0 pewnem uogélnieniu zbior6w Borela.

(Sur une généralisation des ensembles mesurables B),

Zbiory liniowe Borela stanowig, jak wiadomo, najmniejsza klas¢ K
zbioréw, spetniajaca nastgpujace trzy warunki: ¥

1) Kazdy przedziat nalezy do klasy K.

2) Jezeli M, M,, M,,... jestciggiem skoficzonym albo przeliczalnym
mnogodci, z ktérych kazda nalezy do klasy K, to suma M, 4 M, M,+...
tych mnogosci tworzy mnogo$¢ réwniez nalezacg do klasy K.

3) Jezeli M,, M,, M,,... jest ciaggiem skoficzonym albo przeli-
czaluym mnogosci, z ktérych kazda nalezy do klasy K, to iloczyn ich
M, M, M, ... (o ile istnieje) jest réwniez mnogoscig, nalezacg do klasy K 2.

(Innemi stowy, klasa K, wszystkich mnogosci liniowych Borela jest
czeécia wspolng wszystkich klas K, spetniajacych powyzsze trzy warunki).

Pp. Suslin i Luzin dowiedli niedawno® istnienia funkcyi f(x),
okreslonej w zbiorze X wszystkich liczb niewymiernych przedziatu (0, 1)
i ciagle] w tym zbiorze, dla ktdrej zbiér wszystkich wartosci f (x) (gdy & na-
lezy do X) nie jest zbiorem Borela. Wynika stad, Ze istnieje obraz jedno-
znaczny i ciggly mnogodci Borela (np. mnogodci wszystkich liczb niewy-

"y Por mojg note: .Sur les définitions axiomatiques des ensembles mesurables B
Biuletyn Akademii Krakowskiej, Marzec 1918.

% W warunku 2) moznaby nadto zakfada¢, ze mnogoém M, My, My,... nie po-
siadajag elementéw wspblnych, za§ w warunku 3) -~ ze Mk+l jest czescig mnogodei B,
(dla k=1, 2, 3,...).

8y Comptes Rendus, note du 8 janvier 1917.
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