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schneiden s, und je zwei homologe Elemente s, s, und ebenso die Gerade
b, (bezw. a,) und ihr entsprechende Gerade b, (resp. @;). Die 9* Doppel-
tangenten der Kurve K* schneiden, ausser s; und s,, noch einen Strahl des
n,-, ny-deutigen Gebildes und zwei ihm entsprechende Geraden des n,-,
n,-dentigen Gebildes, oder zwei Paare homologer Elemente der [n, n,]-
deutigen Verwandtschaft auf @

Ganz analog ergeben sich die speziellen Eigenschaften (n,--ny) (v — 2)
singularer Punkte des betrachteten Komplexes von (n; 4 17,) (v — 1)-tem
Grade.

Bemerkung: Auf jeder singuldren Ebene e==s8,8, der in Nr. 5 p. 197 betrachteten
Kongruenz liegen die #, vy --7,v, — (1, +n) dort angegebenen Geraden, welche Do p-
pelstrahlen dieser Kongruenz sind. — Dem Strahle s, (resp. s;) entsprechen ausser s,
(bezw. 8,) noch 7, —1 (resp. #, — 1) weitere Strahlen s, (—s,). Fiir 8y’ =<8, und
8, =¢s,’ erhalten wir noch (i, +n, — 2) auf ¢ liegende Doppelkongruenzstrahlen. Die
Ebene = enthdlt o' Kongruenzstralilen, welche einen Biischel um Py == p, bilden.

Um (v, }+v,) weitere singuldre Ebenen dieser Kongruenz zu erhalten, bemerken wir

dass die feste Gerade p, v, Ezzeugenden @,,... der Fliche @™ und v, Erzeugenden d,,...
dec Fliche @ {trifft. Es ldsst sich leicht erkennen — (vergl. ganz analoge Untersuchungen

in Nr. 15 p. 215 {tir die Ebene ¢, welche durch cine einfache Erzeugende a, der Fliche ®”
geht) — dass die Ebenen poay,... Pod,. .. singulire Elemente unserer Kongruenz bilden.

STRESZCZENIE.

Praca niniejsza sktada sie z trzech czedci. W czgsci pierwszej omawiam
ogdlne wiasnosdci [n,, n,)-znacznych odpowiedniodci, zachodzacych pomie-
dzy elementami dwoch jednobieznych utworéw podstawowych. Réwnoczes-
nie wystawiam odno$ne twierdzenia dla wieloznacznych odpowiedniosci
Iny, ny], ustalonych dla elementéw jednego i tego samego utworu zasadni-
czego rodzaju zerowego. Podstawami rozwazanych odpowiednio$ci sq jedno-
biezne krzywe ptaskie i skosne, oraz powierzchnie rozwijalne i skosme.
W czedci drugiej badam wtasnosci krzywych (ptaskich, skonych) i powierz-
chni (skosnych, rozwijalnych) rodzaju (n; — 1) (n, — 1)-go, jako utworéw
powyzej omawianych odpowiedniosci wieloznacznych. W czesci  trzeciej
przechodze do Geometryi linii prostej i podaje wlasnosci komplekséw wyz-
szych stopni linij prostych, przecinajacych odpowiednie elementy [n,, n,]-
znacznych odpowiedniosci, zachodzgcych pomiedzy promieniami dwéch réz-
nych utworéw, wzgl. jednego i tego samego utworu podstawowego rodzaju
ZeTOWego.

STEFAN MAZURKIEWICZ.

0 zwiayzku‘ miedzy istnieniem drugiej pochodnej uogolnionej,
a ciaglofeia funkeyl.

Sur la relation entre I’ existence de la dérivée seconde généralisée et la continuité
de la fonction.

Wiadomo, ze funkcya zmiennej rzeczywistej moze by¢ w pewnym pun-
kcie z nieciagta, a zarazem posiada¢ w punkcie tym drugg pochcdng uogol-

niong, t. zn. granice:
- h) — 2
lim flx-4-1)+ f(:zz' ] @ (1)

h=u I

Przykiadem takiego zachowania sig sq w punkcie z =0 funkcye:

1y = sgnux
oraz:
:Ij:sill—l— dla xz==0,
@
y=0 dla =0,

Jezeli nie zrobimy zadnych zastrzezenl co do natury rozwazanych fun-
keyj, wéwczas okoliczno$¢ powyzsza, t. zn. niecigglosc a réwnoczesnie istnie-
nie drugiej pochodnej uogélnionej, zachodzi¢ moze nawet we wszystkich
punktach pewnego przedzialu, czego przykladem s t. zw. funkcye Hamelab,
1. zn. nieciggle rozwigzania réwnania funkcyjnego:

fety=7rw-+rw.

1y Hamel, Math. Ann. 60, str. 459—462. Sierpifiski, Prace mat.-fiz. 26, str.
128~-129. e

Prace mat.-fiz.,, t. XXX. 16
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Funkcye te sg zarazem nieograniczone i nie mierzalne w zadnym prze-
dziale. Nasuwa sig jednakowoz zagadnienie nastgpujace:

Co mozna powiedzie¢ o zbiorze nieciaglosci funkcyi f(x), majacej
w kazdym punkcie wewnetrznym pewnego przedzialu drugg pochodng uogél-
niona, jezeli zrobimy dodatkowe zastrzezenia co do natury tej funkcyi (wiec
np. jezeli zalozymy, ze funkcya ma by¢ mierzalna, ograniczona, przedstawial-
na analitycznie i t. p.)?

Zagadnienie to stanowi przedmiot pracy niniejszej, przyczem zastrzeze-
nie, ktére robie, polega na zatozZeniu, ze f(x) jest funkcya ograniczona,
Zamiast warunku istnienia skoficzonej drugiej pochodnej uogdlnionej rozwa-
zam kolejno warunki stabsze, a mianowicie warunek:

lim [/ (@ 41)+F (@— 1) — 2/ @] =0 ©
oraz t. zw. warunek ,gtadkosci*:

fetn+IE—n—21@ _,
h 3

lim
=0

®)

grajacy pewna role w teoryi szeregéw trygonometrycznych. Co do metody,
postuguje sig przedewszystkiem teoryq mnogo$ci oraz pojgciami wprowadzo-
nemi przez R. Baire'a.

. Warnnek:
lim [f (@+1)+f (@ — 1) — 2f @] =0.
Twierdzenie L
Zatotenie: 1) funkcya f(z) jest w przedziale (g, b) ograniczona i 2)
w kazdym punkcie wewngtrznym tego przedziatu czyni zado$é warunkowi:

lim [f @+ B) 4/ ( — B) — 27 ()] = 0. @

) 'ce%a: 1) f (@) jest klasy pierwszej w przedziale (a, b); 2) zbi6r nie-
ciggiosci funkeyi f(z) w uwazanym przedziale posiada miar¢ Lebesguea
réwng O.

medd tezy 1). Oznaczamy przez m(z) i M (z) odpowiednio mini-
mum i maximum funkeyi f (%) w punkcie V. Niech bedzie @ < 2 < b.
Istnieja ciagi {hn}, [ka], takie, ze dla kazdego n punkty =t 7w, @ == Jn
nalezg do przedziatu (@, 8) i ze:

lim Ay = lim %k, =0, &)

n=oc0 w==ca

) Baire, Legons sur les fonctions discontinues, str, 70.
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li_rnyf(:c + ha) =m (z),

. ®
lim (k) =M ().
Ze zwiazkow (2) 1 (3) wynika:
dim [f (@ )+ 7 (2 — h) — 2/ @]
- ()
= lim [f (@4 k) +F (@ — ) — 27 (@] =0,
stad za$ i ze zwigzkéw (4):
lim flz—h)=2f(@)—m(x)
. ®)

1i~m flz—Ek)=2f(x) — M(x).

Wobec znaczenia liczb m () 1 M (x) oraz zwigzku (3), pocigga to

za sobg nieréwnosci:
M@) = 2f (@) —m @),

7
mx) < 2f () — M (), @
z ktérych wynika: A (2
CECIC IR {CESIC ®
Ostatecznie wiec mamy wewnatrz przedziatu (a, b):
f @) = M (z)—g{-m (z) . ©)

Wewnatrz (a, b) jest zatem f(x) sumg dwu funkcyj pdiciagtych
1M (x) i {m (%) a wiecV suma dwu funkcyj pierwszej klasy, a wige 2), takze
funkcya pierwszej klasy. Stad wynika®, ze f(#) jest klasy pierwszej w ca-
tym przedziale (a, b).

Uwaga. Funkcya pélciagta w punkcie » i spelniajaca warunek 2) jes
w tym punkcie ciggta. Wystarczy rozwazy¢ przypadek polciagloscel gérnej:

f(z)=M () (10) .
1 Baire, L ¢ str 77, 124,

?) Jestto natychmiastowa konsekwencya definicyi funkeyi klasy pierwszej.
3) Baire, L c. sir. 12
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istotnie zwigzki (9) i (10) daja:
m(z) =M (). ¢8))
Dowéd fezy 2). Zaczniemy od dowodu nastgpujgcego lemmatu:

Lemmat. Zaloiemie: 9 (z, y) jest nieujemna funkcyg klasy pierwszej
w obszarze domknietym, okreslonym przez nier6wno$ci:

aszr<=?0
lyj={2¢ "
B S

Teza. Dla kazdej pary liczb dodatnich e, § zbidr tych wartodci =, dla
ktérych nieréwnosé
[yl =8 (13)

pocigga za sohg przynaleznos¢ punktu z, y do obszaru domknigtego (12),
oraz nieré6wnosc:
¢z ) =a (14)

jest mnogoscia G5 (mnogoscia Borela w sciSlejszem znaczenia) 1.

Dowdd lemmafu. Oznaczmy przez A obszar domknigty (12), przez B
zbiér tych punktéw obszaru (12) dia ktérych ma miejsce nierdwnos¢ (14),
przez C — zbi6r tych punktéw =z, dla ktérych (18) pociaga za sobg przyna-
leznos¢ punktu =, y do A oraz nierdwnos¢ (14), wreszcie przez D (x) —od-
cinek, ztozony z punktéw ktérych odcigta ===, a rzgdna czyni zados¢ nierow-

nosci (13). Widzimy odrazu, ze mnogo$é¢ ¢ mozna tez okresli¢ jako zbidr
tych wartosci x, dla ktérych:
D (x) ¢ B. (18)
Wiadomo, ze B jest zbiorem G;?; istnieje zatem zstepujgcy cigg dzie-
dzin dwuwymiarowych {B,}, n=1, 2..., taki, ze:
B=9{B.}. (16)
Oznaczam przez O, zbidr tych wartosci x, dla ktérych R
D (z) c B,
i powiadam ze: @ ' an
OEQ{On}.v - (18)

W samej rzeczy, jezeli x nalezy do C, wéwczas zachodzi (15), a wiec

) Por. np. Mazurkiewicz, Teorya zbioréw Gy Wektor T. VI
?) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, str. 390—391.
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z uwagi na (16), zwigzek (17) ma miejsce dla kazdego 7, a wobec tego @
nalezy do kazdego C,, zatemido D{C,]}.

Odwrotnie, jezeli « nalezy do tego ostatniego zbioru, wéwczas nalezy
do kazdego Cn, D (2) nalezy zatem do kazdego B., a wigc, wobec (16)
do B. Tym sposobem z musi naleze¢ do C. Zwigzek (18) jest zatem udo-
wodniony.

Zatézmy, ze © nalezy do C, i oznaczmy przez F, zbiér punktéw brze-
gowych mnogosci B,. Jest to zbi6r domkniety, nie majacy punktéw wspél-
nych z B, (gdyz B., bedac dziedzina, zawiera tylko punkty wewngtrzne),
a wiec wobec (17) nie majacy punktéw wspdlnych z odcinkiem D (z), kidry
jest oczywiscie réwniez zbiorem domknietym. Odleglo§é zbioréw Fui D (x)
jest wobee tego liczbg dodatnig, kt6rg oznaczymy przez 7. Niech bedzie

lz —a [ <7 (19)

Oznaczmy przez p dowolny punkt odcinka D (x,) i przeprowadzmy z p pro-
stopadta pg do odcinka D (z). Diugos¢ odcinka pg jest réwna |z—a [,
kazdy zatem punkt tego odcinka jest od punktu ¢, a tem samem od odcinka
D (z) odlegly o mniej niz o y. Poniewaz kazdy punkt zbioru F, jest od
D (x) odlegly conajmuiej o 7, wiec zaden punkt odcinka pg nie nalezy do F.
Gdyby punkt p nie nalezat do B., wowczas, z uwagi na to, ze ¢ do D (),
wiec i do B, nalezy, odcinek pg musiatby zawiera¢ punkt brzegowy zbio-
i B,, innemi stowy punkt zbioru F,D. Pomiewaz tak nie jest, wigc p na-
lezy do B., a poniewaz p jest dowolnym punktem odcinka D (z,), wigc:

D (%) ¢ Ba (20)

i co zatem idzie:
. ¢ Cl. @n

Jezeli wigc C, zawiera z, to zawiera zarazem wszystkie punkty pewne-
go dostatecznie matego liniowego otoczenia punktu z; a zatem C, sklada sig
z wewnetrznych (wzgledem osi odcigtych) punktéw, t. zn. jest dziedzing linio-
wa. Wobec (18) wynika stad, ze C jest zbiorem @ i lemmat nasz jest
udowodniony.

" Dowdd twierdzemia. Przechodzimy teraz do dowodu naszego twierdze-
nia. Oznaczmy przez E zbi6r niecigglosei funkeyi f (x), zawartych wewngtrz
przedziatu (a, b), i przypudémy ze ma on miare dodatniag. Mozna wéwczas
dobraé¢ >0 tak, aby juz zbiér B, tych punktéw w kidrych oscylacya

1) Hausdorff, L c. sir. 247.
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funkcyi f(x) jest = 28, miat miarg dodatnig. Zbi6r punktéw wewnetrznych
przedziatu (a, D) dla ktérych nieréwnos¢

1
= (22)
pocigga za sobg nieréwnosci:
esx—|h|<zt+|Rh|=<0D, (23)
@)+ —h) =2/ @) |5 o, (24)

oznaczymy przez Gn. Funkcya f (%) jest, jakesmy to udowodnili, klasy pierw-
szej, istnieje zatem cigg funkcyj w przedziale (a, b) cigglych {7, (@)},

taki ze: )
mll“fo fn (@) =T () a=z=0h. (25)
Stad wynika natychmiast, ze dla kazdej pary wartosci x, h, czynigcej

zados$¢ nierdwnosciom
asr=<?d

(26)
B < [z—a
| b — =
zachodzi zwiazek:

I | fo @B+ (o= D) =2 () | = | AR+ (o= ) — 27 (@) . 27)

Poniewaz funkcya | fu (@) + fu (@—h) — 2, (x) | jest w obszarze
domknigtym (26) ciagla wzgledem obu zmiennych =ik, wige | I (x--hy
+ 7 @—Nh)—2f ()| jest w tym obszarze klasy pierwszej. Biorgc pod uwage,
ze nieréwnosci (23) stanowig tylko stwierdzenie przynaleznosei punktu =, 7
do obszaru domknigtego (26), mozemy zastosowaé do funkeyi tej lemmat tyl-

ko co udowodniony, Ifladqc h zamiast ¥, 71; zamiast B, —Z— zamiast a wresz-

cie |f (@+h) + 7 (x—h) — 2f (x)| zamiast ¢ (z, y). Zbiér C, wystepujacy
w l?mmacie, stanie si¢ wtedy identyczny z &,, a wiec @, jest zbiorem Gs
€o ipso wigc zbiorem mierzalnym V. Z uwagi na warunek (2), kazdy punk{
wewngtrzny przedziatu (a, b) nalezy do jednej z mnogo$ci G,. W szczegol-
nosci dotyczy to punktéw zbioru E,. Ktadac zatem:

Elc") = El X Gn
E, = M{E™].

(28)
(29

mamy:

'} Hausdorff, L c str, 412, 417.

©
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Poniewaz cigg { G} jest, jak to odrazu widaé, wstepujacy, wiec i ciag
{ B, bedzie wstepujgcy; przytem zbiory E,®, jako przekroje zbioréw mie-
rzalnych sa mierzalne. Jezeli oznaczymy ogélnie przez . (4) miare zbioru 4,
wéwczas mie¢ bedziemy, wobec (29).

lim p (B,®) =y (8) > 0, (30)
a zatem istnieje wskaZnik p taki, ze:
»(F,®)>0. (31)

Niech E, oznacza zbiér doskonaty o mierze dodatniej zawarty w E;®.
Zbiér taki zawsze istnieje 2. Tworzymy dalej nowy zbidér F,, zaliczajac do
niego kazdy punkt z zbioru E,, jezeli dla kazdego >0 mnogos¢ punktéw,
nalezgcych réwnoczesnie do F, i do przedzialu (z—-¢, z-}-¢), posiada miarg
dodatnig. Latwo widzie¢ ze zbiér E; jest doskonaly, i ze w kazdym pod-
przedziale I przedziatu (a, &):

p(IX B =p (IX Ey).

Na mocy (32) i okre$lenia F, dla kazdego e > 0 i kazdego = zawarte-
go w E,, cze$¢ zbioru Ej leiaca w przedziale (z—e, z-}-¢) jest mnogoscig
o mierze dodatniej. Stad znowu z latwoscig wynika, Ze jezeli ze zbioru Hj
usuniemy jakikolwiek zbiér nigdziegesty na F,, wéwczas mnogosé, kidra
pozostanie, mie¢ bedzie miarg dodatnig. Oznaczmy przez E, zbior punktéw
w ktérych funkcya f(z) rozpatrywana w odniesieniu do zbiorts E, posiada

(32)

oscylacye = 1—02 i potézmy:
(33

E,=F,—E,,
f(x) jest klasy pierwszej, a wige jest funkcya punktowo nieciagla na kazdym
zbiorze doskonatym, ® w szczegélnosci wiec na Fy; wobec tego zbior E,
jest nigdziegesty na E,, na mocy wigc tego, cosmy uprzednio powiedzieli,

- zbiér (33) posiada miarg dodatnig. Niech dalej E; oznacza zbiér doskonaty

o mierze réwniez dodatniej, zawarty w E;, za§ x,, taki punkt zbioru Hg,
w ktorym gesto$¢é tego ostatniego réwna sig jednosci; punkt taki zawsze
istnieje. Dobieramy teraz liczbg v > 0 w taki spos6b, aby zachodzily oko-
licznos$ci nastepujgce:

1
T i
Ty nép

%) Hausdorff, L c. str. 411,

?) L e str. 413.
%) Voir p. e. Borel Legons sur les fonctions de variables réeles str. 99.
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(T'y) — dla kazdego I czynigcego zado$¢ nierdwnosci:

[h] = (34)

miara tej czedci zbioru Ky, kidra zawiera si¢ w przedziale (z, — 1, 2, + )
jest = § 1. Mozna zadosCuczyni¢ temu warunkowi, gdyz gestosé zbioru B,
w punkcie 2, réwna sie jednosci;

(I'y) — jezeli =, A nalezy do Eg il czyni zado$¢ nieréwnosci (34),

woéwczas: 5
|F ot 1) — f (@) | < - (35)
I temu warunkowi mozna uczyni¢ zado$¢ przez dobor dostatecznie ma-
fego 1, gdyz oscylacya funkcyi f(x) rozwazanej na zbiorze Iy, tembardziej
wigc na zbiorze K jest w punkcie x, niewigksza niz 15
Oznaczamy dalej przez E; zbidr tych punktéw przedzialu (v, — 1,
x, 1), w ktdrych:

F@)=f @)+ (56)
Z uwagi na (I';} naleza do E, wszystkie zawarte w przedziale (z, — 1,
z, 1) punkty zbioru F;. Wobec tego i wobec (I,) mamy:
, b (F) = 4. @7
Z drugiej strony @, nalezy do E,, a wiec:
M (2g) — m (xg) = 23, (38
co, w zwigzku z réwnofcig (9) daje:
m (2,) < [ {x,) — 9. (39

Wobec tego znales¢ mozna punkt ,, czynigcy zados¢ warunkom:

, ~ 1
|2 2, = L

(40)

1) & flag) —§9. : (41y

Z uwagi na tg ostatnig nieréwno§¢ oraz na (Iy) punkt 2, nie nalezy
do Ey. Jezeli 4 jest zbiorem mierzalnym i jezeli zastosujemy przeksztalce-
nie linfowe:

Z=ac- D, (42)

icm
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woéwczas mnogos¢ 4 przejdzie w mnogosé znéw mierzalng A, przyczem be-
dzie: M

p(d)=ap ). (43)

W szczeg6lnosci przez zastosowanie specyalnego przeksztatcenia:
T=2zx—c¢ (44)

przechodzi mnogo$¢ A w zbidr, ktéry oznaczymy przez S(e, 4) idla ktdre-
g0 mamy:
w[S(e, A)]=2p(4). (45)

Mozna tez okresli¢ S(c, 4), jako zbiér punktéw, symetrycznie do pun-
ktu ¢ potozonych wzgledem ktéregokolwiek punktn mnogosci A.
Oznaczmy teraz przez Eg te cze$C zbioru E,, ktdra zawiera sie w prze-
]

.dziale (mo — ;g—, Zy 5-) i potézmy:

Ey=E; X S(z, Ey); (46)

powiadam Ze zbiér B, nie jest pusty.
Przedewszystkiem, na mocy (I',) mamy:

3
v (B ==, (47
a zatem, wobec (45)
8@, Bl = 1. (48)

Niech y bedzie dowolnym punktem zbioru S (x;, E)). Punkt y——g@l
nalezy do Ey, zatem

=l =121 —a) 4 ey |
(50)

=9 Ytz
= 2

2
—-%!—H%—%Eégw——g‘<n-

Wobec tego S (2, B) lezy, taksamo jak B, w przedziale, (zy—1, 2, 1),
ktérego miara = 2. Gdyby zbiér E, byt pusty, wéwczas miara zbioru
B, + 8 (zy, E5) z jednej strony nie mogtaby przekraczaé 2+, z drugiej mu-

') Wyrainego sformutowania tego twierdzenia (bez uzycia pojecia catki) nie spotka-
tem. Dowéd nie przedstawia trudnodci.
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siataby réwnac sig p (E;) —{:;L [S (z,, Ey)], a zatem na mocy (37) i (48) mu-
siataby przekraczaé §+. Jest to oczywiscie niemozliwe, a wigc zbidr (46) nie
jest pusty. Niech x oznacza dowolny punkt tego zbioru. Poniewaz x na-

lezy do mnogosci S (%, Ey), wigc punkt ﬂ nalezy do E,, a wieci do
E,®, nieréwno$¢ wigc .
B= 5 51)
a tymbardziej wobec (I';) nieréwnos¢ '
. ETE (52)
pocigga za soba:
e, o) gl <2
f( 9 +h)+f( g =2 )| =5 (53)
Poniewaz x i z, lezg w przedziale (%, — v, @, 1), wigc
-2y _ 27
5| =5 =1 (54)
Nieréwnos$c¢ zatem (53) bedzie w szczegélnoscel spetniona dla b= Zo 2
w tym przypadku daje ona:
T )
@+ e —2r (50| s 5 (55)

Z uwagi na przynaleznosé punktu a:_—g_aﬁ do E; ieo ipso do E, mamy:

P = re) — < (56)
Stad i ze zwigzku (41) mamy:
() - = 2 2

Nieréwnos¢ (55) mozemy jednak napisa¢ w postaci:

75— re— f s r@—rHh) < rlete

[
J=r@) + . 6
Pierwsza jej cz¢§¢ daje wobec (67)

re— e Lo 22

(59)

©
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stad za$ i z nieréwnosci (56) otrzymujemy:

f@ =7+ (60)

Réwnoczednie jednak musi w punkcie 2 zachodzi¢ (36), gdyz z nalezy
do E,. Oczywiscie jest to niemozliwe, gdyz nieréwnosci (36) 1 (60) sa sprzecz-
ne. Zatozenie wigc, ze miara zbioru E jest dodatnia, prowadzi do sprzeczno-
§ci, a zatem jest falszywe i druga teza naszego twierdzenia jest w zupefnodci
udowodniona.

Nasuwa sie teraz zagadnienie nastepujace, czy twierdzenie nasze jest
najdalej idgcem, jakie udowodni¢ mozna; w szczeg6lnosci, czy mozna
zbudowaé¢ funkcye ograniczona f(x), ktéraby wewnatrz prze-
dziatu (a, b) czynita zado$¢ warunkowi (2), a zarazem posia-
data nieprzeliczalny zbidr punktéw nieciggtosci. Zagadnienia
tego nie bytem w stanie rozwigza¢. Jezeli natomiast H jest dowolnym zbio-
rem przeliczalnym zawartym w (@, b), wowczas istnieje funkcya ograniczona
f (x) spetniajgca warunek (2) wewnatrz (a, ), nieciggla we wszystkich pun-
ktach zbioru H i tylko w tych punktach. Aby funkcye takg zbudowaé, bie-

rzemy pod uwage szereg nieskoficzony Z a,, absolutnie zbiezny, i ustawia-
n=1

my punkty zbioru H w ciag nieskoriczony {c.}. Nastepnie okreslamy ciag .

funkeyj {9, (@)] w nastepujacy sposéb: dla wszystkich = < ¢, ma by¢ ¢, (z)

okreslong I czyni¢ zado$¢ nieréwnosci

[ ou@) | = 1 (61)

dalej ma byé ¢.(z) ciagla dla z < ¢., nieciggla lewostronnie dla z = c..
Budowa takiej funkcyi moze by¢ oczywiscie uskuteczniona w najrozmaitszy
spos6b. Z kolei okreslamy w przedziale (a, &) ciag funkcyj {¢» (2)} przez

wzory:
dla ez <ca,

bn () = @ ()

(62
$u (@) =20u (Cn) —on(2Cn— ) dla e <2 <5
Jest wowczas w przedziale (a, b)
[$n(@) | =3 (63)
w punktach réznych od e, jest ¢, (z) ciagla, w punkcie ¢, nieciagta. Wa-

runek (2) jest jednak i w punkcie ¢, (0 ile punkt ten lezy wewnatrz (a, 8))
spelniony. Istotnie:
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Tim e (@ 1)+ o (0 — 1) — 24 @)eme,

(64)
= 1im [294 (¢n) — P (6 — 1) ~ o (62— 1) — 294 (c,)] = 0
h=0

w pozostatych punktach wewngtrznych przedziatu (g, &) warunek (2) jest
spetniony z powodu ciagtosci. Kladziemy teraz:

f@= Z i (2). (65)
Mamy, z uwagi na (63): =
FOTEDNEAE (66)

unkeya wiec f () jest w przedziale (a, &) ograniczona. Przy pomocy ro-
zumowarl znanych w teoryi zageszczania osobliwosci, a kt6rych tu powtarzaé
nie bede, udowodni¢ mozna z tatwoscia, ze f(x) posiada tez pozostate wia-
snosci wymagane.

. Waronek ,,gladkosciv.

Twierdzenie Il
Zatoienie: funkcya f(x) jest w przedziale (a, b) ograniczona i spetnia
wewnatrz przedziatu tego warunek ,gladkodci*:

h=0

- Teza: zbidr nieciagtosci funkcyi 7 (x) jest nigdziegesty w przedziale
(a, ).

Dowdd oprzemy na nastgpujacym lemmacie.

. Lemmat, Zaloienie: 1) funkcya f(x) jest ograniczona i punktowo nie-
c1§gla w przedziale (e, d), 2) f(x) jest nieciggla w jednym conajmniej pun-
kcie wewnatrz (¢, d), 3) oic sq liczbami dodatniemi.

Teza: istnieje przedziat (¢!, d'), zawarty wewnatrz (¢, d) itaki, ze dla
kazdego zawartego w nim punktu z, przy jednej conajmniej wartosci » spet-
niajacej warunek

hl<gr
zachodzi nieréwnosé: L2} = (67)

h —h) —
fath+re—n—2rw)_, -
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Dowdd lemmatn. Na mocy zalozenia 2) wewnatrz (¢, d) istnieje punkt
Z,, W ktérym funkcya f(x) jest nieciggta, niech « oznacza jej oscylacye
w tym punkcie. Dobieramy liczbe dodatnig B, ktéraby spelniata niéréw-
nosci:

p<t5%, (69)

E=, 70)
o

Béﬁ;’; 71)

i oznaczamy przez K zbi6r tych punktéw przedziatu (¢, d), w ktérych oscy-
[«

e
gdziegestym; istnieje zatem wewnatrz przedzialu (x,, -+ 28) punkt x, nie
nalezgcy do K (z uwagi na (69) przedziat (x,, x,+2f) zawiera sie w (¢, d)).

Punkt =, =a—7°;ﬂ lezy wéwczas wewnatrz (z,, z, -+ 8). Dobieramy teraz

lacya funkeyi f(x) jest = Z powodu zatozenia 1) jest K zbiorem ni-

'Iicsz dodatnig v tak, aby czynila zado§¢ warunkom nastgpujgcym:

(&) preedzial (m,—v, 2, 7) lezy wewnatrz przedziatu (z,, @, 28).

(4;) oscylacya funkeyi f(x) w przedziale (x, — 1, @, -+ 7) nie przekra-
cza liczby %. Warunkowi powyzszemu mozna zado$éuczynié, gdyz w sa-
mym punkcie z,, jako nie nalezacym do K, oscylacya funkcyi jest mniej-
sza niz —Zi . ’

Powiadam, ze mogg polozy¢ ¢/ =z, —}7, d' =, -4, innemi sto-
wy, ie przedzial (z, —%}7v, @, +171) jest przedziatem szukanym. Aby to
udowodni¢, zalézmy, ze = jest dowolnym punktem tego przedziatu, Z uw_agi
na to, ze w punkcie z, oscylacya f(x) jest réwna o, mozemy w przedziale
(o — %71, % +41) znales¢ dwa takie punkty =z,, z,, ze

o
| Fle)—f@) =4 72)
Polézmy nastepnie
h=x—ux,,
(73)

hy=x—uz,.

Poniewaz przedziat (z;—7, 2;-7) o dlugosci 27 zawarty jest w prze-
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dziale (z,, 2,1 28) o dlugodci 28, wige musi by¢
T ‘ (74)
3 T+,

Mamy dalej, z uwagi na to, ze z,, x, zawarte sg w (r,—

W (T, — 17, 23— }7) wreszcie @, w (%,, %, + B) nieréwnosci:
[l =1 (2 — @) + (T, — ) + (2, — 3) |
sle—nto—zl+|an—nl=ir+B4ir<ptr=2p 75
(75)
[ | = | (& —a) + (@ —2) + (1o — 2,) |
sle -zl 4o —gFla—2 =14+ ir<pt+r=2z
Z uwagi wiec na (70):
[ 7y | _ 76
=r. }
. [ By |
Mamy dalej:
:c—}—hl——:.fla:—xS:Qmﬁ*xo—JrQ(m—:v2)-}—(ro——-a:3)
(77)
=42 (2 — 2,) + (2, — @),
Jx”f"hl_xxlég,x““'”‘f"lwo_msi§7y 78)

punkt zatem x-}-h nalezy do przedziatu (2, — T, Zy-F1); taksamo dowodzi-

my, ze do przedzialu tego nalezy punkt = -+ hy. Wobec warunku (3,) ma-
my wskutek tego:

[feth)—f@+n) =5, (79)
Mamy dalej, uwzgledniajac (72) i (79):
W @A)+ @ — ) =27 @]~ @+ hy) 4 £ (5 — ) — 2F () ) |
=1 @th) =@+ 1)+ (F @ —hy) — F (@ —hy) |

=1 (F@+h) —F@+ 1)+ (f (@) — F ) | (80)

= @) —F@) | — | f@+h) — ety

o o o

> J————— —
-2 4 4
Jezeli réznica dwu liczb jest co do wartosci bezwzglednej = —%. WowW-

czas jedna conajmniej z tych liczb musi byé = %. Zachodzi wiec jedna
conajmniej z dwu nieréwnodci:
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[fl@+h)+fle—n) ~2f@| = 8,

(81)
ll‘(x+7rz)-l—f(x—h)—2f(w)l_2 '
Z drugiej strony, wobec (75) mamy:
f@+th) + f(}i;—hi) —2f (@) } o f@th) + f(;p—h‘) —2f (@}
' f 82)

f(@+hy) +f (e—h,) — 27 (%)

h,

- ]f(m+hz)+f(zm_hz)“‘2f(w”‘
- B

Uwzgledniajac (71), widzimy stad, ze zachodzi¢ musi jedna conajmniej
z nieréwnoSci:

f(x+h1)+f(m-7l)~2f(x>‘ LI

hy = 168
(83)
flzdhy) + 7 l@—h) —2F (@) } > _Iiﬁ .
h, = =

Poniewaz, z uwagi na (76), k, i h, czynig zado$¢ nieréwnosci (67), wigc
widzimy, ze w kazdym punkcie 2 przedzialn (x, —4%7v, @, -+ %7), nieréw-
nosé (68) jest spelniona przy jednej conajmniej wartoSci h, sprawdzaja-
cej (67).

Co wigcej przedziat (=,
rzeczy mamy wobec A

— 17, 2, -+ }7) lezy wewnatrz (¢, d). W samej

. @z,
O =%t i@—i0> P

T, — 1=
(83a)

z, | T
+%(x1"7)339+‘§> ¢,

st tr=20 <o b <o b r<at2=d (83D)

Przedziat powyzszy jest wige przedzialem (¢/, d') i lemmat jest udo-
wodniony.

Dow6d iwilerdzenia 1. Zaldzmy, ze teza twierdzenia jest falszywa dla
pewne]j funkeyi f(x), sprawdzajacej warunki zalozenia. Przedzial (o, b) za-
wiera wowczas przedziat (¢, d), w ktérym zbiér nieciaglosci funkcyi f(z).
jest wszedziegesty. Okreslamy teraz ciag przedziatéw {(c., du)}, n=0, 1, 2..
w nastepujacy sposéb:


GUEST


240 . Stefan Mazurkiewicz.
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1) Przedziat (c,, d,) jest identyczny z przedziatem (e, d).

2) Zalézmy ze przedzial (c., du) zostal okreslony, (cnyr, duiy) jest
takim przedziatem zawartym wewnatrz (c., d.), 2e dla kazdego punktu 2
nalezacego do (Cay1, dnpt) zachodzi nieréwnosé

If@+wr+ﬂw—m—&fw)>l
h =

(84

przy jednej conajmniej wartosci k, spetniajacej warunek:

1

Przedziat taki istnieje na mocy lemmatu. W samej rzeczy, f(z) jest na
mocy zalozenia funkcyg ograniczong w przedziale (a, b), wiec i w (e, a).
Poniewaz [ (x) spetnia wewnatrz (¢, 0) warunek (3), wiec tembardziej stab-
szy warunek (2), zatem na mocy twierdzenia I jest f(z) klasy pierwszej,
a wskutek tego punktowo nieciagla w przedziale (g, b) i tembardziej w (e, ).
Zbidr niecigglosci funkeyi f(2) jest na mocy zatozenia wszedziegesty na
(¢, @), wewngtrz wigc tego przedzialu istniejg punkty, w ktérych 1 (z) jest

nieciggla. Wreszcie liczby 1, AT sg dodatnie. Widzimy tym sposobem,

ze spelnione sg zatoZenia lemmatu, wiec i teza jego musi by¢prawdziwa, a te-
za ta wlasnie stwierdza istnienie przedzialu (Cut:, duyy).

Ciag przedzialéw [c., d,){, jest zstepujacy, istnieje wiec punkt z' za-
warty we wszystkich przedziatach tego ciggu. Poniewaz af nalezy do (e, d,),
wige dla kazdego naturalnego n istnieje taka liczba 7, dla ktérej zachodza
nieréwnosci:

1
[ = o (86)
V@' h) - F @' - D) — 2f12h) |
| i I =1. (87)
Wobec (86) mamy: )
: ' lim h, =0, (88)
stad zaé i z nier6wnosci (87), wynika:
. [F@ +h4F@ —h) —2f@)
1 | -
im sup I 7 = 1. (89)

L .Z drugiej strony, 2 lezy w (e, d), zatem wewngtrz (¢, d), a tembar;
dziej wewnatrz (g, b). Stad wynika ze w purkcie tym zachodzi (3), mamy

©
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zatem:
.| (xR z'—h)—2f(x
tim | TR @D =20 @) o)
=0 |

Zwigzki (89) 1 (90) sg oczywiscie sprzeczne. A wiec zalozenie, ze zbi6r
nieciggtosci funkeyi f(x) jest wszedziegesty w pewnym podprzedziale prze-
dziatu (@, b) prowadzi do sprzecznodci, zbidr ten musi byé zatem nigdziege-
sty w (@, 0). c. b.d. o.

Powstaje teraz znown zagadnienie, czy .z zalozen naszego twierdzenia
nie datoby sie wyprowadzié tezy dalej idacej. W szczegélnosci, czy istnieje
funkcya, spetniajgca warunki twierdzenia II, ktérej nieciagtosci tworzytyby
zbi6r nieprzeliczalny, lub chocby nieprzywiedlny. Na pytania te nie umiem
daé odpowiedzi.

Twierdzenia Ii Il prowadza natychmiast do nastepujacego rezultatu:

Twierdzenie I

Zatoienie: f(z) jest funkcyg ograniczong w przedziale (a, b), i majgca
w kazdym punkcie wewngtrznym tego przedzialu skoticzong druga pochodng
uogélniong (1).

Teza: [ () jest w (a, b) klasy pierwszej, przyczem zbidr niecigglosci
funkcyi f(x) jest w (a, b) nigdziegesty i posiada miare zero.

Warszawa 6/XI 1918 r.

RESUME

Je démontre dans cette note les résultats suivants:

I f(z) étant une fonction bornée dans lintervalle (a, b) et remplis-
sant la condition

fim [f (@) +[@—h) —2f(@)]=0

4 l'interienr de cet intervalle, 1) I'ensemble de discontinuités de f(z) dans
(a, b) est de mesure nulle, 2) f(z) est de classe 1 dans (a, ).

II. f{(x) étant une fonction bornée dans l'intervalle (a, b) et remplis-
sant la condition
lim [@ED @ =D =2/ @ _,
h=0

4 lintérieur de (a, b), 'ensemble de discontinuités de f(z) est non dense
dans (@, b). Il en résulte immédiatement:

Prace mat.-fiz., t. XXX. 16%
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1. Si la fonction f(x) est bornée dans (a, 0) et admet 2 I'intérienr
de (@, b) une dérivée seconde genéralisée, alors 1) f(x) est de classe 1 dang
(@, b); 2) ensemble de discontinuités de f(z) est de mesure nulle et non
dense dans (a, b).
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