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JAN KROO.
Proyczynek do teoryi dyspersyi i magnetorotacyi Swiatla
W gazach,
Contribution 4 la théorie de la dispersion et de 14 rotation magnétique de la lumitre dans
les gaz.

Wiadomo, ze klasyczny wzér. na zaleznosé spotczynnika zatamania
od diugoéci fali Swiatta oddaje wprawdzie bardzo wiernie przebieg dy-
spersyi, lecz zarazem prowadzi do fatszywej wartosci tadunku wiasciwego
elektronu®. Poglad Drudego, ze elektronom »dyspersyjuym® i elektro-
nom, wystepujacym w promieniach katodowych, przypisaé nalezy odmien-
ne fadunki wtasciwe, nie moze sig dzi§ utrzymac ze wzgledu na niewat-
pliwa uniwersalnos¢ tej zasadniczej wielkosci. Istotnie tez, wspommniana
sprzecznos¢ zgota inny ma powéd, albowiem wynika—jak ponizej okazemy—
Z uproszczenia, polegajgcego na pominieciu w rachunku réznokie-
runkowosci sit, wigzacych elekirony w czasteczkach?, Zdaje sie, ze spra-
wa wptywu anizotropii molekularnej na zjawiska optyczne w osrodkach iz o-
tropowych nie zostala jeszcze, ze stanowiska teoryi oscylatoréw, dosta-
tecznie wy$wietlona®. W pracy niniejszej ta kwestya stanowi whasciwy przed-
miot naszych rozwazar.

Pomijajgc na razie indywidualne réznice budowy czasteczek, uwzgledni-
my roznokierunkowos¢ sit, dziatajacych na elektrony, sumarycznie—przy
pomocy ogélnikowego obrazu anizotropowego oscylatora. Na tej
podstawie zbadamy dyspersyg oraz magnetorotacye $wiatla w ga-

— e s

1 Por. Drude, Lehrbuch der Optik, II Auifl, Leipzig, Teubner, 1906.

2) Podobmie, w teoryi modeli Bohra pominiecie anizotropii wigzania prowadzi do
falszywej wartosci na tadunek whasciwy elektronu. Por. Sommerfeld, Ann d. Phys. 53, str.
497 (1917).

% Mimo ze anizotropie wigzah uwzgledniano wielokrotnie, np. w teoryi efekiu Zee-
mana (Voigt), wteoryl krysztatéw (Voigt), ptynéw anizotropowych (Born). Por. Voigt,
Magneto- und Elektrooptik, Leipzig, Teubner, 1908. Born, Ann, d.Phys. 54, str. 177 (1918).
Tamze dokladniejsza literatura.
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zach?, Chodzi nam przytem nie tyle o wyttémaczenie danych dos’wiad_czgl-
nych, ile o rozwazenie konsekwencyj, ptynacych z obranego punl'ctu.wy]s'cla:
Elementarna teorya, ktérej zarys podajemy, stanowi uogélnienie teoryi
klasycznej, i jest - jak tamta—czysto fenomenologiczna, gd'yi wprowa-
dza anizotropig formalnie, nie wchodzac blizej w kwestyg mechanizmu wigza-
nia quasi-elastycznego. o
Wobec niezwalczonych jeszcze trudnosci, kidre nastreczajg sig no-
wej teoryi dyspersyi Debyego i Sommerfelda?, opartej na modelach
Bohra, teorya oscylatoréw na razie ma byt niewatpliwie uprawniony.

§ 1. Obliczenie dyspersui.

Gaz badany bedziemy uwazali za substancye mono-elektronowag,
t. j. zlozona z oscylatoréw jedmej kategoryi. Oznaczmy przez €, "q,‘i
sp6irzedne wychylenia elektronu (z potozenia réwnowagi) wzgledem dowolme'
skierowanych osi prostokatnego uktadu. Uogélniajac punkt wyjscia teoryi
klasycznej, zalézmy, ze energia potencyalna.U oscylatora jest funkcya jed-
norodng stopnia drugiego spétrzednych: €, 4, {:

U="00 4 22 B0 €+ g gL (1)
Réwnania swobodnego ruchu wibratora,
f=- 27
me = — -,
. AU
ma = — ——, 2
’] am ) ( )
. 2T
mi = — b‘z— \

gdzie kropkami oznaczamy drugg pochodng wzgledem czasu, a litera 7 maseg
drgajacego elektrony, przyjmg wéwczas—wedtug (1)—postaé nastepujaca:

m€=—(alxé+alaﬂ+a1ac):
P el e e e e e a;j:aj.- (3)
mf=—(‘l315+aaz"l+asac)-

) Inny cel przy$wieca teoryi Borma, zbudowanej na znacznie ogdlniejszej podsta-
wie. Z ta teoryq majg badania niniejsze niektére punkty styczne. Por. Born, I c.
’) Debye, Sitzungsber. der Akad. Miinchen, 1915. Sommerfeld, 1. c.
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U.klfzfi rownar (3) daje sig uproscic. Istotnie, wielomian jednorodny (1) przy-
wiesC mozna, za pomocq przeksztalcenia prostokatnego, do postaci sumy
trzech kwadratéw
— kl 2 k? k .
U=3 2 +7?/2+‘23-32» 4

%, Y, 2 oznaczajg teraz spéhizedne wychylenia elekirony wzgledem nowego
ukladu osi; k;, &,, I, s3 trzy state, niezalezne od Z, ¥, & dodatnie, gdyz (1)
jestforma okreslng dodatnia. Odnoszgc zatem ruch do wyszczeg6lnio-
nego ukladu #, y, 2, t. z. piszac w wzorach 2) z, y, 2, zamiast ¢, 7, C
otrzymujemy wediug (4) uproszczone réwnania:

y

mE = — kyz,
myYy = — Ky, (5)
me = —kyz.

l?r:fypus’c’my teraz, ze na wibrator pada plaska fala liniowo spolaryzowa-
nego swiatta. Oznaczmy przez «, B, ¢ katy, ktére wektor elektryczny % fali

czyni z osiami #, y, . Réwnania wymuszonego ruchu oscylatora brzmig
wowczas w nastepujacy sposéb:

m&?:-—klx—]— eE cos a,
my = —kyy + eE cosf, *)
me = — Isz + eE cosy,

gdzie e oznacza tadunek elektronu.

W rachunku naszym pominglismy 1) site h amujacy ruch elektrony
i 2)t. z site dodatkowsg Lorentza. Pierwsze uproszczenie ogranicza
wazno$c naszych formut koficowych do czgsci widma, w ktérych niema zad-
nych dziedzin absorbeyjnych. Drugie uproszczenie jest dozwolone ze wzgledu
na stabg dyspersye w gazach.
Wprowadzajgc skiadowe polaryzacyi oscylatora
P:=e.x,

by=¢e.y, p.=e.z,

oraz czgstosci whasne s, s,, s;, ktére z statemi iy By, Ky, wedhug (5),
tworza zwiazki

k, 2 Ky 2 Fg

me T W= )

mozemy nadaé uktadowi (5') ksztatt nastepujacy:

312 =
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. e?
Pe=—8"Pa+ m B cosa,
- 2
Dy = — 522py—|——%EcosB, Q)

- e?
po=— st~ Ecost.

Oznaczmy przez s czesto$¢ drgania fali $wiatta padajacego, przez ¢
czas. Jezeli potozymy, jak zwyczajnie,
— 154
E = E, e, ®)

pm=5meﬂt7 py=pyem’ p,,=p,ei-“,

gdzie By, P, Dy, p, oznaczajg wielkosci od czasu ¢ niezalezne, otrzyma-
my z (7): o
(8,2 —8¥) p. = %—E cos a,

2
(8" — 5% p, = - E cos B, )
82
(ss,’——s“)pE:W E cosy.
A zatem sktadowa wektora p w kierunku wektora E,
Pr = P COS o -~ Py COS B - P, COS 7,
wynosi wedtug (9): , , cos? oty
e cos?a
=— 10
Pr=p B 312—32+322—sz+332—32’ (10)

Z niej oblicza sig sktadowa wektora polaryzacyi P jednostki objetosci gazu
w kierunku wektora E: -

gdzie suma odniesiona jest do wszystkich oscylatoréw, mieszczgcych sie
w jednostce objetosci gazu.

Celem obliczenia potrzebnej nam nadal sktadowej Py, zwazmy przede-
wszystkiem, Ze katy o, B, 1 pomigdzy wektorem E a osiami poszczegélnych
ukladow @, ¥, 2, zwigzanych z réznemi oscylatorami, sg rézne, gdyz wi-
bratory gazu majg rozmaite kierunki w przestrzeni. Zapytajmy o prze-
cigtne wartosci kwadratéw dostaw kierunkowych

PE= E‘pE,

cos?a, cos?f, cos?y.

©
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W rachunku mozemy oczywiscie zatozy¢, ze uklad =, y, 2 jest staty
W przestrzeni, a wektor E przyjmuje wszystkie mozliwe kierunki
wzgledem ukladu =z, y, 2. Jakoz uwazajgc kierunek wektora E za biezacy,
wprowadzmy szerokos¢ geograficzng % i dlugos¢ v punktu przecigcia tegoz
wektora — wykreslonego z poczatku uktadu , Y, 2— z kula o promieniu 1,
ktérej Srodek lezy w poczatku uktadu. Mamy wowczas:

cos a = sin ¥ cos o,
a element powierzchniowy kuli wynosi:
do=sindd¥de. .

Poniewaz wszystkie kierunki «, B, v sa réwnie prawdopodobne,

T 2x

g 19 2y
[cosza.do fjsm cos*w dd do
0

COSle=' o B - w 2n =%—. (12)
/ a0 f[sin&d&dq;
006
Podobnie znajdujemy:
cos? B = cos?y = % (13)

Wprowadzajgc przecigtne (12) i (18), tudziez oznaczajac przez N liczbe dro-
bin w I cm? gazu, przez v liczbg oscylatoréw w jednej drobinie, piszemy,
wedtug (10), (12) i (13), wzér (11) w postaci:

e? cos?a
Pr= Mo Bt |
e? 1 1 ‘ 1
=Nv 3m E(éf—-—s” + 5,7 —¢* a sZP—st) (14)

Podobny rachunek, ktéry pomijamy, okazuje, ze sktadowa wektora P w kie-
runku prostopadtym do wektora elektrycznego E réwna sie zeru. Wektory
P i E majg zatem identyczne kierunki,

Py =P, (15)
jakkolwiek wektor polaryzacyi pojedynczego oscylatora bynajmniej'nie ma
kierunku wektora E. Z teoryi elektromagnetycznej $wiatta wiadomo, ze
wowczas. wzor
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1 P

LW-D=% (16)
wyraza zwigzek miedzy spétczynnikiem zatamania n $wiatta, polaryzacyg P
jednostki objetosci gazu i natezeniem E sily elektrycznej fali. W przypad-
kach, ktére nas tutaj obchodza, czestosci drgania s fali padajgcej sq mate
w stosunku do czestosci wtasnych s, s,, 8;. Rozwiniemy zatem utamki
w nawiasie wzoru (14) wedtug rosngcych poteg wielkosci

$ S S
8’ Sy 84
1 1 §
312-52"313—’_871 e
(17)
1 1 §*
Ssz g :S‘;i + 834 +

Zwigzki (14)—(17) daja:

4xNe2y [ 1 1 1 1 1 1
L R LSS LA LI T IR LI SR A
w1 3m [813+822—|—832 +

Wprowadzmy wreszcie oznaczenia

8 8 o 98
a—Szz’ b—saax S"_—l—{—a-}-b’ (19)
L 1dad
?= T rator o
tudziez
2z Nve?
a=20E, (21)
2
B=Lr ¢ (22)
30

) Podany tu dowéd zaleznosci (18) postuguje si¢ réwnaniami Maxwella i bierze
na pomoc rozumowania obce, zapoiyczone z Statystyki. W Scistym rachunku spétczyn-
nika zalamania nalezaloby uzy¢ metody Natansona, ktéra zasadza si¢ na obliczeniy
superponujgcych sie fal elementarnych, wysytanych przez poszczegblne oscylatory. Por. Na-
tanson, Bull. Acad. Cracovie, 1914. Te metode rachunku podjat nastepnie Reiche (dla
plynéw). Zob., Ann. d. Phys. 50 (1916). Tamze literatura. .
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gdzie ¢ jest predkoscia $wiatta w prézni. Wzér (18) mozna wéwczas prze-
pisa¢ w postaci

nt— 1 =2A(1—§—T€), 23)
jezeli

jest diugoscig fali Swiatta.
Dla izotropowego oscylatora nalezatoby potozy¢ w réwnaniach (5)

ky=1lky=kF,,
t. z., wedtug (6), = ? .

Sy =8, = 8. (29)
Wobec (19) bytoby zatem:

a=1>b=1. (24)
Wynika z tego wedhug (20)

®=1 (24"
a wedtug (19), (21) —(23):
nt— ] — Anlve @2me)? 1

ms® (+ 5% AT

Wzér ten odpowiada oczywiscie dokladnie formule, kt6rag daje teorya
klasyczna. D

§ 2. Por6éwnanie feorni z doswiadczeniem. Dysknsya paramelréw.

Z uzyciem oznaczenia

3 B
A== 2 9
A 57 (25)
wyprowadzamy z (21) i (22) zalezno$é
e 3rer 1
m= Ne vk (26)
ktérej nadajemy takze ksztah:
3ncim
=—""—".0. 27
vA N D 27

Wstawiajac za stale uniwersalne—mianowicie za ladunek bezwzgledny,
tadunek wtasciwy elektronu i liczbe Loschmidta (w warunkach normal-
nych: 0°C, 760 mm Hg) — warto$ci znane z pomiaréw Millikana:?

Y Por. Drude, L c.
?} Millikan, Phil. Mag. 34 (1917).
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217700,
me
e = 4,77.1071,
N =2,71.10*,
otrzymujemy:
v4A = 12,36.10-7. 0. (28)

Wz6r (28) wskazuje, ze wielkos¢ v4 zalezy od parametréw, charaktery-
zujgcych wigzanie quasi-elastyczne. W teoryi klasycznej, przeciwnie—wiel-
kos¢ ta jest, wedtug (24”), statg uniwersalna:

vA =12,36.107. (28"
Z zalezno$ci (28) wyplywa wazny wniosek. Poniewaz dla wszystkich
oib
_ 3 +ar+ 0
przeto
12,36 < vA.107 < 37,08. (30)

Teorya przewiduje wigc dla vA gérna i dolng granice.

Wzér (28) ilustrujemy tabela I, ktéra podaje prébke pomiaréw dotych-
czasowych. Liczby v, w drugiej kolumnie tabeli, znane nam sa na mocy re-
guly Drude-Natansona®, wedtug ktérej liczba oscylatoréw w czgsteczce
réwna si¢ wartosciowosci czasteczki, t.z. sumie wartosciowosci, przypada-

TABELA 1
3 v } vA . 107 v \ v4.,107
H, 1+1=2 15,99 H,S 2-4-4=6 16,80
0O, i 24-2=4 15,48 CH, 4-1-4=8 27,94
N, 3-}3=6 16,34 C,H, 8--2=10 34,4
CO, 4-14=8 17,28 C,H, 8--4=12 32,69
SO, 4-4-4=8 17,84 C,H, 84-6=14 26,48

) Por. Drude, L c. i Natanson, Bull. Acad. Ciacovie 1907 i 1909.
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jacych atomom. Trzecia kolumna zawiera iloczyn liczby v i $redniej A wy-
rachowanej przez Natansona z danych pomiaréw.

Jak widaé, wahania liczb vA zgodne sg z warunkiem (30). Zbyt szczu-
pty i niedoktadny materyat doswiadczalny wyklucza na razie moznos¢ do-
ktadniejszej kontroli gramic nieréwnosci (30). Charakterystycznem jest, ze-
we wszystkich przypadkach, zestawionych w tabeli, anizotropia wigzan za-
znacza si¢ wyraznem odchyleniem od wartosci (28’), odpowiadajgcej doklad-
nej izotropii oscylatora.

Rozwazmy teraz blizej parametry, ktére w dalszym ciagu bedg nam po-
trzebne. Ograniczymy si¢ przytem do dwéch gazéw prostych: H, i N, 2.
Wprowadzmy dla mich uproszczenie, ktéremu nic na przeszkodzie nie stoi,
mianowicie zatézmy, ze

ko =1k, 31
t. z. ze wedhug (6)
8y = 8. (31")
Wobec (19) mamy zatem: 5
a="b,
wigc z (20) wynika: ( R
_3(1+2a%
M= 2

Wielko$¢ a jest niejako miarg anizotropii, ktéra za posrednictwem wzo-
r6w (32) obliczy¢ mozna z przebiegu dyspersyi. Wynik obliczen zawiera
tabela II, ktéra w poszczegélnych kolumnach podaje: 1) wartosci 4.10%
i 2) wartosci B. 10, wedlug pomiaréw Kocha® (H,), i Cuthbertsona®
(N,); 3) wielkosci vA.107, obliczone wedtug (25); 4) wielkosci ®, obliczone
wedtug (28); 5) obie wartosci @, t.j. a;, 1 a,, obliczone wedlug (32), a wige
z réwnania drugiego stopnia.

TABELA 1L
4108 ‘ B.100 I vA.lO’l @

|
H, | 1,361 |

N, | 204

a=1a

7,60 16,74! 1,35 | 031 | 868
5,26 16,1][ 1,30 | 035 | 6,11

i

') Wartodei A, wynikajace z réznych pomiaréw, bardzo sq miedzy soba niezgodne.
Tyczy sie to przedewszystkiem trzech pierwszych weglowodoréw, podanych w tabeli. Zrédio
rozbiezno$ci wynikéw doSwiadczalnych lezy zapewne w niedostatecznej chemicznej czystoSei
badanych gazéw. Por. Natanson I c, Loria, Prace mat.-fiz,, str. 158, 169 ~170. Zob.
takze Loria, Lichtbrechung et cet, Sammlung Vieweg, Braunschweig.

?) Tlen wylaczamy z rozwazafi, ze wzgledu na jego osobiiwosc magnetycznq — pa-
ramagnetyzm.

3) Arkiv fér Matem., 8, 1912.

4) Proc. R. Society, 83, 1909.
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Doswiadczalnym wynikom mozna zatem uczynic zado$§¢ za pomoca
dwdch réznych wartodci a. Poniewaz w dalszych rozwazaniach potrzebna jest
tylko znajomos¢ wielkosci @, pomijamy obliczenie drugiego parametru teoryi,
za ktéry uwaza¢ mozna s,. Zauwazmy tylko, ze w zatozeniu (31) z ¢ i s,
wynikaja, wedtug (31'), (19) i (6) obie state &, i k,, kt6re wyczerpujgco cha-
rakteryzujg wigzanie quasi-elastyczne.

Zastanowi¢ sie nam jeszcze wypada nad trudnoscia, wystepujaca w teoryi
klasycznej, o jakiej byta mowa we wstepie. W teoryi izotropowego oscyla-
tora mamy wedtug (24") i (26)

e 3mc?

1
m _ Ne wvA’

Po prawej stronie zwiazku tego wystepuja same wielko$ci znane. Ne
oblicza sie bowiem z tadunku elektrolitycznego czasteczki- gramowej, wiel-
ko§¢ A z przebiegu dyspersyi, a liczbg v okresla reguta Drude-Natan-
sona. Ow6z obliczenie fadunku wiasciwego na podstawie tego wzoru ujaw-
nito wspomniang trudnosé, ktérg dopiero (26) usuwa z pomoca czynnika ,ko-
rekcyjnego® @, wynikajacego z uwzglednienia anizotropii. Oznaczajgc przez

e oz - . . s
(7”;) warto$¢ tadunku wlasciwego, obliczong z ostatniej zaleznosci, mamy —
b .

,,,ﬂ)oME:l
=5

wobec 26 — € e
‘m (

T e
m

Liczby @ tabeli Il okazujg, ze pominiecie anizotropii prowadzi w przy-
padku Hy i N, do wartosci fadunku wlasciwego, o 26%, wzglednie 23%, za
matych.

Przystepujemy obecnie do rozwazai, tyczacych sie pytania, czy uwzgled-
nienie anizotropii, obliczonej z dyspersyi, ulepsza w dziedzinie innych
efektéw optycznych zgodnos$¢ wzoréw teoryi Drudego z do§wiadczeniem.
Zbadamy pod tym wzgledem w nastepnych paragrafach magnetorotacye.

§ 3. Skrecenie ptaszczyzny polargzacyi Swiafta w polu
magnetycznem.

Wyobrazmy sobie ptaska fale $wiatta, padajaca wzdtuz osi Z-6w ukladu
X —Y—Z (prawoskrgtnego), stalego w przestrzeni. Umieszczamy gaz
w statycznem polu magnetycznem, réwnolegtem do kierunku rozchodzenia
sig Swiatta padajacego, a wige do osi Z-6w. Uklad z, y, # (prawoskretny)—

icm®
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jak poprzednio—stale jest zwigzany z oscylatorem. W réwnaniach ruchu (5')
dotgcza sie teraz do sif, wystepujacych po prawej stronie, sita magnetyczna

% WwH],

gdzie ¢ oznacza predko$¢ swiatta w prozni, a klamra iloczyn wektoryalmy
predkosci w elektronu i natgzenia H statycznego pola magnetycznego. We-
dtug (7) napiszemy zatem, wprost dla polaryzacyi oscylatora, réwnania:

.. o 3 ’_‘f; . . » i
Po=—8 P+ me (Hepy — Hype) + po B,

9

e e . - e”

b= 8t pr = (b — Hip) + o By, (38)
- , e . . e

D= —8"pu+ me (Hyp, — Heopy) + mw E..

Postugujac sig wzorami (8), tudziez wprowadzajac przejéciowo skrécenie

5= 254 (34)
me -

gdzie ¢ oznacza urojong wielko$¢, otrzymujemy z (33) réwnania:

2
(5,2 — 8% p,— 5.H,p,,+8.BypE=% E,,

ve?
8. Hopo (52 — %) p,— 0 Hop. =7 By

N ve?
=8 Hypot 0. Hepy + (55 - ") po=—— E.,

a z nich, pomijajgc wyrazy drugiego rzedu wzgledem H,, Hy, H.:

& (87— 8" (85— %) Be — 81 (5"~ ") B H, — (5°— 8°) F, L

pr=

m (52— 5% (55°— 8) (85— 8%
(35)
_ & (57— ) (3,2 8% Bum- 81(s,°— ) B, H, - (s’—s) B H}
2= (57— 89 (8,7— ") (54— ) '

Wprowadzmy teraz katy miedzy osiami uktadéw X, Y, Z i @, y, # wediug
tabelki nastgpujacej:
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X Y ! Z w’
] 7
z “ o ol : all
!
y | B g e
P i v q ‘ o

Wektor magnetyczny pola statycznego, stosownie do zatozenia, ma kie-
runek osi Z-6w. Zatem:

H,=Hcoso!, H,= Hcosp', H,=H cosy". (36)
Poniewaz przypuszczamy, ze fala §wiatta rozchodzi sig wzdiuz osi Z-6w, wigc:

E;=0,
wobec czego:
B, = Ex cos o - Ey cos o,

E,=Excosf -+ Ey cos P, (37)
E, = Excosy-+ Ey cos .
Stosujac zmane zwigzki, zachodzace migdzy dostawami kierunkowemi,
wyprowadzamy z (37):
E, cos B — By cost = Ey(cos cosp — cos f' cosy) =Eycosa’, (38)
tudziez w podobny spos6b: »
E.cos Yy — E, cos a = Ey cos B,

39
Eycos o — B, cos f = Ey cos y"". )

) P(')mnézmy‘réwnania (35) kolejno przez cosa, cos @, cost, i dodajmy
do siebie. Otrzymamy wéwcezas skladowg wektora polaryzacyi w kierunku
osi X-6w:

B #ﬁz_ 1 2 2 2 2
= 6= G — ) 7 — 5 [(s5® ~— 8%) (5, — %) B, cos o . ..
(40)

+ 0. {He (5% — §*) (Bocos  — Eycos 7) 4. .}].
Wedtug (37), (36), (38) i (39)- przepisujemy (40) w postaci:
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e* 1

—_— 2___ o2 2 _ g2 2 r
px=_— =) G— (332—33)[83 §)(sz 5%) (Excos®a+-Excose.cos o).

(41
~+8.H {(3,2—s%) Ey cos? a/'-}-...1].
Azeby teraz wyprowadzi¢ sktadowa Px polaryzacyi 1 cm® gazu w kie-
runku osi X-6w,
P p— X Px,
obliczmy przedewszystkiem przecigtng iloczynu dostaw kqféw aia:

COSs o cos o.

Wprowadzmy trzy katy Eulera 6, ¢, 4, celem okreélenia polozenia
ukladu z, y, 2 wzgledem X, ¥, ZV. Poniewaz wszystkie kierunki oscyla-
toréw, a wigc i zwigzanych z nimi ukiadéw ®, ¥, #, sa réwnie prawdopo-
dobne, wartos¢ przecigtng nalezy zdefiniowa¢ jak nastepuje:

2

[f]cosacosa’sin&d&drpdq)

cosa.cos ol =220

= 2 2n
f[fsinadwcpdqm
0

Stosujac znane zwigzki pomiedzy dostawami kierunkowemi, a kgtami
Eulera, znajdujemy latwo
cos o cos & = 0.
Podobnie
cosf cosp =0,

cos y.cosy/=0.2
Uwzgledniajgc ostatnie trzy wzory oraz réwnania (12) i (13), prawdziwe

takze, gdy w nich zamiast o, 8, v napiszemy /', 8, 7", wyprowadzamy na-
tychmiast z (41): S

1) Por. np. Whitiaker, Analytlcal Dynamics, Cambridge, 1904, str. 9.
?) Prawdziwos$¢ tych wzoréw jest zreszta bez rachunku widoczna, albowiem z jednej
strony mamy

cos a cos a’ = cos B cos §’ == cos y cos v/,

wobec réwnouprawnienia osi @, y, #; z drugiej za$ strony, wediug znanego zwigzku pomie-
dzy dostawami kierunkowemi,

cos a cos a' - cos B cos B’ - cos 7 cos 7/ =0,
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e? 1
3m (5,°— 8%) (8,7 —57) (552 —?)
[1(8,°— %) (8,°— 8%) -+ (85" — 87) (5, —5%) +- (8°—8*)(5,>—5")| Ex
8. H {82+ 5,74 87 — B8] Fa.

N oznacza przytem liczbe drobin w 1 cm?, a v liczbe oscylatoréw w drobinie.
Ostatni wzor przepiszemy w postaci

Py=23Ypy=DNo

_8.BxTiEy

P BT @
gdzie wedtug (34):
S Nve? (5,8 —8%) (832 —5%) 4 (5,2 —5%) (5,2 —s?) (8,2—s?) (84°—s? .
S—T: 3m (8,°—5") (55® — §7) (8,,—$,) '
T  Noels 82+ 8,2-F 5,2 —3 82 (43)
S T2 3mPe T (5,7—6%) (8,2 %) (5°—8?) ° ‘

Podobnie znajdujemy:

Py= :2%3%213 By (44
Z (42) i (44) wyptywa:
Ex =8Py — TiPy,
(45)

EstPy+ T%Px

§ 4. Gag dalszy. Obliczenie kata skrecenia.

Wiadomo z réwnan elektromagnetycznej teoryi swiatta, ze wzory (45)
dajg dla kolisto spolaryzowanego $wiatla dwie rézne predkodci, zaleznie od
kierunku polaryzacyi. Poniewaz za$ falg liniowo spolaryzowana mozna uwa-
za¢ za zbieg dwéch fal, spolaryzowanych kolist
konsekwencyg obu réznych predkosci musi b
polaryzacyi wzdtuz drogi przebytej w osrodku.
4 przez znane wzory:

y¢ skrecanie sig ptaszczyzny
Wspomniane predkosci dane

[ 2n

=l

o =T (46)
Cc . —l’vgqc

. v T S+7T
Rozumiejgc przez
g = S P
Ty =T

0 W prawo i w lewo, przeto -

icm®
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spétczynniki zalamania obu fal, wyprowadzamy z (46):

T
Ny — ‘n_ =4 o H (47)

a poniewaz kat skrecenia plaszczyzny polaryzacyi wzdlqz 1 cm drogi, prze-
bytej w gazie, wynosi, jak wiadomo,

s
0= 5= (n4—n), (48)
przeto dla t. zw. statej Verdeta
®
=7

wedtug (48), (47) i (43), wynika:

2aeNvels® s 525, —3s?
Fmet (5" (5, —%) (")

V=

Rozwifimy drugi czynnik po lewej stronie zwigzku tego wedtug poteg wiel-
kosci g & g

Pomijajac wyrazy 4-go i wyzszych rzedow, otrzymujemy — jak elemen-
tarny rachunek okazuje —
v, 14
V=3 (1453, (49)
dzie
¢ _ 2me

B}

oznacza dtugosé fali Swiatka. Przy stosowaniu oznaczen

8,2 5 g 2 / 8 50)
u-—:'@;Q, b-—s-gg,l S——-S‘I (

majg state ¥, i V, nastepujace znaczenie:

1

V1=81:“Nv—1%3—2§—, 61)
4z?c? V3 (1-+a+ b) (@b a--b) — 3ad . 52)
= (@bt-atb)k

W przypadku izotropii, wedtug (24°) i (50), wynikajg zwigzki:
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8=t Nove?
Vy= mEs
(53)
8m2c?
Vy= s,z

ktére odpowiadaja oczywiscie doktadnie wzorom teoryi klasycznej, V) jak by¢
powinno.

§ 5. Pordwnanie feoryi z doswiadczeniem.

Wroémy do uproszezenia zastosowanego w przypadku wodoru i azotu.
Z wzoréw (31), (50), (51) i (52) wyprowadzamy:

st=s V 2 oa’ (54
; 2\ 1 -
7, :81:*]\71;9(-1—7; = (55)
s 1 s (14 a+a?)
p— 202 i
v, =8n?¢ = V3 7T oy (56)
Zwigzkom (55) i (56) nadamy posta¢ praktycznie dogodniejszq. Jakoz,
uwzgledniajgc (55), (21), (54), (19) i (31), otrzymujemy tatwo:
Vi__ 2% 3a(a+2)
4T Ne (U F2ap’
t. z
2z A% 3a(@-}2)
"= v a2 (7)
Nadto, (56), (54), (19), (31) i (22) daja:
2
y,—9p (1120 (1 +a+ay )

@+ ) 0 F 20

Napiszmy obok (57) i (58) analogiczne zwigzki teoryi klasycznej. Wy-
nikajg one wprost z (57) 1 (58), jezeli wedtug (24), potozymy

a=1:

2n 42
=y o (59)
Va=2B. (60)

) Drudel c

icm®
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Obie state wzoru (49) wyraziliSmy w zasadzie przez stale 41 B wzora
Cauchy’ego (23), oraz przez parametr anizotropii a, ktéry obliczony zostat
w § 2 z przebiegu dyspersyi. Poniewaz wszystkie wielkosci po prawej stro-
nie zwigzkow (57) 1 (58) s znane, efekt skrgcenia plaszczyzny polaryzacyi
mozemy przepowiedzie¢ na podstawie pomiaru zjawisk, nie majacych
z magnetorotacya nic wspélnego.

Do poréwnania teoryi z doswiadczeniem stuzg tabele Il i IV. Pierwsza
z nich podaje wartosci ¥7,.10%®, a mianowicie W pierwszej kolumnie do§wiad-
czalneV, w drugiej—obliczone wedtug (57), z uwzglednieniem wartosci 4 i a,
podanych w tabeli lI—w trzeciej: obliczone wedtug (59), wreszcie w czwartej
kolumnie — wartosci obliczone wedtug nowej teoryi Sommerfeld a, opartej
na zasadach kwantowych 2.

TABELA 1L
A Vi 100 ;_h___‘M‘!Obl, wedtug
L Dosw. Ob_i(g;gdiug : Ogll.tu\g:géugg Sommetrfelda
H, | 578 | 369 450 ‘ 482
N, 58 ' 5% . 700 | 799

a, ia, dajgna V,.10% wartosci, kt6rych réznice wystepuja dopiero na
pierwszem miejscu dziesietnem.

Jak wida¢, uwzglednienie anizotropii, obliczonej z przebiegu dyspersyi,
prowadzi w przypadku azotu do uwagi godnej zgodnosci z doswiadczeniem.
Wartosci, ktére wynikajg z teoryi Drudego i Sommerfelda, sg znacznie
gorsze. Wzor (57) daje jednak dla wodoru wartosé niezadawalajgca. Ze
w dziedzinie efektu magnetycznego ujawni sie w niektérych przypadkach o d-
stgpstwo teoryi od wynikéw doswiadczenia, byto zreszta do przewidzenia -
ze wzgledu na znane trudnosci, ktére teorya elektronéw wogble napoty-
ka w dziedzinie zjawisk magnetycznych.®

) Siertsema, Archives Néerlandaises, 2, str. 291, 1899. Kat skrecenia jest tam
w minutach wyrazony, dtugosé fali w mikronach, Wymaga to przeliczenia liczb, gdyz wzo-
ry nasze postuguja si¢ ukladem cm. gr. sek. Wobec zatozonych w pracy niniejszej warun-
kéw normalnych, nalezy takze cisnienie i temperature zredukowaé. Por. S ommerfeld, L c.

?) Sommerfeld, L c.

®) Por. J. Kroo, Ann. d. Ph, 42‘},51:;\1354 (1913;.

Prace mat.fiz.,, t. XXX, 1
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W tabeli IV zestawiliémy w kofcu wielkosci V,.10%: do$wiadczalne —
w pierwszej kolumnie; obliczone wedtug (58), z uwzglqdnienie.m wartosci B
i obu wartosci @ z tabeli Il — w kolumnie drugiej i trzeciej; obliczone wedlug
(60)—w kolumnie czwartej, a w ostatniej kolumnie — obliczone wediug teoryi
Sommerfelda.

TABELA IV.
‘ V,.1010
! R Obl. “’“‘Eﬁ (55_, Obl. wecuﬁg Oobl. wecuug
” Obserw. dla g=aqa, | daa=a, ’ Drudego Eci)m n’1£7:rrfre]7d'1
H, | 155 i 125 | 146 N 1,52 1,52
N, | 1,23 } 0,898 ! 1,00 ‘ 1,05 12,5

Zgodnoé¢ teoryi z doswiadczeniem mozna uwaza¢ za dobrg (zwlaszcza
dla @ =a,), uwzgledniajac wielkos¢ mozliwych bledéw doswiadczalnych.
Teorya klasyczna prowadzi do wartosci zaledwie o 5% lepszych. Natomiast

z teoryi Sommerfelda wynika wprawdzie dla wodoru wartos¢ zgodna

z pomiarem, dla azotu jednak zupelnie falszywa.

Streszczenie wynikdw.

1. Teorya dyspersyi, oparta na réwnaniu anizotropowego oscylatora,
usuwa trudnos$ci, zwigzane z kwestya tadunku wtasciwego elek-
tronu, ktére sa wiasciwe teoryi klasycznej.

2. Wielko$¢ vA (v = wartosciowo$é drobiny; A:-3 B, AiB stale

2 4’
wzory Cauchy’ego) stata uniwersalna u Drudego, okazuje w przy-
padku anizotropii zaleznos¢ od parametrow wiazania quasi-elastycznego.
" Teorya przewiduje granice
12,36 < vA.107 < 37,08.

Wyniki pomiaréw sg z tem zgodne.
3. W teoryi magnetorotacyi, w niektérych przypadkach, uwzglednienie

anizotropii oscylatorow obliczonej z przebiegu dyspersyi, ulep-
sza znacznie zgodno$¢ wzoréw teoryi klasycznej z doswiadczeniem.

Krakéw, w sierpnin 1918,

icm

AL. RAJCHMAN.

0 szeregach trygonometrycznych sumowalnych
metody Poissona.

Sur les séries trigonométriques sommables par le procédé de Poisson.

Wstep.

I Formalne catkowanie szeregéw trygonometrycznych wyraz za wyra-
zem posiada tres¢ analityczng dzieki nastepujacemu twierdzeniu Riemanna
(,Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe®
Bernhard Riemanns Werke —w 2-em wyd. str. 247 i nast.):

»Jezeli szereg

n=oo

Z @, COS NT -+ by sinnz (a)

u=1
jest zbiezny dla
Z = 'I'El) y

jezeli oznaczymy przez F(x) sumg szeregu otrzymanego przez formalne dwu-
krotne przecatkowanie szeregu (a)

% =00

a,cosnx -+ b,sinnx
F@=-3 L busiane ®)
n=1
to granica
lim F &) A F (@—h) — 2 (z,) ©
h=0 hz

istnieje i réwna sig sumie szeregu (a) dla = = z,“.
W pracy niniejszej wykazuje, ze réwniez w odniesieniu do szeregéw
trygonometrycznych rozbieznych sumowalnych metodg Poissona

Prace mat.-fiz., t. XXX. 2
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