METODA TELEOLOGICZNA HOENE-WRONSKIEGO.

NAPISAE

W. KRAUZE.

I. W dziele Hoene-Wronskiego: ,Réforme absolue et par con-
séquent finale du savoir humain“ (tom IIT, cze§é pierwsza) znajdujemy na-
stepujace twierdzenie, uwazane przez autora za podstawe jego metody tele-
ologicznéj:

Dla réwnania danego:

F (z) =" — A gL + (_ 1y 4 =10 (1)
utworzy¢ mozna réwnanie:
[(&) =zt — P, g% - Py g3 — + (=1t Pp=0, (2)
w ktorém '

P (@=4p 8 (=1 ~Apps 8 (—2)—  + ()" * 4, 8 ((—m—pL1) (3)
lub ' ‘

Pur (@=L (@ — dusx @+ D+ ("8 (gHu—1) (4

Funkeye % (9), 8 (g41)it. d. sa funkeyami symetrycznemi, zwane-
mi funkeyami alef. 1)

) O funkeysch alef traktuja:

Hoene-Wrofiski wwyzej wemiankowaném dziele.

E. West. Exposé des méthodes générales en Mathématiquns d’aprés Hoéne-
Wronski. DParis, 1886.

S.Dickstein wrozprawach. ogloszonych w tomie XTI (1886) 1 XIV (1888) Pa~-
migtnika Akademil Umiejgtnodei w Krakowie.
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Réwnanie (2) bedzie mialo jeden, kilka lub wszystkie pierwiastki wsp6l-
ne z rownaniem (1), o czém przekonajg nas wiasnodel funkeyj alef réznych
rzedéw. Roéwnanie (2) nazywa aytor czynnikiem ogdlnym i podstawowym
réwnania (1). ’

Dowodzenia twierdzenia powyzszego autor nie podaje, jak rowniez nie
objasnia, jakim sposobem do réwnania (2) doszedt.

Mamy dotychczas 4 wywody metody teleologicznéj Hoene-Wroi-
skiego, a mianowicie: Hanegraeffa?), Bukatego? i dwa S. Dick-
steina %). Autorowie ci nie rozpatruja twierdzenia Hoene- Wroi-
skiego, astaraja sie utworzyé czynnik rownania (1) odrazu na moey wha-
snosel jego pierwiastkéw; tymezasem Hoene- Wronski kladzie silny
nacisk na to twierdzenie, uwazajac je za podstawowe w metodzie teleolo-
gicznéj *). Tu wladnie pragne uzasadnié¢ twierdzenie Hoene- Wroii-
skiego, oparta na ni4j metode przedstawié, opierajac sig na whasnodciach
funkey] alef wyzszych rzeddw 1 wykazaé jeden ze zwiazkow, istniejaeych mie-
dzy temi funkeyami i pierwiastkami réwnania. %)

Jakim sposohem Hoene-Wronskidoszedt do réwnania (2), tego
ani w dzielach jego, ani w Encyklopedyl Montferriera ®), zawieraja-
céj wyklad matematyki wedlng teoryj Wroniskiego, zualesé nie mo- -
Zna. Geneze tego réwnania objasnié by mozna w ten sposéb:

Utworzywszy funkcye alef i otrzymawszy wzér ogélny:

R = A8 (=) — A8 =2+ F (I Aung—m)  (5)
autor nadal mu forme

Y@ %), X2
N (g—m) Pa(g—m) T TR (g—m)

(=1 Ay =0. (6

‘Wzir (6) przypomina nam réwnanie (1) i pokazuje, ze, gdyby istnialy
zwiazki:

) Hanegraeff. Méthode pour la résolntion générale des équations par leur
décomposition succesive en facteurs, Bruksella, 1854.

%) Bukaty Résolution générale des équations. Paryz 1878.
%) 8. Dickstein O metodzie teleologicznéj Hoene-Wronskiego.
Krakow 1889 i Dopelnienie tegoz artykuiu. Krakéw 1890.

4)  Preygpisek Redakeyi. Twierdzenie to dla wywodu i w zastosowaniu nie jest }nﬁ‘ ani
konieczném ani tez dogodném, jak to objadnia artykut nastepujacy.

%) O zwigzkach og6lnych migdzy funkeyami alef i pierwiastkami réwnania patrz roz-
prawy S. Dicksteina wPamigtnikach Akad. Umiej. w Krakowie. Tom XII, 1886 r.

6 A.8.de Montferrier. Encyclopédie Mathématique. Paris.
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8@, we=l) 8 (g—m+1) _
8 (g—m) N (g—m) "~ K 8 (g—m) z ™

to moglibySmy znaledé jeden z pierwiastkéw réwnania (1).
Zwigzki (7) odpowiadajg zwigzkom:

N w (=D _ _Ng—mtl)
N (—1) N (g—2) TN (g—m) ‘ ®)

0 ezém przekonywamy sie przy pomocy dzielenia.

Jezeli wigc istniejg zwigzki (8), t. j. jezeli funkeye alef dgzg do granicy
oznaczonéj, granica ta bedzie pierwiastkiem réwnania danego (1) czyli
()]

& (941)

Majac jeden pierwiastek, otrzymat autor réwnanie (2), majace z rowna-
niem (1) wszystkie pierwiastki wspélne. Nie zawsze jednak istniejy zwigzki
(8); zachodzi wige pytanie, czy wtedy réwnanie (2) bedzie miato jakie pier-
wiastki wspolne z rownaniem daném. Pytanie to doprowadzilo zapewne au-
tora do wypowiedzenia powyzéj podanego twierdzenia. ‘

2. Zanim przejdziemy do uzasadnienia tego twierdzenia, podamy znako-
wanie funkeyj alef wyzszego rzedu, nieco odmienne od danego przez W r o A-
skieg o, oraz zwigzek miedzy funkcyami alef wyzszych rzedéw i funkcyami
alef pojedyiczemi. )

Niech » (g) oznacza funkcya alef pojedyiicza, to funkeye alefrzedu 1, 2..
... oznaczamy przez R (g, afo), N' (9, aft), N (q,.afw—1); zwigzek zag mie-
dzy funkeyami réznych rzeddw wyrazamy réwnaniami:

przy g =oo.

N (g, a/0) = x () ¥ (g+a) — 8 (g—1) & (gFa-+1) \
R (g, ail) == N' (g, 0/0) & (g1, a/0) — " (g—T1, 0/0) ¥ (g, «/0)
®

8° (g, afw—1) = 87! (g, 0—2w—2) 8! (¢—1,alw—2) — 8o~ (9—1,
w~2fw—2) 8~ (9, ajw—2)

gdzie znaczek u géry napisany oznacza rzad funkeyi alef.

‘Wiyrazenia te na funkcye alef wyzszych rzedow ogdlne nie sg, wystar-
czajy jednak do wywodu twierdzenia.

Zwigzek migdzy funkeyy alef rzedu wyzszego i takiemiz funkcyamipoje-
dyiczemi wyrazi¢ mozna wzorem:

IRt —a)8(0—1),8(0—2)...8(g—w)

IX(Fat2—w)8g) » Rg—1) . R(g—aw-+1 '
R (g, a w—1)= : et ! (@=L tD) 1)(13((0—1) (10)

[8QF-aF- 180+ o—1) 80+ 0~2),.,8(0) |
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w ktérym

P (0—1) = 8 (w—1) 8 (0—2). Se=2(1) (11)
zas
S () =¥ (q—1, f—1/B—1) 8 (q—2.—1/8—1)...xF (g—s, =1/p—1). (12)
. '3. ‘Dl.a. prze:konania, sig, czy istnieja pierwiastki wspdlne réwnan (1)
i (?) iw _]’atklm zwigzku znajduje sig ta wiasno$é réwnan z wiasnosciami funk-
cyj alef réznych rzedéw, ze wspblezynnikéw obu réwnai tworzymy wyzna-
cznik

1,4, 45, A, 00000

0, 1,4, sy A 0
0, 0,...... 1,4, Au,
S=l1r.p,. . B ... (18)
0, 1,B,, . ... PysP0...
0o 1,Py £y, . . Pa,

zawierajaey (2m—20—1)? elementéw. Jezeli wspslezynniki rownania dane-
go (1) czynia zadosé zwigzkom:

G=0,C=0,...C1 =0, Gunie=0 % (14)
to réwnania (1) i (2) majg ¢ pierwiastk6w wspélnych.

Wyznacznikowi C, moina nadaé inng forme, jezeli dodaé odpowiednio
mnozone rzedy: 1-y do (m—g)-go, 2-gi do (m—p-+1)-goit. d. apotém odpo-
wiednio mnozone kolumny: 1-3 do 2-6j, 1-3 i 2-3 do 3-6jit. d; wtedy otrzy-
mamy dla C, wyznacznik o (m-—g)? elementach:

R (g+m—e—1), 8 (q+m—p), N (¢-+2m—20—2)
8 (gHm—o—2), ¥ (¢Fm—g—1), 8 (¢-+2m—20—3) - (19
- . . - . . . . . . . . 1

C,= R
£ X [%(qg) Jm—e

R (9). 841y, .o v (gHm—e—I)

Zakladajac kolejno ¢ =0, 1, 2 .. . p otrzymamy wszystkie wyznaczni-
kKiG.,q,GC...GC,. )

S.Dickstein Pojecia i metody matematyki. Tom I. Czgéé 1-a. Str. 209.
Warszawa 1891.

Prace matem.-fizyezne T. III. 8
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Jezeli teraz poréwnamy wzory (15) i (10), to zauwazyn;y, _z_e Oz?vnizlzli{;g
0,1 = 0 odpowiada zwigzkowi x"—2 (g, m~g'—~1/m--—gl: ;s.t_ uiacy-
weiec, na mocy wyzéj powiedzianego, wyprowadzié Wx.nosed 1;6 Qpi 71{011.1.
" Jezeli wapolezynniki rownania danego (1)-czynia zadoS¢ zwlgzxom:

wre=t (g, a/m—o—2)
pr—e—T (g—1, a/m—o—2

‘== wielkogei oznaczonéj, (16)
)

Q=

lub tez zwiazkomn:

=90 a7

9=

1 x-e(q, afm—o—1)

b igzki ikaja j -ugich, to réwnania (1) i (2) majg ¢ pier-
Kktére to zwigzki wynikajg jedne z drugich, )12 :
Wi(;stkéw wspélnych, gdyz zwiazki (16) lub (17) odpowiadajg w zupetnosei
zwiazkom (14). o o

Czynnik szukany rownania (1) bedzie wige:
ge—B, ze .. (1) B, =0 (18)

Na mocy teoryi wyznacznikow B, = 2 A; p;.;—}—Z‘ P g ,%dzw ;p%e 11 Vgszse@
odpowiednimi minorami wyznacznika C, (1.2161011.yml przez C,, )1 w pl Jemlji
sumie i~k == 2m—2p—2-+a a w drugiéj zad z—}—{c:2mw.2q—— ~+-a. el
wyznaczniki na pr 1 ¢ przerobimy tak, jak przerobiono wy’zéJ Wyznaczn_lkéw
C,, 1potém dodamy obie sumy, to otrzymamy §tosunek dwéch wyznacznikow,
k’séry z Yatwodcig przerobié mozna na wyraZzenie:

{AaN”‘Q‘l(q,m—-Q—-2/7%-—@—2)-*44,2_1?{"'-9_1(Q,””"‘Q—l/m—g"g)"}_ <
. 1
H(—T1)mne (gm—p—2+-a/m—e—2) }X VT (g—p — 9 fm—o—2)

Tym sposobem znajdziemy wszystkie wspétezynniki 5. ) )

Wedtug terminologii Wrotiskiego czynnik (18) nazywa sig gl.m-mym,
czynnik za$ zawierajacy pozostate pierwiastki réwnania (1)—dopelnigjgoym.
Otrzymaé mozna ten ostatni w formie

M 01 zm—e—1 + 02 Zm—e—2 + (_‘1 )m—g Cm—g =0 (19)
Wspétezynniki C czynié beda zadosé rownaniom formy:

Cy+ Cus By + Cus By + + C Byt + B, = 4,.

) 8. Dickstein Pojecia i metody matematyki. Tom I. Cze§6 1-a. Nr 35
o najwiekszym wepélnym dzielniku,

icm®
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4. Powstaje pytanie, jak rozdzielajy sie pierwiastki réwnania (1) po-

~ miedzy te dwa czynniki (18) i (19). By na nie da¢ odpowiedz, zalozy¢ nale-

2y, iz réwnanie dane (1) sprowadzone zostato do typu, zwanego przez H.
Wroliskiego normalnym, to jest, ze wniém 4,, =1 ') i Ze usunigto pier-
wiastki réwne jednosel; w takim razie wartos¢ bezwzgledna pewnych pier-
wiastkéw musi by¢ wieksza od jednodei, a wartosé bezwzgledna kazdego
2 pozostalych mniejszg od jednogei.

Niech w réwnanin daném (1) bedzie (m~-p) pierwiastkiw

2y 22 3 za ] 271!——9

0 wartoSel bezwzglednéj wigkszéj od jednosei i niech plerwiastki te beda pier-
wiastkami réwnania:

T CrETe O et — e O, =0, (20)

Opierajac sif; na  wywodzie metody teleologicznéj, podanym przez
S. Dicksteina ?), znajdujemy, ze

c _N_’":‘@—l (q, m—g——l/m-—g_—Q,) _
17 Nn—e—-1 ((l, 7771_@“‘2/772—.9—-—2) =

G 1)

czyli, Ze rownania (20) i (19) s identyczme, gdyz i pozostale wspélezynniki
83 réwne, t. j. €, = C,.

A zatem czynnik dopemiajacy réwnania normalnego zawiera wszystkie
Jjego pierwiastki o wartosei bezwzglednéj wigkszéj od Jjednodei, a czynnik gho-
wny—pierwiastki o wartogei bezwzglednéj mniejszéj od jednosei. Warunki, -
ktérym podlegaé winny pierwiastki obu czynnikéw, podaje Hoene-Wron-
ski, lecz, jak zwykle, bez dowodu.

Rownanie (21) pozwala nam jeszeze wyprowadzié wniosek, ze gdy sto-
sunek funkeyj alef (m—@—1)-go rzedu dazy do granicy ozmaczonéj, granics
tg bedzie suma pierwiastkéw réwnania danego, ktérych wartosé bezwzgledna
Jjest wigksza od jednosei.

5. Priez czynnika podstawowego (2), tworzy Hoene-Wrotiski dla
réwnania danego drugi czynnik podstawowy:

zm—-l — QQ 3171—2 + Qs zm—}} o + (__ 1)m—1 Qm f— O (22)
ktérvego wspdlezymniki, tak samo jak wspotezynniki réwnania (2), wyrazaja
sie przy pomocy funkeyj alef pojedyliczych, lecz o skaznikach ujemnych. Dla

) Sposohy zamiany rownania danego na réwnanie normalne podaje Hoene-
Wronski w wyzsj wemiankowsném dziele, tomie III, czedei 1-ej.

?) 8. Dickstein. Dopelnienie artykutn o metodzie teleologicznéj Hoene -
Wroniskiego. Krakéw, 1890.
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funkeyj alef pojedyiezych o skaznikach ujemnych podaje Wronski w wy-
6] wzmiankowaném dziele wzor:

R(—q)=Bx(—(e—1))—BuM(—(e—2)} + +(——1)"“’3mh‘(~(e—m)), (23)
w ktorym

A
¥
—B,u ="

Am

W razie gdy rownanie (1) jest normalne, otrzymamy na & (—g) wzor
M(—g)=Au—1¥(—(e —1))— A2 ¥(—(e—2)H +(—1)""'8(—(e—m)) (24)

Stosujac rozumowanie powyzsze przekonaé si¢ mozna ze, gdy stosu-
nek funkeyjalef danego-rzedu o skaznikach ujemnych dgzy do granicy
oznaczonéj, réwnanie (22) bedzie miato z réwnaniem daném (1) pierwiastki
wspélne, liczba ktérych bedzie o jedno§¢ mniejsza od réznicy migdzy stopniem
réwnania (1) i rzedem wzmiankowanyech funkeyj alef. Dla przekonania sig,
jakie pierwiastki rownania danego (1) zawiera w sobie réwnanie {22), wezmy

. 1 . R
w réwnanin (1), sprowadzoném do typu normalnego - zamiast 2,1 znie-
$Smy mianowniki, wtedy otrzymamy réwnanie

+ (=0, )

pierwiastki ktérego bgda odwrofnofciami pierwiastkéw réwnania danego (1)
Utwirzmy teraz dla réwnania (1') czynnik podstawowy przy pomocy
funkeyj alef o skaznikach dodatnich

Ay 2" - Apa 2" —

zm-—l — _P’_2 zm—z + P’3 zm—iﬁ J— _‘_ (__1)m—1 -P’m pu— O . (25)
Poniewaz funkeye alef wspélczynnikéw réwnania (1) wyrazié mozna
Wzorem )

Me)=dni¥lo—D—An2r(o~2)+  +(=1)"IXe—m),  (26)
ktory jest identyczny ze wzorem (24), wnioskujemy tedy, iz réwnania (22)
i (25) majg pierwiastki jednakowe; Wiemy jednak, ze rdwnanie (25) zawie-
ra wszystkie pierwiastki vdwnania danego (1) o wartosei bezwzglednéj wigk-
526 od jednogei.

Reasumujac powyzéj powiedziane, mozemy uwazaé za dowiedzione na-
stepujace twierdzenie:

»Jezeli dla danego réwnania normalnego, nie zawierajacego pierwiastkow
réwnych jednosel, utworzymy dwa czynniki podstawowe, z ktérych jeden ma
wspétezynnik o funkeyach alef ze skaznikami dodatniemi, a drugi—ze skazni-
kami ujemnemi, to wszystkie pierwiastki réwnania danego (1) rozdziels sie

icm
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pop.lqdzy te dwa czynniki tak, ze Dierwszy bedzie zawieral pierwiastki o war-
todel bezwzgledndj muiejszéj od Jednosci, a drugi—pierwiastki, ktérych war-
tos¢ bezwzglgdna wigksza od jednogei®.

MoZna Jeszeze wyprowadzié awiazek migdzy funkcyami alef o skaznikach
doda.ftmch i takiemiz funkcyami o skaznikach ujemnych. ‘W tym celu tworzy-
my ’1-(3wnanie, ga‘wieraj@ce plerwiastki wspélne réwnaniom (1) i (22)—niech sto-
plen jego bedzie np. m—o i pordwnywamy jego wspolezynniki ze wspétezyn-
nikami réwnania (19). Poniewas wspélezynniki obu tyech réwnan powinny
by¢ identyczne, otrzymamy szukany zwigzek funkeyi alef. Dogodniéj jednak
!oqdzie poszukiwaé tego zwigzku innym sposobem: Niech dla réwnania @)
istnieje zwiazek (17), wtedy réwnanie (1) powinno mieé (17‘1—-‘9) plerwiastkéw
o wartodei bezwglednéj > 1 cayli powinno mie¢ (m—yo) pierwiastkéw wspél-
nych z drugim czynnikiem podstawowym (22), a zatém musi mied miejsce
zwiazek

R (—q,afo—1) =0 przy g=c. (27)

Zwigzki (17) i (27) istnie¢ musza Jednoczesnie, pokazuja wiee lacznodc
mi¢dzy funkcyami alef o skaznikach dodatnich i ujemnych,

6.  Dla pokazania zastosowania metody Hoene-Wrodiskiego do
réwnai liczebnych, podajemy parg przykladiw.

Przyktady:

' oy S P
RA)=06. x(2)=31, N@)=160, x(4)=825, "x(5) = 4264,

X (6) = 22012, n(7) = 113633, x(8)= 586631, « (9) = 3028400,
® (10)= 15633603, 1g x (10)=7,1940591, Ig & (11)—lg x (10)=0,7128458 ,
R ()= 80705829, lg & (11)=7,9069049, Ig & (12)~Ig & (11)=0,7128459 ,
R (12)= 416630184, lg 8 (12)=8,6197508, lg & (13)—Ilg x (12)==0,7128457 ,
N (13)=2150782812, lg x (13)=0,3325965,

1 ”7___6v6 HE— mé St — 9 me — = {)
) x —}—;5tw it.z' —}—‘gx zm +;$ 1=09.

Widzimy, ze stosunek funkeyj alef pojedyticzych dazy do granicy ozna-
czonéj. Tworzymy wyrazenia:

N(18) - 1
N_(Ti) = 5,1623307, blad << 1ot
R4 PNADT
R (12) = [N-(lh—Z)J‘ == 26,6496687.
N(l2) IRV ... S
N (]2) _ [N ('—12)] == 13(,5{44303 ,
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: 8,1/0)== 2 (15,1/0)==6,34848
RO x(6,1/0) 2230927, lg 8 (6,1/0)= 6,3484854, Re1,054849
2 (12) ® (7,1/0)= 2318346, lgx (T,1/0)= 74034353, 0510305
8 (10) 0,0375240, X (8,1/0)= 287325883, Ign (8,1/0)= 8,4583748, _
) R : =1,0549376
) ; 8 (9,1/0)= 3260711870, lgx (9,1/0)= 9,513312¢, Bt 054957
N . £r==1,0549370
R~ 0,0072688, X (10,1/0)= 37004061584, 1lg x (10,1/8)=10,5682494, 0
( ‘ R=1,0549372
N ( 3) 08578803 - N (11,1/0)== 419939399680, lg » (11,1/0)==11.6231868, Bt 0549572
= ;837669 . -
Py=6— ) = 8 % (12,1/0)= 4765668738480, lg n (12,1/0)==12,6781238, ’ 510375,
—1,054937
N —_— [ — b *
P—s_ (12) _N_(_g) — 06756845, X (1‘3,1/0)__ 54083080.10%, lg n (13,1/0)=13,7330610, Pt 0540373
R(12) x(12) ¥ (14,1/0)= 6137596.10% lg x (14,1/0)=14,7879983. ’
- N(18) | . w(14) R(15)
P =4-3 X (19) N2 R 0,5119283, A zatem stosunek funkeyj alef zlozonych 1-go rzedu dazy do gramicy
P =g NOL XA L RO) 0571666 oS
T < RS ? .
N (12) (12) " x(12) R (11,1/1)=x (11) & (12)—n (10) % (18)= 71875235.10%,
p, =20 8;) _X igi = 0,1561869, N (1L,1/2)==8 (11) 8 (13)— (10) ¥ (14)=—35354802,10°,
N N (12
(11; ) % (11,1/3)=R (11) & (14)—x (10) % (15)=—14207936.10°,
N
Pr=3 = 0,1937109. B (9,1/)=x (9)x(10)—x (8) N (11)=55809465.102,
X(ILLL) R (11,1/2) .
Mozna wiec rozlozyé rownanie dane na dwa czynniki: ' N(Lijo) — 1,711562, (o) T T 8,419023,
&7 — 6055 — 404+ 32— S~ 1 = (2—5,1623307) X (2°—0,83766932 —:%= — 33,8333, :—E%%);_: 0,088118 ,
-0,675684524—0,5119283%% 4 0,35716665°—0,15618692-1-0,1937109). ’ < (0.10) ’
LR AL e S 260 .
_ FYTERTO) 0,013290
Dla sprawdzenia wykonywamy mnozenie i bedzie: N (11,1/1)
—62°4-4,99999925—4,00008624-}-2,999910623—2,000007 9z (11,1/0)
, SN (1L1/1) | 8 (11,1/2)
0,9999994iz—0,9 =0. =129 R ] =
| -}-0,99999 ,999999 Q=12 NULo) T L) 0,157853,
_ . 11,1/1) R(1L,1/2) R (1L,1/3)
2) @720 120° — dat-F- 3wt —6u -5 —1=0, =412 ROLY 2 - Loes = 0,4565
) t +3 + : Qo=t—12-0 (11,1/0) 25 nijo) ~ Wiy = e8e1o
R(l)=2, 82 =—38 N(3) = — 36 4) = 29 = -
(1) @) O s N{)=29, x(5)=458, Q=5 U0 KON _ o0
R(6)==455, R(7)==— 4419, N (8)= — 12727, i (9) = 28366, ‘ 8 (1LY0) — R (IL1/0)
}(10)=192982, N(11)==8390, N(12)==— 2175690, w(13)==— 3819042 g = 3 N Q01/0) = 0,088118 .

N (14) = 18154222, N (15) = 74412353, (11 1/0)

- Tym sposobem rozkiadamy rownanie dane na dwa czynniki:

‘Widaé odrazu, Ze stosunek funkcyj alef pojedyiczych do zadnéj ozna- e P 9 y 48467 ’

czonéj granicy nie dazy. Obliczamy funkcye alef ztozone 1-go rzedu: é’ z "0 {)g;igs di:o‘;l;fs 834 0.45651 L 04278—0,088118
II. 2°—0,2884382*4-0,1578532%—0, 224-0,42732—0, .
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7. "Wronski stosuje swoje metode teleologiczng do rozwiazywania ro- ot mit oty i~ i
A M-2) = e M T g T R
wnan 7 — N=01). W tym celu wybiera } tak, by. M bylo najblizszém & (m+2) 1tz + T i 2N 1o A2NH- el AM2N
liczby danéj N, i zalozywszy, ze: e o )
€5 = o M T ION.
s==x—M. ] 2
: .6 3 . mEm—1i1 . Q=111
podsfaww W réwnanie 8 (2m—1) = o Mt 4 17m—m A
M — N =0, (34)
) . oy . ) . R 2m{1 N Qi1 .
Otrzymuje wiedy réwnanie N(Om) = i M+ ’_M_I_ MmN N it a
Zm — m, M 1 + 7y MR gm—2 —t_ (~1)”‘ M — N=0. (35) .

m (m—1) (M—a-1)  mel— Wszystkie te wzory zawierajg sie w og6lnym wzorze
—_ PN —a =

gdzie m, = o - =T

N (w) = Mo {LW (Qmjonis N @mpe-en N2

1wl Jw—mj1 M 1';#3'“.'1;— __,]F’”Tﬁ— e }’ (37)
do ktérego  mozna zastosowaé powyisza metodg i znale$é jeden z pier- )

wiastkéw - . . P
ktéry dla o skoficzondj wielkosci koticzy sig, gdy w—gm << 0, prayezém na-
X ¥ . tatad oo (@1 myetmn
= kh(q(q—) 0’ skad z = =T (Q(-q—)l) — M. (36) lezy pamietad, ze %mﬁ Jest jednosela, gdy w—gm=0, i jest zerem.
gdy o—qm << 0. ]
W rownaniach 2# — N = 0 moima z latwoscia otrzymaé wzér dla funk- ) Dla llgasadnienia wzoru (37) przyjmujemy, Ze jestprawdziwy dla wszyst-
cyl alef pojedyhczdj, jako funkeyi liczb m i M. ‘ kich funkeyj alef do & (w) whacznie i okazemy, ze wtedy bedzie prawdziwy
Obliczajac kolejne funkeye alef pojedyncze, otrzymamy: v idla (w+1). W tym celn szukamy  (w4-1) wedlug ogélnego wzoru na
funkeye alef pojedyiicze
N(1) = mh M met o (Qmgye-mi N (g4 1.m)o—omii Aw
111 . N(w+1)m1)11]|./[“'+1[—1(—m ——lmw++‘ww+]
mat :
¥ (2) = -5 M? s [O™UE (o=t {(g-Lan)o—m—11 N
L *"Z:)M“'“[q;;m‘ =T oa WW+]
mdt
R(8)= T A .
m—1/1 =1 S | — Yi—1 AT (& — mm—{-l—m,’! (q+1"n)m+1—q'|.:i~7il/1 '—l}z ]
(1) = 20 g (= 11 M (— 1=t N Bt [1(.,+1-m/1 o e
mf1 Jranag alrn o y .
8 (m) = ,’llfn_l_ M LN Szereg skoficzony :

' | -1 . )=t 1. m)o- -yt (g1 . myeti—eFi.mi
L PRl mi-1/1 11 (g1 . mjo—om (ot f w1 I
¥ (nt1) = g M+ o MV V(1) =2 o 2 . Xy i M gt (1) Tt e

(qm)yoti—omi1

. + L1
) Hoene Wroiiski: ,Reforme absolne du savoir humain®. T. III. 1%
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T Yo bi—eF it e _ o R _*j oo [ B 10%1 18 15%1 182 ggmn 183 gnwn g4
:%—— [my(w+ 1) (- 1—qm)Y Ly (w1 )2t (-1 —gmeit R(40) =2 { 1o T 5+ e 3t LRt Ry
WIS (L) S B0 185 | 35N 186 40on 187 gpon 1g
oo (1 (oL ] - {oti—eml ) + 1B 935 T3 "R T e 9% T R ?‘—0}
(g+1 . R [(m+1):n/1_‘(Qm)m/l]_i_%l‘f‘::jﬂ (88) =240 4 2% 4 230 gL 9% 2042150 4 9100 L 93]y
== L w--1—aqmf1
T i—gmit 1ot :A+B+0+D+E+F+G+H+J.
Wazér (38) otrzymujemy na mocy teoryi fakultetéw 1). Bedzie daléj o = 135,751
(L. m)e e i oyl (gL m)etieE i gy b= 12760740107
X= Torti—gmjL - 1 wt-1—gmjl . 31.2.34
¢ == 137" b. 18= 37245679.10¢
(gmyeti—mi (gF1. m)et—on ' 38’ 13.91.9
+ QeFi—gmii T 1 @H1—qm/1 ( ) d = 'ﬁ% ¢ 18 = 8216805.10°
Jezeli teraz w wyzé] znalezioném wyrazenivna 8 (w-+1) zsumujemy wy- 6 = 2_5 4. 18 = 184866750.10°
N . - 0 :
razy, zawierajace jednakowe potegi -, i tak otrzymane wspdétezynniki przy '
¥ jace] DOE! 2gm » f=2c 18 = 134433600.10°

réznych potegach % przeksziateimy wedtug wzoru (38'), to otrzymamy dla

funkeyi & (w+1) wzor

35
9=15 D. 18% 8421941.10°

e h=—8a. 187 = 664875858.10°
met11 (21”).:u—|-1——m/1 N (3771)‘*" 1—em, V2 . .
NEREANE To0] Lt L st AL it M_«J (39) i =18 = 1101996110°
. s . . . N A =24 g= 149.10%
w ktérym pamietaé nalezy, ze dla o = wielkogci skonczonéj, wspélezynniki 4 ¢ 4910
B=2% ) = 44242.101

N . . . -
rzy réznych potegach =— stajg sie zerami, gd 1—gm>0, jednodci
przy rémych potegach o stajy sie gly w-Fi-¢ ) ;! O 950 6 — 399999501015

za$, gdy w--1—qm=0. D=292% = 275693454101

A zatem wzér (37) istnieje dla wszystkich warto$ei dodatnich na w.

Dla pokazania, jak w praktyce wzér (37) stosowaé i jakie ulatwienia B =220 ¢ — 193846837,101%
przy samém obliczaniu wprowadzi¢ mozna, wezmy przyklad F=2' f= 14235520.10%%
‘ 25— 18 = 0. G= 21, g= 8624.1915
. H=2, = 21.10%5
Zalézmy M=2, wtedy z—=z—2, )
J= i = 0
235 2.2410.2%— 10252245 242~ 20— 18=0. N (40) =  523821098.10%  lg & (40) = 23,7191830.
Szukamy wartosel funkeyj 8 (40), 8 (41), & (42). o [ BUR O L0%A 18 1% 182 | 20%0 189 95ui 1gt
- R(41)=2 { A7 1868 95 1311 910 121 3T 121 920

) O fakultetach patrz A. 8. Montferrier. Encyclopédie mathématique. T. III -+ 30t . sz -+ 350 ,}_8.6 -+ 4001 . E ] 45 B 18° }
str. 238 i dal. lub Dictionnaire mathématique tegoz autora. RO T T A U U
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=245{ 4+ B, +C + D, + B + F, + G, + H + 7). 20% D
) D, = 2%, —1?,/7-183 = =1 = 392725718 1012
5 £
A= B0 A 4.10% ‘ 27
1 BT =ua= . . 252001 E,
. 5 E, = 2%, T 184 = ?‘% = 419581899.102
— 93 . A 5 )
B, = 2%, 1957 18 =5 = 1229.101 3018t . F
o " Fy =210~ 187 = 1 = 52336471107
— 9% 2%  4e2__ ~ __ 5
C 230, T 182 — EY 1290073.101 ‘ 010 35101 G,
- > Gy = 2%, e 186 = o= 65334.1012
D, — 22, 188 — 2 — 3 15
) T 189 = 55 = 1060359410 L A F o
a5 z =2 g i0i= = 50610%
— 920 . 4 —— = b
By =2% —gn 18t = = 9230802.10% S wn g,
oo 30 g T gagra010m . " . —
1 - e 187 =g = 20. 905057998.1012
g >< 8280
Gy =210 S 180 = & _ 784.1015 ,
; 11 N (42) = T7493880223.101°
.40 ' ) — 4
Hy =20 5187 = —BE“{ = 4108 183 (42) = 248TAT06T.
e lg & (41) — g & (40) = 0,5778021 g & (42) — lg & (41) = 0,5777216.
= =T = 0
D ~ A zatém stosunek funkeyj alef dazy do granicy eznaczonéj; znalazlszy
22016210.10 wige funkeye alef o dostatecznie duzym skaznikn, mozemy stosunek dwdch
>< 90 sgsiednich uwazaé za x, a stad znale§é z.
R (41) = 1981458900.10%

lg & (41) = 24,2969851, Warszawa, w pazdzierniku 1891.

5ézit 1051 18 | 15%1 182 0271 183 . 25281 18+
1201 1371 935 1821 " 910 1271 91 12211 " 920

% (42) = 2% {

L BOMR 18F | sEEn 186 40T 187 | 45 1gs
1171 9@ T izl 930 1798 121 ﬁy}

=246 45 {4+ B+ O+ D+ B+ F, + G, + H, +J, ).

f40/1 A
4y =2~ = 4—21 = 887.10%
, 10%h B
By = 2%, W-IS = 3—1{ = 33215,1012
158001 G
Gy = 2%, 182 = g‘l = 40314768.10%
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