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Jakkolwiek teorya linij geodezyjnych jest w naszym czasie obszernie
opracowans, nie malo jednakze pozostaje do zrobienia, aby doprowadzi¢ jg do
ostatecznéj doskonalosei; sadze przeto, ze uwagi, tyczgce sig najwazniejszych
jéj zasad, ktore zamierzam tu podaé, okazg sig pozytecznemiprzy studyowaniu
przedmiotu i przyezynig sie do niatwienr w réznyeh zastosowaniach.

1. Pierwotne okreflenie linii geodezyjnej, jako linii najkr6tszéj, lacza-
¢éj na danéj powierzehni dwa dane punkty, prawie bezpodrednio prowadzi do
wnaiosku, dajacego inng téj linii wlasno$é, ktéra ja takze zupelnie okredla,
mianowicie: ze plaszczyzna $cisle styezna linii geodezyjnéj w kazdym jéj
punkeie jest prostopadia do powierzchni. Biorae te wiasno§é za punkt wyj-
cia, nalezy zauwazyé przedewszystkiém, ze wyraza sie ona analitycznie przez
réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu; wiee ogélne réwnanie linii geodezyjnéj
w swéj formie skoriczonéj zawiera dwa parametry dowolne C'i . Jesli
wprowadzimy zwigzek dowolny miedzy niemi, naprzyktad C'—=g (C), wtedy
w réwnanin pozostanie tylko jeden parametr dowolny C, dla szczegdlnycl
wartosci ktérego otrzymywaé bedziemy rézne linie geodezyjne. Zbior wszyst-
kich, otrzymanych takim sposobem, linij nazywaé bedziemy wkladem albo sy-
stematem linij geodezyjnych.”

Uklad stanowi element wazny w ogdlnéj teoryi linij geodezyjnych, i naj-
lepiéj jest rozpoczaé od badania wiasnosel ukiadu, gdyz, podlegajae wiekszéj
liczbie réznych operacyj, daje on materyal przystepniejszy dla dochodzenia.
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Z.obaczymy potém, jak z wlasnosei zasadniczych ukladn otrzymujg sie wprost
pierwsze podstawy ogélnéj teoryi linij geodezyjnych.

Ka.zdy 1}k1‘ad moifz by¢ okreslony sposobem czysto geometrycznym; gdyz
wszyﬁ_lﬂe}mle, .sk‘ladaja.c‘e dany uktad, s3 styczne do jednéj i téj saméj linii
‘?bW]Ja.‘]a‘;Ce‘]: ta linia obwijajaca oczywidcie moze byéwybrana dowolnie i okre-
§la'w zupelnosei odpowiedni uklad.

W szcezegdlnym przypadku krzywa obwijajaca moze sig zredukowaé do
punktu.

Na pt?wiel'zchniach obrotowych zastuguja przedewszystkiém na uwage
ukdady, ktérych linia obwijajgca jest réwnoleznikiem.

- klgal-e.szgiz mozna okredli¢ uklad za pomocy jednej z ortogonalnych jego -
rajetory); bedzie on wtedy przedstawial zbior linii geodeg jjnych prostopa-
diych do pewnéj danéj linii, e SHER prostope

2: Jedng z najdoniodlejszych whasnosci ukladn linij geodezyjnych jest
szezegilne wyrazenie rézniczki fuku, nalezacego do ukladu i zawartego mie-
dzy dwoma, punktami zmiennemi. Otrzymuje sie ono droga ZWyczajnego 16-
Zniczkowania. W sanéj rzeczy, niech na powierzehni f=0 dany bedzie
uklad linij geodezyjnych, okreglonych réwnaniami

=1t 0, [
y="r(,0), 1
ZZfS(t:C): I

gdz.ie C oznacza ilosé staly dla jednéj i téj saméj linii w ukladzie, a ¢ jest
zlienna niezalezna, okreélajaca rézne punkty na krzywéj. Wyobrazmy so-
bie na powierzehni dwie krzywe S, i §,, zupeie dowolne, i wezmy pod uwa-
8¢ thkakolwiek linig C, nalezaca do ukladu (1); wartosci ¢ dla punktow prze-
clgeia sl C'z 8, i S, oznaczmy odpowiednio przez #, i t,, mamy oczywiscie

bt =@ (0), b =g, (0).

. f)lugoéé lukn na krzywéj C, zawartegomiedzy panktami ¢ i4, wyraza
sig tak:

(VEREE e

za kierunek dodatni na linii ¢! przyjmiemy ten, ktéry idzie od # do 4,, tak ze
Wartosé (2) jest dodatnig.


GUEST


84 J. SNCHOCKI.

Przyjawszy teraz ilo§¢ C za zmienng niezalezng i uwazajae s jako funk-
cye jednéj zmiennéj C, szukaé bedziemy jéj pochodnéj.

53z %z 3y %y +3Z %z
3 8t90 2t 2toC t 430 at

V& ()
V( DG ]
V< ) ( >l (Zt1

Oznaczywszy przez a, f, y katy, jakie styczna do krzywéj C'w punkcie ¢
twovzy z osiami wspéhrzednych, mozemy napisaé

da

5

ds 3% Ry 9%z . )

W=f (atac cosa—| 330 cosﬂ—l-awa cos'y| df
f

Y G %
)G+ 3] %

stad przy pomocy calkowania czeSciowego otrzymujemy

b
d
d_z,:.-—f ( Gclc0aa+30dcosﬁ+ac d cos y)

+(cOSa—-—+cosﬁ30+GOS%0 +[V )+( ) Zté’

(GOM_‘J“G“’?SG““”*O U/( )] thcl

Wezmy teraz pod uwagg krzyws S, ; rownania jéj otrzymujg sig z (1)
przez podstawienie ¢; (C) W miejsce ¢, przyczém ¢ nalezy przyjaé za zmien-
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ng niezalezng. Niech o, oznacza dugoé tuku na S, , liczac od statego punk-
tu Gy do zmlennego C,iniech 4, u; , v 0znaczaja katy, jakie styczma do S,
tworzy z osiami wspétrzednych, mamy

Zaol,cosll—( ) —}—( )
do, d i
a0 s m = (zlt dtc'"*' CT%'),, ’
do, dt,
a0 s = <dt), aeT
stgd otrzymujemy

Go), = et 3G9 .

Yy do, Qy\ di,
50, = s m a0~ (&), 76"
(% . doy 9z diy
s, = g el ae

Podobne wzory beds mialy oczywiseie miejsce i dla krzywéj Sy,

do;  ay dt,

dx .
(3—0)[ == c0s A, o G ,JZ—O” it d

Podstawiwszy w wyrazenin — 30 POWyZE] otrzymaném, w miejsce
d 2y oz
Go), GO, o),
odpowiednie wyrazenia wedlug ostatnich wzoréw, otrzymamy
tls ( 1
, — aodcos:z—{— clcosﬁ—[—aoc cow)

dos
—+ (cos a cos 4, - cos B cos p -+ cos y cos wy), ll(!

— (cos a cos 4, -1 coS Bcos uy - cos y cos v,), dC‘
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_dty du 3y | oz / dan? | NE . sz 0
qolLs o g T oo B gy teosy 35“] &) +GH +G ],

It Qe dy 2z F] 3 7
4+ eos a=Z + cos g 2L+ cos —~—V oz oy i
aC ot A % ¥ dt (3)‘() "f— (at) _]_(3{ .

Podstawiajac na drugiéj stronie w dwéch ostatnich wierszach zamiast
€05 o, €08 B, cos y odpowiednie wyrazenia, otrzymujemy w rezultacie dla
obydwéch wielomianéw zawartych w wielkich nawiasach wartogé Zero; nazy-
wajac nastepnie przez o, kat pomiedzy krzyws S, i krzywy geodezyjng C
w punkeie ich wzajemnego przecigeia sig, a przez o, kat pomiedzy krzywg §,
1 kierunkiem ujemnym krzywéj geodezyjnéj C, mamy

(cos a cos 4, + cos B COS iz —t COS y €08 "?)r = 08 Wy,

(cos a-cos Ay -}-cos f cos pn + cos y cos ”1), = — 0S8 .

Powyzsze réwnanie przyjmuje tedy postaé;

3
dx 2 ,

ds = —dC’f (%deos a—l—%dcos ﬂ—{—éa—z,dcos y)

t. (3)

—+ cos w, doy -} cos w, do, .

. Dotad nie wprowadziliSmy jeszcze w rachunek gléwnego naszego zalo-
Zenia, Ze linie ¢ s3 geodezyjne, wiee wzér (3) ma miejsce dla wszelkiego ukla-
du, chocby linie skladajace go nie byly geodezyjnemi; w przypadku gdy linie
C sy geodezyjnemi, ma miejsce réwnogé

Qx 2y oz
é—édcos a—l—a—dd €08 /H‘:TO(Z cosy =0,

wyrazajaca warunek wzajemnéj prostopadiosci dwéch prostych
X—r Y-y Z—z
dcosa” dcosf dcosy’
X—2

2z dy oz
aC 2 20

z kt()}‘ych pierwsza jest normalng gtéwna krzywéj C' w punkeie (, ¥, 2), adru-
ga lezy w plaszezyinie stycznéj do powierzehmi w tymze punkeie (z, y, 2);
wige dla uktadu geodezyjnego zamiast (3) mamy ’
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ds = cos wj doy -+ €oS w, doy . : 4)

Jestto wlasnie wzér, ktéry tu cheieliSmy wyprowadzié z caly $cistodeis,
gdyz, jak juz wyzéj powiedziano, odgrywa on role zasadnicza w teoryi linij
geodezyjnych. Pierwsze jego zastosowanie polega na ustanowieniu dla krzy-
wych na jakiéjkolwiek powierzchni teoryi rozwinietych i rozwijajacych, zu-
pelnie podobnéj do téj, ktéra ma miejsce dla krzywych na plaszezyznie. Na-~
stepnie  wzdr ten prowadzi bezpodrednio do znanych powszechnie dwoéch
twierdzei Gaussa.

Pierwsze z nich polega na tém, Ze jezeli obie krzywe S, i S, przecinaja
wszystkie linie geodezyjne C ortogonalnie, wtedy dlugo$é s jest iloscia stala,
a takze i odwrotnie, jedli krzywa 8 przecina wszystkie krzywe (' pod katem
prostym i przytém diugosé s jest stala, to wtedy krzywa S, jest rowniez orto-
gonalng trajektorys krzywych C. W takim razie krzywe S, i S, nazywajg
sie rownolegtemi.

Drugie twierdzenie G-aussa stosuje sie do przypadkn, kiedy wszystkie
krzywe C'w ukladzie przechodza przez jeden i tenze punkt O, a krzywa S,
redukuje sig do tegoz punktu O; wzor (4) przyjmuje wtedy postaé

ds = do, cos w, , (5)
skad widaé bezposrednio, ze jesli s jest iloscia staly, to S jest trajektorys or-
togonalng dla ukladu C inaodwrét. W takim razie krzywa S, nazywa sie
linig kotows na danéj powierzehni. ’ i

3. Zwykle malo zwraca sie uwagi na te okolicznodé, ze forma wzoru

ds = do; c08 w; -} do, €08 w, 1)

jest charakterystyezng dla linij geodezyjnych, mianowicie:

Jesli w ukladzie kraywych C dla wszelkich dwdch kraywych ting Sy 7 S,
ma migjsce wzor (1), to wszysthkie linde C sq geodezyjne.

Dla dowiedzenia tego wezmy wzor

Iy
N )
ds=—d C’j (%clcos«x-}-g—gdcosﬁ—}—g%d cos y)
[

-+ ¢cos w, do; + cos w, doy ,
ktory, jak nam wiadomo, ma miejsce dla nktadu zlozonego z jakichkolwiek li-

nij, i wprowadzmy do niego nasze zalozenie (1); otrzymujemy

- X qy oz )
j (—af,flcos “+@‘Z cosﬂ-l—a—c—,cl 08 ;/):0.

[
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Rownos¢ ta ma miejsce przy wszelkich wartodciach t,, wieec w miejsce
1y mozemy napisaé poprostu ¢;

i
2x dy oz
[ (mdcos a—{—md oS ﬁ—{—@d cos y) =0;
;
stad, biorge pochodng, otrzymujemy
2z 2y oz
mdcos a+5z,fl cos ﬂ—}-a——cdcos y=20,

Da mocy czego winosimy, ze normalna gléwna kizywéj € w kazdym jé&j punk-
cie jest prostopadla do prostéj ) TARE
X—a Y—y Z-—z
2z — 9y oz

aC aC aC

A poniewaz taz sama normalna gléwna jest zawsze pr ’
stycznéj g J ze prostopadly do

X——.Z_Y—y__z_z
az 3y | &
ot R E3

L]

Wiee musi byé prostopadly do plaszezyzny stycznéj, innemi stowy, linia C jest
geodezyjng. ’

4. Przypu$émy, ze mam i ; ,
i ) y powierzehnia, wyrazona za pomocy tr
réwnai » WY ) ! 3 trzech

z=@ v, y=yp@Wv), =20 (%, v).
tnis k?z;i:géir;ap\:;ﬁzii lila_na jednéj. ze zr_niennych w Iub v okresla odpowie-
) ! ni, a przeciecie sig dwéch krzywych
% == const., o == const.
daje punkt (u, v).
Wezmy pod uwage dwa punkty nieskoriczenie blizkie i wyobrazmy sobie

> . nakreslone krzywe wspélrzedne, prze-

/ chodzace przez kazdy z nich; za kie-

B _ /M wrdu runek dodatni na kazdéj z krzywych
j‘ “ : u, v, liczac od punktu B, przyjmujemy
,M/ ]i 4 ten, wktirym wartogé « Inb v wzrasta.

| i
) ; ‘Wrorowadimy zwykle przyjete ozna-

czenia:
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9\ | Ry | rdzy? 3z 3 379
R T £ ]

=G+ &)

cv

i nazwijmy dtugosei Iukéw MA, MB, MM odpowiednio przez do;, doy, do;
dla dwoch pierwszych mamy wzory

doy =VC dv, doy= VA du;

3 to poprostu rézniczki tukéw na krzywyeh wie; co sig zas tyczy Iuku do,
to, odrzucajac ilogei nieskoriczenie male wyzszego rzedu, mozemy napisaé

do? = d? 4 dy® + dz?,

gdyz zamiast, fuku vﬂ/[M’ mozemy wziad cigciwe MM’ lepiej jednak wziaé pod
uwage rzuty elementn do pa osie X, ¥, Z; w rzeczy saméj, rzut linii do na oS
X réwna sig

dx 2z
doc:m dw - 3 dv
== VA du cos (v, z) + VC dv cos (u, T)
= do, cos (v, z) -} doy cos (u, z).
Podobne wyrazenia otrzymujemy dla dwdch pozostalych rZutow
dy = do, cos (v, X) -} do; cos (u, T,
dz = do, cos (v, Z) - doy cos (u, Z).

Rownania te pokazujg nam, ze jezeli odrzucimy ilodei nieskoiiczenie
male wyzszych rzedow, tn element linijny do moze by¢ uwazanym, jako prze-
katna réwnolegtoboku zbudowanego na liniach

do, = VC de, doy = VA du,

© 2 ktoryeh pierwsza lezy na stycznéj w punkeie A do krzywéj w. Stad wyni-

ka nastepujacy wzor dla wielkoSei do
do? = Adu® -+ 2 VAC cos w du dv + C.dv?,
albo, po wprowadzeniu ilodci B, ktéra oczywiscie jest réwng VAC cos w:

do® = Adu? + 2 Bdu dv + Cdv?. )
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Niech O oznacza punkt staly na powierzchni, & M punkt zmienny, i niech
8 = OM bedzie hukiem geodezyjuym, tgezacym O z M: ilogé jest funkeys
dwéch zmiennych niezaleznyeh w i v, Jjéj rozniczka zupelna réwna sie

s %
= — dv.
ds o b - 5

Pochodna czesciowa ;;Z moze byé wyrazong za pomocg wzorn (5) w po-
przednim numerze, gdyz wyraza ona pochodng tuku s w nkladzie linjj - geode-
zyjnych; takze i pochodna %Z— moze by¢ wyrazong pray pomocy tegoz wzo-
TU; W rZeczy saméj mamy

33

5— du = da, cos 0,
D ? ?

2
T dv = doy cos b;

gdzie 6, i 6, oznaczaj katy, Jakie przediuzenie linii OM w punkeie tworzy
z liniami wspéhrzednemi 21 ». Roézniczka zupelna ds wyraza sie tak:

ds = doy €08 6, - do, cos 6,

lecz summa rzutéw dwéch elementdw doy i do, na jakakolwiek of réwna sie
rzutowi elementn do na tez same 0§, mamy przeto

ds = do cos 6, . (2)

gdzie B oznacza kat miedzy przedluzeniem OM i elementem do .

Odlegtos¢ geodezyjna dwich punktéw zmiennych (u, v)i (u, V') jest
funkeyg czterech zmiennych, jéj rézniczka zupelna Jjest sumg dwéchrozniczek:
Jjednéj wagledem zmiennych v i v, drugiéj wzgledem dwéch pozostatych zmien-
nych »' 1 v/, mamy wige

ds = do ¢os 6 -~ de’ cos §. (3)

Forma tego wzorn jest taz sama co i wzorn (4) w poprzednim numerze,
wzgledem ktérego (3) jest uogolnieniem.

5. Na mocy Powyzszych wywodéw latwo jest dowiege nastgpujacego

twierdzenia, znanego dobrze w nauce, - lecz zwykle wypro wadzanego przez
autoréw sposobem ubocznym

Warunkiem koniecanym tdostateczrgmna to, aby wszysthie linde w whladzie

z=/r( C), y:f‘2 (& O)$ =/ (t’ C)

byly geodezyjnemi jest, 12by wszysthie ich styczne byly normalnems do jednéj ¢ té
oy pouterscin Przypusémy najprzod, - ze Wszy'stkie
styczne sa prostopadie do pewnéj po-
wierzchni P, niech ¢bia'd przedstawia-
ja nam dwie krzywe danego ukladu nie-
skofezenie blizkie i zawarte miedzy do-
wolnemi krzywemi Sy i Sp; niech naste-
pnie ad, ¢’ &', bB i b'B przedstawiaja sty-
czne do ab i &/'d’ wich poczatku i koicn,
a punkty 4, 4’, B, B' niechaj beds punk-
tami spotkania tych styeznych z po-
wierzchniag P. Na mocy znanych wia-
snofci rozwijajacéj mamy

ad —bB=ab,
ad' —bB=a'l',

stad, czynige @'V — ab = ds, otrzymujemy
ds=d (ad) — d (bB);
lecz znowu z innéj strony, nazywajac

aa’ = do, 0 = doy ,
mamy
d(ad) =docos w, d(bB) = doy co8 w;;
wiec
ds = do cos w + do, €0S @, .

‘Wyrazenie to dowodzi, ze ab jest linig geodezyjn@. ) o

Przejdzmy do przypadkn odwrotnego; przypusémy, ze “.rszyst.kle kr Z)lr\xfe
w danym ukladzie sa geodezyjne, i niech aa/, bb" prz«.adstawwpa dwie dowolnie
waigte trajektorye ortogonalne w tymze nkladzie; mieé bedziemy

ab = a'l’.
Przyjawszy teraz trajekiorys ae’ za poczgtkows, - odtézmy na stycznych
ad, &'d’, ... jedne itez samg dlugosé dowolng
ad=dA' =...=k,
nastepnie na kazdéj innéj stycznéj w jakimkolwiek punkcie na powierzchni,
naprzyklad w b, odlozmy dingosé
bB=F%k — ab.
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Miejsce geometryczne wszystkich punktow, takich jak 4, 4, B,...
przedstawia¢ bedzie pewna powierzehnie, ktéra przecina¢ bedzie proste a4,
@4, b8, . .. pod kgtem prostym.

Rzeczywiscie, wedtug zalozenia mamy

ad — bB = ab,

WA — VB = q'l,
stad otrzymujemy

@l — ab == bB — VB,
lecz ab = o', przeto
d(bB) =0,
albo
D' cos w, 4+ BB cos b BB = 0.

Wedtug zalozenia b)’ przecina linig ab pod katem prostym, wige cos w,
= 0,1 ostatnie réwnanie przyjmuje postaé

BB cos bBB' =0,
stad wnosimy

cos bBB' = 0,

czyli, ze prosta 0B jest prostopadla do tuku BB';lecz z ogolnéj teoryi rozwi-
nigtych wiadomo, ze styczna bB jest prostopadly do ukn rozwijajgeéj; bedac
zatém prostopadiy do dwoch roznych kierunkéw na powierzchni, jest tém sa-
mém prostopadls do saméj powierzchni 4BE .

Nalezy tu zwricié uwagenato, ze w szezegblnych’ praypadkach powierz-
chnia ABB' moze sig zredukowaé do linii.

6. Wilasnosé ukladu linij geodezyjnych, dowiedziona w poprzednim nu-
merze, doprowadza latwo do rezultatéw analitycznych, - ktére nie mogg byé
puminietemi.

Przypudémy, ze z kazdego punktu z, Y, 2 na pewnéj danéj powierzehni
wychodzi prosta; niech dostawy katow, ktére ta prosta tworzy z osiami wspol-
rzednych, bedy X, ¥, Z. Sa to pewne funkeye zmiennych z, y, z, czyniace za-
do§6 réwnaniu )

b O, (NEP Y

‘Warunek niezbgdny i dostateczny, 2eby wszystkie te proste byly pro-
stopadlemi do jeduéj i téjze powierzchni, polega na tém, zeby wyrazenie

Xdo+Ydy+ Zdz,
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uwazane jako funkeya dwdch zmiennychniezaleznych, byto rézniczks zupelna.
Otéz zajmiemy sie teraz blizszém rozpatrzeniem tego warmnku.

Zigolzimy sie przedewszystkiém punkty na danéj powierzehni okreglaé
za pomocy jakichkolwiek wspolrzednych krzywokreslnyeh wiwv, i niech ré-
whanie

£ (u,0,0) =0 M

0 parametrze dowolnym a przedstawia wszystkie krzywe danego ukladu.
Przez kazdy punkt na powierzchni przechodzi jedna kyzywauktadu (1) i dwie

‘krzywe wspolrzedne

% == eonst., v = const.;

kat, jaki w tym punkeie tworza miedzy sobakrzywe w i o, bedziemy oznaczali
przez w, a kat miedzy krzyws (1) i krzywg w — przez 6. Tak 0 jakiw sa
oczywiscie funkcyami dwoch zmiennych niezaleznych w i v, z ta tylko réznica,
ze w nie zalezy od zadnych ukladéw na powierzchni, gdy tymezasem 6 okre-
§la sie za pomoca réwnania (1),

Dingosc tuku OM = ds, zawartego miedzy punktami (w, v) i (w4 du,
v - dv) wyraza sie wiadomym nam sposobem

A = A dw? 4+ 2B dudv + Cdv?; (2)

kat w otrzymujemy z wzoréw

B . _1/40—B
2 ma=]/255E o)

kat zag 6 z réwnania

du_ l/_g sin 6 (4)
‘v 4 sin(w0—0)’

z ktorego ilosé stala @ powinna byé wyrngowana przy pomocy (1).

Biorac to wszystko pod nwage, przejdzmy do utworzenia kryteryum,
aby przy wszelkich wartodciach na a krzywe (1) byly geodezyjnemi. Pole-
ga ono na tém, ze wyrazenie

9z

oz 2y . 2z dy ,3_2)
(Xm-}— Ya“ﬁ"‘“%ﬂ) du—]—(Xa—v+ s
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powinno by¢ rézniczkq zupelna; lecz oznaczywszy przez o, f,y i o, B,y
katy, jakie krzywe w i v w punkeie (w, v) tworza z osiami wspdlrzédnych
prostokreslnych, mamy

dr . — .0y , 0z ST .

o=V 4 cosa, ——au—-VA s, go=VAcosy ;

dx dy — 0z —
=VTe °Y_ y % _y .

T V0 cosa, 7 VCcos g, % VCecos y,

i powyzsze wyrazenie rézniczkowe moze byé napisane tak:

VA (Xcosd + Yeos f+ Zoos y) du+ VT (Xeosa-k Yeos S+ Zeos y) dv,
albo )
V4 cos (w—b) du < VC cos 6 dv.

Otrzymujemy stad nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Aby wszystkie krzywe w uktadzie f (u, v, a) = 0 byly
geodezyjnems, jest konieczném ¢ dostatecaném, éby kgt © zawarty migdzy jakq-
Folwiek rzywq danego whladw i krzywg wspdlreedng w, wwazany zo Junkeyq
dwdch zmiennych niezaleznych wi v, zadosé czynak réwnaniy

aVd cos (w—8) 9V Cecos @
dv T u

Ze wzgledu na waznosé tego twierdzenia, postaramy sie dojé¢ do niego inna
jeszeze droga.

7. Niech § przedstawia nam trajektorys ortogonalug krzywych
w ukiadzie /' (%, v, a) = 0; przez kazdy punkt (u, v) na powierzchni przecho-
dzi jedna krzywa danego ukladu, ktéra spotyka trajektorys Sw pewnym
punkeie 4; jesli punkt wzighy pod uwage jest M, to dtugo$é luku AM nazy-
waé bedziemy odleglodeiy geodezyjng punktu M od krzywéj & i oznaczaé ja

bedziemy przez p; ta iloSé jest oczywiscie funkeys dwoch zmiennych niezale- .

znych 2t 1 v.
Rézniczka zupelna funkeyi p wyrazi sie wedlug ogolnego wzorn dla ro-
zniczki tuku geodezyjnego
dp = MM cos M'MN.

Lecz element linijny MM j est, jak
nam juz wiadomo, przekatng réwnole-
gtoboku zbudowanego mna elementach
VA dwi V0 dv; 7 nich pierwszy lezy
na stycznéj do krzywéj v, deogi na
stycznéj do krzywéj w; wiec rzut linii
MM = ds na jakakolwiek of réwna
sl summie rzutow linij VA du i VT do
na tez same o, mianowicie:
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MM cos MMN = VA du cos (v, MN) -4 VC dv cos (v, MN),
to jest,
dp=V4 cos (w—8) du - VCcos 6dv.
Réwnanie to pokaznje, ze wyrazenie
VA (cos (w—8) du + 1T cos 6 dv

jest rézniczka zupelns, i précz tego wskaznje nam geometryczne zuaczenie
jego calki,
8. Jedli funkcya 6 = F (w, v) czyni zado$é roéwnanin

3 VA cos (0—8) =28 VC cos 6
dv du ’

to wszystkie proste styczne do danéj pnwierzchni, tworzagce w punkeie sty-
cznosei 4 linia wspélrzedna  kat rowny F (v, v), beda prostopadle do jednéj
i téj saméj powierzchni, a w punktach styczno$ci beda stycznemi do linij,
tworzaceych na powierzehni pewien uklad geodezyjny. Dla wyznaczenia tego
ukladu nalezy znalesé calke ogélng rownania (4) w numerze 6.

Gdyby funkeya F (u, v), w wyrazeniu swém zawierata staly dowolng
a, w takim razie catka ogdlna réwnania (4) n°® 6 zawieralaby stale dowolne
dwie i przedstawialaby réwnanie ogdlne linii geodezyjnej.

9. Wezelka linia geodezyjna moze hyé zawsze uwazana za nalezgcg do
jakiego$ ukladu; wiec z tego, co byto wyzéj powiedzianém, wynika, ze wspdl-
rzedne kazdego punktu na danéj linii geodezyjnéj G'ikat 6, jaki w tymze
punkcie krzywa G tworsy z krzywa u, czynia zado$¢ nastepujaeym dwom 16-
wnaniom rézniczkowym: .

_ _ Ve ' VA
VA siu (0—8) o0 4-VC sinﬁ-g%:cosﬁ guc — cos (o—0) A i
— dw
/ i f) —
VA sin (w0—H6) o
au ' dv @)

VOsin6 VA sio (0—6)

z ktérych pierwsze, jak widzimy, jest réwnaniem o pochodnych czedeiowych,
drugie—zwyczajném ’

Stad latwo otrzymaé nowe rownanie rézniczkowe zwyczajne ze zmien-
nemi 6, » i w; w saméj rzeczy, mamy

9 96
d6~_——‘%~ du—}—f%— dé .
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skad przy pomocy (2) znajdujemy

—= . a0 - a6
VCsin 6= + VA siu (0-6)

= — [T
@ VCsin b
a biorge pod uwage (1), otrzymujemy
v o dw VA

. cos 0 ;’“ + VL sin (0—8) 57 — cos (0—0) ,

o= VT sin 6
albo

1 7oVC  VAcosw L edsinw i
df = Yol e — T] cot 6 du Ve T e -

Podst;iwiwszy po stronie prawéj w miejsce sin w icos @ odpowiednie
wartodei, otrzymamy

’ 14C 18R 1 B 60] B
da:[ﬂ)—ﬁ"f}-ﬁ_{*?ﬁ% cot 6 du
1 1éd ~BIB | 1

Vic—p L2 %

7 (2) znajdujemy
s Bdu -1+ Cdv

sinb T VI Bcosh

skad
Bdu 4+ Odv ;

cot 6 du = i

Podstawiwszy t¢ wartosé w miejsce cot -6 du po stronie prawéj poprze-
dniego réwnania, otrzymujemy

| B 9C 947,
2VAC—B? A = _—C—W_%J du
oC b B aC
+[§;—2%+‘0‘§5 do. @)

Réwnania (2) i (3) razem przedstawiajg ogélne réwnania rézniczkowe
linii geodezyjnéj w t&j saméj formie, w jakiéj je podal pierwszy raz Gauss;
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kat 6 .od_gry'w{a tu rolg ilosei poboeznéj, wprowadzonéj do rachunku dla dogo-
dnosci; jedli ja wyrugujemy, to mieé bedziemy jedno réwnanie drugiego rzedu
z dwiema zmiennemi # i ».

) Metoda, ktiréj nzylismy tn, doprowadza nas do nastepujacego twierdze-
nia:

Twierdzenie.  Wszelka linia, geodezying jest charakterystyke  réwnania
o pochadmych czeseiowych

0VA cos (w—8) _ 91T cos b
o - du '

to jest, jezeli to réwnanie przedstwwing pod postaciy

o8
ou

]
U— -+ v =W,
0 ogdlne réwnania rdiniczhowe ling geodezyjnéj mogq by¢ napisane tuk:

du _ dv a8

T VoW
0. Niech ,
v 8)=a 1)
przedstawia jedne calk§ ogdlug réwnanh linii geodezyjnéj

du dv dh
T TS ' (@)

Rozwigzawszy (1) wzgledem 8, otrzymamy funkeys
= (v, @), 3) -
zado$é czyniaca réwnanin

9VA cos (@—6) _ 3VC cosh “
av - ouw )

i naodwrdt, jesli sie nam uda znaledc funkeys £ (u, v, a) ze stala dowolny a,
ktéraby czynila zadoséréwnanin (14), to ¥6wnanie (3), albo réwnowazne z niém
(1), da nam calke ogdlng ukltadn dwoch réwnai (2).

Dla zupetnego rozwigzania ukladu (2) pozostaje znale$é jeszcze druga
calke ogélng

By (u, 0, 0) = b; ' (%)

Prace matem.-fizyezne, T. I1L B T
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jesli jg znajdziemy, to wyrugowawszy 8 zréwnah (1) i (5), mie¢ bedziemy
og6lne rownanie skoficzone linii geodezyjnéj. ’ ' )
Tktad (2) albo, co na jedno wychodzi, réwnanie (4) pos‘md% .szc.zego na
wlasnodé, wskazang przez Jacobi’ego, polega,jgc@ na tém, ze jezeli Z}lam%
jedn cilk@ ze staly dowolng, to juz daléj przy pomocy zwyczaJny’m
kaagratur znajdziemy i druga calke ze stala (1owo%naz, a tém salmel‘n
otrzymamy rozwigzanie zupelne ukladu (2), albo, co na jedno wychodzi, ré-
. 4 . C—.
Wﬂaﬂlg«l; )dowiedzenia tego zwrocimy naprzéd uwage na nastepujace twierdze-
ie pomocnicze: . ) } »
ner Niech na powierzchns dana bedzie krzywa A0, kidrg wyznacas wir tosc
aramelru a; weimy na powierachni jakikolwiel punkt M, Ftdrego wspolraedmne
i‘p wiv, ipreeprowaddmy przezen linig geodezying MA prostopfndl’q. do 40;
dlugosé éuku MA omaczmy przez p. Llosé p jest pewng funlicyg tlosei v, v i a,

- dp L L,
majgeq te wlasnodé, Ze j&j pochodna czqscwwu—a% zachowuje jedne © teZ samg

warlodé we wsaystlich punktach Trzywéj geodezyinéj MA.

e Rueczywiscie, niech OB

M( przedstawia krzywa, odpowia-

\1 ' dajgca nowéj wartosci parame -

\\ tru @, 1éwnéj o - A a, MB

\\ ' linia geodezyjna, przechodzacy

\’\ 0 przez M i prostopadty do OB,

4 ,/\’\ﬁ//j'% oznaczmy przez C punkt prze-
1/3& ciecia MA z OB; mamy

op . AB
MA =p, J]_[B:p—}—éz), a—a:cosahm——ﬁ—a

gdzie a oznacza dla skrocenia kat CAB, za$ Ik AB jestto miejsce geometry-
czne punktu B przy zmianie iloci ciagléj @ od poczatkowéj wartodei a do
wartosei o + A a. . ' )

Wezmy pod uwage tréjkat prostokreslny ABC, oznaczmy jego Dhoki
przez A8, BC, AC, akaty przez A, B, € bedzie -

T T ain (1
Ll =—=cos ¢ lim - 4B =cosalim 4Csin

EP Aa sin BAa ’

albo
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op . 4C . sin
—— == 08 a lim -=—— lim =
o A sin B

— cos alim AC limsin ¢
- Ae  limsin B °

lecz oczywiscie

. . . T
lim sin €' = sin - =1,
2
.

lim sin B = lim sin (z— A — G) = lim sin (% — A) = oS a,

przeto

[

. AC
B = lim

Aa

Prawa strona tego rownania weale nie zalezy od migjsca, jakie punkt A/
zajmuje na krzywéj MA; wiec we wszystkich punktach téj krzywéj wartosé

%‘2— jest étalq,. Co bylo do okazania.

Uwaga. Moze sig zdarzyé, ze ilogé —‘% jest stala sposobem tozsamym,
to jest dla wszystkich punktéw na powierzchni. Bedzie to mialo miejsce
tylko wtedy, gdy krzywe OAi OB sg réwnolegle; lecz przypadek ten nie ma

dla nas zadnéj wagi: w dalszych zastosowaniach Iatwo bedzie domysli¢ sie,
Ze tam miejsca on mieé nie moze.

Zwracajac sig teraz do twierdzenia Jacobi’ ego, przypuscimy, ze zna-
lezliSmy jedne catke réwnania (4) w postaci (3); wiee dla téj funkeyi suma

VA cos (@ — 6) du -+ VT cos 6 dv

Jest réiniczks zupeing pewnéj fankeyi P (u, v, @), ktéra potrafimy znaleé je-
dynie za pomocy zwyczajnych kwadratur; dla skrécenia bédziemy jg czasami
oznaczali poprostu przez P.

Przy kazdéj wartosci szczegdlnéj dla ¢ dwa réwnania

du dv
— = —— o =1 (4, v,
Y sin 6 V4 sin (w—8) ACRE

.Wyzuaczaj@ pewien uklad linij geodezyjnych, ktérvego jedna kiérakolwiek

z wielu ortogonalnych trajektoryj zawieraé bedzie w swém réwnaniu para~
metr a, tak Ze ze zmiang tego parametru beda sig zmienialy jednoczesnie
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i uklad linij geodezyjnych i jego ortogonalna trajektorya, wzigta pod uwage.
Nie moze byé przy tém, aby rézne potozenia trajektoryi ortogonalnéj byly ré-
wnolegtemi, gdyz w takim razie uklad geodezyjny pozostawatby niezmiennym,
innemi stowy, funkeya / (w, v, a) nie zalezataby od a, co sprzeciwia sig zato-
Zeniu.

Oznaczywszy przez p odleglodé geodezyjng punktu u, v) od trajektoryi
ortogonalnéj nkladu mamy (n® 7)

dp=VA cos (co—ﬂ) du -V Ccos 6 dv ;
wiee, na zasadzie powyzszego okredlenia funkeyi P, bedzie

dp = cZP s
p= P+¢,
gdzie C oznacza ilo§é staly, zalezgcg w {)gdle od a.
Przychodzimy stad de wniosku, Ze réwnanie
. . P = const.
wyznacza trajektorye ortogonalne ukladu, okreslonego przez wartose ‘parame-
tr{l a; w szezegolnodei
P (u, v, 6) = P (16, 0, @) (6)
jest rownaniem trajektoryi ortogonalnéj, przechodzgcéj przez punkt dowolny
(g, vg). Wailr
p=P @, a) — P (u,, v, a) (M
daje odlegtod¢ geodezyjng jakiegokolwiek punktn (u, v) od krzywéj (6).
Na mocy wyzéj dowiedzionego twierdzenia pomocniczego, biorgc pod

uwage wzor (7), przychodzimy ostatecznie do wniosku, ze we wszystkich punk-
tach jednéj i téj saméj linii geodezyjnéj, nalezacéj do naszego ukladn, wartosé

pochodnéj czefeiowé] jest stala; wieec réwnanie jakidjkolwiek linii

geodezyjnéj naszego ukladu mozna napisaé tak:

d.P
da

=0 (®)

gdzie b przedstawia nowa ﬂosc stalg, wyznaczajgca rézne linie geodezyjne
w ukladzie. .

Roéwnanie (8) przedstawia oczywiscie w formie skoficzondj rdéwnania
wszystkich linij geodezyjnych na danéj powierzchni: jestto druga catka o0gol-
na ukladu (2).
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Il Przypuszezajae, ze funkeya 6 = f (u, o, @) jest nam znang, zobacz-
my, jak wyrazi sig odlegtosé geodezyjna dwdch jakichkolwiek punktéw na po-
wierzehni.

Ogdlne réwnanie linii geodezyjnéj, przechodzacéj przez punkt (uy, vg)
przedstawia sie tak:

OP (u,0,a) 8P (u,n),0q)
o B da @

Aby linia ta przechodzila nadto przez drugi puukt dany (u, , v,), mamy
warunek

SP(u,v,0) _ 8P (4,2, o
da - a (&)

Wyrugowawszy z (1) 1 (2) ilo§é @, otrzymamy réwnanie linii geodezyj-
néj, Igczged) (uy, vo) z (g, vy); Wiee warto§é a otrzymana z (2) Wyznacza ta-
ki uktad linii geodezyjnych, w ktérym linia przechodzaca przez jeden z punk-
tOW (%, , g), (1, v,) przechodzi takze przez dmgl

Lecz z poprzedniego numeru wiadomo juz, ze odlegtodé geodezyjna
punkéu (u;,v;) od trajektoryi ortogonalnéj ukladu, przechodzacé) przez punl\t
(1y, ), TOWNA sie .

Py, v, a) — Pluyy, v, a);

jedli przeto w tym wzorze na « damy wartos$é otrzymang z (2), to znajdziemy
oczywideie odlegto§¢ geodezyjng punktu (u;, ) od (4, %,). Mamy wiec
twierdzenie:

Odlegtosé geodezyjna d dwdch punkidw (wy , wy) © (w;, v;) wyznacze sie za
POIROCG WHOT

CZ=P(101,Dl,(L)———P(’MO,ﬂO,(I;),

prayezém wartosé na o otrsymuge sie 2 rdwnanic

0P (uy,v,0) 3P, ,a
o6 oa

=0

12. - Przejdimy teraz do niektérych wnioskdw, Wypl‘yW&j@cych bezpodre-
dnio z réwnania geodezyjnego

8V A cos(w—0) _ 3V C cosb
v - du

1

Kladae najprzod 6 = 0, otrzymujemy warunek konieczny i dostateczny,
aby wszystkie linie wspélrzedne w byly geodezyjnemi:
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aVAcosw 9VC

B = Tou
czyli
52
sve TG . @)
6 v

Podobniez kladae 6 = o, otrzymamy warunek komeczny i dostateczny,
aby wszystkie linie v byky geodezyjnemi:

-
VA " VA . » (8)
w o

W przypadku ukladu wspélrzednych ortogonalnych mamy B = 0, watu-
nek (2) doprowadza do twierdzenia powszechnie znanego, mianowicie: aby
* wszystkie linie « byly geodezyjnemi, jest konieczném i wystarezajacém, by
wspélezynnik € byl funkeys tylko jednéj zmiennéj o.

13. Za pomoca powyzszych réwnan tatwo mozemy dowxeéé nastepuja-
cego twierdzenia Liouville’ a:

Jezeli na powierzchig istniejg dwa uklady lZWLj geodezyjnych, praecinajg-
cych sig pod kgbem stakym, to powierschnia jest albo plaszczyznag, albo rozwijalng
na plaszczysne.

Oznaczajac przez k ilosé stal@, mamy

_B_
cosw="r= Vic
réwnania (2) i (3) w poprzednim numerze majg miejsce jednoczesnie i odpo-
wiednio przyjmujg postac

O
i ol
_ 1)
av4 — 2V C s ‘
' o

Mnozge wzajemnie obydwie strony tyeh réwnat, otrzymujemy

2V C oV4

I)Qu cu-;'

leez %2 nie réwna sie jednosei, przeto
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aVC 2vd -
u o =0 (2)

Z (1) i (2) wnioskujemy, ze

Ve evd
- v

=0,

co pokazuje, ze 4 jest funkeys tylko jednego #, a C — jednego v.
‘Whprowadziwszy w miejsce zmiennych « i » nowe zmienne o' i o', wyzna-
eZone za pomocg rowaan

VA duw = dv',
VO dv = v,

nie zmieniamy w niczém samych linij wspélrzednych, a element linijny na po-
wierzchni wyrazi sig w nowych zmiennych tak:

ds? = du? + 2 cos w du’ dv’ -+ dv'® .

Stgd bezposrednio widaé, ze powierzchnia jest rozwijalng na plaszezyzne.
14. Dajmy, ze mamy uklad wspélrzednych ortogonalnyeh, w ktdérym

- wszystkie linie » s3 geodezyjne; w takim razie WZOI dla elementu linijnego

sprowadza sig do nastepujacéj postaci:
ds* = du? - m? dv® , (1)

gdzie m przedstawia pewng funkeya zmiennych % i v.  Zmienna w oznacza tu
odleglodé gendezyjng punktu (u v) od jednéj z krzywych « = const., wybra-
néj dowalnie.

Rowname geodezyjne o pochodnych czesciowych, odpowiadajace formie
(1) jest takie:

e 80
m cot 6 ”_u,_}_%:—m“’
gdzie w/, == g%; otrzymujemy stad réwnania charvakterystyki
dw . do d .
meot® 1wl @)

Sa to tez same réwnania, ktére Gawuss podal pierwszy raz w swojéj
rozprawie: ,Disquisitiones circa ete.*

5. Wezmy jakakolwiek powierzchnie obrotowsa, nazwijmy przez % od-
leglos¢ jakiegokolwiek punktu od bieguna, liczac, naturalnie, te odleglosé po
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fuku poludnika, a przez v oznaczmy kat miedzy poludnikiem danego punktu
- ipewnym poludnikiem statym, przyjetym za pierwszy. ~Diugo$¢ elementu li-
nijnego na powierzchni wyrazaé sie bedzie tak:

ds? = du? 4 2 do?, 1)

gdzie r, przedstawia pewng funkeys jednéj zmiennéj w: jestto promien réwno-
leznika, przechodzgcego przez punkt dany.

Linia 2 = const. przedstawia réwnoleznik, a v = const. poludnlk
Rownanie geodezyjue o pochodnych czesciowycli jest nastepujace:

or, Sin 6 9 cos 6
T T @)
u v

Uczyﬁiwszy
7, 8in 0 =« s
gdzie o jest Hlodciy staly dowolna, otrzymamy fankeys 6, oczywiscie czynia-

cg zadosé réwnanin (2). Wiynika stad nastepujace twierdzenie:

Na powierzchni obrotowd] w kazdym punkcie na danej lini geodezyinéj
dloczyn = promienia odpowiedniégo réumolesnika przez wstawe kqta Jaki linda,
geodezyjne czyni & potudnikiem, jest dloscig stulg.

Na mocy tego twierdzenia zagadnienie o liniach geodezyjnych na Jjakiéj-
kolwiek powierzchni obrotowéj sprowadza sig do zwyczajnych kwadratur.

Funkeya P, ktéra dla powierzehni obrotowéj wyznacza sie z réwnania

dP =cosbdu+ado,
jest taka:

P:a@——}—}] 1 — ;LZ du .

Biorge pochodng czesciows funkeyi P wzglqdem a, otrzymiujemy ogélne
réwnanie linii geodezyjnéj w postaci skoticzonéj

[' du ) 5
V=g | T
Jore Vit —a? +0o,

gdzie b jest ilosé stala dowolna.

Ogélne réwnanie linii geodezyjnéj, przechodzacéj przez punkt (24, 2,),
przedstawia sie tak:
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k3

. du .
vmsmaf e ®

th

gdzie a jest stala dowolna.
Odleglosé geodezyjna punktéw (u,, v,), (u,, ;) Wyraza sie wzorem

a (v, ;) ——/ I/ 1____(lu

przyezém wartosé ilosel o otrzymuje sig z réwnania
"y
v » “ / du
1 Oy = e ————
7 Vr2 — a?

s

16. Plzejdémy nakoniec do powierzehni elipsoidy z trzema nieréwnemi
osiami.

Réwnanie elipsoidy we wspélrzednych prostokresdlnych zwyezajuych jest
L2 + i + b

przypusémy, ze a >b>c¢.

Dla wyznaczenia punktéw na powierzehni wprowadzimy wspbhrzedne
eliptyczne 4, 1 1,. Najprostsze okreslenie tych wspdlrzednych jest takie:
przez §rodek elipsoidy przeprowadzmy plaszczyzne 4 réwnolegly do plasz-
czyzny stycznéj w danym punkcie A; linia przecigeia sig elipsoidy z plasz-
czyzng A jest elipsa; dlugosé polowy osi wielkiéj téj elipsy oznaczmy przez
Vi, , dlugo$é polowy maléj osi przez Vi, ;ilosci 4, i 4, nazywajg sie wia-
Snie wspélrzednemi eliptycznemi punktu 3 i zawarte sy w granicach

< )y < a¥,
< Ay << 0?

Wspblrzedne zwyczajue punktu na powierzehni elipsoidy wyrazaja sig
za pomocg wspélrzednych eliptycznych nastepujacym sposobem:

z __ (a®— ) (@ — X))
a? T JEN '
U= @2
o R ’

z? (2]~c)(1>—c)
e T VRS
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gdzie dla skrdcenia polozyliSmy

@b =2, - — 2, B — =D,

Rownanie 1, = const. przedstawia na powierzelni . elipsoidy krzywa,
powstala z przecigcia jéj z powierzchnia, hyperboloidy dwupowlokowéj

22 y? 22
) - 7 5
[ y—b* A—c

=1

3

a réwnanie 4, = const. przedstawia krzywa, ‘powstalq, z przeciecia sig po-
wierzehni elipsoidy z powierzehnia hyperboloidy jednopowlokowéj

y? 22

PR T T h=e = L

Fatwo takze przekonaé sie, 2e w jakimkolwiek punkeie na powierzehui
elipsoidy styezne do krzywyeh 4, 1 4, sa rownolegte do osiprzeciecia, oznaczo-
nego przez nas wyzéj przez A: miancwieie, styczna do krzywéj 4, jest réwno-
legly do maléj osi przecigeia 4, a styczna, do krzywéj i, jest réwnolegla do
wielkiéj osi przeciecia 4.

Element linijny na powierzchni elipsoidy wyraza sie tak:

Lar . Ld 2 ]
—A) (=) (h—c) (6 —) (—Ay) (g A ?

. ¥
s = I (h — ) [(42

wige réwnanie geodezyjne o pochoduych czesciowych prayjmuje postaé

W 3V, —1, sin 6
(@—7,) (0% li—d?) a4,

_ / ' Vi, —1, cos 0
I (@ —2) (B*—2y) (Ag—c?) R

Zobaczmy, czy nie mozna uczynié zado$é temu réwnaniu, kladge

Vi — 2 sin b = g (4), |

A= | (1
Vi — 2, cus B =g, (43) )

gazie g, (4,) oznacza pewny funkeys jednéj zmienn; A, 2 gy(ly) funkcy@ je-
dnéj zmiennéj A,; z takiego przypuszczenia wynika

A —hy =y (1) + @y (4)2,
a zatém
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@y () = VII—U s ; @)

Py (4) = VC’—L.! >
gdzie € oznacza staly dowolna, ktéra oczymscle musi byé zawarta miedzy
a?ic?,
Z (1) i (2) otrzymujemy

Lh—C
n?h=— L7,
sin® 6 pa—y (
C—1l,
2 — 2
c0s? 6 = ]‘1"’1255 3)
Lh—C
2 L
tg?0= 2=
a stad
Ay sin? 6 -1, cos?26 =C,
albo
sin? § |, cos? 6 C
T R A A : )

W réwnaniu tém 6 oznacza kat zawarty miedzy krzjwa 14, przechodza-
cg przez punkt dany na powierzchni elipsoidy, a krzywa geodezyjna, nalezacy
do ukiadu, wyznaczonego wartoScig staléj C'1przechodzacy przez tenze dany
punkt. Jezeli w tym punkeie przeprowadzimy styczng do linil geodezyjnéj
a przez §rodek elipsoidy réwnelegty do téj stycznéj, to réwnolegta ta hedzie .
lezala na przecieciu A i utworzy z osig mala tego przeciecia kat 0, a z osig
wielkg kat % — 0; wiec oznaczywszy jéj dhugosé, uwazang jako promient w eli-
psoidzie, przez d, mamy

1 sin®? 6 | cos? 6 .
TR L o ®)
7 (4) 1 (5) otrzymujemy
1__¢
@ A

albo

e} =C. ) S ()]
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Omaczywszy odleglo$¢ §rodka elipsoidy od plaszezyzny stycznéj do po-
wierzchni elipsoidy w punkeie (i , 4,) przez p, mamy

i Ayl p? = a?b? ¢%; . )
z (6) 1 (7) otrzymujemy
abe
dp= y———all
=TT

Rdéwnanie to pokazuje, ze dla wszystkich punktow jednéj i téj saméj li-
nii geodezyjnéj floczyn d.p jest staty. Jestto znane w geometryi twierdzenie
Joachimsthala. '

I7. Funkeya, ktéra powyzéj (n°10) oznaczyliSmy przez P, dla powierz-
chni elipsoidy 1 dla wspélrzednych eliptycznych przyjmuje nastepujacs postac:

P f L VR G—=0) da, -t f_]‘mg (C=hy) diy

V(@—L) (—0?) (h—c?) (@ —43) (B*—25) (B—c?)

‘Wzigwszy pochodng wzgledem C, otrzymamy nastepujace ogdélne réwna-
nie linii geodezyjnéj, przechodzacéj przez punkt dany (4, My):
2 IR '

f Vi di, . / Vi, a2
V(i —0) @—4) 1= (l—c?) o, V(O—25) (02—15) 0P —25) (lg—e?)

2

Odleglosé geodezyjna dwoch punktow (1, 4y) 1 (2, 1") wyraza sie tak:

f Vi, 5 —C) di, N f
V(az)‘“}*x) (A ~b%) (4,—c)

Vi, (C—2y) di,
V{215 () (Ag—0c?)

»
Ay

.

gdzie C jest pierwiastkiem réwnania

A _ . P
Vi, i . /

g Vi—=0C) (@=2) (& —b"(I—c?) .

My

Viy dy
V(O (@ —1y) (0P=2;) Glg—0?)

18. Wricmy jeszeze do teoryi ogélnéj i wezmy pod uwage funkcys P,
ktorasmy wyznaczali za pomocy innéj funkeyi, mianowicie funkeyi 6. Oczy-
widele funkeya P winna sama czynié zado§é pewnemu réwnanin rézniczkowe-
If;ll 0 pochodnych ezedciowych, ktére moze stuzy¢ do bezpogredniego jéj okre-
§lenia.

Oznaczywszy przez 6 1 6’ katy, jakie linia geodezyjna, nalezgea do dane-
go-ukladu, tworzy z liniami wspéhrzednemi wivw danym punkcie na po-
wierzchni, mamy wogéle
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+w=0-+6,
zatém
cos® w + cos® b + cos? 8" — 2 ¢os w cos 6 eos ' = 1. ®

Funkeya P okresla sie réwnaniem
AP =V A cos & du—VT cosbdv,

skad otrzymujemy:

1 P
eos == e ——
Vo v ’
1 ep | @
oS b = —— . s :
vao ew 7
oprécz tego mamy jeszcze
.B . o
COSw—=——="" b
VAC @

Podstawiwszy w (1) w miejsce trzech dostaw odpowiednie wyraZenia
z (2) i (8), otrzymujemy ostatecznie nastepujace réwnanie o pochodnych cze-
$ciowych do bezposredniego wyznaczenia funkeyi P:
2 2 2
A (aP) —9pP 0 PP o

) du 2w du?
Darboux w obszerném swém dziele: ,Lecons sur la théorie générale

des surfaces* otrzymuje réwnanie (4) inng zupelie droga (tom 2, str. 425),
i uzywa go za punkt wyjseia w ogdlnych wywodach teoryi linij geodezyjnych.

Petersburg, 20 listopada 1891 roku.
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