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aLu ] 7 J
E (Z,p‘_7—=f1r(‘2p.’ Qs La')! (v=1,2...,p)
" 29

gdzie fy (Gu- ¢ur Lv), oznacza funkeya 2 m--p zmiennych gy, ¢y, L 1taka,
i€ [y (Qu, ¢, 0) = 0, mamy, na zasadzie zwigzkéw (5):

oL
i =0,
?QP' 3(19

a wtedy rownania (20) i (21) redukujg sig odpewiednio do nastepujacych:

v=12...,p

4 .
I'—U=0, [ 2 T dt = minimum

ty

z ktérych pierwsze wyraza prawo zachowania energii, a drugie — prawo
najmniejszego dzialania, w powszechném ich znaczeniu. :

W taki to sposéb pomienione prawa mieszezg sig odpowiednio w pra-
wach: zachowania bytu i najlatwiejszego sposobu bytowania. Daje on nam
miare tego, oile bardziéj zawilemibyémogg zjawiskaprzyrody, niz sobie wyo-
brazaja ci, ktérzy sadza, ze caly ich ogét da sie podporzadkowaé. pod uklad
mechaniczny swobodny.

Warszawa, w pazdzierniku 1891,
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Bedziemy rozwazali w téj rozprawie réwnania przestepne:
In = 01 (1)

gdzie J,, oznacza funkeya Bessela, t. j. funkeys:

i=w )

2 (—1)‘. (7)7"4.2,-

£ T Tonter

Pierwiastkami réwnan tego rodzaju zajmowat sie Poisson.?!) Zna-
komity ten matematyk zauwazyl, ze gdy warto$é zmiennéj « jest bardzo wiel-
ka w pordwnanin z liczbg m, to réwnanie rézniczkowe, ktéremu czynig zadosé
funkeye Bessela, moze byé napisane pod przyblizonym ksztaltem:

d2 Jn (Vw’j o
—**?25;?— + Jm (Vel:) :0,

skad wynika, Ze bardzo wielkie pierwiastki réwnania (1) muszg byé bliskie
wartodcia pierwiastkom réwnania :

1) Todhunter, Elementary Treatise on Laplace, Lame and Bessels
functions, str. 312 i nast. ’ :
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[7’Z’”+___,g:| =0

Dla m > — 1, funkcya Bessela daje sie napisa¢ pod nastepujacym
ksztattem:

$7}1,
T mrn™®:

T 2
13
b 62
on =1 '“m+1+1. 2. (mF 1) (m 2

J:n_—'

przyezém

@)

Oczywiscie, z plerwiastkéw réwnania:
P = 0

mozemy otrzymaé wszystkie pierwiastki véwnania (1), précz pierwiastka
wielokrotnego: @ =— 0, mozemy tedy zamiast funkeyi Bessela rozwazaé
funkeye @n, jezelim > — 1.

Z prac najnowszych po§wieconych teoryl réwnan, bedacych przedmio-
tem niniejszego artykulu, godng jest uwagirozprawa Hurwitza ,Ueber die
Nullstellen der Bessel’schen Functionen®.’) Metody badania w niej uzyte, sa
ogdlniejsze od tych, ktére stosujemy w pracy niniejszéj i odnosza sig do innéj
grupy réwnai z tej dziedziny; nasza metoda daje sie zato dogodniéj zastoso-
waé do przypadku, jaki rozpatrujemy.

Bedziemy rozwazali tylko takie funkcye @n, Wktdryeh m jest liczbg
dodatnig.

Z wzorn (3) tatwo wyprowadzié rownania:

@n 1) ¢ 0. ¢"n =0
@u+(m42) ¢"n+0.¢"=0
. (€3]

gdzieg' oznacza pierwsza pochodng wzgledem 6, ¢” drugg i t. d. Na podstawie
tych réwnah Todhunter, %) rozszerzajac znany wynik Fouriera, dowo-
dzi, ze plerwiastki réwnania

) Mathematische Aunalen, tom XXXIIT, 1889. Str. 246 —266.
3) loe. eit. str. 37.

.
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on (0)=0"

sg wszystkie rzeczywiste 1 dodatnie.
Réwnanie (3) pokazuje, ze @uny1 tylko czynnikiem stalym rézni sig od
d(Pm

i latwodcig tez znajdujemy zwiazek:

Pmfa = — (m +1) d(pm (5)

Gdyby @m 1 @uta, albo, co najedno wychodzi, gmi Zw byly jednoczesnie ro-

wnemi zeru, to wszystkie pozostate funkcye g, stalyby sxg réwnemi zeru;
zatém pierwiastki rownai

P = 0

bylyby wielokrotnemi nieskonczong liczbe razy. Z samego ksztaltu funkeyi
widadé, ze to przypuszczenie jest niemozliwe;- wnosimy stad, ze pierwiastki
sg jednokrotne.

Z wzoru (3) natychmiast widaé, ze dla wartodei wjemnych zmiennéj 6
funkeya @ jest stale dodatnia; pierwszy zatém pierwiastek réwnania

(]j,,, =0

n

znajduje sig po za punktem 6= 0, poniewaz za§ @ui., czyl —Z—qL zmienia

znak miedzy pierwszym a drugim pierwiastkiem tego 1ownama, pxzeto im
wieksza jest liczba i, tém daléj od tego punktu znajduje sig pierwszy pier-
wiastek. Wprawdzie rozumowanie nasze dotyczy przypadku, w kitdrym m
powieksza sig odrazu o caly jednostke, ale oczywisty jest rzecza, Ze ta
uwaga pozostanie stuszng i wtedy, gdy przypuscimy, %e m zmienia sig w spo-
s0b ciggly. Spostrzegamy tez, ze ¢, (la wszelkich skoiiczopych ~wartosei
zmiennéj 6 pozostaje rowném jednoSci. Aby sig o tém przekonaé, dosé jest
spojrzeé na wzdr (3) .

W ogélnym przypadku nie mozemy dokladuiéj okredlié polozenia pier-
wiastkéw réwnaf

P = 0 3
albo, eo na jedno wychodzi, réwnai
Jm = 0 3

atoi w pewnym specyalnym przypadkw, gdy m=n- %, n za§ jest
liczbg calkowity i dodatnia, mozemy blizé] okreslié polozenie tych pier-
wiastkéw. Nastepnie zas, rozwazajac znown funkcys p., jako funkeya ar-
gumentn m, zmieniajacego sie w sposéb ciggly, mozemy wyciagnaé pewne
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wnioski o polozenin pierwiastkéw tych réwnan w ogdélnym przypadku. Funk-
cye @uty, 53 to wladeiwie pochodne funkeyi ¢y, z pewnemi stalemi wspél-
czynnikami. Dajg sie one wyrazié w nastgpujacy sposéb: 1)

bty —n—y —2n—1 ; B
Oupy = o, 20 D'(n+3¥Yyz = Cz [X. sin z — X', cos 2] (6)

C jest to pewna stala, Jn, jak wyzéj, funkeya Bessela, X,i X', s3 to wie-
lomiany nastepujacego ksztaltu:

A4, A
Li=1—Fat+Gat—. ...
‘ Ay 4 Ay s
.X'n:w——g—!a fcd'{"g,ﬁ‘x BRI >
przyczém
0= 1,
2 (n—1)
4,=1, ' Apr = 2(n~—i Ai

Z wzoru (6) zaraz widaé, Zze pierwiastki rownan
oy =0, @y, = 0
mogy by¢ znalezione z rownania:

= —cotg & = ()

albowiem = = 2 V§. Pierwiastki réwnania (7) wystepuja parami; dosé
jest znad pierwiastki dodatnie, albowiem pierwiastki ujemne maja te samg
warto§é bezwzgledna, tylko znak przeciwny.

Otoz pokazemy, Ze dodatnie pierwiastki réwnania: (7) znajdujg sie po-
jedyhezo w (» 4 2)-éj, (n - 4)-&j, (n- 6)-¢j i t. d. C¢wiartkach kola,
t. j. pierwszy pierwiastek znajduje sie miedzy

m+1)F 1 @S

drugi miedzy
(9%—[——3)% i (n+4)-’25 it d
Przeprowadzimy dowodzenie tylko dla przypadku, gdy = jest liczbg
parzysta; dla przypadku, gdy » jest liczbg nieparzysta, czytelnik moze sam

) Poisson, Théorie math. de la chaleur § 81 i nast.

icm
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je sobie przerohié. Okazemy, ze jezeli prawidlo mamiejsce dlaréwnania rze-
du n—1-go in-go, tobedzie réwniez miato miejsce dla réwnania rzedu (n+-1)-go,
nastgpnie za$ przekonamy sig bezposrednio, ze to prawidlo stosuje sig do
plerwszych trzech réwnai najnizszego rzedu. ‘ \
Wielomiany X, i X', dajg sie wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:

- _ﬁ gdy # =24 albo
X, = El(l az)’ n=2i41;

®

p=ie1] 2 i
X’,,:ocpll1 (1— bz)’ gdy n=21; 8)

p=i 33‘2 .
X’nzmﬂ(—bz), gdy n=2474+1;
p=1

i
a?, 0% ... s3 to kwadraty pierwiastkéw rownai
Xo=10
X,=0
Na podstawie wzoréw (8) zauwazyé mozna, ze gdy funkeya % przej-

dzie przez wszystkie przemiany znakéw, to bedzie weiaz dodatnia, jezeli n jest
liczbg nieparzysts, zas weigz ujemna, jezeli # jest liczbg parzysta.
Stad znowu oczywisty wyptywa wniosek, ze przecigcia krzywych

X.
X'y

i cotg

mogy zachodzié sie tylko w cwiarthach nieparzystych, gdy n jest liczbg niepa-
rzysty, natomiast moga zachodzié w cwiartkach parzystych, ') gdy njest
liczbg parzysta. Przyczyne latwo zrozumiemy, pamietajac, ze cotg = jest
dodatnia w nieparzystych, ujemng w éwiartkach parzystych.
Pierwsze przecigcie tych krzywych, t. j. pierwszy pierwiastek réwnania
X,

E——cotgm=0

znajduje sie po za punktem, w ktérym funkeya

Xn
po raz ostatni zmienia swdj znak. Ta uwaga bedzie dowiedziona wraz z pra-
widlem o polozeniu pierwiastkéw; tymeczasem przyjmujemy ja a priori. Za-

) Méwimy tak przez skrcenie. Wiadeiwie powinniby§my powiedzieé, ze koniec
odeigt¢j punktn przeciecia sig owych krzywych znajduje sie w danéj éwiartee.
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ktadamy, ze zachodzi dla funkcyj n—I1-go i m-go rzedu, a nastepnie do-
wodzimy, ze w takim razie zachodzi koniecznie dla funkeyi (- 1)-go
rzedu.

‘W danym razie pierwszy pierwiastek rownania

g-,”—"'—l———cotgw:() 9)
1

powinien sig znajdowaé w (n - 3)-éj Cwiartce, przyczém powinni$my pamie-
taé, ze wedlug zatozenia  jest liczbg parzysts.

Ten pierwszy pierwiastek musi sie znajdowaé w przestrzeni, zawartéj
migdzy pierwszym pierwiastkiem réwnania

% — cotg = = 0, (10)
znajdujacym sig (dajmy na to w punkeie a) w (n - 2)-6] Cwiartee,
i drogim pierwiastkiem tegoz réwnania, znajdujacym sie (dajmy na to
w punkeie §) w (n+44)-¢j éwiartce. I nastepne pierwiastki réwnan (9) i (10)
idg po sobie na przemiany, albowiem pierwiastki réwnania (9) sg te same, co
réwnania

Pty == 0’
a rownania (10) te same, co réwnania
Pugey, = 0.

Tymezasem funkeya gups, jest pochodng funkeyi gyyy, pomnozong przez
Dewng stala, a poniewaz wszystkie pierwiastki obu réwnan sg Jednokxotne
wiec musza i$¢ po sobie na przemiany.

Pierwiastki rdwnania

X .
=l cotgz =1

n—1

znajduja sie, wedlug zaloZenia, w ('n + 1)~éj, (n + 3)“éj, o -+ 5)—éj it.d
éwiartkach. Powiedzieli$my j

d
trafimy na pierwiastki réwnan kszt.altu (9). (%Lc?;y ywidcie wige w calym wy-
26j pomienionym odstepie od a do f bedziemy mieli:

K= (—1) "1,
Xy = (_ 1)i &u,
Xy =(—1)"=1 &,
Xy = (—1)""&,

(1)

gdzie &, & oznaczaja liezby stale dodatnie.

0 PEWNEJ KLASIE ROWNAN PRZESTEPNYCH. 75

Z drugiéj strony tatwo mozna dowie§é !) nastepujacych zwigzkéw:

Xops = @u4+1D) X, — 22 X,

(12)
X =(2n+1) X' —a? X5
Na podsté,wie wzordw (12) i (11) mozemy napisaé nastepujacy:
. Xn—}—l _ z? 57:—1 + (27l+1) Eu .
X'p1 & Epn—(@nt1) &, (13)

‘Widzimy tedy, 7e obecnie fankeya
i rn-H
XIn—{—l

moze zmienié znak raz tylko i to przechodzac przez nieskonczono§é (w przy-
padku gdy » jest nieparzyste, taz sama funkcya zmienia znak po raz ostatni
przechodzac przez zero). W punkeie @ = o powyze] wymieniona krzywa

;X;,""l przechodzi powyzéj krzywéj cotg @ Rzeczywiscie pierwsza z nich,
n1

poczawszy od punktu z = 0, weiaz w swolm przebiegu wyprzedza druga.
Nietrndno sie o tém przekonaé. W poblizu punktu 2 = 0 réznica

X

i eotg @

X -1
ma znak funkeyi p,4q, poniewaz zag w poblizu punktu tego wszystkie funkeye
on 53 dodatnie, zatém ipowyzsza réznica jest dodatnia. Wiemy juz, Ze
ta réznica nie moze sig sta¢ rowng zeru, zanim podobna réznica ze skazni-
Xoga
kiem o jedno$é nizszym nie stanie sie poraz pierwszy réwng zeru. Krzywe X":‘

a1

i cotg & muszy ciagle sie wymijaé; dzieje sie to w ten sposdb, Ze pierwsza
z tych krzywych wyprzedza weiaz drugs, przechodzgc przez zero przy war-
tosciach dla 2:

Ed 3n 5
Tz‘+€17 '2—+327 §+83 ------
a przez nieskoficzono$é przy wartodeiach:

gt , 2wy ...

1) Nalezy wyjsé z wzorn wigigcego migdzy sobs funkeye Bess ela

m S - [Tt 4 Tni]
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przyczém

Policzywszy przy pomocy wzoréw (8) liczbe przemian znakéw funkcyi
% przy przejsciu przez zero i przy przejsciu przez nieskonezonogé, prazeko-
namy sig, ze liczba ta jest Scisle wystarczajaca, aby nie dopuseié do przecigeia
sig obu krzywych nietylko do punktu @ = a, lezgcego w (n 4 2)-j éwiartee,
ale nawet nieco daléj po za punkt (n - 2) 7—?: ‘

Rozpatrzmy tedy najpierw odcinek (n-}-2)-6j ¢wiartki od punktu
z = a do punktu 2= (n—i—2)~;z~ .

A4 punkéie a krzywa % przechodzi powyzéj krzywéj cotg z, fnoZe zas
. . . d . , ) .
Jeszceze raz zmienié znak, przechodzac przez nieskoniczono$é. Z drugiej stro-
ny pamigtajmy o tém, ze od « do f moze byé tylko jeden pierwiastek 16-
wnania

Pn1 = 0

czyli tylko jedro przeciecie sie krzywych ‘;2’*1 i cotg .
a1

Przypusémy, ze obie krzywe przecinaja sie jeszcze w (n - 2)-6j Cwiart-
ce. Poniewaz cotg 2 przechodzi przez nieskoiiczone$é ujemna w Kkofi-
cu (n-+2)-& éwiartki, wigs nasza krzywa, ktéra po przecigciu sigz cotg @
znalazla sig ponizéj téj ostatniéj krzywéj, jezell niema si¢ z nig spotkaé po raz
wiéry w téj saméj . éwiartce, co niemozliwe ze wazgledu na to, zeod o do B
moze byé tylko jeden pierwiastek réwnania '

Pt — 0 N

to musi przej$é przez nieskonczono$é wezedniej nii:krzywa dotyczuych.
Lecz przechodzac z wartosel ujemnych do dodatnich jeszeze przed punktem
&= (n+2) —2n~, nasza krzywa w (n -} 3)-éj ¢wiartce bedzie weigz miata doda-
tnie skoriczone wartofcl; tymezasem krzywa cotg @ w téjize éwiartce
przechodzi od dodatniéj nieskonczonosei do zera, musi zatém przeciad sig z na-
873 krzywa.

‘Widzimy zatém, ze skoro tylko przecigcie sig obu krzywych znajduje sie
W (n-+2)-¢j ¢wiartce, to pomiedzy o i # musi byé koniecznie drugie prze-
ciecie sig, t. j. drugi pierwiastek réwnania, co jak wiemy, jest niemozliwe.
Stad wniosek, ze plerwszy pierwiastek nie moze znajdowac sig w odcinkn
migdzy 2=a i 2=(n-}+2) % .

icm
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Zobaczmy teraz, czy ten pierwiastek nie moze sig znajdowaé w (n--4)-¢j
Gwiartce t. j. miedzy (n--3) % i punktem z=—f? W tym celu wezmy

znany zwigzek miedzy funkeyami Bessela. Poniewaz m=n+'/,, mamy
zatém:

n+1
T

TJngy, =

gty — Jus,

Oczywiscie, przy « dodatniém Jy4v, moze tylko wtedy staé sig rdwném

. T

zer, gdy Juty, 1 Ju—y, maja jednakowe znaki; tymezasem miedzy (n—3) 35

i funkeya Joi, jest weiaz ujemna, albowiem w punkcie o poraz pierwszy

przeszta z dodatnich wartodci do wjemnyeh, a dopiero w punkcie f zn6éw po-
wrici z wjemnych do dodatnich.

Tymezasem J,;, miedzy drugg przemiang znaku w (n-}-3)-6] éwiart-

ce i trzecia w (n-5)-¢j jest weiaz dodatnie. s
Wobec tego Jy vy, miedzy (n—--3) 7—; i § nie moze staé sig rowném zeru.

Natomiast moze ¢ musi staé sie rdwnem zeru w (n-f-3)-¢j Cwiarice t.j. mie

dzy n-+2) g i@m+3) g Tecz tu cotg # jest weiaz dodatnie, a zatém

ikrzywa%, aby sie przecia¢ z cotg @, musi znaledé sig powyzéj osi z-6w.
‘W punkeie Z, lezgeym w (n--2)-6j éwiartce, znalefliSmy te krzyws ponigéj
osi i, miata tam bowiem znak ujemny. Musiala zatem prz.e.]é‘é przez:met
skoticzonosé z wartosei ujemnych do dodatnich, ale takze dopiero w (n—iTS)'-e‘]
6wiartce, albowiem przechodzac w (n-+2)-ej Gwiartce, musialaby przecigé
o X

sie z cotg @. Jednoczednie widzimy, Ze przecigeie sig krzywych: T i cotg =
nastgpuje dopiero po ostatniéj przemianie znaku pierwszéj z pomiedzy nifzh.

O dalszych przecieciach juz wiemy, ze beds sie zdarzaly we wszystkich
nieparzystych éwiartkach.

Widzimy tedy, ze dla uzupelnienia dowodu nalezy tylko rozpatrzyd
jeszeze trzy pierwsze funkeye.

Rozwazamy najprzid funkeys

T =th
Jx/ﬂ=l/;m . sine;
oczywiscie, pierwiastki dodatnie réwnania
Jy =10

beda: 7, 2 . . . i t. d. t. j. coynig zado§6 ogélnemu prawidly; pierwiastki uje-
mne t6 funkeyi i innych tego rodzaju tylko znakiem réznig sie od doda-
tnich. .
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Przejdimy teraz do réwnania

w .
Fo=V% = (sin & — z cos ) = 0;
Oczywiscie, pierwiastki tego réwnania s te same, co réwnania:
1 7
- cotg z=10;
ale w pierwszéj i drugiéj éwiartee:
1
cotg x:?———ﬁ —_——e
skad wnosimy, ze réznica :
1
— — cotg
z gL
od zera do 7z bedzie weiaz dodatnia. Natomiast, poniewaz galaz hyperboli ré-

wnobocznéj :

1
brzechodzi po nad osig @ i ma welaz wartosci skohczone, tedy w 3-6j éwiart-
ce musi nastapié przecigeie sig jéj z krzywa cotg @, ktéra tu przechodzi od
+  do zera. Oczywiscie dalsze punkty Przecigela  sie - znajduja  sie
W (n+5)-6j, (nT7)-6jit. d. éwiartkach.

Zanwazmy tez, ze funkcya, %’ t. j. w danym razie % zmienita znak

w punkcie =0, t. j. znacznie wezesniej, zanim nastapilo pierwsze przecig-
cie sig obu krzywych.
Przejdzmy nakoniec do réwnania

=t )
Jy, =z V% [ (3—u?) sin 2 — 3z cos ¢ ] =0,
ktorego pierwiastki beds te same, ¢o rownania

2

—gg—vcotgw=0;

zaraz spostrzegamy, ze funkcya

X _3—a?
"

') By oznacza n tg Hezheg Bernouilli'ego.
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zmienia znak dwa razy: raz w punkeie ©=0 przechodzi przez nieskoficzo-
nosé z wartosei ujemnych do dodatnich, potem z dodatnich do ujemnych
Przez zero, przy

5 =3

Tymczasem mamy w 1-6j i 2-6j ¢wiartce

S Ty T T T T Ty

3_$2 1 z 1 x 23 ' 22:;_3“ o1 }
Oczywiscie, ta roznica az do punktu o jest stale dodatnia, ale po za tym
punktemw 3-8j Ewiartce cotg  jest dodatnie, a nasza krzywa, juz poczynajgc od
punktu z = ¥3, jest ujemna. Spotkanie obu krzywych nastgpi dopiero
w 4-éj, potem znown w 6-6j, 8-¢j it. d. éwiartkach t. j. zgodnie z Zapo-

wiedzianém prawidtem i po za punktem, w ktérym funkcya X’& zmienita

znak.

Uzywajac podanego wyzéj sposobu, mozemy przy pomocy wiadomych
juz whasnodei funkeyi Jy, 1 Jy, udowodni¢ prawidto dla funkeyi J5,, potém dla
Jy, 1t d;  mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenie.

Pierwiastli dodatnie réuwnanic

: T, =0
anajduje sig pojedyriczo w (n—2)-6f (n -+ 4)-¢ wogdle w (n-1-24)-¢j cwiartce
prayezém i—=1,2,3 ...

Daléj zas mozemy powiedzieé: pierwszy pierwiastel réwnania

Judy =0
nastgpuje zuwsze po ostatnich pierwiastkach réwnar

X, =01 X,=0

§ 2

O pierwiastkach ujemnych juz wiemy, ze tylko znakiem réznig sig od
dodatnich. WspominaliSmy tez o tém, ze uwazajgc argument m jako
zmienna, zmieniajaca sie w sposéb ciggly, mozemy doj$é do przyblizonego po-
znania polozenia pierwiastkéw réwnar:

In=10
w ktorych m nie jest liczbg postaci n + 1/, , & to opierajge sig na znajomosei
pierwiastkéw réownan. :
Juyy, =0 gdzie #n=0,1,2,38...
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Teraz zrobimy jeszcze pare nwag z punktu widzenis ogélnéj teoryi 16-
what.

Oczywisty jest przedewszystkiém 1zeczy, ze funkeye g, jakkolwiek
przestgpne, zachowuja sig zupehie tak, jak wielomiany; sa to poprostu wielo-
miany o nieskoficzonéj liczbie wyrazéw.

Daléj spostrzegamy, ze funkcye Bessela, t.j. fankeye Ty, Wdanym
obrebie od — %E do + ]é—n , gdzie hjest liczbg catkowity dowolng, byleby o dwie

jednoSei wieksza od najwigkszéj porzadkowéj liczby =, ze wszystkich pord-
wiywanych migdzy sobg funkeyj Bessela, maja jednakows liczbe pierwiast-
kow, jezeli policzymy wszystkie pierwiastki dodatnie, ujemme i réwne - zeru.
Rozszerzajac ten obreb do + oo i — oo, mozemy powiedzied, ze wszystkie
finkeye Bessela majg jednakows liczbe pierwiastkow, Jjakkolwiek ta liczba
jest nieskonczenie wielks.

Przyjrzawszy sie daléj wielomianom X, i X7, spostrzezemy, Ze pierw-
sze wielomiany sg kolejnemi przyblizeniami funkeyi cos z, drugie za$ funk-
eyl sin z,

Jezeli we wzorach, tuz za wzorem (6) idacych, zatozymy m = oo, to
wszystkie wspolezynniki 4, stang sig réwnemi jednoSel, i otrzymamy dla wszel-
kich skonczonych wartosei @:

X, =cos z,
X, = sin .
W ten sposéb latwo zrozumieé, dlaczego rezultat dzielenia X, przez X',
az do » tego wyrazu zgadza sie z funkcys cotg 2.
Pierwiastki rownan:
Xn =
X3=0

s stale wieksze od pierwiastkéw réwnan:

cos ¥ = 0,
sin ¢ = 0,

ale zblizajs sie do nich coraz bardziéj w miare tego, jak skaznik 1 wzrasta.

© Zauwazmy wreszcie, e otrzymane przez nas rezultaty majg pewne za-
stosowanie fizyczne, o ktorém gdzie indziéj pisatem '); plerwiastki bowiem r¢-
whan:

Ty = 0

') W ,,Zapiskach® Noworossyjskiego Towarzystwa przyrodnikéw. T, XIV oddziatu
matematysznego, '

O PEWNEJ KLASIE ROWNAK PRZESTEPNYCH, 8

wyznaczajg predkosé stygnienia kali, ktoréj powierzchnia jest utrzymywana
W pewnych temperaturach zmiennych, w zaleznosci od szerokogei 1 dlugosei
geograficznéj.

Rezultat jest taki, ze im czestszemi sg przy danych réwnych warunkach
odstepstwa temperatury od Sredniej w te i druga strong, w zaleznosci od sze-
rokoSei i dtugogei geograficznéj, tém predzéj musi nastapi¢ ich wyrdwnaanie.

Warto zanwazyé, ze taki sam rezultat mosma wyprowadzié¢ wprost
z ogblnych zasad teoryi prawdopodobienstwa.

Rybnica, 21 lipea 1891 roku.
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