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przeto bedzie
X, =2 wde=a?.

Nastepnie mamy

4=1, b=—8, t=15, a=3, X=-.
&

Przy powyzszyeh wartodciach, warunek (8) jest spelniony, a wige, prae-
ksztalcamy rownanie dane, zakladajac y = z 4 % wskutek czego otrzy-
mujeny

o

g 2w=-1— 22 - 2% -} 0t — 8z — 82 15) +- 2 - 22 — 2.
do 22

Podstawienie 2 = ——110 -+ 8 doprowadza do nowego réwnania
dw 1
o1 —9 2
~ @ x2(1 1 4 227 u) ,

ktére mozna napisaé tak:
dw | 21—2 1
dx «? a?

Calka tego réwnania jest

Podstawiajac w. ostatni zwigzek wartodé v = Eég: gdzie z =y—a?,

mie¢ bedziemy calke szukang
2 2
2ig o — 20} — i
L l)e x—f-fe? *de = C.

T

Plock, dnia 22 wrzednia 1891 roku.

0 ZASADZIE
NAJPRAWDOPODOBNIEJSZEGO BYTU.?

PRZEZ

Wi GOSIEWSKIEGO.

Zadaniem pracy niniejszéj jest poznanie praw zmienno$el w ogéle.

Gdy idzie o prawa zmiennosci szezegdlnych, jak np. ruehm, clepla,
Swiatla i t. p., positkujemy sie zwykle faktami, zdobytemi przez doSwiadcze-
nie, i dopiero nogdlniajac je, budujemy odnosng teorya. "W ten sposéb, kiéry
sie nazywa metoda indukeyjna, powstaly wszystkie prawie teorye fizycane
i niefizyczne.

Ale gdy cheemy zbudowaé teorya zmiennosei wogdle, ktéraby obejmo-
wala wszystkie odrazu dziedziny zjawisk przyrody, wéwczas na faktach
doswiadczalnych opieraé sie juz nie mozna: bo zmiennosei ogélnych w przyro-
dzie niema; s3 tylko zmiennofci szezegdlne. Tu zatém metoda indukeyjna na
nie by sig nie zdala.

Nie majgc faktow zadnych, préez jedynego, Ze zmiennosci wogole
dokonywajg sie w.czasie oraz z predkosciami oznaczonemi (tak przynajmniéj
sobie wyobrazamy), uciekniemy sie zreszta do zasad prawdopodobienstwa,
i nie kuszac sie o prawdziwa, sprobujemy zbudowaé teorys zmiennodei naj-
prawdopodobniejsza.

Z pojeciem zmiennosci taczy sie kbniecznie pojecie zmieniajacego sie
przedmiotu, w ten mianowicie sposob, ze wyobrazamy sobie rozne stany tego
przedmiotu, w réZnych chwilach uplywajacego czasu.

) Rzecz referowana w .18 lipca 1891 r. na :pogiedzeniu sekeyi fizyko-matema-

tyezmej VI-go Zjazdu przyrodnikow ilekarzy w Krakowie.

"
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Wedlng zasady przyczynowoscl, clag takich standéw tworzyc powi~
nien nieprzerwany laicueh przyczyn i skutkow, ktorego kazde ogniwe wyo-
Dbraza jednoczesnie skutek stanu przesziego i przyezyne przyszlego.

My wszakze zasady przyczynowosci o priori nie stawiamy, .ale roz-
wazamy roine ciagl standw, i z pomiedzy mozliwych—wybieramy najprawdo-
podobniejszy. Ten najprawdopodobniejszy okazuje sig wprawdzie owym
lancuchem przyezyn i skutkow; jednak w ten sposdb zasada przyczynowosei
przychodzi dopiero @ posteriori, i nie w charakterze prawdy, tylko—prawdo-
podobienstwa.

Taks jest metoda naszego postepowania w celu oznaczenia praw
zmiennosei wogdle; jest ona, jak widzimy, dedukeyjng.

Aby zadanie uczyni¢ mozliwie ogélném z innych takze wzgledow,
przyjuujemy za przedmiot zmienny—uklad wszelakich jakodei, byleby nada-
jacych sie do oznaczen ilosciowych. O ile wiec stosunki w catym ogole zja-
wisk przyrody przywodzy sie istotnie do ilosciowych, o tyle nasz uklad powi-
nien odtworzy¢ obraz przedmiotowy tego ogoln—najprawdopodobniejszy.

Tak pojmowany uklad podlega:

1) prawn zachowania bytu;

%) prawn najlatwiejszego sposobu bytowania, oraz

) zmierza do osiggniecia stanu réwnie prawdo-
podobnego, jakten, z ktorego byl wyszedl

Zadanie nasze zawiera w sobie zadanie mechanizmu w zwyklém
takze znaczeniu, i w ten sposdéb daje mozno$é zbudowania mechaniki, bez ucie-
kania sie do tak zwanych zasad Ne wton a.

Przedsigbiorac atoll rozwigzanie tego zadania, mielidmy na widoku

" nie wskazanie sposobu postawienia mechaniki na grancie ezysto-teoretycanym,
ale raczéj sposobu rozszerzenia jéj zakresu u samych podstaw, w celu ustano-
wienia metody latwiejszego oraz ogilniejszego, niz dotad, rozwigzywania za-
dan przyrodniezych.

To rozszerzenie polega nie tylko na tém, ze zamiast 1uchu rozwaza sie
tu zmienno$¢ wogdle, ale nadto i na tém, ze zwigzki krepujace uklad sy zale~
znemi od elementow (respective wspilrzednych) i predkodei, podezas gdy
dotad albo ich calkiem nie bywalo, albo jesli bywaly, to zaledwie zalezne od
samych wspolrzednych.

Pomienione zwigzki wprowadziliSmy wreszeie nie dowolnie, jak sie
to zwykle dzieje. Staly sig one wynikiem tego, ze prawdopodobienstwo sta~
nu uktadn jest funkeya nieciagla w sysiedztwie jéj wartosel rownyeh zeru.

W przypadku wmechanizmun zwyklego, prawo zachowania bytu utos-
samié by mozna z prawem zachowania energii, ktoréj jednak wyrazenie nie
sklada sie, jak dotad bywalo, z dwich tylko wyrazdw, t. j. energii potencyal-
néj i aktualnéj, ale zawiera nadto wyrazy innego rodzaju energii, pochodzace
od zwigzkéw krepujacych wklad. Wyrazy te znikaja, w miare jak zwiazki
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nie zawierajy prediosel, lub jak od nich zaleza w pewien sposéh szczegolny,
np. jednorodnie.

Odpowiednio do tego, prawo najlatwiejszego  sposobu  bytowania
utozsamilo by sie znowu z prawem najmniejszego dzialania; jesli sig tylko
zgodzimy pojmowag je ogélniej, niz cheiat Lagrang e ijego nastepey.

Majac do wypowiedzenia mysli, z ktéremi sie nigdzie nie spotykalem,
musjalem tez wprowadzi¢ i terminy nowe, a przynajmniéj w téj dziedzinie
wiedzy dotad jeszcze nie przystosowywane. Sa to wyrazenia: byt 1 bytowande.
O ile mi sadzi¢ o tém wolno, mniemam, ze odpowiadaja one wladciwie isto-
cie rzeczy. ‘

§ 1l

Rozrézniaé bedziemy jakosé zlosong od jakosci prostych.

Przez jakos¢ prosty A rozumiemy taka, ktéréj w pocancin zmyslo.
wém rozloZzy¢ na prostsze nie mozna i ktora daje sie porownaé z inng jakoscia
«, do niej podobna, W ten sposob, ze jesli o miedci sie w A razy ¢, liczba mia-
nowana ¢ bedzie miarq jakosei 4. Barwa np. biala bedzie, w tém znaczeniu,
jakoScig réwniez prosta jak kazda barwa widma slonecznego, mimo ze dla na-
szego umystu jest zlozong z barw pomienionego widma.

Uwazmy jakodel proste 4, 4s,..., 4,, ktérych miarami odpowie-
dniemi niech beda: ¢;, ¢z, - .., gu. W przypadkn ogélnym liczby ¢ moga
by¢ pewnemi grupami jednorodne, innemi—réznorodne. Tak np. jedne z nich
mogy wyobrazaé wspélrzedne, inne—objetosei, inne—cignienia, inne—tempe-
ratury, a jeszcze inne—gestodel elektryczne lub magnetyezne—objetosciowe
lub powierzchniowe, i t. p.

Jakos¢ zlotonw W z prostych 4;, 4,,..., 4, bedzie jakby rodza-
Jjem wynikowéj tych prostych, utworzondj wedlug prawa, ktorego natury
okresla¢ "nie potrzebujemy i ktore zreszty moze byé roznie zawile dla ro-
znych jakoSci ztozonych.

Jako juz wyrazalne ilodciowo, jakodei proste A, nazywaé bedziemy
elementamsi ., a jako wynikows tych jakosei, jakoS¢ ztozong W nazywaé be-
dziemy ulladem jakosci i omnaczaé przez W (g, gy, - . ., qu), lnb prosciej—
przez W(qu).

Elementy ¢, sy funkecyami czasu, a tém samém uklad W (74) jest
zmienny w czasie. Z pojeciem przeto ukladu, a raczej jego postaci TV (9.)
w chwili ¢, 1gezy sie pojecie jego postaci W (g, - dg.) W chwili nastepnéj
t -+ dt, gdzie
L,
= dt

dt= ¢, dt.

Tlovaz dg, [ dt = q',, jest oczywidcie predkosceia zmieniania sie elementu
Q> kt0rg nazywaé bedziemy wprost: predkossiq elementu q,.
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Predkosci ¢, odnosza sig do €] saméj ehwili ¢ co i elementy q.; aby
wiec okredli¢ stan whiadw w chwili ¢, w ten spostb, izby w témn okredlenin
zawieralo sie i to, ze nasz uktad jest zmienny, nalezy do tego celu uzy¢ nie
tylko elementéw g, , ale i predkosel ¢'.. Symbol zatém (9, ¢)=(qu, 4g./dt)
wyobrazaé bedzie stan ukladn w chwili ¢

Zbior postaci ukiadn W (gu), odpowiadajacych wszystkim po ko-
iei chwilom od t=t, do t=*%>>1,, daje dopiero wlaSciwe wyobrazenie
o naturze samego ukiadu, bo uprzytomnia sposéb jego bytowania w czasie od
t, do 4, Diagramat tego sposobu przedstawié by mozna symbelieznie za po-
mocy calki

/."
B =7}i [ W@,

L

do ktoréj zreszta nie przywiszujemy Zadnego szczegéluego znaczenia.

Jedliby byto mozliwém, aby W (g.) wyobrazato postaé calego Swia-
ta w chwili ¢, wowczas rozciagajac calkowanie do caléj wiecznodei, t. j- kla-
446 fy=—o0, t, = - oo, uprzytomniliby$my w calce B przesziogé, tera-
Zniejszodé 1 praysziodé Swiata.

0 ile mi wiadomo, analogicznemu pojeciu nadawali starozytni filozofo-
wie nazwe byt (b &). W celu jedynie krotkiego wyrazania sig, tg same
nazwe zachowamy dla catki B, i zamiast mdwic: sposob bytowania ukladu
w ezasie od #, do %, bedziemy, w miare potrzeby, niekiedy méwili: byt ukla-
du w czasie od ¢, do %, lub jeszcze krécéj: byt.

§ 2

Hlementy g, i predkodci ¢/, nie stanowiaz grupy zmiennych catkiem

miedzy sobg niezaleznych, w tém mianowicie znaczeniu: ze gdybySmy nadali
im pewne wartofci dowolne, to niewiadomém by bylo, czy te wartosei do ukla-
du W (g,) nalezy lub nie nalezs, t.j. czy stan tego ukdadu (., ') tworza
Iub go nie tworzg. Mozna atolirozumied przez ¢ (= funkeyizmiennych g, ¢'u)
prawdopodobienstwo faktu, ze elementy g, 1 predkosel ¢, do ukiadn W (g,)
nalezg, a wice stan jego (gu, ¢'x) tworza; wowezas wszystkie grupy warto-
Sci, zado$é czynigee réwnaniu

@ (Qu, 0) =0, (1)

nalezy¢ do ukladu W (g,) nie moga stanowezo, podezas gdy wszystkie inne,
zado§¢ czyniace nierdwnosciom

1> ¢ (G, Q) >0, (2)

nalezy¢ dori moga mniéj lub wiecéj prawdopodebnie.
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Gdy wiec ¢, t.j. prawdopodobiefstwo stanu ukladu przyjmiemy jako
funkeys elementéw i predkodei — znana, wtedy staje zadanie oznaczenia spo-
sobu bytowania uktadn W (g.) — najprawdopodobniejszego. To wiasnie za~
danie bedzie przedmiotem pracy niniejszéj.

§ 3.

Aby wyznaczyé. sposéb bytowania ukiadn na,jprawdopodobniej Szy
w czasie od # do ¢, nalesy okreslié przedewszystkiém prawdopodobiei-
stwo tego bytowania wogéle, i zalozyé nastepnie, ze to prawdopodobiedstwo
jest mazimum. Stad wynikng warunki najprawdopodobniejszego bytu.
Rozdzielmy przedzial czasu od %, do f, na przedzialy nieskodczenie
male dt, tak aby bylo & —t, = ndt, iniech chwilom:
00,0 =t dt, t"=1 + 2d,..., b =14 J-ndt
odpowiadaja postaci nkladu:
W(gdes W(ws W Q05+ -5 W (Quk- 3
Postaciom tym odpowiadajg znowu stany:

(Ql” (Z’M)O ] ((ZAH (Z/,M)I: (q;t H q’[t)" EEN
ktérych prawdopodobieristwa sa:

vs Qs Qs

P> @ @ Py
Wedlng takich oznaczen, prawdopodobiefistwo bytowania ukladu
w czasie od %, do ¢, dokonywajacego sie sposobem, wyrazonym przez szereg
postaci (3), bedzie iloczynem:

CP=o¢ ¢ .. 1,

ktérego logarytm naturalny wyrazié mozna za pomocg caki
T
Ig P :ﬁ_[]g @ dt. 4)
3

W calee (4) natura prawdopodobiefstwa g, jako funkeyi elementow
i predkogei, jest z zalozenia oznaczona, a nieoznaczonemi sy tylko same ele-
menty, jako funkeye czasu. Stosownie wiee do tego, przez jakie funkeye cza-
su wyraza¢ bedziemy elementy gq., P otrzymywaé bedzie raz wigksze, dru-
gi raz mniejsze wartodei. Ukltadem przeto najprawdopodobniejszym w czasie
od 4, do# jest oczywifcie ten, ktéry przywodzi P, t. j. prawdopodobieri-
stwo bytu, do maximum. Stad pochodzi nazwa zasady najprawdopodobniej-
szego bytu.


GUEST


60 Wh. GOSIEWSKI.

8§ 4.

medopodoblenstwo ¢ jest funkeys 2m zmlennych Qus @' clagla,
ale tylko w sasiedztwie wartosci ¢ wiekszych od zera; w sasiedztwie warto-
§ci g réwnych zeru, prawdopodobieistwo ¢ jest funkeys wogdle przerywana:
gdy bowiem zmieniaé hedziemy ¢, i ¢, sposobem ciaglym, ¢ zmierzaé moze do
zera stopniami nieznacznemi, lub stawaé sie zerem nagle.

Zamiast jednak uwaza¢ prawdopodobiefstwo ¢ jako funkcya niecig-
gla w sgsiedztwie wartoscl ¢ réwnych zern, mozemy postapié w ten sposéb.

Wyobrazmy - sobie tego rodzaju p << m zwiazkéw miedzy 2m zmien-
nemi ¢, ¢'x, ktéreby spetnialy sie zawsze, gdy ¢ jest wieksze od zera, a nie
spelnialy nigdy, gdy ¢ réwne zeru, i zastapmy prawdopodobiefnstwo ¢ funk-
cya, w sgsiedztwie wartodel ¢ réwnych zeru ciggly, ale je odtwarzajaca w po-
zostatych dziedzinach. 'Wéwezas grupy wartodel qu, ¢', zwigzkéw nie spraw-
dzajace, do uktadu z powodu ¢@==0 nie naleza; zatém jest wszystko jedno,
czy funkeya przedstawiajaca ¢ bedzie wtedy zerem, czy nie bedzie.

Mozemy zatém odtad uwazaé prawdopodobienstwo ¢ jako funkeys
zmiennych g, ¢, ciagly wszedzie, ale za to wprowadzimy zwiazki, odpowie-
dnio uklad krepujace, ktére, w powyzéj opisany sposéb, nlemacr&oéd prawdo-
podobiedstwa ¢ zastepuja.

Oznaczmy te zwigzki przez

Ly (Qus ') = 0, ¢=1,2...,9 (5)

a przez dq, przemiennosci elementéw ¢, jako funkeyj czasu, w odréznieniu od
ich rézniczek dq, = q', dt.
Z réwnania (5) otrzymamy:

i nastgpnie

P f Z ( = - 0 + & af”éq u) (6)

gdzie 1, wyobraza czynnik dowolny.
Wykonajmy na wyrazach postaci

oL,

37 e =12 L s,

dt. A "o,

catkowanie przez czesci i oddzielmy wyrazy niescatkowane od zeatkowanych;
wtedy rownanie (6) przyjmie postaé
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d , oL, 1 3L,
OM—fth -7 A, qqﬂ) 5‘1;4—.-721».0% 090

L1
+ T V = % Q1 »

M

=12 ...,p)"

gdzie Q.05 Quos Inoys s 00u0 1 Quis Quty Loty Aus 80u1 8% odpowiednio
wartosciami ilosei u, ¢'u; L A, 09, W chwilach 2,1 ¢ .

§ 5.

Stosujge do catki (4) znane reguly rachunku przemiennosci i poste-
pujac zresztg podobnie Jjak w.§ poprzednim, otrzymamy tatwo

. 6lng [ltz m_iang‘o) 80, — i aID‘tp,) 8000
P

dt 2q' at
®)
1 dlg g,
g 2% Y
m

gdzie, obok oznaczen juz znanych, ¢,i¢, sa odpowiednio wartodciami ¢
w chwilach ¢, 1 ¢, . ' _

Dodajmy do réwnania (8) p réwnan (7) stronami odpowiedniemi; znaj-
dziemy:

/P
1 3lg ¢ 9L,y 1 (a lg g, 3 Lv, )
— }Z{Z ( Evy + %‘ duo —aq,.u,ﬂ) OQup -+ T E 3 +2 w5 001
“ «

Tak przeksztalcone wyrazenie przemiennogcei §lg P zawiera tylez
czynnikéw dowolnych 1, ile jest zwigzkéw (5). Kosztem wiec dowolnodei
tych czynnikéw, przemiennofci dg,, poprzednio, t. j. w (8) nie dowolne, staty
sig obecnie dowolnemi. Ze za§ warunkiem koniecznym maximum calki lg P
jest, jak wiadomo: 6 1g P = 0, przeto warunek ten prowadzi do grupy m ro-
wnai:

Iy
_ 1 c‘p L, 4 alg‘PJ_ >
MgP—chlt H 43 et dt( 53 ,aq)}aqﬂ
o

2 ) aL,
1“°+2 L9y 210 )=0. @

& 3‘1 AP g 39’y
(w=1,2...;m
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dotyczacéj kazdgj chwili ¢ wewnatrz przedziatu czasu od t,, do t,, i do awdéch
grup po m réwnani:

3L9',1
w1 A~
Gl

alg(f)ﬂ_{’_‘ 1 2 1’-9___0 alg(pl_}_Zl

0 7T Y 7
(I;H) ' q(z 10 9q l

=12 ..., m

=0, (10

dotyezaeych odpowiednio chwil krancowyeh 4, 1.

Réwnania (9), lacznie ze zwigzkami (5), tworzg grupe m - p r6-
wnaii, wystarczajacych do wyznaczenia tyluz niewiadomych funkeyj eczasu
Qu, Av. Funkeye te zawieraé Dbeds 2m stalych calkowania, ktére wyznaczy-
my z 2m war nukéw krafcowych (10).

§ 6.

Aby wyniki dopiero co otrzymane mozna bylo krétko sformulowa,
postapimy w ten sposéb.

Pomnézmy réwnania (9) przez. rézniczki dg, = ¢, 41 dodajmy stro-
nami odpowiedniemi; otrzymamy:

21 s 1 dlg g SL,,
DI+ 2 05) da— 20 aud (ot Thgt) =0
u M
zwazywszy zad nastepnie na tozsamosci:

al . (31 2] 3L,
0B+ 30 )=, (2 + 20 5 - (GEE + 20 5

(2t L) =t 2 20 (G ot 5 ) =0,
otrzymamy wreszcie ‘
tfigr - 20050

Stad widocznie mamy:

lgp— Z‘M(

l=o

» L =lg H,

albo raczéj
, (Ol - oL,
%“( 5 TIM g ) (11)
p=He .
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gdzie H oznacza staly dodatnig.
Uwzgledniajac tu po kolel warunki (10), znajdziemy:

p= ¢ =4H, (12)
co znaczy, ze stany kraicowe ukladu sg 1'éwnd prawdopodobue i ze stata H

jest wartodcig tego prawdopodobienstwa.

§ 7

Révwnanie (11) jest warnnkiem koniecznym maximum prawdopodo-
biehistwa P.  Uwazglednijmy to rdwnanie w calce (4), przejdzmy nastepnie od
logarytméw do liezb i zatdzmy dla krétkosei:

_/dtzq”( g aq ) (13)

znajdziemy:

a—t ¥ (14)
P=H dt e dt

Podstawmy w réwnanin (14) za elementy g, wszystkie po kolei uklady
funkeyj czasu, zado$G czyniace zwigzkom (5), réwnaniu (11) 1 warunkom (10)
i dodajmy réwnosci w ten sposéb otrzymane stronami odpowiedniemi; znaj-
dziemy:

ty -
Q=g H a ;
gdzie
v

Q=2P7 .q‘:ze dts

Odpowiednio do tego, prawdopodobiefistwo P uwazaé mozna jako zlo-
zone z dwoéch nastepujacych:

t —1

v
- — —
Q=ngt, R:ge dt‘

Zgodnie z wyrazeniem @ i znaczeniem statéj H, czynnik @ wyobraza
prawdopodobiefistwo. zdarzenia, jakoby wszystkie stany ukladu w czasie od
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¢, do t, mialy prawdopodobiestwa jednakie, réwne H, niezaleinie od tego,
jakiemi sg te stany ijak po sobie nastgpuja; wedlug bowiem réwnania (11),
mamy: '

dlg e . 0Ly
- ‘E‘ ’I’[L( Ers + Ik ()qrp.) (15)

gdzie, podezas gdy H jest stale, stan (g, ¢,) moze byé zmienny, @ wyraza
zatém prawdopodobieistwo faktu, Ze jeden z ciggdw standw uvkladu jest, tyl-
ko nie wiadomo ktory, a wiec wyraza prawdopodobiefstwo mozliwosei bytu.

Odpowiednio do tego wyniku, czynnik R wyobraza znown prawdopodo-
bietistwo, ze gdy ciag stanéw ukladu juz jest, to nie moze byé nieoznaczony;
zaleznie bowiem od wartodci V, jeden ciag standw jest mniéj, inny—wiecéj
prawdopodobny. Najprawdopodobniejszy bedzie oczywiscie ten, ktéremu od-
powiada warto§é V najmniejsza.

Stad i réwnania (13) otrzymujemy warunek

t, .
dlg @ . AL, .
— | dt ! R D e ) = M, (16)
], g ! ‘*( T 37,
a wedlug tego i formuly (14) mamy widocznie
H—1t min. V°

maz. P=H¥® ¢ &

Ostatecznie zatém zasada najprawdopodobniejszego bytn zawiera sig
w réwnaniach (15) i (16). Zobaczmy, co one znacza.

, § 8.

Skoro @ oznacza prawdopodobienstwo mozliwosei bytu, przeto H ozna-
cza prawdopodobienstwo mozliwosel stanu ukiadn. Zatém rownanie (15) wy-
raza, ze stan ukladu jest jednakowo mozliwy w kazdéj chwili uwazanego
przedziatu czasu, a to nazywaé bedziemy prawen zachowanio bytuw.

‘Warunek znowu (16) odpowiada ciagowi stanéw ukiadu, albo raczéj
sposobowi bytowania tego ukladu—najprawdopodobniejszemn. Ze zag naj-
prawdoepodobniejszy—znaczy: najczeseié] sig zdarzajacy, a tém samém i naj-
latwiejszy do urzeczywistnienia, wiec réwnanie (16) wyraza prawo, ktére na-
zywaé bedziemy prawem najlatwiejszego sposobu bytowania,

Dolgezajac do tego wystowienie warunkéw (12), otrzymujemy twierdze-
nie nastepujace: -

icm
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. U/.ﬁffbd najprawdopodobniejszy podlegn praww zachowanis bytw, praww
najlutwiejszego sposobu bytowania, oraz smierza do osiggniecia stany rdwnde
prawdopodobnego, jak ten, z kidrego byl wyszedt.

Z twierdzenia tego wynika wniosek nastepujacy.

Réwnania (9) i (10) otrzymalismy jako warunki tylko konieczne maxi-
mum prawdopodobienstwa P, Gdy jednak elementy g, i czynniki 7,, jako
calki grupy réwnat (9) i (10) tacznie ze zwiazkami (5), podstawimy w réwna-
niu (13), powinnismy w ten sposéb przywiesé ¥ do minimum, a tém samém P
do maximum; gdyz P z natury rzeczy tylko maximum mieé moze. Rownania

. Drzeto (9) 1 (10) Ygeznie ze zwigzkami (5) wyrazaja warnnki konieczne i do-

stateczne maximum prawdopodobieistwa P.

§o.

W zadanin naszém okreglilismy stan ukladu za pomocy elementdw
i predkosei, opierajac sig na tém, ze jesli postacia ukladu wehwili £ jest W(9)
postacig jego w chwili ¢ 4 d¢ bedzie W (g, + dg.). Biorac jednak TZECZY
Scislé) i ogblniéj, posta¢ uktadu w chwili # 4~ d¢ nalezaloby wyrazié sym-
bolem

Wilgy + dgu + d%. [ 20 % /31 .. .),

tak aby do stanu jego w chwili £ wesaly elementy i ich pochodne wzgledem
czasu az do pewnego rzedu wigeznie, ktirego wielko§é moglaby nadto byé
rézng dla réznych grup elementéw, caly ich ogél skladajacych.

W przypadku, w ten sposéb nogélnionym, zadanie réwniez nie przedsta-
wia trudnosei.  Jakoz, zatdzmy

y=lgp+ XL L,

gdzie ¢ 1 L, majy te same znaczenia jak wyzéj, tylko ze, obok elementéw
ipredkosei, zawierzjg obecnie dalsze jeszeze pochodne elementéw wzgledem
czasu; za$ wspllezynniki 2, sy funkeyami czasu, majacemi si¢ wyznaczyé od-
powiednio do zwigzkéw L, = 0. Wtedy réwnania zmiennosci uktadu, w ka-
zd€j chwili ¢ wewngtrz przedziatu czasu od £, do #; , przyjma postad taka:

&) d oy @ oy a8 oy

[ g A Lo.=0,

=12 ...,m -
a rownania, odpowiadajace chwilom kraficowym #, i4,, — taks:

Prace matem,-fizyczne, T. IIL 5
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Ay, d oy, a2 dy, Dy d oy, | 4 Ay,
-y anmiby vl -t A B T YT '~:01 7 ”'“T 90" T 1 g™ -
Ny o 2w AR oy dy 99"y B 3 pa
a"ﬂu d 8".”0 — 9'{/}1 __El__ allui__ e =0
quz;—‘lto 9’2"/w—|—m— ! 3" dby 2" s e ’
9‘4’0 a’l#l ‘
- — =0, = — ... =0
" u . " w1 4
p=1,2 ..., m

Prawo zachowania bytu zawieraé sig bedzie w réwnaniu

—
H=gpe,

w ktérém
2 : , o Sy 4 oy @y )
6= - {q”( aq'u — 9Q"p + a2 SQ”'“’ e
y

(% 4D ,
+t (a — o+ )b )+ ]

a prawo najlatwiejszego sposobu bytowania w réwnaniu:
.[1
——f 6 dt = mindmaom,
%

Jezeli teraz elementy g, rozdzielimy na grupy, mianowicie takie, aby do
grupy pierwszéj zaliczaly sig elementy, posiadajace w wyrazeniu v pochodne
tylko pierwsze, do drugiéj — pochodne pierwsze i drugie, do trzeciéj — po-
chodne pierwsze, drugie i trzecie, it. d., wéwezas, dla powodéw latwo zrozu-
miatych, elementy grupy pierwszéj obowigzywaé bedzie prawo bezwladnogei
rzedu pierwszego, to whasnie, ktore stwierdzone zostalo do§wiadezeniem dla
ruchu; podezas gdy elementy grup wyzszych obowigzywaé bedzie prawo bez-
wiadnosei rzedéw wyzszych, wprawdzie nie stwierdzone jeszcze dos$wiadeze-
niem, ale w zasadzie mozliwe.

Taka jest istotna réznica migdzy przypadkiem ogélnym zmienno$ei ukta-
du, a tym, ktéry$my rozbierali szczegdlowo, t.j. tym, ktory podlega prawu
bezwladnosei rzedu pierwszego.

§ 10.

Aby wyniki sformutowane w twierdzenin §-u 8 mozna bylo poréwnaé
z zasadami panujacemi obecnie, nadajmy prawdopodobieistwn ¢ odpowie-
dnio dogodng postaé. -
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. Jakabykolwiek fnn}icya} zmiennyeh g, ¢', bylo prawdopodobietistwo ©
mozemy zawsze uwazaé je jako iloczyn z funkeyi zaleznéj tylko od zmieﬁ:
nych g,, przez funkeys zmiennych Quid,.

) Oznaczm.y wige przez U funkeys zmiennych Quy & przez T—funkeys
zmiennych g, i ¢', ; wéwezas wolno zalozyd )

—(U+ 1)

p=1nle s (17)

gdzie 1 oznacza staty dodatnia.
Uwzgledniajac to wyrazenie ¢ w réwnanin (15) i przechodzae od liczb
do logarytméw, znajdziemy:

Y, ( 207 2L, H
_Z -—,—~El,—,’)——T-—- = (__
w Te g 3 » 29 ® u lg h )
Mozemy wreszcie wartosé funkeyi U tak dobraé (przez dodanie odpo-

wiedniéj staléj), aby stata & réwnala sig H, i wtedy réwnanie powyzsze przyj-
mie ostatecznie postaé:

L oT oL
v = —TI—-U--3] '
ﬁqpafh v ylé‘;qua

= 0. @1s)

v,
!
[

Réwniez znajdziemy tatwo, ze réwnanie (16) przyjmie odpowiednio po-
staé nastepujaca:

2 A

’ , T %Y, oL,

/(T»}-U)(lt: [di( E 4“5![7_21” 2 q#,‘—q,-):mmmum. (19
1, “t - Y ¥ o

Jezeli teraz zalozymy, ze fankeya T jest wzgledem predkosel ¢, wy-
mierng 1 calkowity stopunia drugiego i przytém stale dodatnia, wéwezas ré-
wnania (18) i (19) przywiods sie odpowiednio do nastepujgcych:

, oL,
I'—U—-2X E Q"—-Sq' =0 (20)
v I ®
A
2
f (2 T34 E q’,;a—f’i)dtzmz'm'mum, (21)
» ® I

t

a uklad stanie sig mechanicznym, w zwyklém tego wyrazu znaczenin, i skre-
powany bedzie zwigzkami (5).

W przypadku, gdy wyrazenia L, nie zalezg od predkosei ¢’y lub gdy za-
do§¢ czynia rownaniom postaci
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aLu ] 7 J
E (Z,p‘_7—=f1r(‘2p.’ Qs La')! (v=1,2...,p)
" 29

gdzie fy (Gu- ¢ur Lv), oznacza funkeya 2 m--p zmiennych gy, ¢y, L 1taka,
i€ [y (Qu, ¢, 0) = 0, mamy, na zasadzie zwigzkéw (5):

oL
i =0,
?QP' 3(19

a wtedy rownania (20) i (21) redukujg sig odpewiednio do nastepujacych:

v=12...,p

4 .
I'—U=0, [ 2 T dt = minimum

ty

z ktérych pierwsze wyraza prawo zachowania energii, a drugie — prawo
najmniejszego dzialania, w powszechném ich znaczeniu. :

W taki to sposéb pomienione prawa mieszezg sig odpowiednio w pra-
wach: zachowania bytu i najlatwiejszego sposobu bytowania. Daje on nam
miare tego, oile bardziéj zawilemibyémogg zjawiskaprzyrody, niz sobie wyo-
brazaja ci, ktérzy sadza, ze caly ich ogét da sie podporzadkowaé. pod uklad
mechaniczny swobodny.

Warszawa, w pazdzierniku 1891,

0 PEWNEJ KLASIE ROWNAN PRZESTEPNYCH.

' NAPISAL

M. P. RUDZKI.

§L
Bedziemy rozwazali w téj rozprawie réwnania przestepne:
In = 01 (1)

gdzie J,, oznacza funkeya Bessela, t. j. funkeys:

i=w )

2 (—1)‘. (7)7"4.2,-

£ T Tonter

Pierwiastkami réwnan tego rodzaju zajmowat sie Poisson.?!) Zna-
komity ten matematyk zauwazyl, ze gdy warto$é zmiennéj « jest bardzo wiel-
ka w pordwnanin z liczbg m, to réwnanie rézniczkowe, ktéremu czynig zadosé
funkeye Bessela, moze byé napisane pod przyblizonym ksztaltem:

d2 Jn (Vw’j o
—**?25;?— + Jm (Vel:) :0,

skad wynika, Ze bardzo wielkie pierwiastki réwnania (1) muszg byé bliskie
wartodcia pierwiastkom réwnania :

1) Todhunter, Elementary Treatise on Laplace, Lame and Bessels
functions, str. 312 i nast. ’ :
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