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Eo, p, — Flo, p, + v ¢,) + Gou Yar,
b= EG—F

—C. = P Yy — Py Yu
CTRTTEe e
Poniewaz réwnania ikiadu naszego sg symetryczne wzgledem funkeyj
@ 1y, wiee z istnienia calki ¢, wynika wprost, Ze
r Byl — ZF'q)y‘.}/)m + Gq/:;
T T EG—
musi by¢ takze catky nktadu. Istotnie tatwo sprawdzié tozsamogé:

Bt

6 6 — 0 =0,
ktéra dowodzi, ze catka ¢ jest funkeys calek ¢y, ¢, I ¢;. .

‘Wobec tego mozemy przyjaé, ze najogélniejszém rozwigzaniem danego
ukladu jest funkeya dowolna calek:

E(p;—?:]?% Yo+ GO} Qo — @y Yo ETPi‘—zF"Py 1/)9”'}‘@?/’5;_ D]
BG — I VEG—T EG—F

Zanwazmy, ze wszystkie calki- obliczaliSmy w przykladzie tym przez
calkowanie. Przegladajac przebieg rachunkéw tatwo dostrzedz, ze w jednym
tylko przypadku, przy obliczanin catek wspdilnych réwnan X, (f) =0, X, .(f)
= 0, X; (f) = 0, mozna sig byto raz obejs¢ bez catkowania, korzystajac z dzia-
fania ¥,. Caltkowanie to jednak byto tak proste, zeSmy tego zaniechali.

Szezuki, wrzesien 1890.

) Otrzymane niezmienniki znane sg pod nazwy niezmiennikéw rdiniczkowych Beltra-
mi eg o (Beltrami'sche Differentialinvarianten), Beltrami pierwszy otrzymal jej meto-
dg, od podanéj tu zupetnie odmienny. Patrz: Beltrami. Giornale di Matematiche. Tom
213. ,Ricerche di analisi applicata alla geometria®, rozdziat XIV, takze:}

Beltrami. Mathem. Aun. Tom 1. ,Zur Theorie des Kriimmungsmassgest.

- 0 PRAWIE PRAWDOPODOBIENSTWA UKLADU BLEDGW, .

JAKO ZDARZEN WOGOLE ZALEZNYCH.

Wi GOSIEWSKIEGO.

Kwestya nzasadnienia, a nawet oznaczenia prawa prawdopodobieristwa
bleddw dostrzezen, jest jeszcze do dzisiaj otwarts. W artykulikach 1 po-
przednich, po§wigconych temu samemnu przedmiotowi, kwestye te traktowalem
bardzo niefortunnie. Obecnie sadzg, Ze natrafilem na taks definicys, ktéra, be-
dac dos¢ prosta i naturalna, wystarcza zarazem do rozwigzania zadania, w ca-

1éj zreszta ogdlnosci.

Uderzony analogia miedzy prawem Maxwella rozdziatn prodkosei
W gazie doskonalym, a prawem Ganssa rozdzialu bledéw miedzy dostrze-
zeniami, powziglem my¢l, aby, dla otrzymania tego ostatniego, wyjs¢ z podo.
bnego punktu widzenia jak Maxwell. - Zadanie Maxwella %) ‘przedstawié
mozna tak. .

Jest nkdad nieskoticzonéj liczhy poruszajaeych sie punktdw, réwnych co
do masy, a riznych co do predkosel, w'ten sposoh, ze jakabadz pomyslimy

) WL Gosiewski O awdopodobienstwie bledéw przypadkowych. (Prace
wat. fiz, t, I.) )

M. A Baraniecki O pewném wnioskowanin analityezném w t. I tego wyda-
waictwa. (Prace mat. fiz. t. II) . . : )

Wt Gosiewski Dowod prawa Gausse, ktére dotyezy blgdow przypadko-
wyeh  (Prace mat. fiz. t. II) R N -

C. Russjan (zOdessy). O pewnym dowodzie prawa Gaussa. (Prace mat.
fiz. . niniejszy—III. Patrz nizéj). ; L.

*) Philosophical Magazine, January, 1860. . Rowniez Scientific Papers of, L. CL, M a x-
well, Cambridge, 1890, Vol. L, p. 380. ‘ . :

Prace matem.-izyczne, T, III. 3


GUEST


34 WE. GOSIEWSKIL

predkosé ze wzgledu na wartodé 1 kiernnek, 'znajdziemy ZOWSZO wukl'adzie‘
pewna liczbe punktéw, te prgdkosé posiadajacych. _Owoz Maxwellowi
chodzito o oznaczenie prawdopodobienstwa Wylosowam.a z uktadu Qunlcttt, po-
siadajacego dang predkosé; aby za$ to zadanie‘ zrobié oznaczoném, p'rzy‘]e}k
w ukladzie rodzaj symetryi, zado$¢ czynigedj warunkom 11astqp113'49y111.:
1) prawdopodobienstwo wylosowania punkt'u, majgcego dal}f‘m sldadowq‘.‘plv'(;dk'o'-
" gclw jakimbadé oznaczonym kierunku, jest funkeys téj tylko sktadowéj;

9y sktadowe prostokatne predkogel tego samego punktu sg, jako zdarzenia, nie-

zalezne. "Wyrazajae nastepnie prawdopodobiefstwo szuk:mn'e dvslfojzuki‘m o=
sobem: raz, jako zlozone z trzech prawdopodobienstw, odp_ov’v.la,da,]@cy’c]} frzem
skladowym predkosei, drugi raz, jako zalezme tylko od saméj wartosei 'pred-
kodei, otrzymat réwnanie, a z tego réwnania oznaczyl prawo szukanego praw-
doporobienstwa.

Zadanie o bledach jest o wiele zawilsze. Bo-najprzdd, jakkolwiek Dblg- -

dy, jako jednorodne, mozna prayréwnad do odpowiednich skl'adowych' pewnéj
- wynikowéj, to. jednak z uwagi, ze bledéw moze byé ilekolwiek, n_ulezy przy-
jaé tyle wymiaréw przestrzeni ile jest bledéw, a zatem rozwazaé kwestys

w przestrzeni wielowymiarowéj. Powtdre, niewiadomo na jakich osiach, pro--

stokatnych czy ukoSnokatnych, odcinaé bledy jako skl‘adowe wyniko_WéJ:;' d%a
ogolmodei przyjmuje osi ukosnokatne. Dzigki wiadnie temu’, okazuje sig, ze
uklad osi prostokatny odpowiada niezaleznogei bigdéw, uko$nokatny - zale-
znofci wogdle, a ukiad zerokatny odpowiada zaleznofei ich maksymalnéj.
Zamiast wreszele dwoch -hypotez Maxwella, przyjmuje tylko. jedn'e%,
taka: prawdopodobienstwo ukladu bledéw jest funkeya saméj ich Wynlk(iW(ﬁ:].,
- niezalezng'od jéj kierunku. Ta hypoteza wynika latwo przez ro78761Zenie
" okredlenia Graussa, ktére dotyczy prawdopodobienstwa bledu pojedyiczego,
do ukladu ble}déw; okreslenie to jest nastepujace: prawdopodobiefistwo Dbigdu
zalezy tylko od wartodei bledu, a nie zalezy od jego znaku. .
W pordwnaniu zatém z ukladem punktéw Maxwella, nasz uklad J(‘Bst
* ogélniejszy, albowiem posiada te tylko wlasno$é, ze liczba punkiéw, .odpowmj
dajgeych danéj wynikowej bigddw, jest proporcyonalna do pewngj funkeyi
wartodei tej wynikowej. .
W koficu winienem dodaé, ze, o ile mi wiadomo, wplyw zaleznoscei zda-
- rzen na catkowity ich przebieg nie byt dotad nigdy nalezycie oceniony; deie-
T0 Wiee po raz pierwszy w pracy niniejszéj ta szezerba jest wypelniong, o ile
" do tego nadawalo sig rozwazane tu zadanie. Nadspodziewane wyniki, ktore
w ten sposéb otrzymalem, sadze, ze zainteresuja czytelnika. ‘

. §L

Zadanie oznaczenia miary najprawdopodobniejszéj.‘ dla wielkogei nie-
znangj #, z wiadomych jéj miar dostrzegalnych =z, @, . .., x,, sprowadza
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sie, jak wiadomo, do oznaczenia prawdopodobiefistwa popelnieni

a, przy do-
strzeganiu, uktadu bledéw kolejnych: ]
&

Uy == 0 — Dy, Uy =B~ &y, ..., W, = & — x,,

Ale bledy jednorodne, jakimi $8 Uy, Uy, - . ., Usy, upodobnié mozna do
wspolrz¢dnyeh punktu liniowych w rozmadtosc: (Mannigfaltigkeit) %—iwymia-
rowéj; wowezas promief wodzacy tego punktu, ze wzgledu na kiernnek i war-
tod¢, wyobrazaé bedzie jakby wynikoweg brediw.

Wedlug takiego pogladu, za migre ukladu bledow mozna przyjaé ich wy-
nikowy; czy wiec powiemy ‘nklad blgddw, czy—wynikowa bl@déw, bedzie
wszystko jedno. ,

Aby bledy ewentualne mogly byé jakiekolwiek, a kazdemu ich uktadowi
by odpowiadal punkt inny, przyjmujemy rozmaito$é.plasky (przestrzen wiels-
wymiarowg) 1 wspolrzedne prostolresine, przy osiach tworzgcych miedsy soba
katy, ktore dla osi dodatnich w1y, oznaczaé bedziemy przez ( Iy P).

Wiee blad ewentualny moze mie¢ kazds wartosé zawarty migdzy — oo i
-0, & wynikowa bledow ewentualnych moze mieé wszelki kiertmek i kazda
warto$é od o 'do co. ' . ’

Gauss, miedzy innemi, przyjal takie okreslenie: prawdopodobienstwo
bledu, popeinionego przy jednokrotném dostrzezeniu, jest funkeys tego tylko
bledu, niezalezng od jego znaku. :

Rozciggajae to okredenie do ukladu bleddw, otrzymamy zasade naste- -
pujaca: prawdopodobiesistwo whltadu bleddw jest Funkceyq saméj ich wynilowéj

* wigzaleing od jéj kierunku, zasade, ktora sformutowaé mozna tak Jjeszeze:

Rdzne Kierunlki promienia wodzqeego w Droestrzeni n—wymiarowdj sq je
dnakowo mozliwe dla wynilowsj n Wleddw, o vdine wartodei tego promienia nie-
s jednakowo mosliwe. ’

Ta jedna zasada wystarczy do rozwiazania naszego zadania w catéj
ogdlnosei.

.

§ 2

Wynikowa bteddw jest wiadoma, skoro znamy J&j kierunek i wartosé.

Zakreslmy z poczgtku wspolrzednych, jako Srodka, promieniem jedno$é,
rozmaitosé n—I1-—wymiarows (analogiczng do okregu kola i powierzchni knli)
i oznacziny przez 2o j6j element, 4 przez w jéj calg rozceigglosé.  Stosownie
do tego czy chbzg % jest parzysta lub nieparzysta, bedzie odpowiednio:

x oo
o >‘__ 9% 2% ,
@ = oy CETRE )
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Zgodnie 7z temi okregleniami i zasada § poprzedniego, stosunek ac/(:;)
wyraza prawdopodobiefstwo, ze wynikowa blgdéw ma kiermnek oznaczony;
jezeli wyrazimy nadto, réwniez zgodnie z powyZS'Z.q zasada, przez I7 (@,1,). a’@,,
- prawdopodobieistwo, ze wartosciy téj wynikowéj jest gu, toq prawdopodobief -
stwo ukladu bledéw bedzie iloczynem

2

. [ Q.
P=--F (Qu) aQu .
w -
Przechodzac teraz do wspélrzednych prostokredinych, mamy:
0y"%5 B, = kb Ou, By . . . Py,

1
o F (o) =1 (X X uuu cos (up)),
. 5

wgj !
gdzie | :

1, cos (1, 2). ..., cos (1, )" |

lcos (2, 1),..... , (fos (2, n) (i:zi, ;,’ :)

cos (p, ) = 1.
cos (m, 1), cos(m,2),...,1

We wspétrzgdnych zatém prostokreslnych, prawdopodobiefstwo ukiadu
bledéw przyjmuje postad nastepujaca:

(1) C P=1, F(E 2w, c08 (u, 7)) 2wy Quy ... D1y, )
e

w ktoréj nalezy jeszcze wyznaczy¢ nature funkeyi £.  Aby jednak to zrobié,
rozwazymy przed tém pewien przypadek szezegolny.

Zalézmy w formule (1): m==1, i opusémy nastgpnie znaczek 1; wow-
czas otrzymamy wyrazenie prawdopodobiefistwa litedu pierwszego u, pod po-
stacig o (1*) 2u; albowiem fankeya f zalezyé moze od liezby n, jako parame-
trn statego, zatem dla wyréznienia praypadku #n=1 oznaczamy Ja przez ¢,

Jedli wige bledy w, g, . . ., uy S8, jako zdarzenia, niezalezue, prawdo-
podobienstwo nkladu bledéw bedzie iloczyném.

") Tormula (1) wyobraza zatem i prawdopodobiefstwo wylosowania punktu, ktéremu
odpowiada. uklad bieddw u, us, ..., u, odniesiony do osi ukoénokatnych, jedli kwestyg rozwa~
zad hgdziemy z punktu widzenian Maxwell a.
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2) . o) e (). p (43) Pws By . . Bu,

Wedlug okreslen § 1, oba wyrazenia (1) i () powinny byé sobie rowne,
przy wszelkich wartodciach zmiennych . Ztad wynika tozsamodd

ok F(Z Z g, 008 (1, 7)) =@ () @ () ... o (w2,

ktoréj aby sig stalo zado$é, powimno byé przedewszystkiém cos (g, ») = 0,
—an?

inastepnie ¢ (u?) = he , rozumiejac przez ailistale. Z uwagi wreszcie,

ze blad nie moze byé nieskonczenie wielki, ale ze sig tylko zawiera miedzy

=<0 i+, wynika nadto: « > o0, & = Va/iz. ‘W ten sposéb mamy:

o]

o —ai?

(3) “ @ (v) du = (—5) e du.

Powyisze zatém wyrazenie (3), ktére Gauss otrzymal na podstawie
trzech zalozed: 1) niezaleznosci bledéw jako zdarzen, 2) zaleznosei prawdo-
podobienstwa bledn tylko od jego wartoscii 8) prawa sredniéj arytmetycz-
néj, otrzymalidmy niezaleinie od dwdch ostatnich, ale za to uczyniliSmy praw-
dopodobienistwo ukladu bledéw zalezném jedynie od wartosci ich wynikowéj,
pozostawiajyc w mocy pierwsze zalozenie Gaussa, t.j. niezaleino$é breddw;
przy tém okazalo sig takse, Ze to zalozenie wymaga osi prostokgtnych. Stad
mamy twierdzenie nastepujace:

Z pomigdzy wszystlich konstrukey wspdlyzedwych prostoliesinych, Jedne
tyllo wspdlraedne prostokgtne mog wyobraiaé zdarzenia niezalesne,

Wedlug takiego pogladu, nklad osi prostokatny odpowiada niezaleznosei
zdarzeh; zatem w przypadku ogélnym katy (u, ») beda ostre, a uklad osi zero-
kgtny odpowiadaé bedzie maksymum zaleznosci zdarzen. W ten sposéh, prze-
chodzge przez wszystkie uklady wspétrzednych, od zerokatnego do prostoka-
tnego, wyczerpujemy caly skalg stosunkow miedzy zdarzeniami, poczawszy od
ich zaleznodei maksymalnéj, a skoticzywszy na ich niezaleznosci.

§ 4

Z poprzedzajacego wynika, Ze wyrazenie (1), w ktérem katy (1, v)
5 ostre, wyobraza prawdopodobietistwo bledéw, jako zdarzef miedzy sobg do
pewnego stopnia zaleznych. Nalezaloby wige obecnie zajsé sie wyznacze-
niem natury foukeyi f'w tym ogélnym przypadku.- Zrobimy jednak przed
tém mate wyboczenie, aby okreslié to, co wladciwie rozumied nalezy przez i6-
zne stopnie zaleznosci zdarzen, ‘ .

Rozwazajac zdarzenia ze stanowiska najogdlniejszego, przypisaé je na-
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lezy wspétdziataniu przyczyn dwojakiegorodzaju, a mianowicie: przyczyn dzia-
Iajacych prawidtowo, ktore nazywad bedziemy—pewnemi, i przyczyn dziala-
jacych przypadkowo, ktére hazywad bedzlemy—mniepewnemi. Np. jezelizur-
ny, zawierajacé] ma galek bialych imb-czarnych (s ib mogg byé liczby

wzgledem siebie pierwsze), mamy wylosowaé jedne, to oczekiwane zdarzenie

zalezy od dwéch przyczyn: od jednéj —pewnéj, ze w urnie znajduje sie na
kazdych o galek bialych b— czarnych, ite przyezyne wyrazaé bedziemy
przez v (a; 0), 1 od drugiéj — niepewnéj, ze r¢ka trafi na te, a nie na owe
galke.

Jezeli teraz chcemy poréwnaé /dauenm majgee kolejno lub Wspolc/esnle
nastapié, to z uwagi, ze skutkéw przyczyn nlepewnych z gory przewidzieé nie
podobna, pordwnanie to mozemy zrobié jedyiie ze wzgledu na przyczyny zda-
rzed pewne. ‘W mysl tego okazemy co nastepuje.

Zidarzenie jest od innego niezalesne, kiedy swigzel ich preyezyn pewnych

jest oznaczomy; Tiedy za$ tem zwigzel jest micoznaczony, zdarzenic jest mnidj
lub wiecé] zalesne.

Jakoz, jezeli zdarzenie dmole Jest od plerwszego niezaleZne, wowczas
jego przyczyna pewna nie powinna zalezyé od tego, co na zdarzenie pierwsze
wekutek losu (dziatania przyczyny niepewnéj) wypadnie; zatém jest oznaczo-
na. Przeciwuie, jezeli zdarzenie drugie jest od pierwszego zalezne, to jego
przyezyna pewna powinna zalezy¢ od tego, co na zdarzenie pierwsze los pray-
niesie; zatém jest nieoznaczona. Owoéz w przypadku’ pierwszym zwigzek
przyczyn pewnych obu zdarzen jest uznaczony, a w przypadkn drugim—nieo-
znaczony, ¢. b. d. o.

Objasuijmy powyzsze rozumowanie przykladem.

Przypusémy, ze przy danych poprzednich (me gatek biatych i mb—czar-
nych), zamiast jednéj, mamy losowaé dwie galkiz kolei. Wowezas, jezeli
przed losowaniem drugiém gatka, poprzednio wylosowana, ma byé napowrot

* Wwrzucona, oba zdarzenia (pierwszego i drugiego losowania) beda mialy przy-
czyny pewne jednakie, réwne v (a, 0), i zdarzenie drugie nastgpi niezaleznie
od pierwszego t. j. tak, jak gdyby pierwsze nie istniato. Jezeli zag przed lo-
sowaniem drugiém gatki poprzednio wylosowanéj napowrdt wrzucaé nie ma-
my, wéwezas przyezyng pewng zdarzenia drngiego moze byé v (a—1/m, D)

Iub ¢ (a, b—1/m), stosownie do tego, czy W losowaniu pierwszém wyjdzie gal-.

ka biala czy czarna.. Stad oczywista, ze zdarzenie drugie jest od pierwszego
zalezne, i ze jego przyezyna pewna jest nieoznaczouwa, bo niewiadome ktdry
z dwoch wybraé: v (a—1/m, b) czy v (@, b—1/m).

‘Mozemy wreszcie uwidoeznié na tym przyktadzie rézne stopnie zalezno-
Sci zdarzenia drugiego od pierwszego, poczawszy od pewnego jéj stopnia,
a skofiezywszy na niezaleznosel, zaktadajac na m Wszystlue po kolei liczby,
odm =1dom=oo.

Powracajac do przypadku ogélnego, zauwazmy, Ze W szevegu zdarzei
niezaleznych, po sobie nastepujacyeh (np. w szeregu kolejnych bledéw), pray-
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czyny pewne kazdego zdarzenia sg - oznaczone. Jezeli za§, w tym szeregu,
kazde zdarzenie jest od poprzedzajacych zalezne, wowezas przyezyny ich pe-
wne sg nieoznaczoue, t. j. nie dajg sie z géry dokladnie przewidzieé, choéby
nawet przyczyny pewne zdarzenia pierwszego byly znane. Stad przyczyny
pewne zdarzeii zaleznych sa wpewnéj mierze niepewnemi, i wysokosci téj
miary odpowiada mniéjsza lub wieksza zaleino$é zdarzen, w ten spo$ob, ze

zdarzenia maksymalnie zalezne nastepuja doplero pod wplywem samych przy-
czyn niepewnych.

§ 5.
Po tém wyboczenin przystepujemy do przypadku, w ktérym . bledy
83 zdarzeniami do pewnego stopnia zaleznemi, t. t. w ktérym katy (u.») sa
ostre. Zauwazmy, Ze kwadrat wynikowej bledéw jest, jako funkeya tych
bledéw, formg stopnia drugiego, ktora mozna sprowadzié do sumy samyeh
kwadratéw. Wykonywajac to wiadomym sposobem, 1) za pomocs przeksztal-
cenia prostokatnego, znajdziemy:
=2 X u, 108 (1) =X 5%,
n o 2 g

(h=1,2,...,m)
gdzie

0 == X Uy gy

13
®

a spélezynniki s; >0 1 @, otrzymujy sie z réwnan
[ty (1—s3) e cos (1, 2) .. . - twp cos (1, 2) =0,
s (12 €08(2,1) =F azy (1 —81) .. Gap c0S (2, n) = 0,

08 (1, 1) ~F agp o8 (1, 2) .o . F i (1 —8) =0

i 1/.+a27+ +un)=

Skoro W ten sposdb kwadrat promienia wodzacego jest sumg kwadratéw
wspohrzednych prostokatnych Vs, »;, mozna je nwazaé jako zdarzenia niezale-
zne (§ 3), a wiec jako bledy do ktérych stosuje sie prawo Graussa, a miano-
wicie: ze prawdopodobieristwo popelnienia blgdu Vs o Wyraza sie za pomoca
wzorn

. .

[ mo?
g |2 ese
p=(——) e o,

(W1

B Wi Zajaczkowski. Geometr. Analitycez. str. 75.

.
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rozumiejac przez o stata dodatna. Wskutek tego, iz nwagi, ze s s, ..
=7, 800 9y ... 0, = du ... Ouy, wyrazenie (1) przyjmie postaé

o]

- unz

(5) P=1Il2) e 8[41 ey ... Py
g 2 H

gdzie

(6) L= 3 X u, w08 (u, v).
FI .

Formulg (5) otrzymaé réwniez mozna wprost z (1), nie posilkujac sie
przeksztalceniem wyrazenia ogilnego o2 (6) na sume samyeh kwadratéw, ale
opierajac sie tylko na wynikach.§ 8. Jakoz, w przypadku niezaleznogei
Dbleddow mamy, na mocy formuly (3) tegoz §:

n

2
— 0y

(0% ——(ﬂ)2 e . 3

ze zad zakladajac wszystkie zmienne rdwnemi zeru, z wyjatkiem jednéj
, Sprowadzamy f (o2) do f (u?), niezaleznie od wartodel dostaw cos (u, »);

przeto prawa strona powyzszego rownania wyobraza finkeya 7 (o (e2) w przy-

padku takze ogdlnym.
- Poznajmy teraz wyniki, do ktérych formula (5) prowadzi.

§ 6. ; )

Dla.n =1, mamy &y = 1, 02 = u?; zatem wedlug formuly (5), pra-
WdOpOdObleubtWO bledu pierwszego, ];tore oanaczymy przez p;, podlega pra-
wu Gaussa'(3), a mianowicie;

o1

T oewd
o ‘1
2 =(-—7—) ey
. JT.

wynik tatwy zreszty do przewidzenia wprost. '

Aby znale$¢ wyrazenie prawdopodobiefstwa bledn z ](0161 m-go, pod-
stawmy w formule (5): n=min=m—1, i podzielmy wynik podstawienia
plerwszego przez wynik podstawienia drugiego. Stad powstanie iloraz

3
o

2 2
ko ia ~a {op—ep.—)
Lin “
P = 5= |—} & du
y? n l‘:m—-l ( Ct) ny
w ktorym
n—1

0% — 0%, =, - 2, 2 e COS (1, 1m),

« 8y

® o=t

0 PRAWDOPODOBIENSTWIE UKEADU BEEDOW. - 41

1 ktéry wyraza prawdopodobiefistwo bledu m-go, w zatozeniu, Ze go poprze-
dzity bledy wy, %, . .. n_ Woznaczonym porzadku. To prawdopodobien-
stwo nie jest funkcyg bledn w,, parzysta, ani nie zalezy w sposéb parzysty od
bledéw poprzedzajacych.

§ 7.
Wedlug oznaczen § 1, mamy w, = 2 — =,; zatém réwnanie (6) daje
sig przedstawié tak:
M == (27 kx—wv) cos (i, ).
Na mocy wyrazenia prawdopodoblenstwa P (5), warto$é niewiadome] z

najprawdopodobniejsza, zadosé czynié powinna warunkowi

2 X (@—mx,) (z—i,) cos (u, v) = Minimwmn,

®ov
z ktérego wynika
2 Xz, c08 (u,v)
> 3 cos(u, v)
13 L

Uwzgledniajac te warto$é = w wyrazenin (5), znajdziemy:

[

.2
amin. o

, -
9) max. P=1kF, \ﬁ> e 1y by ... Aty

7

§ 8.

Napiszmy réwnanie (7) pod postacia

= 2 S @z—zt+z—a)(z—r+a—a)cosu),

1ozurmeJaG przez z ilo§é dowolna, i wykonajmy mnozenie wzgledem wyrazow
L — T, & — Z,1% — ,; wowczas znajdziemy:

(10) @2 =(z —2)° 3 3 cos (%) +2 (@ — ) 23 (£ — ) cos (u.7)
Wy w v .
+ 2 3 (z— 2,) @ — ) cos (u, »).

wov o

Dobierajac nastepnie & w ten spostb, aby bylo
an - 3 3 (@ — x,) cos (u,v) =0
“w v
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I Kladge dla kritkodel ¢ — & == &, otrzymamy z (10) réwnanie
(12 o =X X @) (@ — ) cos (u,9) F 3 3 cos ). o,
. ” YT
W ktérém
2 X, cos (u,v)
o=
2 X cos (u, )
, . "o .
Jest, wedtug (8), wartoscia niewiadoméj najprawdopodobniejsza, a & oznacza
’ blgd popelniony wowezas, gdy te wartos z przypisuj emy niewiadoméj,
Na.mocy réwnania (12) zdarzenie popelnienia n blgddw

(13)

By Ly T — Ty

roztozy¢ sie daje na dwa zdarzenia niezalezne, a mianowicie: jedno, zlozone
z n— | zdarzei — popetnienia wprawdzie n bledow: '

T— iy, B— Ty, .., T — X,
ale zado$¢ czynigeych zwigzkowi (11), 1 drugie proste — popelnienia - jednego
bledu: (5) %‘ cos (uv))" . Otoz prawdopodobienstwo zdarzenia drugiego, -
- jako niezaleznego od pierwszego, podlega oczywiscie prawn Gaussa (3);
zatém posiada postaé : o

.

' a 1? — X X cos (U, v). e?
(14) Pe= (7: %‘ 12 cos (4, "ll)) e 2%,

{wyraze wlaseiwie prawdopodobieristwo, Fe praypisujge niewiadoméy - wartosé
@, popelniamy blgd s. . ‘ .
Gdy e==o, p. osigga maximum = Vo' 3 X cos (1, »). 9¢/V7r ; wiec mia-
I '

ra  jest najprawdopodobniejsza, 1 tém prawdopodobniejsza, im wiecéj razy
wielko$¢ « mierzymy, albowiem maz. p, rosnie z liczby dostrzezen,

§9.

) Do formut (8), (9) i(14) wchodzi nadto 14 n(n— 1)/2 stalych o
L cos (, »), ktérych dotad nie znamy, a ktore jednak Wyznaciyé nalezy, jesli
z pomienionych formut cheemy wycizgngé wnioski pozytywne. W tym celu
przypusémy, ze mozliwie wyborny dostrzegacz ma do czynienia z mozliwie do-
skonalém- narzedziem; wowezas prawdopodobiefstwo popelnienia ukladu naj-
prawdopodobniejszych bledéw, t. j. maz. P (9) powinno by¢ réwniez najwiek-
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, szodcia ze wzgledu na dostrzegacza i narzedzie w poréwnaniu z gorszemi,

a tém samém ze wzgledu na wartodel statych a i cos (u, »), ktére od zreczno-
dei jednego 1 dokladnodei drugiego zaleza. Roniczkujge wiee wyrazenie
maz P wzgledem o i cos (u, ), otrzymamy warunek téj najwiekszoei konie-
czny: : .

d mare P=0,

(15)

Kktéry, jedli miedzy a i cos (u, ») Zadne juz inne zwiazki nie zachodzg, spelnia

sie przy wszelkich wartosciach przyrostéw a1 @ cos (g, ) i prowadzi do ty-
luz réwnad, ile jest niewiadomych, t. j. do 1+ = (2 —1)/2 réwnail. o

Atoli migdzy katami (x, ») moga zachodzié pewne zwigzki, ktore, -jesh
sg, powinny byé w warunku (15) uwzglednione. Pod tym wzgledem zaslugu-
je na uwage wazny dla naszego zadanja przypadek, godzien szczegétowego
rozbiorn. : .

§ 10.

Przyjmijmy zrecznosé'dostrzegacza i doktadno$é narzedzia za doskonale
yymijmy zre g

" bezwzglednie; wowezas przedewszystkiem kazdy blad bedzie zdarzenipm je-

dnakowo zalezném od kazdego z poprzedzajgeych, ?) t.j., wszystkiekaty
(1, v) beds sobie rowne i rowne np. .  Odpowiednio do tego zalozenia, for-
nmuly, (13), (9) 1 (14) przyjmg postaci: -

I
(16) ‘ E=

n .
2 —a(l—cos B) g*
e iy Uy . .

—1

(A7) maz. P=(1—cos 67 (1 - (n—1) cos 6)° (_)

¢ . by
7T,
glzie 0? = 3 (@—,)",
. 1
. o 2 —an (1 (n—1) cos B). &
(18) e zv((m (1 —|—(nn 1)cos 9)) e 2p..
~ Stosownie do wyrazenia (17), warunek (15) przedstawia sig w praypad-
ku obecnym tak: " :

1. Jezeli zamiast ghtek v6znckolorowych, umiescimy w wrije gatkd z odpowiedniemi
napisami wielkogci blgdéw, nie-wylaczajge ujemnych iréwnych zern, to losujae po jednéj
gatce, bez wrzucenia wyciggnigtyeh napowrot, mielibysmy prayktad szevegu bleddw, jako
zdarzei jednostajnie zaleinych. . .


GUEST


44 WE. GOSIEWSKIL

e ) 7 (n—1) cos 0 )
d meie. P=mar. P{ (ag ~ 5 =00 6) (L F (n—17 505 B) 3 cos 6

+(;,% — (1—cos0) 9:‘) aq} =0,

i prowadzi do réwnan nastepujgeych:

2

e 1 —1) cos 0 = (3 — 1) cos
(19) % Sa(i—cos §) " 14(—1) cos 0 = (n—1) cos 0.

Z vownan tych okazuje sie, ze stale ai cos 6, odpowiadajace wybornemn
dostrzegaczowi i doskonalemu narzedziu, wyznaczyé sie daja tylko przy nie-
skoficzenie wielkidj liczbie dostrzezen, ito, jak dotad, niezupelnie; réwna-
nie bowiem drugie (19) prowadzi do wartosei cos 6 nieoznaczonéj, a réwnanie
plerwsze (19) daje zaledwie iloczyn a (1—cos 6), gdy obliczyliémy przedtém,
przy uwzglednieniu formuty (16), wyrazenie:

z nieskoriczenie wieln danych dostrzegalnych. Pozostaje zatém, opierajac sie
na tych samych danych, wyznaczyé jednez dwdich statych, a lub cos 6, co wla-
Snie zamierzamy uczynié. Wprzédy jednak poSwigeimy § nastepnjacy rozbio-
rowi przypadku, w ktérym bledy wystepuja jako zdarzenia maksymalnie za-
lezne. .

§ I1.

Gauss, przyjmujac prawo Sredniéj arytmetycznéj za przyblizone, w
przypadku liczby dostrzezen skoiczonéj, postawil domyglnie, jako zasa-
de naczelng, Zze, w razie liczby dostrzezen nieskoriczenie wielkiéj, prawo to
jest dciste. O ile mi wszakze wiadomo, pogladu tego nie usitowano nawet
uzasadniaé, a tém mnigj okreslié wartnkéw, pod ktsremi mozna go uwazaé za,
‘prawdziwy. Sprobujemy to uzasadnienie zrobié. : ‘

Zalozmy, zesmy przyezyny bledow pewne catkiem usuneli; wowezas, je-
§li bledy powstawaé jeszeze moga, to jedynie pod wplywem przyezyn niepe-
wnyeh, jako zdarzenia maksymalnie zalezne (§4), ktdrym odpowiadajg katy
(@, ») = 0. Poniewaz w tych warnnkach wyznacznik Tn = 0, przeto formu-
1a (5) nie moze byé w przypadku obeenym wzigta za punkst wyjscia. Nalezy

zatém uciec sig do innego sposobu oznaczenia najprawdopodobniejszéj miary
i jéj prawdopodobienistwa.
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Podobnie jak zrobiliSmy w § 5, zastosujmy do kwadratu wynikowéj ble-
ddw, ktory obecnie ma postaé:

0l = X X Uty Uy,
n 7

przeksztalcenie prostokgtne, i przytém takie, aby bylo

X2, =X 850, (
JI 2

. (h=1,2,.., 1)
=3 sty |
s :

Na mocyrownan (4) §5 wspotezynniki s; i @, otrzymujg sie w tym przy
padku z rownaih _ .
ty(l—s)+e .. =0

g+ oy (L—=8) . . .st @y =10,

g~ Gy = g (l—s;_):= 0,

@, +a, -+ +a, =1
z ktorych latwo znajdujemy:
’ ‘ = 0,0 =00, (=12, 00

S =1, =1V,
a fém samém
— ) I K
Vsn = 0, Vsp vy = T" e
W ten sposob uklad bleddw
Ugy Wyy ooy Uiy ’

jako zdarzen maksymalnie zaleznych, daje sig zastapic ukladem tyluz bledow

n

0,0,...,2 t,
1 .

jako zdarzen niezaleznych. Wychodzi zatém na to samo, jak gdybyémy, ro-

Dige n dostrzezen kolejnych, popelnili blad tylko jeden: T‘,‘ wu,, przy dostrze-
a . s

enin n—ém. Skoro wiec blad X u, jest poprzedzony n—1 bledami réwne-
1

mi zern, prawdopodobiefistwo popelnienia go, jako réznego od zera, Wynos§
1/(n -+ 1), a prawdopodobielistwo popeinienia go, jako réwnego zeru, wWynosl
nf(n--1). Ze za$ dla n = oo prawdopodobielistwo pierwsze staje sie zerem,
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a drngie — jednoscig, przeto nieréwnosé Xy < 0 jest niemozliwa, a vé-
1 .

wnodé 3 1, == 0 jest konieczna. Mozemy wige wypowiedziec zagade Graus-
1 .

sa, jako juz dowiedziong:

Srednia arytmetyczna nieskoviczenie wielu miar dostrzegalnych jest miorq

prawdziweg wiellose mierzond), ale pod warwnkiem, e prayczyny bleddw pewne
zostaly usumigte, 1. j. Se bledy sq zdarzeniomi malsymalnie zaleinem.
Nieskolczenie wielu dostrzezen dokonaé oczywideie niepodobna; zatém

musimy poprzestawaé zawsze na n dostrzezeniach, t. j. §rednig arytmetycang
miar dostrzegalnych, nawet po usunjeciu przyczyn pewnych popeiniania ble-
déw, uwazaé jako miare tylko przyblizong wielkodci nieznanéj; albowiem
prawdopodobienstwo dokladnosei téj miary, t. j.#/(n—-1), rofnie wprawdzie
z liczha n, ale jest zawsze mniejsze od jednodel. Stad wynika zasada naste-
pujaca: -

~ Chocbysmy usungli wszystlie prayczyny popelniania bleddw — pewne, nie
usuniemy wszalkze ich praycayn wiepewnych, od wplyww kidrych  zabezpieczyé
sig juz nie mozina.

§ 12 | ’

Roéwnania (19). wyrazaja zwigaki Jiajprzwdoporiobniejsze miedzy blp-
dem $rednim (tak nazywa sie Vo¥m), wagq (lak nazywa sie Va), miarg za-
lezmoscs (tak nazywaé bedziemy cos 0) i liczba dostrzezen (n=o0). Zaldzmy
oYn =g uwiglqdnijmy zwigzki (19) w wyrazeniach (17) i (18), rugujac zje-
dnego i-drugiego o, 1 kladge w (18) e=0; wéwczas znajdziemy:

. 1
. = T .
(20) " maz. P= ((—29-:—1-@—@:12—)77 %) 3’101 9’(62 v Uy,
. 1
(21’) oo = [ (n—1) cosb 706
i : =) = . | O¢,
: 2% 1—cost

Tatwo jest zauwazyé, ze max. P rodnie, gdy kat 6 maleje, i ze osiaga
- warto§é najwiekszy przy 6=0. Przyjmujac zatém kat 0 rdwny nieskoficzenie
malemu 26, t. j. zakladajac }
cos b = 1 — 26%/2,

dla prawdopodobiefistwa (20) osiggniemy wartodé najwieksza, nastepujgca:

1
: o V2 n—1 \%
22) .2 P=— | %y Ay . . By,
: W\ (2eg?)
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gdzie mui. ® P oznacza, Ze na P wzigte bylo dwa.razy maximum: raz wzgle-
dem @, drngi raz wzgledem « i cos 6.

Dla téj saméj przyczyny osiggnie jednoczesnie wartodé najwicksza
prawdopodobielistwo p.—p (21), ktéra to warto$é, na mocy wyniku § poprze-
dzajacego, powinna sie réwnaé jednodei. Bedzie wige odpowiednio:

F
n (n—1)\*12 2

(23) ‘ MUBE, Pomp = (

A poniewaz w ten sposéb warto$é niewiadoméj " najprawdopodobniejsza staje
sie prawdziwa, przeto uklad bleddow jest rowniez prawdziwy t. j.
) Do P =1,

Stad wynika twierdzenie nastepujace: *

Dia zrecemego bezwzglednie dostrzegacza, kidry ma do czynienie z ro-
whie doltadném navzedziem, bledy sq zdarzeniami mahsymalnie zaleinem.

W twierdzeniu tém mamy nowe uzasadnienie mysli, wypowiedzianéj na
koneu § 4, ze zaleznosé zdarzen maksymalna nastepuje dopiero wtedy, gdy ich
przyczyny pewne sg usuniete; skoro bowiem wyborny dostrzegacz ma do.czy-
nienia z doskonalém narzedziem, to nie mamy powodu praypuszezaé, ze przy-
czyny pewne popelniania bledéw jeszeze istnieja.

Tymezasem dotad sadzono wprost przeciwnie, t. j. mniemano, jakoby
wybornemu dostrzegaczowi, majacemu do czynienia z doskonatém narzedziem,
odpowiadaty bledy niezalezne; co wediug rownania (20) jest niemozliwe. Nie-
zaleznodé bledéw mozliwa wiec jest tylko wéwezas, gdy niezreczny dostrze-
gacz ma do czynienia z niedoskonalém narzedziem, t. j. gdy przyczyny pewne
popelniania biedéw istnieja. )

W naturze jednak zaden z przypadkow skrajnych wogdle si¢ nie zdarza,
ale przeciwnie, trafiajg sie zapewne najczedeiéj praypadki posrednie, jak wzgle-
dnie zrgczni dostrzegacze i wzglednie doskonale narzedzia. Stosownie do tego,
najwaznigjszym jest przypadek zaleznogei bledéwniejednostajnéj, ktdremu od-
powiada warunek ogdlny (15), § 9. Warto$¢ najprawdopodobniejsza niewia-

* doméj nie jest juz wtedy §rednig arytmetyczng miar dostrzegalnych, ale po-

siada wyrazenie (13), zalezne od n (n—1/2 stalych cos (u, »), zado$é czynig-

: cych temuz warunkowi (15) i praywodzacych maz. P (9) do najwigkszosci.

Rozwijajac warunek (15), otrzymujemy jedno réwnanie nastepujgce:

w7

@4 203 3 (5—,) (F—1,) oS (1 %) = 1,

in (n—1)/2 réwnan, postaci:
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3

(25) 2 cos (u, 7)

— 20k (T —2,) (—m) =0,

rozumiejac przez # wyrazenie (13); sg to réwnania w liczbie wystarczajacéj
do oznaczenia wartosei o i wszystkich cos (u, »). Réwnania te majg wogolle
wiele rozwigzali, ale z pomiedzy tych wieln nalezy wybraé jedno, ktére
sprowadza maz. P do najwiekszodel bezwzglednd;.

Stad widzimy, e rozwigzanie zadania Gaussa, w przypadkn najogdl-
uniéjszym, przywodzi sig do rozwigzania uktadu 1 4 » (n—1)/2 réwnan al-
gebraicznych (24) i (25). . ‘

Wardzawa, w maju 1891,

® .

0 DOWODZIE PRAWA GAUSSA.Y

PRZEZL

C. RUSJANA,

‘W Tomie II-im ,Prac matematyczno-fizycznych* zamieszezony zostal
artykul p. Gosiewskiego o prawie Gaussa, dotyczacém bledow przypad-
kowych. -Autor wyraza nadzieje, ze podany przezeni dowdd tego prawa jest
zapelnie poprawny; mnie wydaje sig on mylnym, tak ze wzgledu na réwnanie
zasadnicze, na ktérém sig opiera, jako tez ze wzgledu na sposéb, w jaki z r6-
wnania tego wyprowadzone zostaly wnioski,

Tok rozumowan autora jest taki: .

Jezeli (z—a), (@—a,), . .. (#—a,) sa bledy dostrzezenia niewiadoméj
%, @n (2—a,) za$ prawdopodobienstwo biedu TGy, , to

P =g (@—0). g (2—a),...p (m»—(b,})

jest prawdopodobienstwem ukladu bledéw: (@—ay), (3—a), . . . (€—ay), po-
pelnionych przy n dostrzezeniach. Dalej uwaza autor, ze P jest takze praw-
dopodobieristwem osiggnigcia summy (x—ga,) + (z—as) + . .. + (@—a).
Kladac

ne = (B—ay) + (T—ay) ...+ (@—a) ,
znajduje, ze
[ (2]

jest prawdopodobieristwem otrzymania summy ne, jezeli y (¢) jest prawdopo-
dobienstwem popelnienia bledn e.

‘Wedlug autora. réwnanie

) Por6wn. artykul poprzedzajscy.

Prace matem.-fizyczne, T. TII. 4
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