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nach skupienia obok siebie tylko przy pewnéj oznaczom.éj temperatuy@. Z te-
go przykladu najlepiéj mozna sig przekonaé o jasnosci I doktadnosel metody.r
Plancka. W ten sam zupelnie sposéb rozwija on teorya dysocyacyi
i rozcieficzonych roztworéw solnych. .

Zastanawiajac sie nad pracami Plancka, nabywamy przekonan.la, i.e
wazng ich zaleta jest nadzwyczajna prostota metody; prace te przycz.yml_y sig
. W znacznym stopniu do tego, Ze pojecie entropii i zasada zw‘i(;.kszm’u@ sig jéj
coraz glebiéj zaczynaja przenikaé przez caly obszar umiejgtnodei fizycz-
nyeh.
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We wzorze na pracg, zuzywang na odksztatcanie sig jednostki objetosei
ofrodka izotropowego, wystepuja dwa wspélezynniki, ktore wyrazaja zasadni-
cze wlasnosei dynamiczne osrodka. Jedaym z pomiedsy nich opatrzone sg
wyrazy, odpowiadajace zmianie objefosci elementu; drugim — wyrazy, odpo-
wiadajace obracaniu sig elementu. Za przykladem Greena, ozhaczamy te
wspblezynniki przez 4 i przez B.

Wiadomo, ze wartosci 4 i B sa proporcyonalne odpowiednio do kwa-
dratéw predkosei rozchodzenia sig w osrodkn fali podtuznéj i fali poprzecznéj.
Lecz w teoryach optyeznych mamy do czynienia li tylko z falami poprzeczne-
mi; od fal podiuznych nalezy sig zatém uwolnié, zakladajae, ze A, a zatém
i predko$é fali podtuznéj, jest niezmiernie mats; lub téz, ze jest niezmiernie
wielkg. Tymeczasem, wedlug Greena, zalozenie, ze 4 jest niezmiernie ma-
13, nie zapewnia osrodkowi réwnowagi statéj w jego stanie naturalnym, a za-
tém nie moze byé przyjete. Nieréwnosé

4> i B
3
jest, wedtug Greena, warunkiem koniecznym i dostatecznym, azeby osrodek
okazywal whasno$é sprezystosei doskonaléj. Nie pozostaje przeto nic innego,
powiada Green, jak tylko przypusdcié, iz wspdtezynnik .4 jest nieskoficzenie
wielkim. Lecz teorya Greena doprowadza do formut, niezgodnych z do-
§wiadezeniem. Tym sposobem teorye, ktére zdawaly sig zadawalajaco odpo-
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wiadaé rzeczywistosel (jak np. Cauchy'ego, kiory ezynil 4 ujemng), byly
pozbawione podstawy dynamiczuéj; uzasadniona za$ teorya G-reena prowa-
dzila do sprzecznosei, ktérych nie usunely badania Greena, ani Haughto-
na(1853), ani Lorda Rayleigh (1871). W roku 1888-ym ogloszona roz-
prawa Sir Williama Thomsona'!) rzuca nowe swiatto na caly ten przed-

miot. Sir William Thomson Wykaque, ze warunek 4 > % B nie jest

koniecznym dla sprezystodei doskonaléj odrodka, jeZeli osrodel: ten rozciggn sie
do nieskoriceonosei, lub 162 jest ograwiczony powierzclmie niesmicnng. “Wow-
czas warunki konieczne i dostateczne sprezystodci doskonatéj wymagaja tylko,
azeby A i B nie byly ujemne. A zatém mozna przyjac dla teoryl §wiatta, ze
A ==0,nie za§ 4 = 0.

W dalszym ciagn swéj pracy  Sir W. Thomson wyznacza stosunek
amplitudy drgania w fali padajacéj do amplitudy w fali odbitéj; 1) w przy-
padku §wiatta spolaryzowanego w plaszezyinie prostopadtéj do plaszezyzny
padania;  2) w przypadku swiatla spolaryzowanego w plaszezyznie padania.
Stad, i w przypuszezenin, iz 4 = 0, wynikajg prawa Fresnela co do sto-
sunku amplitud drgania w falach padajgeéj i odbitéj; prawa za$ Fresnela
nie posiadaly dotychezas wlasciwéj podstawy teoretycznéj. Niektére dalsze
wyniki ezytelnik bedzie mogl ocenié z saméj rozprawy, ktéra podajemy poni-
26 w prawie dostownym przekladzie, opatrujac ja jedynie objas$niajgcemi
uwagami w miejscach, ktére zdaja sig nastreczaé trudnofel. Uwagi te po-
mieszezono w prostokatnych nawiasach ({])

[. Rozpocznijmy od przytoczenia znanego wzorn Greena ?) na prace

W, ktérg nalezy wykonaé na jednostke objetosei eiala “sprezystego 'izotropo-
wego, azeby, wychodzac ze stanu réwnowagi naturalnéj, wprowadzié cialo
w stan taki, iz dawny punkt (z, v, 2) miedei sig w miejsen (2w, y-+v, z+w).
Wielkosei %, v, w sa funkeyami @, y, # takiemi, iz pochodne du/dz, du/dy, . . .
., divJdz s nieskonezenie mate. Wzor Greena ma postaé nastepujaca:

- l du | de | dun? dw | dn\? | du | dun® dv | dw ]
= {A[(dur+ dy +E§) + B[(?ﬂ+ﬂé) + (d. + Ea_c) + (IE + d?/)
dv dw clu/ d duclu o
4B (@ FERY EY P ry) J) } )

[W rozdziale X VIT-ym ,Mechaniki teoretycznéj* J. N. Frankego czy-
 telnik znajdzie dostateczne przygotowanie do otrzymania bez trudnodei wzo-
ru Grreena pod praytoczong tu postacia. Wiadomo zreszty, Ze w kazdym

1) Philusop}ﬁcal Magazine, Vol.'XXVI, p. 414, 500. (1888).
?) Green's Collected Papers, p. 253
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puglccie ciala istniejy trzy, wzajemnie do siebie prostopadle kierunki, ktére
majg nastepujacy wlasnosé: jesli schodzg sie z niemi krawedzie elementu
dw dy dz, wowcezas element tylko w tych kierunkach doznaje wydluzen, lub
skrocei, stanowigeych pierwiastki o, , w,, w;, réwnania

.

—Lo?t+Uo—-N=0.
Oznaczamy tu:

du

bt s

dw
d«” !

do dw | dwdu | dudv
dy dz " dzdz " dzdy

1y | dw 2 . , e
— @) G+ +(&Z+fﬁf) '

Ve a;] w0, 0y = i“d_”lﬂ_i__l_ (cZu/ clzc) <£Zlb dw) (dz(, .

M= wy 0y 4+ 0y 0, + o 0, =

dedyds ' 4 c‘é, dy dz dz) \dy "
1 jdurdv | dun? |, dvdw | dun® | dw du | dvy?
ety to@ts) T2 @G +e) |

Poniewaz L, M, N od polozenia osi nie zalezg, przeto. W dla ciala izo-
tropowego moze by¢ jedynie zalezng od L, 41, N; a poniewaz w tym przy-
padku W jest funkeys jednorodng stopnia drugiego pochodnych du/dz, . . .. .
(duefdy - dvjda), przeto W moze mieé postaé

W= (41° — 4 BM)

O]

zgodnie z rownaniem powyzszém (1) ]

2. Znajdzmy catkowita prace, potrzebna do wprawienia ciala w stan
nwazany. W tym celu powinnismy utworzyé catke fff dr dy dz W, rozcig-
gajac ja do caléj objetosci naczynia sztywnego, w ktdérém cialo jest zawarte.
Uwazajmy przedewszystkiém wiersz ostatni we wzorze (1) i catkujmy go
dwa razy z kolei, zakladajac, na granicy =0, =0, w==0. Otrzymamy

" ydv dw | dwdw | dudp
‘szl;z, dy dz (%@ %ZE_{—@d_m) (12)

[Istotme WeZmy np. wyraz [ [ [ dx dy d; dv dw Calkujge przez

czescl, najprzéd waglgdem z, otrzymamy
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T dv " Ty
‘Hdizdy/?lg—/w—/:/j tlmzlg/(lgd 7

gdzie wyraz plerwszy rozciaga sie do powierzchni ciala, a zatém réwna sig
zern, stosownie do zatozen. Calkujac wyraz drugi przez czeSei wzgledem y
1 opuszezajac wyraz, rozeiggajacy sie do powierzehni, ktéry znowuz iz téj
saméj przyczyny, jest réwny zeru, otrzymamy '

" do dw
‘[[/ da (ly dz El—@

i podobniez przerobimy pozostale wyrazy.
Mnozac (la) przez — 4B i dodajac do pozosta,lych wyrazéw w calce
} dx dy dz T, otrzymamy ostatecznie

8 . du  dv | dun?
_EL/[/‘(hdy dz A 7—{-—(—1;—/{—%

W A | e d B dw?
|G- +GE-m @G- ®

Ze wzorn (2) wynika, ze potrzeba pracy dodatniéj do wprowadzenia cia-
a w stan (u, v, w), jezeli poczatkowo bylo w stanie rownowagi naturalnéj; ze
przeto stan réwnowagi naturalnéj jest stanem réwnowagi trwaléj, jezeli tylko
A i B sy dodatniemi (choéhy bardzo malemi) wielkosciami.

e

8. Jezeli 4 =10, jak bedziemy zakladali, stosujac wzory do zadania
optycznego, wowczas nie potrzeba pracy mechanicznéj, azeby wywolaé nie-
skoficzenie mate bezobrofowe odksztalcenie ciata 1); na téj uwadze polega wy-
tlomaczenie predkosei zero dla fali podiuznéj, ktove, jak zauwazyl Green,
odpowiada wypadkowi 4 = 0. - Dopéki jednak zagadnienia takie, jak o abe-
racyl Swiatta, lub wogéle o ruchn ciat materyalnych w eterze Swietlnym, nie
sg brane pod uwage, dopéty mozna przypuszezaé, ze sily, proporcyonalne do
trzecich poteg odksztalcen, dzialajg tak, iz czynia trwalym stan réwnowagi,
ktéry bylby obojetnym lub nietrwalym, gdyby zadne inne sity nie dzialaty,
Jak te, ktdre wprowadzono do wzordw (1) i (2); — t. j. jak sity, proporcyonal-
ne do pierwszych poteg odksztalcei. Jako drugie przyblizenie mieliby$my
zatém dla wypadku, gdy 4 = 0,

) [We wzorze (2) nalezy odroznié wyraz, mnozony przez B, kiory, jak widaé bezpo-
srednio, odpowiada ruchowi obrotowemn elementn, od wyrazu, mnozonego przez 4, ktéry od-
powiada rozszerzaniu sig (lub kurezeniu sig, wogéle zmianie objgtosei) elementu. Jezeli
wige odksztateenie jest bezobrotowém, Wyraz, mnozony przez B, nie wehodzi.]

iom
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f [ f daz dy dz B[ 2;” =) df‘ )+(d” gZ ]+J4} )

J, oznacza tu funkcys jednorodng stopnia czwartego pochodnych
dujdz, . . ., dw/dz, izotropowa wzgledem (z, y, 2); t. j. taks, Ze wspélezyn-
niki, w niéj zachodzace, nie zalezg od ukladu osi.

4. Réwnania ruchun w ciele sprgiystém brzmia jak nastepuje: 1)
d2u aT

e (l.z' + (ly dz

av _ dU . a9 as |

ar = dz 7 dy tlz

dw 4T + S | 4R

aF T dr Tdy T de

¢ )

Przez ¢ oznaczono gestosé ciata; przez u, v, w, jak wyiéj, przemieszcze-
nia; przez P, @, R skladowe prostopadle natezenia (na jednostke pola), przy-
padajacego na sciany, prostopadte do osi z,y, z; przez S, T, U skladowe
styczne natezenia wedlug szematu nastepujacego:

S jest natezeniem, réwnoleglém do {z }:

przvpadajacém na Sciane, prostopadia do {4; };

T jest natezeniem, réwnoleglém do { j }7
przypadajacém na Sciane, prostopadiy do {f }

U jest natezeniem, réwnoleglém do ‘;j ,

przypadajacém na Sciane, prostopadia do { Z }

5. Oznaczajmy, jak wyzéj, przez 41 B wspélezynniki we wzorze dla
W; bedziemy mieli dla ciala izotropowego

1w I Tu lw 7 T .
s=B(l+2):  T=B(F+g):  Uv=B(g+y) ©

dv | dw dw | duw due du .
P=ds—2B(g+7); Q=4d— 2B (3 +3;)s B=4s—2B (g +5.) (@)

1) [Por6wnaj rozdziat cytowany powyzéj w dziele J. N. Frankego.]
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gdzie przyjeto oznaczenie
dw | dv | dw
Frin T +77 =9 (8)
[P, @ R, S, T, U — s3 odpowiednio pochodnemi czgSciowemi energii
W (por. (1)) wagledem du/de, dv/dy, dw(dz, (dw/dy-+dv/dz), (du/dz+dw/dz),

(dv/cLIf—!-du/[ly).]
‘Wyrowadzajac (6), (7) i (8) do (4) i piszge dla skrécenia V? zamiast
d? a@? d?
TP -+ W + 7 (1)
otrzymamy, jako réwnania ruchu:
du aé d* dé
G = U=B) o+ BVus s 35 = (4—B) g+ BV
dw dé . s
¢ = (4—B) = + BV (9

6. Rozniczkujge pierwsze z pomiedzy tych réwnan wzgledem z, drugie
wzgledem v, trzecie wzgledew # i dodajac je do siebie, otrzymamy

a*
b =4 vz s (12)

'_Symbolizujmy przez V2 dziatanie odwrotne wzgledem dziatania (11),
tak iz V-2 V2 g =g2;  zalézmy zaleznosei:

oy S ve s Ao / 4
W = u de é; D=I)—@~V'5; w=-zu—EV*26, (13)

ktére, nawiasowo méwiac, wymagaja, by
du' v dw
@ty -+ = 0. (14)
Powracajac do réwaan (9), znajdziemy
T 4’

e 9.0 . o A
B BY w3 C—{Z{?—‘—BV vy I {(Zzs =0 V2w (15)

Z réwnania (14) wynika, ze przemieszezenia 1, o', o' j i
Zr : ynika, Ze o' sg obrotowemi i od-
powiadaja fali poprzecznéj, ktéréj predkods, jak okézuj'a, réwnania (15), jest
) gl

O OUBICIU. I ZARAMANIU §WIATEA. 169

proporcyonalng do VEB. Zréwnah zad (18) wynika, ze w—u', v—v', w—w's
jako zalezne tylko od 4, sg przemieszezeniami bezobrotowemi i odpowiadajg fa-
1i podduzndj, ktorej predkosé, jak okazuje réwnanie (12), jest proporcyonalng
do VA. .

Skladowe te w—w', v—t', w—w', ktére oznaczymy przez u', o', w',
wyrazaja sig najogblniéj przez

av a¥ a¥
" W I
W= i dy w dz ’ (16)
gdzie W jest funkeya, czyniacg zadodé réwnanin
VEP=39. s (7)

Odbywajac na réwnaniu (2) dzialanie, wskazane przez znak V2, znaj-
dziemy
LAy

=4V, (18)

i widzimy ostatecznie, ze najogélniejsze rozwigzanie réwnan ruchu nieskoi-
czenie matego jest zawarte w rownaniach

= 4 u", v="1v 4+, w=uw+w', 19

w ktéryeh w', v', ' s3 wielkoSciami, czynigcemi zadogé réwnaniom (14) i (1),
zaé u', o', w' — réwnaniom (16) i (18).

7. Rozwaimy teraz zagadnienie o odbicim i zatamanin fal pomiedzy
dwiema czedciami ciata sprezystego jednorodnego, stykajacemi sie ze sobg
wzdluz pewnéj plaszezyzny, i obdarzenemi rozmaitemi gestoselami £14;,
rozmaitemi modutami sztywnoseli Bi B, wreszeie rozmaitemi wartoseiami
A1 A, modulu fali podtuznéj 1 fali poprzecznéj w jednym i w drugim osrodku,
mamy

. Vs
ay == I/ %1— ] )
T, 5 |
. 1/ B /B
b= I/ 7 f= l/ A
Dla krétkosei mowy, przypuszczajmy, ze plaszezyzna zetkniecia lezy

poziomo i nazywajmy powyzsze dwa ciala sprezyste — gérném i dolném.
Bierzmy daléj OX pionowo w gére; OY poziomo na prawo; i niechaj promefit

(20)
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pada ze strony prawéj, ukosnie, ku dolowi, tak iz, jezeli ¢ jest k@teﬁl padania,
réwnanie dla czola fali ma postadé

@ c08 ¢ ~- ¥ sin ¢ = const.

8. Uwazajmy z poczatku wahania prostopadle do plaszezyzny padania.
Poniewaz cialo jest izotropowém, przeto na plaszezyznie zetkniecia fale po-
dluzne powstawad nie moga. Tym sposobem powstaje jeden tylko promien
odbity i jeden zatamany; wszystkie wahania odbywajg sig prostopadle do
plaszezyzny padania 1 wszystkie trzy fale sa czysto-poprzecznemi falami. Fa-
zy wszystkich trzech fal musza réwniez zgadzaé ‘sie pomigdzy sobg w plasz-
czyz’ni.e zetknigela (t. j. przy @ = 0). Jezeli wiec rnch falisty w ciele dolném
wyrazimy przez

w=sin (0t + I, ¢ 4 m, y), gdzie =« jest njemném, oraz (21)
[ — @008 7 __ wosindg .
=20 =2t (22)

gdzie 4, jest katem zalamania, to dla ciala gérnego mieé musimy

w= sin (wi+iz+my)+g sin (wi—lx+my), gdzie = dodatnie, za§  (23)

W €08 ¢ in ¢
] = — w SIn ¢ o

/)) ? n ‘—-ﬂ— " (...14)

[W istocie: gdyby obie fale, padajaca i odbita, zblizaly sie do plaszezy- .

zny zetkniecia, t. . do plaszezyzny Y2, wéwezas znaki wspllezynnikéw przy
Yy W (2?) bylyby rozmaite, a przy @ — jednakowe; ze jednak fala odbita
oddala si¢ od plaszczyzny zetkniceia, przeto rzeczy maja sig odwrotnie, |

Zgodno$¢ faz na caléj plaszezyznie zetkniecia, t. J. dla wszelkich warto-
Sely, przy # = 0, wymaga, by

m o= Ay
a zatém mamy, wedtug (22) i (24)

sin ¢ __ sin 4

B =R (25)

czyli ,prawo zalamania“. Wspélnie z (22) i (24) daje ono

l=m cotg 7; L =m cotg 4, (26)
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Pozostate warunki cigglodei na ptaszezyzuie zetkniecia dotycza w i T %)
wynika z nieh, wedlug wzoréw (6) dla 7', (21) i (23),

[+9=1 i B =5Bh; 1)

skad
B4 B 1 Bl— B, 1
f===F " 9="3m @8)
g _ Bl—B, )
[/ B4+ B “

G-dyby byto B = B, , réwnanie to przybraloby postaé

g _l—1 _ cotgi—cotgd _  sin(i—i)
[ LRI 7 cotgi-tcotgs  sim (i)

co jest ,prawem wstaw“ Fresnela.

[Poréwnaj ,Mémoire sur la loi des modifications, que la réflexion impri-
me & la lumiére polarisée“, czytany przez Fresnela 7-go stycznia r. 1823
na posiedzenin Akademii Nauk w Paryzu (Oeuvres Complétes &’ Aug. Fresnel,
I,767.)]

9. W zawilszym nieco wypadku wahati, odbywajacych sie w plaszezy-
#nie padania, musimy uwydatnié, ze warunek ciaglosci na plaszezyZnie ze-
tkniecia dotyczy teraz dwoch skladowych przemieszezei u, v a nie jednéj v,
jak poprzednio, i dwoch skladowych natezenia P i U, zamiast jednéj poprze-
dniéj 7. Mamy obecnie do czynienia z falami, zaréwno podtuznemi, jak po-
przecznemi; dzielimy przeto rozwigzanie réwnan ruchu zgodnie z (19); a jako
dwuwymiarowe rozwigzanie dla (14 bierzemy

(30)

P d‘b yf — [l_’ 31
(14 =% V= (31)
Mamy zatém
_dd |, 4P 4 4% 32
”'_@—l——(?f‘ t= d.zz—{—tly’ (32)

1) Wogdle w zadaniach, jak niniejsze, v, v, w. P, @, R, S, T, U uwaza sie za funkeye
ciggle wspolrzednych z,y.z W przypadku naszym osrodek zrywa ciggtodé na plaszezy-
#nie zetknigein YZ; nalezy wige w rownaniach (%) nwzglednié warnnek. zew, o, , P,UT
nie zrywajg cigglosel, gdy przechodzimy nawskros plaszezyzne YZ w kierunku osi Xj w po-
zostalych Ildernukach Yi Z, ciato jest =z zalozenia jednorodne. W przsipadku ol.)ecnym
dwom pierwszym rownaniom (%) staje sie zadosyé tozsamoseiowo; do réwnania ogtatm%g:o (%)
wehodzg wielkosei wi 7, ktore, wedlug uwagi powyzszéj, nie zrywajs swéj ciggltodei na
plaszezyznie YZ]
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skad, na mocy (6) 1 (7), wynika

a2 a? }
=2 — 2B -—
P B{&Mﬁ—( 2B+ AV @
. ) » 33)
. dz a2 a4 (
U=B [(;ly_? —clw) b +2 dz dy |’

Mozemy teraz przedstawié dwie fale zatamane w ciele dolném przez
§ = sin (ot 4 I, 2 + my) ; V=0 sin (wf A w4 my)  (34)

a fale padejace (ktéra uwazamy za poprzeczng) i dwie fale odbite w ciele gor-
ném przez '

$ = Fsin (ot + le -+ my) -+~ @ sin (wt — I -+ my) .
V= Csin (wt — Lz -+ my) (85)

' [Dla ogélnosei bowiem zaktadamy, ze fala padajaca poprzeczna wyrodzi
Jako odbite i zatamane, fale i poprzeczne i podiuzne. Z uwagi nadto, ze na
plaszezy/mie zetknigein, t. j. dla @ = 0, fazy wszystkich fal zgadzagfa sig ze
sobg dla kazdéj wartosei y, widzimy, ze wsplezynniki przy y muszg Abyé je-
dnakowe.]

eriwna.niach (34)1(35) 4,1y i m, czyniace (podobniez Jjak wprzody)
zadosy¢ réwnaniom (22) 1 (24), czynia niezaleznie od tego zadosy¢ rownaniom

L =B+ m?); & w'= B (B} m?). (36)'

[ktére wynikajg z réwnan (15) po wprowadzenin do nich 16 A
{ adz Gwnan (31), (3
1(85), ze wzgledu na funkeya ¢.] G168

Podobniez 4 i 1, czynig zadosyé réwnaniom:

Cot=dA@+ml); L et=4 @4, @7
[ktére wynikajg z rownania (18),
ze wzgledu na funkeys ¥.]

Jezeli przez j 1 j; oznaczymy katy odbicia i zatam
to mamy, podobnie do réwnai (25) i (26),

po wprowadzeniu do niego rownari (34) i(35)

ania fal podluznych,

- o :T; I=umeotgj; A =wm cotg 4, (38)

10. Warunek ciaglosci dla i, v, Pi Una

! Plaszezyinie zetknieci
praypisek w § 8-ym) daje, namocyréwnan (32), ’ kuigela, (sob.

(83), (34) 1 (85), co nastepuje:
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m(F+ G —2C=m-+4i C (39)
—l(F—@+mC=—1U +mC (40)

—Bln(F-GY+| Bm—L 442 +md)| O =—Blym+[ Byn®~3 4,043 +m%H]C - (41)
B{(2—m?) (F+@) 4 2 2m C} = By {li—m*—=21; m () (42)

Rugujac (F+ @) z (39) 1 (42), za$ (F — @) z (40) i (41); otrzymamy
dwa wzory dla C1i C,; wéwezas (39) i (40) okredlajs (F—+ G) i (F— G).
‘Wazory, ktore otrzymamy, upraszczajg sie znakomicie, jezeli w niniejszéj teo-
ryi (etern sprezystego) nczynimy toz samo zalozenie B = By, t.]. ze moduly
sztywnosci sa jednakowe, ktére przyjat Gr een przez waglad na prostote, a Lo-

tentz i Rayleigh uznali za kouieczne dla zgodnoscl z dofwiadczeniem

w teoryi eteru niescisliwego. Sir W. Thomson przyjal je z poczatia, jako
zalozenie upraszczajace; wnet jednak okazalo sie, Ze jest ono niezbedném.
Tstotnie, uwazajmy kule, utworzona z ciala sprezystego (4’, B'), zanurzong
+w nieskorczenie rozeiaglém ciele (4, B). Przypusémy, Ze powierzchnig ku-
lists zetkniecia rozprezyliSmy, powiekszymy jéj promiei z & doa A -+e);
obliczmy site, potrzebng do utrzymywania jéj w rownowadze. Biorac wspél-
rzedne od Srodka kuli, jako od poczatku, mamy

w=ze, v =1ye, w==ze,

jako przemieszczenia skladowe wewnatrz powierzchni. Z rownai (7) znaj-
dziemy, ze natezenie (na jednostke pola), z jakiém cialo wewnetrzne pociaga
ku sobie powierzehnia kulisty, wynosi

3(4' —4B)e.
Mamy daléj

eata —gg,ﬁy ‘GC&:"Z
el V= We=—3"

U =

jako sktadowe przemieszczenia na zewngtiz powierzehni zetknieeia, w kazdém
miejscu powierzehni kuli o promieniu », wspétirodkowéj z powierzchnig ze-
tkniecia. - [Przypadek analogiczny rozwaza Lamé W XVI-&f lekeyi swéJY
Teoryi Spresystosci*. . Wedlng formuly (2), tamze przytoczonéj, przyrost U
tego promienia wyraza sig przez )

Uzca‘—i—y—bw

gdzie ¢ i b sa stalemi, zaleznemi od warunkow zadania zewnetrzaych, t. j. qd
natury ciata niezaleznych. ‘W obecnym przypadku U maleje przy wzrastaniu
» i dla nieskoniczenie wielkich wartogel promienia musi znikaé; stad ¢ = 0.
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Azeby wyznaczy¢ staly b, uwazamy, ze, dla 7 = 6, mamy U == ae; skad
b= a3 e; ostatecznie wiec bedzie

U=—% ' (42a)

- Oznaczajge wspélrzgdne dla koniea promienia # przez , y, z, znajdzie-
my oczywiscie przytoczone dla u, v, w formuly. :

Lecz U mozna otrzymaé réwniez, nie powolujac sie na wyniki Lam é-
g0, w sposob nastepujgcy: Uwazmy, ze objetosé powloki, zawartéj miedzy
dwiema wspolsrodkowemi powierzchniami kulistemi o promieniach # i+ >,
wyraza slg przes 4 ('*—1%) /85 przyrost wige objetosci téj powloki bedzie
4w * U — 12 U). Stosunek tegoz do objetosei saméj powloki 0znaczmy
przez 3¢, skad wynika .

MU =52 U =¢ ('3 — %),
Poniewaz cialo (4, B) odksztaleito sie jednostajnie, przeto c jest ilogcig
stata. Blorac zatém ¢’ nieskoniczenie blizkiém do #, otrzymamy réwnanie
At Uy=cd @9,
ktorego catka jest oczywiscie

b
U=oer —1'--75,

rozumiejgc przez b staly dowolna. ]
Znajdziemy teraz tatwo, ze natezenie, z jakiém cialo zewnetrzne ciénie

na powierzehnig kulista, wynosi 4 Be. [Istotnie, pierwsze z réwnan (7) na-
pisa¢ mozna ped postacia

P=(4—28) 5+ 2B %
(4—28) 5 4 2B 2

Zwazywszy, ze W tym przypadkn § = 0 i biorge za o§ @ promien #,
bedziemy mieli u = U, a stad

P=284U.
dr

Podstawiajae za U wartos¢ jego (42a), i kladage r=a,
F = — 4 Be; azatém 4 Be oznacza natezenie, z jakiém ciato ze
$nie na powierzchnia kulista zetknigeia,]

Suma, cisnienia skierowanego ZZEWNgtrz na wewnatrz
wnatrz na wewnatrz wynosi przeto:

314 +4(B—B)]e.

zuajdziemy
wnetrzne ci.

i ¢iggnienia zwe-

icm

O ODBICIU I ZABAMANIU SWIATEA. 175

Dla réwnowagi trwatéj, lub co najmniéj nietrwaléj, potrzeba, azeby
A" - 4 (B--B) byto dodatniém, lub co najmniéj zerem. Jezeli wiee 4’ =10,
to potrzeba, azeby B = B'. Rozumujac teraz podobnie dla kuli, utworzonéj
z ciala (4, B) i zanurzonéj wciele (4', B'), otrzymamy, Ze potrzeba, by
B = B, jezeli A =10. A zatém dla trwaléj, lub nietrwaléj réwnowagi mu-
simy mieé B = B przy 4 =014’ = 0; czego dowies¢ nalezalo.

[Ze ten warunek jest nie tylko koniecznym, lecz i dostatecznym, wynika
stad, ze B jest dodatne (§ 2). |

Powracajac teraz do réwnan dla C, &), F'i @, mamy z (40) i (41), przy
B=B

A@Am?) C=4, B+ m? C, (43)

co, poréwnane z (37), daje
' (=40 (44)

Mamy daléj z réwnaﬁ. (39)1 (42) i z (37)-go
AC+1n0 _ BEP H—0 .
m T RPwmrT (45)
skad wynika

_ L6 —0 . _ h—C | 16
C=mFmitem® OT"nateq (46)

Podstawiajgc wreszcie (46) do (40) a (45) do (39), mamy

; b o mG =0 7
P=G=T+IGiFtae 0
F+G:%~ (48)

‘Réwnania (46), (47), (48), wspdlnie z (34), (35) 1 (32) daja rozwigzanie
zupelne zagadnienia.

li. Nalezy zauwazy¢, ze w (32) mamy skladowe trzech fal w ciele gor-
ném i dwdeh w dolném, ktérych kierunkirozchodzenia sig tworzakaty 4, 4, 4, 1
7 linig prostopadty do plaszezyzny zetkniecia i ktérych amplitudy sg réwne:

w Fip dla fali padajgcéj poprzecznéj

w G dla fali poprzecznéj odbitéj

o Cla dla fali podiuznéj odbitéj (49)
w 1/ dla fali poprzeczné] zatamanéj

o Cla . dla fali podiuznéj zalamanéj
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12. Sprawdzmy teraz, czy suma sprawnosci !) czterech fal odbitych
i zalamanych r6wna sie sprawnosel fali padajacéj. W tym celn uwazajmy
wiazki fal, przecinajace plaszezyzne zetknigeia w kwadracie, ktérego dwa
hoki sg prostopadie, a dwa réwnolegle do plaszezyzny padania. Sprawnosé
kazdéj wigzki réwna sie podwdjnéj energii cynetycznéj na diugodei fali, po-
dzielonéj przez okres wspélny drgania; czyli podwdjnéj energii-cynetycznéj na
jednostke objetosei, pomnozonéj przez pole przecigeia wigzki i przez predkosé
rozchodzenia sie. Podwéjna za$ energia cynetyczna na jednostke objetosei
réwna sie iloczynowi z gestodel ciata sprezystego przez polowe kwadmtu naj -
wigkszé] predkosci molarnéj 2).

[Jakoz obliczmy sprawno$¢ wiazki np. padajacéj. Zakladajac w (f,—¢,)
= %x, t. j. przyjmujac (4 —1,) za okves drgania, uwazajmy catke

Bt —1y) ——to) [ [(du dt } &

w ktoréj, uwzgledniajac (31) i (35), ograniczone do fali poprzecznéj padajacéj,
znajdziemy '

w? F? (14 m?)

w? F? (12 4 m?)
2 — %) '

t, :
/ sin® (ot + Iz < my) df = — i

o

co, pomnozone przez £, daje energiy cynetyczng najednostke objetosel; wedlug
(36) 1 (20) mamy 1? -} m? = w?/f%. A wskutek tego energia cynetyczna, od-
powiadajaca jednostee objetosel, bedzie ¢ F? w*/4 g2, lub, méwige z’Thom-
sonem, podwdjna energia wyniesie 1 ¢ (w? F/B).]

‘Wreszcie pola przecigeia pigeln wigzek naszych wynosza cos i, cos 7,
€08 4, €08 5;. Tym sposobem sprawnosé wigzki padajacéj np. wynosi

.
_Ci)i%fﬂ ,  czyli, wedtug (24) (50)
folf 1 , (1)

Sprawnos¢ wszystkicl z kolei wiazek wynosi & w?, pomnozone przez

CF2L . . . . . dlafali padajacéj (poprzecznéj) (52)
ca*l .. . . . dlafali poprzeczngj odbitéj (63)

') Sprawnodeig (activity) nazywa sie szybkosé wykonywania pracy, Iub stosunek pra-
ey wykonanéj do ¢zasu, zuzytego na nig.

?) [Autor nazywa tu najwigksza predkoseis (molarng) iloczyn z amplitady dvgania
przez w; gdy’ rozniczkowanie przemieszezenia wzgledem ezasu wprowadza czynnik w N
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Gho o . . . . dlafali poprzecznéj zalamanéj (54)
cCry . . ... dlafali podiuznéj odbitéj (55)
& G4« . . . dlafali podiunéj zalamang; (56)

13.  Wyraz pierwszy powinien by¢ rownym sumie czterech pozostalych,
ezyli (odejmujge od obu stron wyraz dr ugi) mie¢ powinni§my

CIF 4G (F— @ =04+ 00+ 1y, (57)

co istotnie, wedlug réwnar (46), (47)1(48) ma miejsce. Z réwnania (46)
otrzymujemy, pomiedzy innemi,

jako wzor na ilo$é energii, przenoszonéj w ciagu jednostki czasu przez obie
fale podiuzne, odbitg i zalamang. Co do wielkosci, wehodzacych do wyrazéw
(52) do (58), zauwazy¢ nalezy, ze wedlug (24), (22) i (38) jest

Zzﬁ’_%@; o= ws)?”‘ i (1—“—5111")"; (59)
PO _ @ 2 A AL PSRN
2_7(1 qu ) ; 11—(,,1(1 7 smz) : (60)
wreszeie
; : n
= ~;37— (81)

14. Jezeli aia, sg wielko$ciami malemi wzgledem g, to mozna napi-
saé przyblizenie

_‘f_.;z}‘_._ﬁl.i.%sin?i, (62)
A
%Qﬁﬂ (% cos 4, -+ —’ZT cos % )L Sec 4. (63)

: 9
Prace matem.-fizyczne T, IIT. 12
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Stad wynika, ze energia (62), unoszona przez fale podluzne, odbitg i'za—
tamang, jest nieznaczng w poréwnanin ze sprawnoseia (63) fali padajgcéj po-
przecznéj; i to bez wzgledu na kat padania. Diugosé fali podininéj, w cl'ele
gérném np., réwna sie a/f razy dlugosel fali poprzecznéj; gdy tymezasem, jak
widaé z réwnan (61), (46), (47), (48), amplitudy (wC/a i @G/, np.) ich wahan
sg pordwnywalne, Jezeli wiec zatozymy, ze of/f jest utamkiem nieskonczenie
malym, wéwezas [z uwagi, ze amplituda drgania podinznego jest mniejszg od
dugodei fali podinznéj, | musimy zakladad, ze stosunek amplitudy fali padajacéj
do jé&j diugosei fali jest nieskoticzenie matym w pordwnaniu do «/f, jezeli wzo-
ry nasze majg sie nadal stosowaé, t. j., jezeli kolejne zageszczenia i rozrze-
dzenia fali podiuznéj maja pozostaé nieskonezenie malemi.

Przypusémy wreszcie, ze 4 — 0; skad wynika a =0 i1 1 = o, oraz,
z mocy wzordw (47) i (48): )

I I sin? ¢ cotg 4 )
G _ 't 1 _ sin’  cotgd _ g i—i) 64
FTE L, T Tsin®d | cotg g tg G+ 1,)
T sin?é; | cotg ¢

ezyli ,,prawo stycznych” Fresnela.

- UCHWALY
KONGRESU MIEDZYNARODOWEGOQ
BIBLIOGRAFII NAUK MATEMATYCZNYCH,

odbytego w Paryzu od 16-go do 19-go lipea 1889-go roku.
PODAL

8. DICKSTEIN.

Towarzystwo matematyczne francuskie (La Société mathématique de
France) podjeto my$l wydania bibliografii powszechnéj nauk matematyeznych
iw tym celn wygotowalo projekt repertoryum bibliograficznego, ktéry ‘roze-
slalo uezonym, interesujacym sig historys i bibliografiy matematyki. Weig-
gu lat 1886 1 1887 Towarzystwo otrzymalo znaczng liczbe kartek do katalogu,
majgeego stuzyé do ntozenia bibliografii. W celu przedyskutowania projektu
klasyfikacyi wiedzy matematycznéj i sposobéw prowadzenia statéj pracy
bibliograficznéj postanowiono na czas wystawy powszechnéj w Paryzu w roku
1889 zwola¢ kongres miedzynarodowy. Komitet organizacyjuy koungresu
skiadat sie z nastepujacych czlonkéw: Poincaré (prezes), Ch. Henry
(wice-prezes), Humbert (sekretarz), Appell, Brisse, Darboux,
Fouret, Ganthier-Villars, Haton de la Goupilliére,
de Jonquiéres, Lalanne, BEd. Lucas, d'Ocagne, Rouché
iTannery. Posiedzenia kongresu odbyly sig 16, 17, 181 19 lipea roku 1889
w siedzibie Towarzystwa matematycznego francuskiego; naradom przewodni-
czyt Poincaré; wice-prezesami byli pp.: Henr yiEmil Weyr, obo-
wigzki sekretarza pelnil Humbert.

Uchwaty kongresu zawieraja si¢ w nastepujacych 11 punktach.

. Wydaném ma hy¢ repertoryum bibliograficzne nauk matematycznych,

- ktérego zadaniem jest oszezgdzenie pracownikom diugich i mozolnych poszu-
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