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EUGENIUSZ GRABOWSKI

Buler w ,Institutiones caleuli differentialis“ (pars IT, §§: 91192)
z rozktadun
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Te rozwiniecia, jako zastosowania rozkladu (1), przytaczaja Gregory
w ,Examples of the processes of the differential and integral calculus® (chap.
V), Todhunter w , Treatise on the differential calculus (chap. VII),
Bertrand w.,Calenl différentiel** (n° 301).

Euler zaznacza o szeregn (4), iz on przy @ = 45° jest rozhiezny,
Bertrand za§ w innym ustepie swego dzieta (n° 882) dowiédl zbieinosci
szeregu (3) dla wartosci o zawartych miedzy 0 i 2.

Zbadaniem zbieznosei rozwinieé (2), (8) i (4) zajmowatem sig w semina-
ryum matematyczném p. prof. M. A. Baraniecki ego. Oto przebieg i wy-
niki tego dochodzenia.

I. Wyraz dopelniajacy rozwiniecia ( 1,

B, = D ( __“h " sin (n are tcr-—1——— )
" n o \Vif@rone | S T

zdaza do zera w miarg » rosngeego nieograniczenie, kiedy

7i?
T ey <1 )

‘Warunek ten jest dopelniony zawsze, kiedy h? << 1. Procz tego, A4) je-

zeli hiz sy jednakowego znaku, to ulamek (5) ma najwickszg wartosé

przy 6 =0, iwarmnek (5) jest dopeliony, kiedy A2<<1 + z?, tém bar-
dzi€], Ze zawsze jest 6> 0; B)jezeliza§hix sg réznego znaku, to, a) kie-
dy h* << 22, utamek (5) ma najwieksza wartogé przy 6=1, awtedy wedtug
(B)ma byt 2 << 1 + (z + 1)?, cayliz uwagi, ze 2 ha<<0, ma byé 4 12 22

2)2
< (1+42%)? ezyli 7L2<(1—jﬂ ; 0) kiedy 7*= 2%, ulamek (5) ma wartodé

4 o2
najwigkszy réwniez przy 6 =1, a wtedy wedlug (5) winno byé A%< 1;
¢) kiedy nakoniec 12 > z?, najwigksza warto§¢ utamka (5) nie przypada ani
przy 6 = 0, ani t6z przy 6 = 1, tak iz nie mozemy dojé¢ tu do wniosku, od-
powiadajacego poprzednim przypadkomn, i mozeny stosowaé tylko powyzéj po-
stawiony warunek: 52 << 1.

2. Rozwinigein (2) odpowiada h=—w; wedtug B, ma byé h*<1, czy-

li z uwagi, ze h? = 22, za§ arctg % =arc cotg =g, ma by¢ cotg? ¢ << 1,

a wige 476:_1 << << —%—:—3 n, gdzie k jestliczba calkowita Iub
zerem., .
Rozwinieciu (3) odpowiada b = — (1 4+ 2%)% czyli h? =1 + #?; za-

den z wyprowadzonych powyzéj warunkéw nie jest” dopelniony, a zatém to
zastosowanie rozkladu (1) nie jest uzasadnione dla zadnych wartosei ¢.
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Rozwiniecin (4) odpowiada b = — (m + J hix sa réznego znaku,

R>ax?, k= (w + —x—) = 1; awiec wedlug B.c, takie to zastosowanie

rozidadu (1) nie jest uzasadnione dla zadnych wartosei .
Nalezy przeto na innéj drodze szukaé zbieznosel rozwinigé (3) i (4), ja-
kotéz zbiesmosei rozwiniecia (2) przy innych jeszeze wartosciach. .

8. Szereg

1(1l—rer’)y=— 1 el — ,!2_ 2 Q@i

1 e ot 3
I 5! ot — ., (6)

jest zblezuy, kiedy albo r<C1 albo téz przy r=1 o= =9%kx. Kla-

dgew (6) —1 (1 —r e‘P’) = X+ ¢ ¥, otrzymamy
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———T'rsm<p+——'r sin2¢-4..., gdze nryr=1 o= >okm. (7)

jest warunkiem zbieznogci tego rozwinigeia Y. Zwazmy, Ze

e=X—iT=1—ye¥ czyli e ¥(cos Y—isin ¥)=1—rcosp—irsing,
ze wiee
e¥eos T=1—rcosg
e~Xsin Y=rsing ’
przeto
7 8
Y = arc tg 7 Slllcgjsm :

Wstawiajge w (7) to wyrazenie ¥, mamy

I
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4. XKladae w (8) 7 = cos ¢, skad wynika cos ¢ > 0 ezyli 5 7
4 k+1
=< < ;I_ sz, ofrzymamy
alctw —l—crs sin —]——1——09 sin 2 ¢
e 0052(p 1 @ S @ 3 08" @S2 @ ...,

albo z nwagi, ze

cos  sing

arctg T—c0s? @

cos @ T
¢ tg ————Siqu__alctg (cotg @) = T @

rozwinigeie (2). Oczywidcie nie moze tu byé jednoczesnie r = cos g =1

ipZ 2kn. A wiee wartnkiem zbieznosel szeregu (2) jest » <1 czyli
:—1
cos @ << lezylig < 2 k n; aponiewaz jest tu é]’—)— <L p< 4 k9+1 E 2

przeto widzimy, Ze rozwiniecie (2) ma miejsce takze przy wartosciach ¢ ta-
Kich, izamo‘-‘%'—lng<p<9 LLad

Kiladage w (8) » =1, z uwagi, ze

sin ¢

aretg y— s = wete (cotg —g»):%_%,

otrzymamy rozwiniecie (3) z warunkiem zbieznosei: ¢ 2 2k,
Rozwiniecia (4) nie mozna wyprowadzié z (8); nalezatoby bowiem przy-

. 1
Jabr= cos

o’ co sig sprzeciwia warunkom zbieznosei szeregu (8).

5. W rozwazaniu rozwiniecia (4) mozemy sig ograniczy¢ do wartosci
=k a, albowiem prz = Lz wszystkie jego wyrazy s3 rowne zeru.
P = y e ! Jego wy.
Zwazmy, e W szeregu
1 1 1

N cos + 2 cos® + 3 cos?
@ P @

+o. ©)

stosunek wyrazu (n -+ 1)-go do poprzedzajgcego jest

n 1
n-4+1 cos ¢

Przy wartoSciach ¢ z k = jest > 1, tak iz poczynajac od pe-

c0S @
wnego dostatecznie wielkiego n, warto§é powyzszego stosunku jest stale wigk-
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sza, od jednodel i wyrazy szeregu (9) stale rosng. Wskut
v 3. ek teg yrazi
ogllnym szeregu (4) w0 v

1

m © Sln g

nie mozemy powiedzied, Zeby on malal w miare % rosngcego nieograniczenie
1 nie moze by¢ mowy o poszukiwaniu zbieznoscl szeregu (4).

W Krakowie, 18 listopada 1891 roku.

ZALAMANIE SWIATEA PRZEZ CIECZE
WYNIKI DOSWIADCZEX Z BENZOLEM.

PODAL

WIKTOR BIERNACEL

I. Celem mych badan byto sprawdzenie, o ile podawane za state funkeye
wsp6lezynnika n zalamania Swiatta i clgzaru gatunkowego d danego ciaka,
zachowuja state wartoci przy zmianie temperatury. Do do$wiadczen uzywa-
Tem benzolu z fabryki Kahlbauma w Berlinie; oznaczony za pomocs ZNanego
przyrzadu B e ck mana punkt krzepniecia nzywanego benzolu (5%, 5 C) po-
zwalal przypuszczaé, ze miatem do czynienia z materyalem dostatecznie czy-
stym 1). ‘Wspélezynnik zalamania $wiatla oznaczalem, postugujac sie niedawno
zhudowanym refraktometrem Pulfricha %), ktory, przed przystapieniem
do badan wiadciwych, dokladnie zbadalem i sprawdzitem. Ogolny rezultat
szeregu mych hadan dla promieni zéitych mozna przedstawié nastepujacym

wzorem, ktory daje zalezno$é wspétczynnika zalamania od temperatury:

7 = 1.51498 — 0.0007992 ¢ -+ 0.000004395 2 + 0.0090001527 #, (A)

Wartogci » podane w nastepujacéj tablicy obliczytem z tego wzoru.

An
i J 7 Y
1 ! 1,51418
L 78
2 1,51340
| it
3 ‘ 151262
[ 76

1) Kiobukow. Zeitschr. fitr phys. Chemie Bd. 3 Str. 351.
?) Das Totalreflectometer wnd das Refractometer fiir Chemiker. Pulfrich

Lipsk, 1890.
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