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Calkowanie kazdego ukladu réwnai rézniczkowyeh czastkowych rzedu
pierwszego, liniowych i jednorodnych z jedna zmienna zalezna, ktove posiadaja
rozwigzania wspélne, zawsze mozna sprowadzi¢ do calkowania tak zwanego
ukladu Jacobi'ego. TUklad Jacobiego catkowaé mozna sposobem Jaco-
bi'ego lub tez sposobem A. Mayera.!) Redukcya wszakze danego nkladn
do ukladu Jacobiego, sama przez sie, jest dosy¢ ucigzliwa, oraz doprowa-
dza czesto do rownan, ktérych calkowanie nawet sposobem Jacobiego jest
do§é skomplikowane. Jakkolwiek sposob A. Mayera znacznie zmniejsza
liczbg catkowai, jest on w praktyce czegsto jeszeze trudniejszy niz sposib J a-
cobi'ego, bo czesto wymaga catkowania bardzo skomplikowanego ukladu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

) Wi Zajgezkowski. ,Wyklad nauki o rownaniach rézniczkowych®, str. 592
—G14, lub tez

Clebseh. ,Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialglei-
chungen®. Crelle’s Journal. Tom 65.

A. Mayer. ,Ueber unbeschriinkt integrable Systeme von linearen totalen Diffe-
rentialgleichungen und die simultane Integration linearer partieller Differentialgleichun-
gen®. Mathemat. Annal. b, wreszeie

Sophug Lie ,Theorie der Transformationsgruppen. Erster Theil. str. 82—107.
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Studyujac ten przedmiot, zauwazylem, Ze oprécz wkladu J acobiego
mozna catkowaé sposobem Jacobi’ego pewne inne uklady rownan rézniczko-
wych czastkowych plerwszegu rzedu, liniowychijednorodnych z jedng zmienng
zalezny, jezeli catkowanie réwnaf wykonywaé bedziemy nie w dowolnym, lecz
w pewnym okreslonym porzadku. W pracy niniejszéj staram sig wyznaczyé
najogolniejszy z tych ukladow oraz do ich calkowania sprowadzié catkowanie
kazdego innego ukladu rzeczonych rownai. Zdaje mi sig, ze w pewnycl pray-
padkach metoda ta, ktéra jest modyfikacys metody Jacobiego, praktyez-
niejsza bedzie od pierwotnego sposobu Jacobi'ego i metody A. Ma yera.
Badania wiasne poprzedzam krétkim wykladem teoryi ukladow wspomnia-
nyeh xownai rézniczkowych wedlug Jacobiegoi Clebscha. Wistep ten
wydaje mi sig koniecznym dla dokladunege uzasadnienia wywadow, w naste-
puych §§ zawartyel, zwlaszeza, e zamieszezam w nim pare twierdze, ktore,
o ile wiem, dotychezas w matematycznéj literaturze polskiéj uwzglednione nie
byly.

Teoryg calkowania jednego réwnania rézniczkowego czastkowego rzedu
Dierwszego, liniowego 1 jednorodnego z jedns zmienng zalezna, przyjmuje za
znang; poprzestajg tn na przytoczeniu zasadniczych jej wynikéw.

Azeby znalesé wszystliie funkcye, czymigee zadosé rdwnandus

X(f)zfl;;é—}“fg ;{l +o G —3255,::0’ )

2,

9dete & sq funkeyams danemd zmdennych &y , @y , . . ., @, nadedy zeatlkowad wilad
n—1 rdwnai rdéniceiowych swyczajnyeh:

dwy __diry _dwy

51*52—“._674.‘
Jedeli n—1 réwnan calleowych tego ukladw wyraziny w postaci:
(L, @y, oy Ba) =00, (h=1,2,..., 1)

gdzie en sq stade dowolne, natenczes, podstawiajge w rdwnanie ) 1 =, otray-
mamy fozsamodei.  Funkeye o, nazywaj sig calkami »éwnania ()3 wszysthic
one sg od siebie niezalezne, 1. §. nie moze istnied Zadna tossamosé ksztutiu:
‘
![[((pl » Pas e (/7/'~1) =0 ?
najogdiniejszim zas rozwigsaniem rdwnania (1) jest dowolna [unkeya calel
Pr,Pay ooy q‘)n_]_.

§1. Uktad zupetny.

Niech bedzie 9<<n rownai:

) of of of
X (f) = &n %-}-Em é%-f— -+ §A-u5;ﬂ/~::0, (k=1,2,..., q) )
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gdzie £ s funkeyami danemi zmiennych z, , Byy .« oy Xn. ZaldZmy, Ze rowna-
nia te s3 niezalezne, t. j., Ze nie moze istnieé zadna tozsamosé ksztatu:
w4+ O+ . X =0,
gdzie x oznaczajy funkcye zmiemnych x, , , , . . ., z, , lub, inaczéj mowiac, Ze
nie wszystkie wyznaczniki stopnia g macierzy 1)
Encbiay ooy B )
52]1522: e e ey ‘53”
. . . . . (3)
Ens by oo e
znikajg tozsamosciowo.

Jezell istniejg takie funkeye zmiennych z, Xy, .., Ty, Ktore, podsta-
wione zamiast f w réwnaniach ukladn (2), zamieniaja wszystkie te rownania na

. . " . . o 1 (g—1)
tozsamosei, natenczas widocznie musza fankeye te czynié zadosé %—) r0-

whaniom:
(X () =X (X ())=0 (=23 ..,6k=12.., 1)
Z réwnad (2) mamy:
§ _ n ’ af n , %[ ag/:‘ '
X (X () *Z X; (Ew) . %—Z 21_‘ &ir n Frral
przestawiajac za$ znaczki % i 7, otrzymujemy:

an s 'Y i
X (Xi(f)) = E ¢ X (&) a—xi -+ E ‘ 2 ¢ Ee Eu _érgm_
1 ¢ i 1 v

Jezeli obecnie w ostatniéj sumie podwijnéj przestawimy znacekiii 7,
przez co widocznie wartosé jéj sig nie zmieni, oraz drugs tozsamodé odejmie-
my od pierwszéj, otrzymamy:

X0 () — X (% ()= D (X (8)— X (f"”a%
n , _ﬂ_‘i ag/’ 37f .
—f—Z }‘_J Ep & (_ﬁ—axw o7 —%aWiamf’)’

poniewaz za$ muszg istnie¢ znane warunki catkowalnogoi:

) macierz¥ (spolszezone ,matrix ‘) jest symbolem, oznaczajacym wszystkie mozliwe
wyznaczniki, kiore z elementéw, wewngtrz macierzy napisanyeh, utworzyé sig dajg przez
wykredlenie pewnéj ilodei kolumn i wierszy.
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R i ) ) ) : o
TR A =23 ..,mi=12..,01),
mamy wiec:

”

X (X (1) — X (X5 () = 2yt (X0 () — X (8)

1

)

Czedé pierwsza té] tozsamodei znika dla rozwigzan ukladu (2), czedé
wige druga musi byé funkeys jednorodna liniows wyrazen: X; (f), Xi ()
Lo Xy (). Stad, wprowadzajge dla skrécenia symbol Poissona:

X (X () — X (X ()= (X1 Xa),

mamy:

Twierdzenie I Azeby q rdwnan wiczaleinych:

coom . Of ) 9]
X (f)=6n aggl‘“i'f/cz 5£ o & 5&/1= 0 (b=1,2...,0)
—1)
2
X X)=ow Xy () + oueXa (N -+ .« 4 wu X, (), (8)
(=23 ..%¢k=12...,1-1),

mialo rozuwigzanis wspdlne, koniecenim jest istwiens g (lq

tozsamoses:

gdizie w sg pewnems funkeyomi smiennych xy, 2y, . . ., u. Uklad, kidry posia-
da tg wlasnosé, nuzwiemy wedlug ClebselWa g—czesciowym whladem zupcel-
nym. 1)

Ze warunki te sg zarazem dostateczne dla istnienia rozwiazan wgpdl-
nych réwnan (2), pokazemy nizej, podajac sposéb obliczania rozwiazan ukla-
du (2) w przypadkn, gdy zachodzg warunki (5). Teraz za$ udowodnimy, Ze
zagadniende calliowania jakichkolwiek whladdw rdwnah réimiczlowych czqstho-
wych, lindowych 4 jednorodmych z jedng zmienng zaleing sprowadza sie do zaga-
dnienia o calkowaniu wkladdw zupelnych. ‘

Przypusémy, ze uklad g << » réwnan niezaleznych:

=0 X%F=0...,%{=0, (6)
nie jest ukladem zupelnym, t.]., Ze znikanie wyrazen: X (f), X, (f),... . X, (f)
nie wywoluje znikania wezystkich symboléw (X; X;); natenczas waioskujemy,
ze rozwigzania wspolne réwnan (6), muszg by jednoczesnie rozwi@z&niafni
pewnéj liczby 4 réwnat : X () = 0,..... y X (f)==0, ktore wraz % po-
przedniemi ¢ réwnaniami wywoluja znikanie wszystkich symboléw (X; Xp)
Obliczajge symbole (X; X)) dla tego nowego ukladu: '

1 Clebseh;loco cit. str. 257 ,,¢—gliedrieges vollstindiges System*
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X(N=0,....5%N=0,Xu)=0,.... Xunh=0,
albo przekonamy sie, ze uk}ad ten juz jest ukladem zupelnym, lub tez, ze nim
nie jest. W ostatnim przypadku postgpujemy z tym nowym ukladem taksa-
mo, jak z poprzednim i t. d., poki nie dojdziemy do ukladu zupelnego. Gdy
jednak z rachunkéw tych otrzymamy % réwnan niezaleznych, natenczas
whoiesiemy, ze dane réwnania (6) nie maja Zadnego rozwiazania wspélnego,
oprécz widocznego f = const. W przeciwnym zas razie, gdy liczba ¢ + o
réwnan, stanowigeych uklad zupelny, mniejszg bedzie od %, przyjdziemy do
waiosku, ze wszystkie rozwigzania danyeh ¢ réwnai (6) muszy byé zarazem
rozwiazaniami ukladu zupelnego:

Xl(f):OaX) (f):()1 ‘e -vXq—i-u(f):_O

Wobee tego w dalszym ciagu rozwazaé bedziemy tylko uklady zupelne
i obecnie podamy pare ich whasnosel.

Jezeli uklad dany ¢ réwnai niezaleznych:

X(Hh=0X%f=0,..,%@=0 Q)
czyni zadodé warunkom (5), to fatwo dowiesé, ze tosamo stosuje sig do wszel-
kiego ukladu:

Z(NH=0,2{=0,.. W Zy(f)=0,

réwnowaznego z ukladem danym, t.j. do takiego, ktéry z danego uktadu
otrzymuje sig na podstawie wzordw:

Zip=pu KO+ K@+ Fr K@),

Zy (f) = wa X, () + pa X N+ 4 e Xy (), ®)

Zy (f) = wn X (H 4+ ve X )+ .. + we X ()
gdzie oczywidcie funkeye v wielkosel 2y, @,, ..., &, muszz byé tak do-
brane, aby wyznacznik:

Py Pras - -0y Pie

Yar s Wozve - +s Yoe

YLy W2y« + vy P

nie by? tozsamosciowo rowny zern. Z réwnah (8) mamy:

q 4 Q
2, (G () = S Z (o) X (f) + 2 D s X (X (1)

1 1

przestawiajge tu znaczki i », otrzymujemy:
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0 ? "
2%y (D)= 2 Zs ) X (1) 4 D D it X (X (1))
1 1 1

Jezeli obecnie w ostatniéj sumie podwdjng przestawimy znaczki ki 17,
przez co widoeznie warto$é jéj sig nie zmieni, oraz drugs tozsamodd odejmie-
my od pierwszéj, ofrzymamy:

_0_ K _‘I '
(& 2 == 23 G (i) —Z o)) e () + Dt D (X0 X
1 T 1

Wedlug zalozenia, wklad dany (7) jest ukladem zupenym, wiee (X; Xi)
s funkeyami liniowemi jednorodnemi wislkodei X, (f), X, (f),..., X, (. Stad
whiosek, ze (Z, Z,) mozna wyrazié liniowo i jednorodnie przez X, (), X, (),
o Xy (£)5 oblicaajae zas te ilodel z yéwnan (8), otrzymamy dla wezystkich
{2, Z,) funkeye liniowe 1 jednorodne wielkosci Z, (f), 2, Ny..., 4 (. Ma-
my wiee:

Twierdzenie Il. . Kuzdy uklad q niezalesnyel réwnarh razgmicaliowych czgst-
kowych rzedu pierwszego = jedng zmienng zaleing, lindowych 4 jednorodnych,
réwnowadny z pewnym q — czesciowym whindem zupelnym, jest talize g — cze-
Seiowym wlitadem zupelnym. 1)

Ze wzglgdu na cigg dalszy podstawmy w wyrazeniu:

o . a‘
x(h=2T &5l
1 g

f: P (1/117 Was v oy 7/)'7)7

gdzie v s3 pewnemi funkcyami zmiennych #; , ,, . . ., z,.
Poniewaz

g
2P y 1 aq’;_awu

oz, =i Ty u,
wige:
C s
1 S ¢
skad:
X(II))-_—_ZZX((J)A)%%- )
. ‘

Nim przystapimy do catkowania ukladu zupelnego, damy dowdd pewne-
go twierdzenia; ktére, pomimo zatozef bardzo szczegilne natury, wazném
Jest dla pézniejszych wywodsw.

) Clebseh, loco eit. str. 258.
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Twierdzenie Nll.  Jezeli rownamia:
}I! (f)=01X2 (f)zoa"!Xq(f):O

tworzg q— czesciowy uklad zupelny, pewna zas funkeya v (z,, @, , . . ., o) c2y-
i 2adodc rdwnamiom:

GN=0,..., L (=0, (=1, Xas (H=0,..., X () =0,

nutenczas symbole Poissona rdwnai whladw nie zaletg od X, (f), shad
1 szczegolnoscs wynilka, 2e vdwnanio

Xl (f):()a -'-aXm"l(f):Ov*X/H-l(f):O:"'3 Xl](f):O

tworzg (9 — 1) -— czeseiowy wklad zupetny.
Poniewaz uklad dany jest ukladem zupelnym, wiec mamy:

(X Xy=0m Xi(F)F . . . F witmar Xy (F)F@orm Xn(F)Fomm 1 X (H+ .
o X (s (=23 .gb=12..,0]

Podstawiajae tu £ = v (2,, 25, . ., 2,), widzimy, ze dla wszystkich mo-
zliwych warto§ei skaznikéw k1l czeSé pierwsza napisanego réwnania jest
zerem; w czesci zas drugiéj znikaja wszystkie wyrazy oprocz wyrazu wpm X (f),
ktéry staje sie réwnym wum; stad woosimy, ze wugm = 0(0=2,3,..,0;
k=1,2,..,1—1), co tez nalezato dowies¢. ‘

Zauwagzmy, ze zmienna z; wiedy i tylko wtedy jest calkg rdwnania

of . , .
X (f) = 0, gdy wspélczymnik w rownaniu tém przy % jest réwny zeru. t. j.
f

2 ) . ‘ .
gdy -X (f) nie zawiera pochodnéj 2 Podobniez zmienna x; wtedy i tylko

wtedy czyni zado§é réwnaniu X (f) == 1, gdy wspétezynnik w réwnanin tém
przy % réwny jest jednodei. Na podstawie wiee twierdzenia IIT, mamy:
3
Wniosek, Jeieli z rownan q— cagsciowego ukladu zupelnego -1 rd-
wnath:

XN=0,. ... Xuu(=0,Xpu(N=0,....X(H=0
of of

nie zawiera pochodndy T wspoleaynnik zas pray 5 Y roumaniw X, (f)=10
i i
jest jednoseig, to symbole Poissona réuman wkladw nic zaleiq od X, (f),
skad w szezegolnoses wynika, se g—1 wy2éj napisanyclh rdwnan tworzy (9 —1)
— caeseiowy whlad zupelny. )
‘Whiosek ten mozna takze ndowodnié niezaleznie od twierdzenia ITI.

§ 2. Uktad Jacobiego.

Na podstawie twierdzenia IT mozna daé bardzo ogdlng metode 1:eduk—
cyi jakiegokolwiek ukladu zupelego do tak zwanego whladu Jacobi'ego.
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Symbole Poissona réwnah ukladu J acobi'ego sg wszystkie tozsamo-
deiowo réwne zeru.
Twierdzenis IV, Jezdli roswigzemy wlklad q réwnwi lindowych:
X () =X () Yy ()Xo () Yo () + - -+ X0 (pe) Yo (),
LN=%0) D+ %@ L)+ +X @)Y 0, (19)
X, (N=X ) %} (f) + X, (ws) Yo () + .. X () Yy (F)
wagledem ¥y (), Yo (), - - -, Yo (f), gdeie
LO=0X%N=0,...,%()=0
tworzy q — ceesciowy whlad 2upelny, @ pa s poddane warunkowd, aby wy-
znacznile:
Xy (), Xy (pa)s o s Xs ()
Xy (), Xy (wa) s - oy Xy (o)

Y 4

X (w0)s Xo (o), 5 Xy ()
nde byl togsamoseiowo rwny zerw, zresziy zas sq supelnic dowolnemi funlkeya-
g Zmaennych &, , Ly . . .y By 0

Yi(H=0,T,H=0,.... (=0 (11)
bedzie ukltadem Jacobi'ego, 1. j. zachodeic bedy tosamosei:
(Y; ¥i) =0,

kagda za$ z funkeyj ., bedzie rozwigzaniem q —~ 1 rdwnmi:
V() =0,y Yos (D=0, Yn (N =0 .., %, (N =01

Zauwazmy najprzod, ze uklad (11) jest réwnowazny z ukladem danym,
wige na podstawie twierdzenia IT jest on takze ¢ — cagdciowym ukiadem zu-
pelnym; nastgpnie podstawmy w rownaniach (10) f = wyu; rozwigzujae uktad
otrzymany wzgledem Y, (wn), ¥y (), « -+, Ty (wu), mamy:

Y, (T,Um) =0,..., Youms ('l/}m) =0, Yo ("/Jm):l ) Ym-l—l (’l/)m) =0,... Y;) (’(/J,,,)m().

Poniewaz dziatanie to, ktére wykonaliSmy dla jedndj faukeyi g, 7 ta-
kim samym rezultatem powtérzyé mozemy dla pozostalyeh funkeyj v, wige
druga cze$é twierdzenia jest dowiedziona. Pierwsza zad wynika stgd, ze na
podstawie twierdzenia III symbole Poissona réwnah ukladu (11) nie mogn

1) Clebseh,loco cit. str. 259.
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zalezyé od zadnego z wyrazei Y, (), Y; (f),..., ¥, (f), muszg wiec za-
chodzi6 tozsamosei (¥; ¥i) = 0, co tez byto do dowiedzenia.
Przypadkiem szezegélnym twierdzenia I'V jest wniosek nastepujacy:
Wniosek.  Rozwinzujge ¢ — coesciowy uklad zupehny wagledem g pocho-

clnych'a—f- —a‘f, U w praypuszcseniu, se wiasnie wyznacenik
‘3, B o reyp 2 asnie wyznacanik

511’5127 R E!q
521) 5227 R} 5241
qu: EIJZ EERSENEE) 54?
nie rowna sig todsumosciowo zerw, otrzymujemy uklad Jacoldego.

Wynika to bezposrednio z wniosku z twierdzenia IIT; zwazywszy bo-
wiem, ze ukiad otrzymany réwnowazny jest z danym ukladem, ze wiec musi
by¢ takze uktadem zupelnym, oraz ze wspélezynnik przy pochodnéj wzgledem
kazdéj ze zmiennych @, , @, , . . ., 3, W jedném tylko réwnaniu tego ukltadu ré-
wiy jest jednodei, wszystkie za$ inne réwnania pochodnéj t4j zawiera¢ nie mo-
g8, wnioskujemy, ze symbole Poissona otrzymanego ukladu muszg byé toz-
samosciowo rowne zeru, t. j., ze uklad ten jest ukladem Jacobi’ego.

Na podstawie ostatnich dowodzen catkowanie kazdego ukladu zupelne-

go zredukowaé mozna do calkowania ukladu Jacobiego. Przypusémy
wige, Ze uklad:

HN=0XH=0,...% ()=0. 12)
jest ukladem Jacobi’ego t. j., ze zachodza tozsamosci:
LEM—%@EO)=0 a=23..,6k=12..,~1)

Dla wigkszéj ogélnodei zakbimy, ze zadna z catek zadnego z réwnan (12)
nie jest nam znana, pomimo ze wylozona metoda redukcyi uktadu zupelnego
do ukladu Jacobi’ego daje przed catkowaniem pewng liczbe tych calek.

Metoda catkowania ukladu Jacobi'ego opiera sig na twierdzenin J a-
cobi’ego, ktére tu w nieco ogélniejszéj wypowiadam postaci.

Twierdzenie V. Jezeli ¢ (m,, %, , .. ., %) Jest catkq jakitjlolwick liczby
k<< q ktdrychkohwiek réwnanh ukladu Jucoliego:

HB)=0X%({=0,... X (H=0
wige mp. rouwnen:
X (N=0,X,(N=0,..., %, (H=0,

gizie oy, oy, . . ., 0 s kidrekohwiek k z liczb: 1,2, ..., g, nalencaus X, 40 )
gdzie oppy jest kidrakolwiel zliceb: 1, 2, . . ., q, niezawartych w szeregu oy, o, , ,
+ oy Gk, JEst rowndes catlg rownad;: :
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Xoy () =0, Xy (s -+, Xy (N =10
Poniewaz uklad dany jeét ul&adem Jacobi’ego, wiec mozemy napisaé
k tozsamosei:
Xv/;+1 (XFE (f)) - Xae (Xuk+1(f)) =0, (p=12..
zwaiywszy zas, ie X,, (p) = 0, otrzymujemy:
X, (Ko () = 05

co jest tez dowodem przytoczonego twierdzenia,

Zwracamy sie do metody catkowania ukladu (12). Zauwazmy przed-
tém, Ze, z powodu niezaleznosei réwnai tego nkladu, nie wszystkie wyznaczni-
ki stopnia ¢ macierzy (3) sa tozsamodciowo rdwne zern. Poniewaz kaide
k << g réwnan tego ukladu sy takze ¢d siebie niezalezne, wiee w szezegélno-
dci dla réwnan:

HAO=0,X%A=0,..,%N=0, ¢t=12...9

nie wszystkie wyznaczniki stopnia & macierzy:

o R

. El\1§12: Loy fln
‘S,x i fn, e ey 6211
(b=1, 2, y )
Ery Erzs o oy i
s tozsamosciowo réwne zeru. Przypusémy mianowicie, ze wyznaczniki:
E1s s - - o1 b
T )
Ek=12..., 9 (13)
Gy €2y o oy B

s3 nieréwne zeru. Po tych zalozeniach przystepujemy do metody caikowania.

Azeby znale$é calki réwnania:

9 )
X, (f):511_i+§12§é:‘+~"'+E!”g;=0:

oz,
obliczamy najprzéd jedne catke n — 1 rownan rézniczkowych Zwyczajnych: .
day Ay
511 - 512 -
Oznaczmy calke te przez ¢;;. Na podstawie twierdzenia V. X, (¢,),
X (@1), -+ -+ X, (pyy) 53 takze catkami rownabia X; (f) = 0. Jezeli do tych

calek zastosujemy znéw twierdzenie V., t. j. wykonamy nad kazdg z nich szé-
reg dzialan: X;, X,, .

icm
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X (f)y=0, do ktérych mozemy stosowaé znown twierdzerie V.it.d. Po-
niewaz jednak réwnanie X, (f) = 0 ma tylko n — 1 calek niezaleznych, wiee
tym sposobem mozemy z cakki g,, ofrzymaé najwyzej m — 2 nowyeh, t. j. od
@15 1 0d siebie niezaleznych, calek réwnania X () = 0. Gdybysmy wszak-
e za pomocy tych dziatan otrzymali fylko ¢ — 2 <<m — 2nowych calek, t. j.
gdybysmy otrzymali takie catki g, (=3, 4 ..., ), Ze nastgpnie

X (p12) = fu(prs, @135 - . ., Pre)

to, azeby znalesé resztg calek réwnania X, (f) = 0, nalezy zniw za pomacy
calkowania odpowiedniego uktadn réwnan zwyczajnych obliczyé jedng catke
réwnania X; (f) = 0; jezeli calka ta Jest funkeys catek g, , Pras + o Prg, NG
moze ona daé nam zadnych nowych rozwigzan, przeto musimy calkowaé do-
poty, poki nie otrzymamy calki od g, , gy, . -» @1 Niezaleznéj. Taka calke
0ZDACZIY DPIZEZ @iotq 1 Stosujmy do niéj tesame metode, ktéra poprzednio
stosowali$my do calki ¢, ; danam ona, pewng liezbg nowyeh calek i t. d. Dzia-
Yania te trzeba prowadzi¢ dopéty, pdki nie znajdziemy » — 1 niezaleznych ca-

k=23 ..,61=23..,p

“lek rownania X, (f) = 0. Oznaczmy je przez:

Pros Prgy + 5 o P
najogélniejszém wiec rozwigzaniem tego réwnania jest:
I (g, s - o, P1n),
gdzie II; jest symbolem funkeyi dowolnéj. Funkcys te nalezy wyznaczyé tak,
aby czynila ona zado$é innym réwnaniom uktadu (12). Wprowadzamy ja za-
miast f w réwnanie X, (f) =0; wowczas na podstawie wzoru (9) otrzy-
mujemy:

oI, | . . . oIl o
X, (1) 5 + X; (pua) 3—1 +oo X (eu)
P12 P13

oI,

3y

=0

Zastapmy we wspélezynnikach pray pochodnyeh zmienne x;, #,, . . ., @,
przez zmienne @, @iy, . . . , ¢y, Zamiana ta jest mozliwa, bo Ty Pras o 0 oy Qoo
83 niezaleznemi funkeyami argumentéw @,, @y, ..., .. Istotnie, PrIypuszeza-
Jac, e istnieje pewien zwiagzek tozsamogciowy:

L (2, gy -+ @) =0

i podstawiajge W X, (f) = 0 zamiast / . . . . @, powinnidmy otrzymaé tozsa-
mosciowo zero. Po wstawienin mamy (wzér (9) ) :

o0 20

20
11—+ X — i X w) =— = 0
& £y + X (1) E + ~+ X (pun) mn 0

poniewaz za§ X, (pg) = ... =X (pu)=0 i &,; =0 (na podstawie

. .9 . ‘ . ;
zatozenia (18)), wige 5—0—? =0, t. j. tozsamos¢ 2 = 0 nie moze zalezyé bez-
. 1
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posrednio od x,; tozsamodC zas Q (pyg, s, « - ., Pn)=0 istnieé nie moze, bo
calli ¢, 53 niezalezne. Widoczném jest nastgpnie, ze wspotczynniki przy pocho-
dnych w réwnaniu dla IT;, po wstawieniu nowych zmiennych, od zmiennych
zalezy¢ nie beda; wigc rownanie to calkujemy tak, jak poprzednio réwnanie
X, (f)=10. Po obliczeniu jednéj callki gy, W zmiennych ¢, obliczamy jg
w zmiennyeh &y, @, . . ., %, i nastepnie, oile mozna, za pomocy dzialaf X5, X,
-y Xy, wreszcle przez calkowanie odpowiedniego ukladn réwnan rézniczko-
. Wych zwyezajnyeh w zmiennych ¢,, obliczamy calki réwnania dla I, ktoryeh
Jjest n—2, poniewaz réwnanie to ma m— 1 zmiennych niezaleznych. Catki
te bedg wspélnemi rozwigzaniami réwnan: X, (f) = 0 i Xy (f) = 0. Omnacz-
my calki te przez:
Pags Pags » « « 5y Pog,
wige najogdlniejszém rozwiazaniem wspélném tych dwéch réwnan jest:

I (pog, pags - - - ) @)

gdzie IT, jest symbolem funkeyi dowolnéj, ktéra nalezy tak W‘yzna‘czy(;, aby

czynila zado$é pozostatym réwnaniom uktadu (12).  'Widoczném jest, jak
dziatania te w dalszym ciagn prowadzié nalezy. Trzeba tylko dowiesé, ze
daléj ciggle moima bedzie zmienne niezalezne Ty, By, - . ., Tn ZASLEPOWAE Przen
catki wepélne réwnaniom juz zcalkowanym. Zauwazmy, ze, widocznie, po
zeatkowaniu kazdego réwnania ukladu (12) liczba calek zmniejsza sig o je~
dnoéé. Przeto po zcatkowaniu % réwnan otrzymamy n—J% calek wspalnych
wszystkim réwnaniqm juz zeatkowanym. Przypusémy, ze, catknjac réwnania:
HN=0%1=0,..,% (=0,
otrzymaliSmy calki:
Pri s Prid2y « - oy Qin, ;

ze wige najogélniejszém tych réwnan rozwigzaniem wspolném jest:

I (prvsa s Qrzga,y - -+, o)

gdzie II. oznacza funkcy@ dowolng. Podstawiajac fankeya tg w réwnanie
Xega (f) = 0, otrzymujemy:

oIl oI,
a'plsk—!-z "{' e + 1Yl:+1 ((Pku) -«’:)7];,:,: =0,
‘Wprowadzmy we wspélczynniki tego réwnania zamiast zmiennyeh:

By, Ly ooy B 'zmienne: iy ooy By Prts, -« -, Prn. Jest to mozliwe tylko
wtedy, jezeli nie moze istnie¢ zadna tozsamosé ksztattu:

Q (zy, . .

ch -
Xita (qmq.x)m + Xt (prirs)

» c o Pr) =0
Podstawiajae 2 w rownania juz zeatkowane, otrzymujemy % tozsamogei:

oy Ly Pty o

icm®
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20 20, 20 20
h = e Ere +X (wkk-i«l)m—f" X (qﬂm)aga—m= 0

a0 20 | o 20 a2
& T%+ N s ~+ X (@rrta) m—[* o X (fp;m)é%; =0
Poniewaz X, (pn) =0, @=12,..., Byv=k-4Lk4+2 .. .,m)
) 2R 20

i wyznacznik (13) nie rowna sig zeru, wiec otrzynmjemy:W = =
1 2

::—;:%:0; lecz £ nie moze zalezyé od samych gy, bo 53 to catki niezalezne,
czyli, Ze tozsamosé 2 = 0 istnie¢ nie moze, a zamiana zmiennych jest mozli-
wa. Wspélezynniki przy pochodnych w réwnaniu dla 1I;, po zamianie zmien-
nych, zalezyé bedy na zasadzie twierdzenia V. tylko od ¢y, wiee znéw mozemy
catkowaé wyzéj opisanym sposobem, t. j. w czedel przez catkowanie odpowie-
dniego ukladu rownadl rozniczkowyeh zwyczajnyeh, w czedei zas przez zasto-
sowanie dzialai: Xpje, Xiys, .. ., X,. Widoczna, ze metode te moze-
my prowadzié do kofica; zwracamy jednak uwage na to, ze gdy dojdziemy do
ostatniego réwnania X, (f) =0 i wyrazimy czes¢ pierwsza tego réwnania
przez catki wspélne wszystkim réwnaniom poprzednim, jako nowe zmienne,
wtedy rozwigzania calego ukladu obliczaé mozna ostatecznie tylko przez
calkowanie ukladu réwnai rézniczkowych zwyczajnych, odpowiadajacego
przeksztalconemu réwnanin X, (f) = 0. Oczywista, ze niezaleinych calek
ukladu tego otrzymamy z — ¢; mamy wiee:

Twisrdzenie Vl.  Kazdy q — czesciowy whlad zupelny posiada n—q calek
niezaleznych, gdzie n jest licsba zmiennych niezalesmych; najogdnisiszém zas
rozwigzomiem tego whiladu jest funkcya dowolna tych n—q calek,

Zwracamy tu uwage na te waing okolicznodé, ze porzadek, w kidrym
catleujemy rownania wkindw Jacobiego, jest zupelnie dowolny. Poniewai
kazde % réwnan ukladu Jacobi’ego (gdzie % jest ktérakolwiek z liczb
2,3, ..., ) sa niezaleine, wige, chege dowodzenia poprzednie powtérzy¢ dla
jakiegokolwiek innego porzadku calkowania, zawsze znajdziemy odpowiednie
wyznaczniki nieréwne zern i metode te catkowicie przeprowadzié bedziemy
mogli. Widoczném jest, ze calkowanie w porzadku, wskazanym skaznikami,
réwnan Xy (f) == 0 oraz zalozenia (13), warunkujace symetryczng zamiane
zmiennych, wprowadzilismy jedynie tylko dla symetryi. Dowolnogé porzadku
catkowania oraz moznosé korzystania ze wszystkich réwnai niezcatkowanych
dla obliczania catek wspélnych réwnaniom pozostatym sg cechami charakte-
rystycznemi ukladu Jacobi’ego.

§ 8. Uktad catkowalny w pewnym kierunku.

Wylozony wyzéj sposib calkowania daje sie z pewnemi zastrzezeniami
zastosowad nietylko do ukladu Jacobi’ego, lecz i do pewnych innych dale-
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ko ogélniejszych ukladow zupelnych. Postaramy sie obecnie rozwigzaé za-
. gadnienie nastepujace: )
Jokie wyrazenin dla symbolow Poissona powinien miec g—oczesciowy

whlad zupelny:

X (H=0X(()=0..,X,6H=0, (14)
azeby, po obliczeniu calelk wspdlnych kasdych 1—1 rdwnan:
X (N=0%(f=0..,5:()=0, (15)

gdzie 1 kolejno prayjmuje wartosci: 2, 3, . .. ,q 4 podstawieniv funkeyi dowolnéj
tych catek w wyrazenie X, (f), wspsleaynnilei pray pochodnych dowolnés fumkeyi
w wyrateniu tém byly rdwmwiet catlami poprzednich 1— 1 rdwnai?

‘Wedlng wzorn (9) uklad ten powinien byé taki, aby, jezeli ¢ jest catky
rownan (15), X; (@) bylo takze catka réwnan (15). Widoczném jest, ze jezeli
znajdziemy taki uklad, zawsze bedziemy mogli znalesé rozwiazanie jego naj-
ogolniejsze przez calkowanie rownan X; (f) = 0 w porzadku wskazanym ich
skaznikami, bo zamiana zmiennych pierwotnych @; na catki wspdlne réwnan
Jjuz zeatkowanych da z kazdego réwnania réwnanie, od pierwotnych zmien-
nych niezalezne. i

Rozwigzanie zagadnienia jest bardzo fatwe. Przypu$émy, ze znalezli-
§my calki réwnania X; (f) = 0; jezeli zmiennych niezaleznych a; jest n, liczba
tych calek jest m—1; oznaczmy je przez @i, (c=%3, ..., n. Aieby
X, (p1o) byly takze catkami réwnania X (f) = 0, warunkiem koniecznym
1 dostatecznym jest:

X (K5 (N — X (X () = oy Xy (f)s

podstawiajae tu bowiem /=gy, otrzymamy X, (X, (p1,)) = 0; rownania zas
te bylyby niemozliwe, gdyby (X, X,) zalezalo jeszcze od innyeh X; (f), bo
wszystkie fankeye @i, nie mogy byé catkami wspélnemi kilku rownax, nieza-
leznych, ktre, jak wiemy, zawsze posiadajg mniéj catek wspdlnych niz
n—1.7) Gdy warnnek poprzedni ma miejsce, mozemy, jak zaznaczyli§my
wyz6j, znalesé eatki wspélne rownan: X; (f) == 0i X, (f) = 0. Oznaczmy je
PrZez o, (s=38,4, ..., n). Azeby X; (¢2,) byly takze calkami rownan
poprzednich, warunkiem koniecznym i dostatecznym sg tozsamosci: '

XM —X (Xs (1) = ws1y Xy () + w409 X ()
X (X () —X (X () = o Xy (F) + wgas X5 (F)s

co taksamo jak poprzednio udowodnioném byé moze. Prowadzac te wywody
daléj, zauwazymy, ze symbole P oissona kaidego wyrazenia X; (f) z poprze-

') Jezeli p xwnai niezaleznych tworzg uktad zupelny, natenczas liczba ich calek na
podstawie twierdzenia VI jest n—p, jezeli zas nie tworzg one uktadu zupeltnego, liczba ich
calek wypolnych jegt jeszeze mniejsza.
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dniemi X () ®=1,2,...,1-1) mogy zalezyé tylko od wyrazen X, (f),
Xy ()y -+ oy Xt () 6. j. Ze symbole Poissona calego ukladu sg:

X (Xi (1)) =X (Xi () ) = 0om Xy (F) + oue X, (f) +. A op (). (16)
(=28, ¢:k=12..,1—1)

Przypuszezajge, ze wzor ten odpowiada warunkom zagadnienia, jezeli
w nim [ zastapimy przez I—1 i ze obliczyliSmy catki réwnan:

Xl (f)=05'*':X1—1 (f)=07

widzimy, Ze, jezeli oznaczymy catki te przez g, (s==ll4+1,...,m), to
X (pi-1,0) beda takze catkamiréwnad (15). Powtére, symbole XX k=12,
.« ., 1-1) nie mogy zalezy¢ od zadnego z wyrazen X, (f)dla k>1—1, bo
n — 1 41 funkeyj i1, nie mogy wszystkie byé catkami réwnaf, ktdch licz-
ba przewyisza [ — 1. Wiec uklad zupely, ktérego symbole Poissona
majg ksztalt (15), jest rozwiazaniem zagadnienia.

Zauwazmy, ze uklad zupelny, posiadajacy wlasnosci {16), mozna calko-
wad tylko w kolejnym porzadku, oznaczonym skaznikami rownan ukladu; nie
przypuszezamy bowiem wogéle, aby ktérekolwiek z funkeyj o byty réwne
zerw:. ta tylko okoliczno§é moglaby byé powodem pewnéj dowolnosci w po-
rzgdkn calkowania. Powtdre calkowanie ukladu tego moze byé ulatwione
przez tg okolicznosé, ze, po znalezieniu jednéj catki wspdlnéj réwnan:

X (7‘):07-X2(f)=0,...,X1_.1 (=0,

pewna liczba innych calek wspdluych otrzymuje sie za pomoes dziatania X;.
Widoczng jest rzeczy, ze dziatan X4, ..., X, wogdle stosowaé tu nie mo-
zng (jak to mialo miejsce przy catkowaniu ukladn Jacobi’eg o); koniecznym
tego warunkiem jest znikanie pewnych okreslonyeh funkeyj e, co pézniéj
rozwazaé bedziemy. Obecnie mozemy wypowiedzieé nastepujace

Twisrdzenie VII. Jezeli rdunamia q — czesciowego uktadu zupetnego:

X(N=0X¢=0....0=0 (14)

majy symbole Poissona:

XX)=on X (Nt oeX )+ .. Fow X (), D (16)

: (=23,..,k=12.., —1)

to, Lorzystajqe & tego, ze Xi(p) jest zawsze catleq réwnank:

XN=0%(0N=0..,X.()=0, (15)

) Sophus Lie w,Theorie der Transformationsgruppen® rozwaza grupy prze-
ksztalcet o podobnych wlasnosciach; patrz Hrster Theil str. 585—597. O ukladdch zupel-
nych twierdzenia VII, o ile wiem, nikt nie pisal dotychezas.
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gdy o jest ich cotkg, mosemy rozwigzamia whindu tego  znalesé przez kolejne
catkowanie jego rownan w porzadlin oznaczonym skagnikami.  Uklad ten na-
zwiemy cothowalnym w lierunkw 1, 2, . . ., q.

7 definicyi t&j wynika wniosek bezposredni, ze kazdy uklad Jacobi’e-
g o jest uktadem calkowalnym w kazdym dowolnym kierunkn.

W pewnych przypadkach mozna do pewnego stopnia nlatwié calkowanie
uktadu catkowalnego w kierunku 1, 2,...,¢. Mianowicie widoczne jest
twierdzenie nastepujace:

Twiordzenie VIll. Jezeli dany whiad

Xl (f):01X2</)=0a=XG (/):0’

catkowalny w kierwnku 1, 2,. .., q, matewlasnosé, ze dla pewnyeh 1, 14+1,. .., T
zlicgb: 1,2, ..., ¢
(X2 X)) = o Xy (f) - oue Xy ()« - - wawea Koy (F),
G=0514+1,...,05k=12,..,1-1)
wtedy z pewnej wspdlnej callks rownan:

} Xl(f)=07-X2(f)=01‘7*)(1—10[):0
otraymamy szereg imnych calek tychrdwnar zapomocy dziatuh X, Xy, ..., Xy
‘Wreszcie z twierdzenia tego wynika:
Wniosek. Do q— czesciowego ukladu zupelnego:
X] (/)=01X2(/')ﬁ075X11 (f):()
z symbolami Poissona:

(XIXIc): Wik1 X (f) + Wik Xe (/') + LR —}- e Xp (/')

(=23..,0k=12,..,1—1)

mozne, cothujge w kierunku 1, 2, . . ., q, w catoder zastosowaé metode callcowa-
nia wkiadu Jacobiego v

Poniewaz zawsze mamy tu k<1, wiec uklad ten jest szczegélnym przy-
padkiem ukladu catkowalnego w kierunkn 1, 2,. .., . Dla té} saméj przy-
czyny z symboléw Poissona widzimy, ze kazdemu / odpowiada z twierdze-
nia VIII. ¥ = ¢; majac wiec jedne catke wspdlng I — 1 réwnai:

LN=0X%(=0,...,X.(H=0,
mozemy otrzymaé szereg innych catek tych réwnai za pomocs dzialai X,
Xipa, ..., Xy, co tez byto do dowiedzenia.,

" 1) wylozong w § 2.

icm
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§ 4. Metoda redukeyi uktadéw zupetnych do ukjradow catkowalnych
w danym kierunku.
Kazdy uklad zupelny moina zastapi¢ przezrownowazny mu uklad catko-
walny w danym kierunku. Podstaws metody téj, zardwno Jjakimetody redukcyi
do ukladu Jacobi’ego, wylozonéj w twierdzeniu IV, jest twierdzenie ITL,

Zasadzajae sig na tém twierdzenin, damy obecnie dowod nastepnjacego twier-
dzenia:

Twierdzenie IX.  Jezeli 5 danego q — czesciowego whladu zupelnego:
XhH=0,X%E=0...,X(=0 an

na podstawie wzordw redukeyjnych:

(o X () D m v X, 1(1;)) X
H (f)ﬁxiy(f) X, v, )Xq(f)7 con T (D=Xpu (f)— ir . ; 2 (N Y ()= X, )’
PO=T00-5 B 2, (), x = v - Tl L=y,
Wo—1 0—1 q—
q—-1 (f) — I’tgl(f) ,
Y(——l (%—1)
A—
Y(lx) (f): Yﬁl_}) (f)— WO ;A_—-nl (/), quﬁ,t f Yél_—ll) (/) Y}::-) (TPrz——J-H) Y(ﬂ.-—nl( ),
i1 (Wo—a41) a—l+1(’Pq—i—;lg )
Y. ) — q:;-l-l-l (/)
() an:?irl-l (‘Pq 7+1)v

. . Y‘J-Z)( ‘)) . Y(Q*Z) (/-)
LN =T () — S 2L Y (1), Yo () = T
1 (/) 1 (f) Yéq-z) (1/)2] ) /): 2 (/’) ygq._.z) (1{12},
gdzie wa, wo—, « . ., Wy 8¢ funkeyami dowolnemi zmiennych niezaleznychulita-
du, poddanems tylko warunkom, aby tlosei:

X, (va), Yﬁl (we—1)s -+« 5 Y;;L_ﬂil(wfl—%»-]»l) EEEER y‘gl_z) ()
byly wszystkie od zera vdine, obliczymy wklad:
TiN=0X,N=0...Y (H=0, (18)

natenczas whilad ten bedzie rownowasny z whiadem danym @ ca¥kowalny w kie-
runkuw 1,2, ..., .

Zauwazmy, ze, na podstawie réwnan przeksztalcenia, ze znikania wyra-
zen X, (/), Xz (), . - ., X, (f) wynika znikanie wyrazen ¥, (/), %2 (/). ..,
Y, (/) 1 odwrotnie; wigc uklad (18) jest réwnowazny z ukladem (17), skad,
na podstawie twierdzenia II, wnosimy, ze uklad (18) jest uktadem zupelnym.
Z tych samych wzoréw redukeyjnych mamy:

Prace matem.-fizyczne, T. IIL. 2
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T 90)=0, Tape)=0, v, Tt (p) =0y, Tt (p)=0, Tl )=L; (19.)
¥ pat)=0, s (pemt)=0se s Ty (wom)=0s--, Yoy () =15 (19)

Ty (prtn) = 0, Ty gmaa) = 0, o, Tomaga (Wa—rti) =13 (190-244)

T () =0, I} (s} =1. (19y)

Stad, na podstawie twierdzenia ITT, wyprowadzamy nastepujace whioski:
2 (190): (¥ T =wu T (/1Foas 0y (NAtwaes Yo-i (15 (=1,2, ..., ¢=1)
Ty (£1=0, ..., Yot (/)==0 tworzy uklad zupelny; A

» (1951): (Y1 Y)=0g—11 Ty ([ 1og-112 Yo (/e rwg—1ig—2 Yo—e ([
(=1, % e 1y 0—2)

T(f1=0, ..., Yie (/)=0 tworzg uklad zupelny i.t. d.
» (199)1 (I D)=y 17 )-

Wszystkie te symbole P oissona mozemy wyrazié -za pomocg jednego
WZOTl:

T T =0m T, () + 0w L (1) + ..o+ 0w T (/)
=23 ..,6k=12..,1-1)

skad wynika, ze uklad (18) jest uktadem calkowalnym wkierunku 1, 2, ..., g,
co tez bylo do dowiedzenia.’

Przy zamianie uktadu zupeinegona ulddd catkowalny w danym kierunku,
réwoania tego ostatniego przyjmuja taki ksztalt ze pewna liczba calek pewnych
réwnanl znana jest przed calkowaniem. Calki te widoczne sg z réwnan (19).

Metoda powyzsza zastepowania ukladéw zupelnych przez uklady catko- '

walne w danym kierunku zezwala na wyprowadzenie nieskoiczenie wielu
ukladéw catkowalnych w danym kierunku z danego ukladn zupelnego z po-
wodu dowolnogel funkeyj . Oprécz téj dowolnoScel panuje jeszeze inna, po-
legajgca na tém, ze X, (/) jest ktorémkolwiek z wyrazen X (/), byle tylko
zachowany byl warunek co do funkeyi v, oraz wogéle Yg‘:,}][l (f)jestktorémkol-
wiek z wyrazel T ‘”(7‘) byletylko zachowany byt warunek co do funkeyi yy—iqa.
W pewnych przypadkach mozna korzystaé z téj dowolnodel, o czem nizéj.

Na podstawie wniosku z twierdzenia ITT mozemy daé metode redukeyi
ukladéw zupelnych do ukladéw calkowalnych w kierunku, analogiczng do me-
tody zastepowania nktadéw zupelnych przezuldady Jacobi’ego, poda,n(ij we
wniosku z twierdzenia IV,

Niech bedzie g — czesciowy uklad zupelny:
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X (/)= ’57»1% —|"f& + +Eu,—~—0 (=12,..., g% @0)

przypusémy, ze & == 0; rozwigzujae X, (/) =0 wzgledem —aﬂi podstawiajac
otrzymang warto§¢ w inne réwnania X; (/) =0, otrzymamy 1uk%ad ksztattu:

A em 0 S 8 «m °f
Yi (/)—§neaxz+§ksa-gc:+--~+¢lna =0, ;kt=1,2...,9=1)

LAUEEE Y N X A

92 a@ n ‘ (21{2) )

W przypuszezeniu, ze §a~1 2 == 0, postepujemy taksamo z ukladem by () =0
&=1,2 ..., 9—1), co dajenam:

72}/ o 9f 2) % ) 2
) = B 8L 0, s e

-1 (/) -—-/—~ + 53115 "/ o 1 = @l

1t.d.; wprzypuszezenin, ze & 5 == 0, &5y =0, ..., 55*1“4_1#0, uklad:

(3 )
VP ()= &l 3 f i _w—}— - f~0(k=1,2,..‘,q_x),

767 Tozwiazaie Townania ¢ - o
przez rozwigzanie rownania Y,fl;, () = 0 wzgledem aa:f i podstawienie
A—1

otrzymanéj wartodci w inne rownania ukladu, daje:

Ak of 2 2
T ()= & ﬁ—ﬂ—}—fﬁ“ 7 +.. +E”+” q/ = 0, (k=1 %y 9—A—1)

CORH
. C/ otn O of
Yo ()= [—fq Jry W E’x+ + . +§0f;17); 2, =0 (@1,

it. d. pdki nareszcie, weiaz wprowadzajae przypuszezenia, ze:
5,,~1_1;.|.2 +=0,... i”q‘_‘j) == 0, nie dojdziemy do réwnan:

() = E(q-l) ""{q + 50(‘;11) c/ + _I_E(lz—l) 8/' =0, @1,)

(=4

Zanwaziy, Ae zaws&e mozemy z kazdego ukladu g réwnaf niezale-
znych:

¥ —2) 2
+w?”+.n+ﬂ”4=& @)

n

X(N=0, %) =0,...,X)=0
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20 K. Z0RAWSKL Twierdzenie X. Jezeli o rownait:
otrzymaé w ten spos¢h uklad: : 4L(N=0X%0=0..,X()=0 . ©2)
L(N=0YX(=0...T({)=0. (21) Q ~— czgdciowego ulktadu zupelnego:

Istotnie, gdyby dla danego uktadu (20) nie wszystkie funkeye &7, 11, LN=0,%F=0,....X,=0..,%(=0

=012 ...,q—2 byly od zeraréine, wtedy nalezafoby z odpowiednich tworzy whiad callowalny w kierunku 1,2, . . ., o, to, obliczajac »éwnania:

rownati wyznaczaé takie mianowicie pochodne, ktdre w te réwnania wehodzy T T :

t. j. dla ktérych wspétezynniki w réwnaniach tych nie rdwnajy si¢ zeruw. Ta- et () =0, T (N=0,..., ¥, () =0

kie pochodne w kazdém z otrzymanych réwnax istnieé muszy, w plze(:anym na podstawie wzordw redulcyinych:

bowiem razie réwnanie to byloby tozsamosciy, co z powodu niezaleznosei ri- s (o) o

wnai (20) jest niemozliwe. Widoczne jest ta}ue, ze u’klady X (f) = 0 i bigh +1 ()= Xpis (N — —XQT‘H( fP(S. X, ... ’521( N=X,a (/) —2 }i’ 1 tpg X/

Y (f) = 0 s réwnowazne. Wreszcie, stosujge do réwnan (21) wniosek ‘ 0 (Pq (®q B

7 twierdzenia ITT, otrzymamy taki sam szereg wnioskéw, jaki na podstawie T, () — z X )

twierdzenia IIT otrzymalimy przy dowodzie twierdzenia IX. Jest to dowo- X, (p0) )

dem, ze uktad (21) jest ukladem catkowalnym w kierunku 1, 2, .. ., 9. Opricz R n .

tego widoczna jest 1zeczg, Ze metoda ta jest szezegolnym przypadkiem meto- T = Tl () — ff)" ! E‘p" ‘) T (s TR () =T0u () — Y@u—)?(‘l’a—l) 2.,

dy twierdzenia TV, mozemy wiec jako szczegélny przypadek twierdzenia IX i —1{Po—1 (g7 _,)

pOd&fz: - (/_) ] 1 (f)
Wniosek. Kazdy q — cz«géce‘owy uktad zupelny I*_l (%_1)

X (f) = én aé + 512

"l" +§“de =0 @#E=12..,9 0—2)
TR = Yot~ — Tt o) yien 1), Tppa =i (D

moAne zastapic praez réwnowainy mu whiad sztath: jﬁﬂ—e—ﬂ((p 2) ymie—a) (Pote)
o / o _ e T
H ()= e Sz, + Mopya 3 + S ey gy = 0, et (/) —?JT—E’W%H)
f —0 9Azie @y, @oy - . ., ot SG takiems catlami whladu X (f) =0 e =1,2,...,p),
B () =7~ + Mo g 9:0 T oz, aw T, o, =0 Lo Tldryoh:
3 d
H, (f) = + Meop—1 34 851: + VEA 8;(;/ v + ’73%;% =0, X, (‘Pq), I’{g] G 17(‘7 - )(G%H)

s¢ od zera vdine, otrzymgjemy wllad: )
LN=0,%0N=0,.. . %N =0Tp()=0,...T,(=0

cathowalny w Kierunku 1, 2,..., 0, o+1. . ., g, rownowainy z wlkladem danym.

)
H, () = f [ 5o+ e - g = 0,

gdzie oy Ggy . . ., 0n sg liczby 1,2, .. ., 1w tymsamym, Tub w innym napisone T\?Ylel‘dzelll.% to jest prawie w%doczn.e. Réwnania (22_) majg n—e wspél-
porzodiu.  Ultad He(f)=0 (=19, ..., q, jest whiadem callowalmym nych calek (n—Iliczba zmiennych niezaleznych). Poniewaz réwnania:
w kierunkw 1, 2, . .., Q. - . ) Yo () =
‘Widoczne jest, ze metoda ta ma takze pewne cechy dowolnodei; z kaz- % (N=0,Tu()=0, ... /7)=0
dego danego ukladu X; (/) =0 (k=1,2, ..., ¢ mozna wyprowadzié pewny 54 od réwnaii (22) niezalezne, wige zadnemu z nich nie moga zadosyCezynié
liezbe uktadéw ksztaltn Hy () = 0. (x=1,2,...,9) wszystkie catki réwnan (22), w przeciwnym bowiem razie doszliby$my do
Obecnie zwracamy sig do pewnyeh przypadkow szezegdlnych, w ktérych niemozliwego wniosku, ze o--1 réwnai posiada az n—p catek wspélnych.

powyzsza metoda redukeyi nieco wlatwiona byé moze. Damy dowdéd naste-
pujacego twierdzenia.
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‘Wiec z pomigdzy n—p calek réwnad (22) mozna zawsze wybraé n—q <<n—g
calek, czynigcych zado$é warunkom, w twierdzenin wyszczegonionym. Pod-
stawiajac za$ we wzory twierdzenia IX yo == @, (c==p-1,.. ., q), Otrzy-
mamy wzory redukcyjne twierdzenia X, bo przy tych przeksztatceniach rd-
wnania (22) zadnéj nie mogy uledz zmianie. Pozostale przeksztatcenia twier-
dzenia IX stosujg sig tylko do rownan (22), ktérych przeksztalcad nie potrze-
bujemy, bo tworza juz one uklad calkowalny w oznaczonym kierunkn. Wobec
tego twierdzenie X jest prostym wnioskiem z twierdzenia IX. Przy catko-
wanin ukladu danego w twierdzeniu X nalezy najprzéd znale$é calki o — cze-
Sciowego ukladu catkowalnego w oznaczonym kiernnku, nastgpnie przeprowa-
dzi¢ wskazane przeksztalcenia i catkowaé daléj w kierunku g4-1,04-2, ..., 9.

Z twierdzenia X wynikaja dwa nastepujgce waioski,

Wniosek A. Jezeli g—1 rdwnadi:

XN=0X%=0..,Xa()=0 (23)
q—czesciowego wktadw zupelnego:
XN=0X@=0,... X (N=0X)=0

tworzy uklad catkowalny w kierunku 1, 2, . . ., g—1, to rdwnania:

L) =0 XN =0, Xem () =0, T, =220 g,

X,(p)
gdzie o jest catlg rownan (23) 14 nie jest catkg rownania X, (f) == 0, tworzy
uktad catkowalny w Tierunku 1, 2, . . ., 9 rownowazny z ukladem donym.

‘Whiosek ten nie potrzebuje zadnych wyjasnien. Widoczne jest takze,
jak nalezy catkowad uklad, o ktérym mowa.
Wniosek B. Jezeli q caesciowy wklad zupelny:

X(N=0X,N=0....XH=0 (24)
ma te wlasnosc, ze kazde k rdwnan:
X(N=0X%N=0....Z)=0 (¢=23...,9
tego u{dadu, sume przez si¢ tworzg k—czesciowy uklad zupelny, natenczas ri-
wnanie:

L (=0 T(=3 D=0, ..., Bin= 3D =0,.

Yyf)=

ey

X _,
X, (o) ’

gdzie kadda z funkey) or jest calg k—1 réwnas:
XN=05L(N=0..,Y()=0

icm
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nie jest 248 catlq rownanio Xy (f) = 0, stanowig wkiad catkowalny w kierun-
1,2, ..., q rdwnowainy z ukladem dangym.

Rownanie X; (f) = 0 mozemy rozwazaé jako uklad calkowalny w ozna-
czonym kierunku; todanam moznosé zawnioskowania na podstawie wniosku A,
ze Xy (/)=0, T; (/) = 0 jest ukladem calkowalnym w kierunku 1, 2, bo X, (/)
=0, X, (/) = 0 tworzg uktad zupelny; stad za§ znow, na podstawie wniosku
A, otrzymujemy, ze X; (/) =0, ¥, (/) = 0, ¥, (f) = 0 jest ukladem calko-
walnym w kierunku 1,2, 8,bo X, (f) =0, X, (f) == 0, X, (/) = 0 stanowig
takze uklad zupelny i t. d. za pomoca takich rozumowai dojdziemy w koneu
do dowodu wniosku B. - Celem zcalkowania ukiadu (24) obliczamy za pomocs
catkowania réwnania X, (f) = 0 taka jedng jego catke, ktora nie jest zarazem
catks rownania X, (f) == 0; tworzymy réwnanie ¥, (f) = 0 iprzy obliczanin
innych calek rownania X, (f) == 0 korzystamy z dziatania ¥,. Gdy wszyst-
kie catki rdwnania X, (f) = 0 sg znane, za pomocg catkowania obliczamy ta-
kj jedng calke wspdlng réwnan X, (f)=0 i ¥, (f)=0, ktéra nie czyni zados¢
rownaniu X, (f) == 0, i tworzymy rownanie ¥; (f) = 0. Nastepnie obliczamy
wszystkie calki wspilne dwdch réwnan X, (f) = 01 T, (f) = 0, korzystajac,
o ile mozna, 7 dzialania ¥ it.d. w ten sam sposéb prowadzimy catkowanie
w dalszym ciagu. '

Przeksztalcenia réwnai, polegajace jedynie na pomnozeniu ich przez
pewien mmoznik, moglyby si¢ wydawaé zbytecznemi, bo w gruncie rzeczy
rownania pozostaja bez zmiany. Tak jednak nie jest; opuszezajac rzeczo-
ny mnoznik w pewném réwnaniu, nie jesteSmy w moznosei korzystaé z niego
dla obliczania calek réwnan poprzednich, co jest znaczng niedogodnofeia.
7 drugié] strony, poniewaz mnozenie przez pewng funkeys wystarcza, aby po
wprowadzenin w réwnanie calek rownan poprzednich, wspélezynniki przy po-
chodnych zalezaly tylko od tych calek, przychodzimy do wnioskn, ze gdyby-
$my mnoznik 6w opusecili, zmienne pierwotne pozostglyby w rownaniu tylko
w postaci wspolnego wszystkim wyrazom réwnania mnoznika, ktéry natural-
nie moznaby byto opuscié. Poniewaz uklad, o ktérym mowa we wniosku B,
redukuje sig do ukladu catkowalnego w oznaczonym kierunku tylko za pomoca
mnozenia przez pewne funkeye, wiec obliczajgc wszystkie catki tylko za po-
mocy calkowania, mogliby$my go zupelnie nie zastgpowaé przez uklad catko-
walny w oznaczonym kierunku i pomimo tego, catknjac w kierunku 1, 2, . ., ¢,
wszystkie dziatania przeprowadzié do samego konca. Sposéb ten jednak byl-
by od poprzedniego o wiele ucigzliwszy.

§ 5. Przyktady.

Wywody teovetyczne w dwoch ostatnich §§ zawarte zastosujemy do
dwoch' przyktadéw, zaczerpnietych z teoryi przeksztatcen (Theorie der Trans-
formationsgruppen) Lie' g o. Odpowiednie wyjasnienia zamieszczamy w przy-
piskach.
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M 1. Obliczy¢ catki uktadu: ¥)
2 2 )
x(=2d 25T (o)L 420 L L Y O L=o
x Y
xp=2e Loy +(J+Z‘f vl L) =0
X3</>=2m§-§+(4y—6z) T3
o o N Ao
xip=te-tar gty paen o ) o=

Réwnania te sg niezalezne, ho wyznacznik:

2z, —2z, — (z—2), 2z’
2z, 2y, (y-+a), 27
2z, 4y—6z, —3 (z—2), 2
2xte), —dy, y—e, 2a-H2)

nie réwna si¢ tozsamosciowo zern. Azeby to moglo mieé miejsce, konieczném
jest, aby wspotezymniki przy «'i 2’ byly tozsamogciowo réwne zeru; wspdlczyn-
nik zad przy 22/ jest:

2z, —2z,—(z—2) e, —2z, —(z—2) &, —2z,— (£—2)
2z, 4y—6z,—3(@—2)| 4|22, 2y, y-+z |=4l2, 2y—38z ~3(x—2)
2Aw+t-2),—4y, y—z 22,4y — 62,—3 (x—=z) z, —3y, —2z

inie rowna sig zeru, bo wostatnim wyznaczniku wspélezynnik przy y jest—4a2.

') Wyrazenia:
9, 9, 9 9
7, (f)= ‘Zrl——Qz—i--——(r )gf (f)—ﬂz —|—2y v+2)djf=

9
Za(f)—2z—+(4y—6z)a~—3(z ~)d Z =2 (et 2) _f_4y5-§+(y-—z)3~£

L ie nazywa nieskoticzenie matemi przeksztatceniami (infinitesimale Transformationen; Theo-
rie der Trunsformationsgruppen str. 54). Eatwo sprawizié, ze nie moze istnieé zadna tozsa-
mosé ksztoltu: e 2, (f)te Zy (f)tey Zy (fifre, Z, (=0, gdzie e, e, ¢, ¢, 59 stale, od ze-
rarozne. Przeksztaloenia, wtasnosé tg posindajgce, nazywajs sip niezaleznemi (unabhiin-
gig; loco cit. str. 61). Widoczne jest, ze symbole Poissonawyrazei Z(f) 89 te same
co i odpowiednich wyragzen X (f). Wobee tych wiasnodei nieskonezenie male przeksztatce-
nia Z (f) tworzg wedtug Lie’go 4-czgfciows grupe przeksztaleerr (4 gliedriege Transfor-
mationsvruppe, loco cit. str. 158). Pizeksztalcenis Z (f) mozemy rozwazaé jako przeksztal-
cenia punkt6w o wspétrzgduych =, y, z 3-wymiarowéj przestrzeni. Rozwwzimm zad danego
uldadn réwnaf bgdg niezmiennikami-dla dwoch punkbow: z, 5,2 i ', 3, 2/ przy wszystkich
przeksztaleeniach grupy: Z, (f), Z, (f), Z; (f), Z. (f); patrz: Xilling. Mathem. Ann. Tom
36 ,Erweiternng des Begriffes der Invarianten von Transformationsgruppent.

—

z)%—}—zm/ f_]_(4J 6”’)~——3(m z)§§—o
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Latwo sprawdzié rachunkiem wedlug wzorn (4), ze:

(X X)=2X (X% (0—X% (), (LX)=5X (H)+2 X, (H—3 X, (H—2 XA,

X X)==3X()~X (N +2X,(")+2X,(), (LX) =—9X, () — X (f)
+4X(f) +2X,(),
(X X)=3X()—2X("—X () —2X,(), (X, %) =—6X, () =5 %(f)
+55,() -4 X ().
wige uklad dany jest 4-czedciowym ukladem zupelnym, nie jest on wszakze
ukladem calkowalnym w zadnym kierunku.

Uklad ten zcalkujemy wedlug metody wynikajacéj z twierdzenia X. Roz-
wazajge réwnanie Xy (f) = 0 jako uklad calkowalny w kierunku, obliczymy
najprzéd catki jego przez calkowanie uktadu rownai rézniczkowych zwy-
czajnych:

de__ dy  dz _do' Ay _ df

2T —22 s—x 9% —9%7 Z—xz

. . de  do
Z réwnania o = hauy:

T
u=-"" (by)

de __ dz R dz = 1.
b o rwk e _F 2 jcal
Z réwnania % i’ ktére piszemy w ksztatcie y P grica
kujge wedlug wzoru dla calkowania rdwnan liniowych, otrzymujemy:

z=Vz (6, — V), cayli:

G =I—fm=+ Va. (b,)

Podstawiajac otrzymang warto§é z w réwnanie df = _gy_z i calkujac,
mamny:

s =4y 2. (by)

Dwie pozostale catki sg widocznie:
rv/ —
o= VI e =0 by 25 (by), ()
&

Podstawmy obecnie calki te zamiast f w wyrazenia: X; (f), X, () 1 X, (F).
Otrzymujemy:
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zz ——-zm

X, ("11)=2 4 4\5 (611) =0, X, (611) =2

zy—zif-2mz y _/——z2+:c(oa—~z)
Xg(clg) (V )'3 ) X, (61))—~-2 V_. 7X (Clo) _—(Vw (

) -

e =07+, o) =401 e ) =2 o) )

2y —2"2 -9z 7 2y —g'2 x’(cc’——z’).
Xz(cu):‘im—;)-th“’la (erq)=— 2 V' {6s) Y (1—/-;‘7)“ 3
X (o) =4 (Y4, X (o5) = — 4 (&'~"), X, (c15) =2 (&'—/) .

Dla naszego ukladu (twierdzenie X) g ==4, 0 =1, wiec wedlug wzo-
réw redukcyjnych, przyjmujae ¢, = ¢;; , mamy: .

f)_ X:i(f)

T (=X, -2 X0, (=X () +2 X (0, LD =5l

biorac nastepnie @, = ¢,y , otrzymujemy:

YR(f) =X, (f)—X, (f) — 2422

5 (x-—y) 3 (f)a (f) 4 (CUZ Z-Z) [ Xﬂ (i)

+2X.(N%;

przyjmujac wreszcie g, = ¢;5, mamy:

Vi == rans [@—9) @) 3K, ()~ %, () + 20+ 9 K ()]

W dalszym ciggn wige catkowad hedziemy réwnania:

Y (N=0,% (=0, ¥, (f) =0 (@

w porzadkn oznaczonym wskaznikami. Zauwazmy, ze dwie calki réwnania
Y, (f) = 0, mianowicie ¢,y i ¢, i jedna catka réwnania ¥, (f) = 0, mianowi-
cie ¢y, sg wiadome. Oprécz tego mamy:

To(a) =1, Y3 () =1, T, (65) = 1.

Poniewaz w rownanie Y (f) =0 trzeba bedzie zamiast zmiennych
2, Y, ..., 7 wprowadzaé¢ catki ¢y, ¢y5,..., ¢, Wige rozwiszemy rownania
(b) wzgledem pigein ze zmiennych wx,y, ..., 2 np. wzgledem v, 2, ..., 2.
Otrzymujemy:
Y=ty +x—20, V2, 2=V (c)y— Vi), ¥ =0y, @,
Y= ten =20, Ve ®, 2 =Veoy (6, — Ve @).

Wedlug wzorn (9) z réwnania T, (f) =0, otrzymujemy, zwracajac
uwagg na to, ze ¥, (¢:) =0, ¥; (6,) = 01 ¥ (¢3) = 1, nastepujgce réwna-
nie dla dowolnéj funkeyi 1T, (cy, gy « - -, €15):

icm®
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n
£ AR %,

iRm0, ®

Y, () 1 Y, (¢1;) obliczamy za pomocy tabelki (¢) i otrzymujemy:

z 1
Ty (Cu)=—]/7 Ty —a1 (%

Yz{‘q')”‘_zm

_ﬂm_+_ 7__J$

— 73 (@Y —yt t s — 2l + 2y —yd);

poniewaz za$ z réwnan (c) mamy:

x

1 2 — —_ .
z‘—u, LY—2 = (1 ~—cu), 27—ya'=ale, [exs Cre—t1aV o1+ Vo 015V 61 ~—014) s
TY — Y&’ =T (60 oy) — 2 Vae, (G — e Vey ),

z7 — ' =z Voo, (Crs—e3 Vo),

2y —Y2=Va (¢5 05 — by Gy Yoy )— (65— 05 )+ Ve, (6a—eip Vey)s
wige otrzymujemy:

Gi3 1/01“"0 C1s
% () = Lzt
—

Y, (e ) =9 C1g Gy Vcn "”10015
[ ——012

Stad mamy nastepujacy nklad rownan rézniczkowych zwyczajnych, od-

' powiadajacy réwnanin (f):

dey, dey, dey g

-
G190y ‘13V’11“012014

2(c 014 V"u — CiaCyy)

Pierwsze z tych rownan piszemy w ksztaleie:

dcu + C1g Oy = 1y Vey
2 T N
ey, T o s, Gy — ¢,

i na podstawie wzoru, staigcego do calkowania réwnan liniowych, otrzymuje-

my:

O1y == Oy Vogy — ¢4y~ ey Veyy , gdzie ¢y, jest stal dowolng; mamy wiee

po wprowadzenin zmlennych pierwotnych catke:

s — o’
Vaa (zy—z%)

(}21 =

W celu znalezienia ostatniéj (czwarté]) calki réwnan X, (A==01 ¥, (f)

== ( obliczamy ¥; (¢y,); otrzymujemy:
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7 (@ —) — & ey —¢")
(7' —z2)?

1 = ws — 2o
2 @ Var oy (zy— 7%)

Y, (61) =

i prayjmujac za nowy catke:
. zy — 22’
2T Vad @y =77

mamy:

¢ 1 ¢
o) =28 = ):
s (o) 2 e \og 63, €
podobnym rachunkiem przekonywamy sie, ze:
Y, (tag) = =2 az — za’ o (@Y — 27) — o (wy—27)
N BN T P 1
W0 Vadl (@y—a?) (x2' — 22')?

skad:
1 ¢ 1 [
Vs () = g (o — )

G\ 6 Gy’
wige réwnanie dla dowolnéj funkeyi I, (¢4, €13, Ca1, Ca2):
311, , . oI,
a+I(21)9'J'f‘:’-('u)ac =0 (&)
ma odpowiedni uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

de. de.
dCu: 21 223

Toy (1 o)™ Loew( 1 cul’
A 2 2 2
2 ¢ \on €3 G 2 oq\en g G

Ostatnie z tych rownan daje widocznie catke:

2 Io 12
_czl_wy —Z
== T

22 XYy — 2

Poniewaz, jak latwo sprawdzié:
I’.L (631) =0 1

wiee ¢y jest jedng catks danego ukladu, ostatnia za§ calke wspdlng trzech
plerwszych rownan nalezy obliczy¢ przez calkowanie. Podstawiajac w pierw-
sze z réwnai (g) G%:%l, mozemy je napisa¢ w ksztakcie:

22 21

(1“%?1) Aoy -2 0y d oy = 0,
11

skad otrzymujemy nows catke:
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z, @'y — 2z5'

oaﬂ”"'{'bn’{"‘ J—al;;ﬁ,_ '
Podstawiajac ¢y w T} (f), otrzymujemy:
Y, (6) =0,

wige rownanie dla dowolnéj funkeyi Iy (cyy, ¢y, €50) redukuje sie do
ol
—é"‘% —_— 0-

Stad wynika, ze ¢, iy, 83 calkami danego nkladu, zamiast ktérych
weZmiemy:

2y + @y — 2z
-3J-—"2 *

CI:wy’—l—m’y—%z’ e
Yy — 2 2=

Funkcya dowolna tych dwdch calek jest najogélniejszém rozwigzaniem -
naszego ukladu (a).

Ne 2. Obliczy¢ calki uk¥adu: ?)

X (f) =28 L+ +%f+w =0

% (0= Brtarltp Lty L=,

Sy

, ?
X, (f)—«ZGaG+ r +%9qf v sk =0,

X (= 63e+2F e, Lty L -

91111
Roéwnania tego nkladu sa niezalezne, bo wyznacznik:

@z, 0, Py 0

0 0 Por 0,9, 0,va, 0
Py .
T 2 e == Pp | Py O;"/ig/ @y | P s Oa'lljx =—(97¢11Uy—"p!/t/}x)2
07(/5’#7 05 WPy
0,9y, 0 P 0,y

Py s 07 Wy s 0
nie jest réwny zeru.

1Y) Do rozwipzania tego wkiadu redukuje sie zagadnienie obliczenia pewnych nie-
zmiennikow, jakie zachodzg przy gigeiu powierzchni bez jéj rozciagania, t.j. przy takiém
odksztatcenin powierzehni, ktére nie zmienia w zadnym punkeie jéj elementu liniowego
ds == Y Bde? + 2 Fdudy + Gdy?, glzie ©iy sy wspblrzgdnemi punktéw na powierzchni:
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Symhole Poissona naszego ukladu (co Iatwo sprawdzi¢é rachunkiem)
3 nastepujace:

& X)=—X N (X X)=0,(X, X) =X (),

(Xa X) = X, (f), (X4 X)) = X () — X (f)a (X4 X)=—X%, (f)

Uk}ad ten wiec nie jest ukladem calkowalnym w zadnym kierunku, lecz

mozna znale§é cztery takie kierunki calkowania, ze trzy pierwsze réwnania
Deds tworzyly w kazdym ukiad catkowalny w kierunku. Kierunki te sy:

2,1,8,4; 2,3,1,4; 41,32 i 43,1,2

Przeprowadzmy calkowanie np. w kierunku 4, 1, 3, 2. Korzystaé tu
hedziemy z wniosku A twierdzenia X.
Uklad réwnail zwyczajnych odpowiadajacy rownaniu X, (f) = 0 jest:

dF __dE l](PJ, dwz

e Py
wige mamy nastepujace catki réwnauia X (f) =
Gy @y py, b = BG—I7, 65 = Fooy—Gpe, by = G Yy—y o
poniewaz zas:
X, (G)=0, X, (p,)=0, X (4)=0, Xy (€3)=2 11> X} (C40)==C4r Xy (Csa)=0s3
wige dla dowolnéj funkeyi tych calek otrzymuje sie z X (f) = 0 réwnanie:
oI, ofl, ' eIl

'

20, —2 + G+ =
3, + Cy 3, G 3, "

ktérego calki sg widocznie:

% _ (Fp,— Gp.)? % __Pu Py — @y Y
O == == L TN e o A3 A
G, gy Py, Oy o G — 2 219 ch VEG N

Podstawiajgc catki te w wyrazenie Xj (f), otrzymujemy:
X () =28, X (p)) = 0 K5 () =y, Xy (611) = 2004, X (¢g) =0,
wige otrzymujemy z X; (f) = 0 dla dowolnéj funkeyi 17, tych calek réwnanie:

17, oIy oI all,

2
ZG' + Py 3 +"/'Jaw + 204 5 Bo =0.

¢ 1¢ sg funkeyami dowolnemi, zmiennych = i y, nie zmieniajacemi przy odksztaleenin gwéj
wartodel liczebndj; ¢z, 9y, s, ¢y oznaczajy pochodne tych funkeyj wzgledem wskazanych
zmiennych. Metodg obliczania tych niezmiennikiw za pomocy catkowania pewnych ukta-
déw zupelnyeh wskazat Sophus Lie. ~Mathem. Ann. Tom 24 ,.Ueher Differentialin-
varianten* str. 574.
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Calkami réwnania tego sg:

M{Ly Yy tn __ (P, — Goa)?
C1a Ca1 G’C’o_cp‘ Yo = m = GEG—F

Podstawiajac calki te w X5, (f), mamy:

X, (62) = 0, X () = — 2 25 (Fp, — G, X, (o) = — TP — oy,

®,°
- Py
}L? (Csz =22 @ (Fq)ff G(Pm) .
Bierzemy g =cyy, t. j.
, G?
nL(H= 3 =Gl X (),
skad otrzymujemy:
. - ) C 1 15
By () =1, T, (g50) = P 0= e 22). B ACKRENE
2(Fp,— Go) @) 2 Vi o

wige uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnyel, odpowiadajacy réwnaniu, kto-
re otrzymujemy dla dowolnéj funkeyi Il (¢,5, €41, 39, Cya), jeSE:

2Ved de,
dogy = ot T deys.
Cio
Z réwnania deyy —+ deyy = 0 otrzymujemy catke:
6 = 31 - Ca3;

wige pierwsze z napisanych réwnai mozemy przedstawié w ksztalcie:
deyy deys ‘
2V, —eg) el G

— Y

- . 1
podstawiajac zad ¢y, =~@—, mamy:

do deqy

e =0.
2Vep—1 - Ciz

skqd znajdujemy nows i ostatnig calke ukladu:

oy = Veo—1 __}_6_32—- Vei—tyy | G,

A Ge e Ve ey
Obliczajac calki te w zmiennych pierwotnych, otrzymujemy:

Byt —2F g, 0: + G}
61: EG‘——F‘% ’
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Eo, p, — Flo, p, + v ¢,) + Gou Yar,
b= EG—F

—C. = P Yy — Py Yu
CTRTTEe e
Poniewaz réwnania ikiadu naszego sg symetryczne wzgledem funkeyj
@ 1y, wiee z istnienia calki ¢, wynika wprost, Ze
r Byl — ZF'q)y‘.}/)m + Gq/:;
T T EG—
musi by¢ takze catky nktadu. Istotnie tatwo sprawdzié tozsamogé:

Bt

6 6 — 0 =0,
ktéra dowodzi, ze catka ¢ jest funkeys calek ¢y, ¢, I ¢;. .

‘Wobec tego mozemy przyjaé, ze najogélniejszém rozwigzaniem danego
ukladu jest funkeya dowolna calek:

E(p;—?:]?% Yo+ GO} Qo — @y Yo ETPi‘—zF"Py 1/)9”'}‘@?/’5;_ D]
BG — I VEG—T EG—F

Zanwazmy, ze wszystkie calki- obliczaliSmy w przykladzie tym przez
calkowanie. Przegladajac przebieg rachunkéw tatwo dostrzedz, ze w jednym
tylko przypadku, przy obliczanin catek wspdilnych réwnan X, (f) =0, X, .(f)
= 0, X; (f) = 0, mozna sig byto raz obejs¢ bez catkowania, korzystajac z dzia-
fania ¥,. Caltkowanie to jednak byto tak proste, zeSmy tego zaniechali.

Szezuki, wrzesien 1890.

) Otrzymane niezmienniki znane sg pod nazwy niezmiennikéw rdiniczkowych Beltra-
mi eg o (Beltrami'sche Differentialinvarianten), Beltrami pierwszy otrzymal jej meto-
dg, od podanéj tu zupetnie odmienny. Patrz: Beltrami. Giornale di Matematiche. Tom
213. ,Ricerche di analisi applicata alla geometria®, rozdziat XIV, takze:}

Beltrami. Mathem. Aun. Tom 1. ,Zur Theorie des Kriimmungsmassgest.

- 0 PRAWIE PRAWDOPODOBIENSTWA UKLADU BLEDGW, .

JAKO ZDARZEN WOGOLE ZALEZNYCH.

Wi GOSIEWSKIEGO.

Kwestya nzasadnienia, a nawet oznaczenia prawa prawdopodobieristwa
bleddw dostrzezen, jest jeszcze do dzisiaj otwarts. W artykulikach 1 po-
przednich, po§wigconych temu samemnu przedmiotowi, kwestye te traktowalem
bardzo niefortunnie. Obecnie sadzg, Ze natrafilem na taks definicys, ktéra, be-
dac dos¢ prosta i naturalna, wystarcza zarazem do rozwigzania zadania, w ca-

1éj zreszta ogdlnosci.

Uderzony analogia miedzy prawem Maxwella rozdziatn prodkosei
W gazie doskonalym, a prawem Ganssa rozdzialu bledéw miedzy dostrze-
zeniami, powziglem my¢l, aby, dla otrzymania tego ostatniego, wyjs¢ z podo.
bnego punktu widzenia jak Maxwell. - Zadanie Maxwella %) ‘przedstawié
mozna tak. .

Jest nkdad nieskoticzonéj liczhy poruszajaeych sie punktdw, réwnych co
do masy, a riznych co do predkosel, w'ten sposoh, ze jakabadz pomyslimy

) WL Gosiewski O awdopodobienstwie bledéw przypadkowych. (Prace
wat. fiz, t, I.) )

M. A Baraniecki O pewném wnioskowanin analityezném w t. I tego wyda-
waictwa. (Prace mat. fiz. t. II) . . : )

Wt Gosiewski Dowod prawa Gausse, ktére dotyezy blgdow przypadko-
wyeh  (Prace mat. fiz. t. II) R N -

C. Russjan (zOdessy). O pewnym dowodzie prawa Gaussa. (Prace mat.
fiz. . niniejszy—III. Patrz nizéj). ; L.

*) Philosophical Magazine, January, 1860. . Rowniez Scientific Papers of, L. CL, M a x-
well, Cambridge, 1890, Vol. L, p. 380. ‘ . :

Prace matem.-izyczne, T, III. 3
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