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0 szeregn potegowym, kidry jest zbieiny na calem swem kol
zbieinodei jednostajuie, ale nie bezwzglednie,

(Sur une série potentielle qui converge sur tout son cercle de convergence uniformément,
mais non absolument).

W r. 1913 udowodnit Hardy, ze szeregiem o wymienionej w tytule
whasnosci jest szereg )

dowéd Hardy’ego jest jednak nieelementarny V. Weczesniej jeszcze znalazt
podobny szereg p. H. Steinhaus, ale oglosit go dopiero w r. 19182,

P. Steinhaus udowodnit mianowicie, ze szereg

logn
) ‘@2
o =y "
& pnlogn ’
n=2

podany jeszcze w r. 1885 przez Pringsheima, jako przyktad szeregu,
zbieznego warunkowo na calem swem kole zbieznosci ¥, jest na catem tem
kole zbiezny jednostajnie. N

Blizsza analiza dowodu p. Steinhausa doprowadzita mnie do pew-
nego prostego przyktadu na szereg o zgdanej wiasnoéci, ktérym sig tutaj
zajmiemy. ;

bR Por. E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der
Funktionentheorie. Berlin 1916, p. 61. ’

%) Biuletyn Akademii Krakowskiej, czerwiec 1918

%) Mathematische Annalen 25, p. 424.

Prace mat.-fiz., t. XXIX.
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Wezmy pod rozwagg szereg

P(Z)—Z ("2,}) SRS S A SRS o S P (1

n=1

czyli szereg

2 1
? 22 2 (22+Z3) _1_

5 (P a) — g (e

Opuszczajac nawiasy, otrzymamy z szeregu tego szereg potegowy

z 22 2 - LN -
0O=F— - Ftatatuta—a O

ktéry jest na catem swem kole zbieznoéci zbiezny jednostajnie, ale nie bez-
wzglednie.

Dla dowodu okazemy przedewszystkiem, Ze szereg (1) jest zbiezny jed-
nostajnie dla | 2 | = 1.

Oznaczmy przez P,(z) sume n pierwszych skltadnikéw szeregu (1).
Dla 2 =1 szereg (1) staje sie szeregiem

P ( 1) _ 2 (-—211):—1

n=1

o sktadnikach naprzemian dodatnich i ujemnych, malejgcych bezwzglednie;
mamy zatem:

[P, ()—P, ()| <

Dla z==1 mozemy napisac:

< , dl : 3
2(p+1) By @

(__ 1),._1 zzn . zgn—l

Pi@)— P @)=, o

z—1
n=p-+1
skad, z uwagi ze, wobec | 2 | = I, mamy | 22" — "' | £ 2:
v |l 2 o 1
— | __ R . S -
P& =P @ | <327 2 3 < T 2
n=p--1 n=p-4-1
<2
2» jz—1]"
Stad, w jednej chwili: P+ !
1
{Py(e) — Py ()| < ——, dla |z—1]>—2;, lz]=1, ¢g>p. (4

+1'

3) O szeregu potegowym i t. d. ] 265
Zatozmy teraz, ze |z —1| <5 z==1. Istnieje wéwczas liczba na-
turalna & > p (zalezna od 2), taka iz
1 1 .
-Q*HT<|2—11<'2L'- (5)

Tozsamosé¢
r—1l=(z—1)(g"1dam2t. . fzt1)
daje dla |z |=1:

|en—1 | m|z—1].
Kiadac kolejno m =21 2+1.1, ... 9*—1, wnosimy stad, ze kazda
z 21 rémic 27 —1, 2?7W—1,. .., 2211 jest bezwzglednie mniej-

szaod 2" | 2—1 |, skad w jednej chwili:
[ 27 p g T g gt | L2l [ g1 |
Mamy zatem, dla ¢ < k-1, wobec (5):
| Py (2) — Py (2) — (P, (1) — P, (1)) |

S (_1)"_1 n—1 on—1 on_ — '
2SS T T e ey

n=p-+1
[
281 | 2—1 | 1 N on1 2¢ 2
§gi Tvn TN &Y SFernSpEl
skad, wobee (3):
5
qu(z)”‘Pp(z)l<2(—_‘*_—1—), da p<g<Ek+1 (6
Stad, w szczegéblnosci, dla g ="Fk - 1:
—P,(z 7

Zastepujac we wzorze (4) p przez k-1, mozemy, wobec (5), napisac,
z uwagi, ze k> p:

2
IP(Z)*‘Pk+1(Z)]<k+2 -‘:I—_—i, dla q>k—l—1,
co, wobec (7), daje:
[ Py(a) —Pp(®) | < da p<<g, g>k4-1. 8

Pt
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Wzory (6) 1 (8) dowodzg, ze, w kazdym razie, w uwazanym przypadku

(O <fe—1|< 5117) zachodzi nieréwnos¢

5
[ Py(2) — Py (2) | <pFi Y2 a>p, )
Lecz, wobec (4), nieréwnos¢ (9) zachodzi réwniez dla | z2—1 | > %,
jakotez, wobec (3), dla #=1; nieréwno$¢ (9) zachodzi wiec zawsze dla
iz | =1, co dowodzi jednostajnej zbieznosci szeregu (1) na kole |2 |=1.
Niech teraz m oznacza dowolny dany wskaZnik >1. Oznaczmy przez
kw najwigksza liczbe naturalng, spelniajacg nieréwnosé 2" m; bedzie wiec

2 Cm < P,

i przeto, oznaczajqc przez. @), (2) sume m pierwszych skladnikéw szeregu (2),
bedziemy mieli: ‘

T Gt ) KPS
n (8) = Py (2)+ —— g gl L gy,
@)=L ()t (e t-1) )
skad, z uwagi, ze dla | 2 | =1 mamy

L,

I €27°|n+zgkz)l+)_]_ . 'i"zm l \< 77L+ 1— 27"117. < 2km+l__2 . 2’“'»1’

znajdujemy: . ’

| @Qn (&) — P ()| < 21/%717 -
€0, z uwagi, Ze k, wzrasta nieograniczenie wraz z m, oraz ze ciag
P (7)) (m=1,2,8,..) jest dla |z| =1 zbiezny jednostajnie, dowodzi
jednostajnej zbieznosci ciagu @, (2), a wiec i szeregu Q(z) dla [z | =1.

Z drugiej strony, szereg (2) nie jest dla # =1 zbiezny bezwzglednie,
gdyz, taczac odpowiednio w grupy jego skfadniki, otrzymujemy z niego sze-
reg (1), ktéry jest dla 2=1 zbiezny warunkowo (wynika stad zarazem, ze
kofo | & | =1 jest kotem zbieznosci badanego szeregut potegowego).

Wszystkie zadane wiasnosci szeregu (2) zostaly wiec udowodnione.

icm°®
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