F. LEJA.

Whasnosci niezmiennicze réwnaf réimiczkowyceh zwyczajnyeh
3 riedu z¢ wigledu na prieksztakeenia styczmo$ciows,

ropriétés invariantes des équations différentielles ordinaires dn 3-éme ordre par rapport
aux transiormations tangentielles.

WSTEP.

Pojecie cigglej grupy przeksztalcen odgrywa w teoryi réwnafi réznicz-
kowych role pierwszorzedng. Jak wiadomo. zdolal S. Lie stworzy¢ przy po-
mocy pojecia ciaglej grupy skoficzonej osobng metode calkowania réwnai
rézniczkowych. Réwnoczesnie kwestya, czy pewne réwnanie rézniczkowe
mozna przeksztalci¢ na inne za pomocg pewnej nieskoficzonej grupy prze-
ksztalcefi, okazala sie waznym $rodkiem badania whasnosci i catkowania tych
rownafi. Kwestya tq zajmowali sie po raz pierwszy Laguerre i Halphen.?
Sprowadza sig ona, jak wiadomo, do wyszukania pewnych niezmiennikéw
r6zniczkowych ze wzgledu na dang grupe przeksztatcen, do czego nadajg sie
przedewszystkiem metody Liego zich pojeciem pierwszorzednego znacze-
nia, jakiem jest pojecie przekszialcenia nieskoficzonostkowego.

Pojecie to zastosowa! po raz pierwszy z tego rodzaju zagadnmieniach
K. Zorawski® i zwrdcit uwage na korzys¢ tej metody, bez kidrej obywaty
sie prace Laguerrea i innych. Ta drogg wyznaczyl nieco pézniej A.

") Laguerre, Sur quelques invariants des équat. diff. linéaires. Sur les équat. lin,
du 3-e ordre (Comptes R. 88).

Halphen, Mém. sur la réduction des équat. diff. aux formes intégrables (Rec. des
Sav. Etrang. XXVIII).

?) K. Zorawski, Przyczynek do .teoryi zamiany zmiennych w réwn. rézn. rzedu 1
(Rozp. Ak. Um. w Krakowie 1883).

Prace mat.-fiz., t. XXIX. 12
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Tressed wszystkie niezmienniki rézniczkowe rléwnar'l rozniczkowych dru-

iego rzedu ze wzgledu na wszelkie przekszta%c-ema.pun'kt?we.’ o
o Przedmiotem tej pracy jest wyszukanie niezmiennikéw ﬁ?w;an r(]){znic?
tkich przeksztat-

j 3-go ze wzgledu na grupe wszys :
kowych zwyczajnych rzedu 28 : ich prockeutal
Sci d ktérych przeksztatcenia p

1 stycznosciowych plaszezyzny, wsré ch przeksztatce ) ¢
gf:nomiq tylko pewng podgrupe. Liczba tych niezmiennikéw ]es;c1 n1eo§rez;?;
i i juz 1 ich liczba wystarcza do zn -
ie wielka, jednak juz pewna skf)ncz.ona ich lo zn e
:é:ninnych. y W tym celu postuguje sie pojeciem Przelfszta%cen'xliz messle{ono
czonostkowego i znajduje za przyktadem wspomnianej pracy _er f Oszu mgo
i i iki Utatwia to znaczni -
jpi t. zw. niezmienniki wzglqdn.e. latwiz i
ni]z?iI: 1'“; znajomos$¢ trzech tego rodzaju niezmiennikow wys.tarcza do utw:e

r;enia’ jednego niezmiennika w $cistem tego stowa znaczeniu. Otrzyma
iki sg nastepujace: R
o Na?ogélnisj sze réwnanie rézniczkowe zwycz. rzedu 3-go y”’_’_'m (= y}gl/ y )
osiada ze wzgledu na grupe wszystkich przeksztatcen stycznosc10)v3{c ]Z e-
gen niezmiennik wzgledny rzedu 3-go, dwa rzedu 4-go, szesna$cie 1ze

du 5-go, a w przypadku n = 6

n—1 N R Y
("3 )+ (", ) Hsm—a+
niezmiennikéw wzglednych rzedu n-tego. Niezmifem;{iki ~te sg f;l:lk:]ygrlr:lloa; 1(;
i ii iernemi pochodnych funkcyi o. :
E torect navam trow 161mi k h i czterech tylko nie-
ech parametréw rézniczkowyc ) :
grzntieernnikc?w wzglednych wystarcza w przypadku ozgiln{lm ?]otzzxeljh
i i i iennikdéw. azdych tr
ienia wszystkich innych niezmie w. Z ka o
L?:zmiennikéw wzglednych mozna utworzy¢ jeden mezmxenmk w Scistem
a znaczeniu ] o
e S\};;:;unkiem koniecznym i dostatecznym, aby réwnanie ro_zmcz‘kow‘e
M=o (xyeu), gdzie 2=19', w=1y" nie posiadalo zadnych niezmienni-
géw—jjest, aby fux,lkcya o spelniata dwa réwnania nastepujgce:

g, =0,

2
al® 60"+ way — 3 % =0,
+l e

itk . .
ij ; j === wykonano i-krotnie
gdzie symbol ¢, oznacza, Ze na pochodnej ayedau Y

') A. Tresse, Déterm. des invar. ponct. de I €quat. diff. ordin. du second ordre
Preisschrift der Jablon-Gesellschaft, Leipzig 1896).
¢ 2 A. Tresse, Sur les invar. diff. des groupes cont. (Acta mathem. 18).

3 Wiasno$el niezmiennicze réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3«go. 181
————— - TIcHmennicze réwnafi ro2 s TNy T2edu d-go. 181
. &8 2 .
defatanie =~ 1 2 7 4 , 1 gdzie
Swo b Ty 3z

10 :
%=y —3a, + oo, — 3 ®o1 ;-
Réwnanie y" — o (zyy'y"

)} moina wtym przypadku przeksztalcié na
réwnanie y'"'=—( za pomocg pe

Wnego przeksztalcenia stycznodciowego,
Przy pomocy znalezionych niezmiennikow podaje réwnoczesnie wa-
runki dostateczne, jakim musi czyni¢ zadose funkcya o, aby réwnanie
V= (xyy %"} mozna byto przeksztalcic na réwnanie linjowe

Yoy wy' L yy+p=0,

gdzie %, p, v, p sg funkcyami tylko zmiennej z.

Praca ta dzieli sie na szegé nastepujacych czesci:

1. Przeksziatce
symboli.

2. Zamiana zmiennych i pochodne klasy drugiej.

Niezmienniki wzgledne.

Parametry rézniczkowe.
Niezmienniki bezwzgledne.
Réwnowaznosé dwech réwnar 1z
cenie stycznosciowe.

nie nieskoficzonostkowe i whasnosei wprowadzonych

A

gdu 3-go ze wzgledu na przeksztat-

L. Przeksztatcenie nieskoriczonostkowe i whasnosci wprowadzonych
sgmboli.

1 Najog6lnie

jsze przeksztalcenie stycznosciowe plaszczyzny ma, jak
wiadomo, postaé

7
C=XGyd, y=Y@y), o= W

gdzie z:%i{, a funkcye X, ¥ sg tak dobrane, aby symbol Poissona
. BX (8Y | eY) 3V 3X | ax
=22 (a_:i +z§lj)— = (0; +z a‘j)

. . - x'y' 2 "
byl tozsamosciowo zerem i aby jakobian %(z—r%:)— byt rézny od zera.
Poza tem moga by¢ funkcye X, ¥ zupetnie dowolne.
Zauwazmy dowolne réwnanie rézniczkowe  zwyczajne rzgdu 3-go
w zmiennych =/, y':

240
é;{lg =o' @'y ), 2
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. ay a2 . .
gdzie &= VR u’:aﬂ. Po wykonaniu na niem powyzszego przeksztal-

cenia stycznosciowego otrzymamy réwnanie

aiy
das =0 (@yzu), 3)
. dy az . . s .
gdzie g = an VT gy Zadaniem naszem bedzie znales¢ tego rodzaju wy-
razenia
20 do 2o Foe
Vo3 Sy s S we),

zalezne od o, pochodnych funkeyi w dowolnego rzedu i ewentualnie od
zmiennych z, ¥, 2, u, aby ze wzgledu na powyzsze przeksztatcenie zacho-
dzita réwnoscé:
dof ) ]
N(m', Fp R z' g, e, u’) :N(m,

2

i to bez wzgledu na posta¢ funkcyj X, 7, charakteryzujgcych przeksztalcenie
stycznosciowe. Funkcye N nazywamy niezmiennikami réwnania 3)
ze wzgledu na wszystkie przeksztatcenia stycznosciowe, a najwyzszy rzad po-
chodanych funikeyi o, od ktérych N zalezy, nazywamy rzedem niezmiennika.

2. Celem znalezienia tych niezmiennikéw zauwazmy najogélniejsze
nieskoriczonostkowe przeksztalcenie stycznosciowe. Oznaczajgc przez W do-
wolng funkeye rézniczkowalng zmiennych z, y, 2z, mozna, jak wiadomo,
przedstawi¢ najogélniejsze przeksztalcenie nieskoficzonostkowe w nastgpu-
jacy sposéb: D

o 3 By 3w iz 8W e

e —— =Wz % — oe £
37 0 s TR 5t " sw  Cay- )

Sx 2f By °f | de of
Sf=—-= L2 Tl 7% 2]
7 8t 2a T gt ey et Gz

dogodnego zwlaszcza w teoryi niezmiennikéw rézniczkowych.

__da=z o du
' dz’ ~ dx
w zatozeniu, ze pozostawia ono bez zmiany réwnania o rézniczkach zupel-
aych

Rozszerzmy przeksztalcenie (4) na pocﬁodne u

) S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen t. II.

(5) Wiasnosei niezmiennicze réwnaf rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3-go. 183

dz—udez=0, du—wdzr=>0.

Stosunki przyrostéw tych pochodnych do 3¢ majg w tem zatozeniu ksztalt
nastgpujacy:
o d su d Sz

;- ©)

Y ST dz et Yaw at

|

Q2
e

—

=

4
dx

o
[

Przeksztalcenia (4), (5) tworza, jak wiadomo, grupe nieskoficzong, zada-
nie za$, o ktére chodzi, polega na wyszukaniu niezmiennikéw rézniczkowych
tej grupy w zalozeniu, Ze o jest funkcya czterech zmiennych niezaleznych
Z, ¥, &, u. Qrupe te mozemy przedstawic¢ za pomoca symbolu

gup—?% 4 2y, 0x Af | Suif | da 3y
3 f“—r)z‘, 8;1'+6t9_z,'+8t 8z 1§ 311+5t N ®

Celem wyszukania wszystkich niezmiennikéw, zawierajacych pochodne
funkcyi » az do rzedu n-tego, nalezy przedewszystkiem rozszerzy¢ prze-
ksztalcenie nieskoriczonostkowe (6) ma pochodne funkcyi @ az do n-tego
rzedu. " W ten sposéb otrzymamy przeksztalcenie

" R L]
PSP TR N N ) &
St )f—- yf—x“—_,; ,/_, ot wa”’
gdzie przez S'f oznaczyliémy trzy pierwsze wyrazy symbolu (6), a przez w:’”)
Frd+E+ .
pochodne - S rzedu ¢4 j--k-+1=v. Nastgpnie nalezy zcal-

sxidyi sz
kowa¢ réwnanie liniowe i jednorodne o pochodnych czgstkowych

S®f=0

w zalozeniu, ze fnnkcya W jest zupeinie dowolna. Ze wzgledu na to spro-
wadza sig catkowanie tego réwnania do catkowania pewnego uktadu réwnari
liniowych, ktory przy dostatecznie duzem » posiada calki rézne od wielkosci
statych.

Przeprowadzenie tego zagadnienia wprost w tej formie natrafia jednak
na znaczne trudnosci, wobec czego obierzemy droge do pewnego stopnia od-
mienna. Przedewszystkiem wprowadzimy kilka symboli, ktére pozwola przed-
stawi¢ zawite z natury rzeczy dziatania w formie nieco prostszej.

3. Majac dang dowolng funkcye réiniczkowalng ¢ zmiennych z, ¥,
%, 4, oznaczmy przez 9, 2., ¢, =, dzialania nastepujgce:

Y 8. Lie, Uber Differentialinvarianten (Math. Ann, XXIV).
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3 20 2
wlo—°% 4 2% ¥
¥ eal._l—"g,z Mé;, ) (7)
=22 %9 .
T YT T10 ™ 5 For = 57,
D) 10 2z’ 701 31{. (8)
Ogdlnie bedziemy rozumieli przez o dziatanie I 2
: 5w T %5y T wyko-

nane Z-krotnie na funkcyi « % dziatanie, - j je, =
yi ¢, aprzez o} dzialanie, 3y J-krotnie, 3z k-krot-

. .
nie, 5 l-krotnie wykonane na funkeyi o i to w dowolnym porzadku gdyz
dziatania te, jako czastkowe pochodne, sg ze soba przemienne. Podobnie

. .. 2 2 2
przemienne sg ze sobg dzialania . — - 2 = 1, © ; ° i
: ' : spT# 3y 4 3z | 5 natomiast nie sg
przemienne dziatania °
2 9 e 2
2 a 2 a
mte—tu—, —; 4zt ° 2
. i 0:1/+ 3z’ a3z’ Sx_l&é% tug s
Potézmy: Y o
o [ 00
Y= 1% (9)

. . ij R
niech wiec symbol ¢y, Oznacza, Ze na pochodnej
. Jk-4-1
i g
Vil Qi dgk ayt

wykonano é-krotnie dziatanie (7). Z powyzszych definicyj wynika wprost, ze

EAY U R it+1, § Ij7\01 i, J
()" =el7, e =t (10)
mozemy za§ wykazaé, ze
(o) — i ;i R
\ﬂl)lo =P+ 0y - (1
; ’{J.‘ I: . - . s .
w0y — gt . i~ 1,5 I i~2, § :
o = % 1 + . Fria, x—;"\;/‘ - 'P;L 1 ™+, gdy i=2, (12)

przyczem w przypadku =1 ostatni wyraz wzortt (12) jest zerem. 1
Ist?tflle, nazwijmy dla krétkosci w';’l: b1 zajmijmy sig najpierw przy-
padkami =1, £=2. Stosujac do ¢ dwukrotnie dziatanie (7), otrzymamy:

Y) W przypadku i=0 redukuja si
. - i3 si¢ prawe siro 6 .
pierwszych, co wynika wprost z wlasnosci chhodnychfly weorow (11, (12) do wyrazéw

). Wiasnoéci niezmiennicze réwnaf rézniczkowych zwyezajnych rzedu 3-go. 1851

3 a
2t adt it

) 3¢ 2y 3?9 324 2% 24 2¢
R (i I ) 2?2 L L Qg QU e 2 P s
: a2 T “Famay ayr T “3gee T guayaz—{—u 322+u3y
adle
Z pierwszego wzoru wynika, ze pochodna G—;Pz— = ($1%),, jest nastepu-

jaca:
. 3 [ad 3 3¢ 2 By 2 w0, u
’.10 P ! PR B s —* - .
(‘!‘ )10_393 (az)_r 2 ay (\92,) + 4 3z (32)_}_3‘1/—4)10_‘—4, }
wstawiajac za§ za ¢ jej wartos¢, otrzymamy wzér (11) w przypadku i=1.
3,1,10 aq)ZO

Podobnie biorac pochodne 5‘17 B! otrzymamy:

(4% = % (2‘%) +2 5‘3{/ (z_j‘) + u ";2, (z_j:,)“}’% = q’(l)(l) + b0

(420)1 = 935+ 250+ 4°%,

z czego, po wstawieniu za ¢ jej wartosci, wynika, ze wz6r (12) jest praw-
dziwy w przypadku /=2, a z ograniczeniem, WyZej podanem w przypad-
ku i=1.

Zalézmy teraz, ze wzor (11) jest prawdziwy w przypadku i==1; wyka-
zemy, ze jest on prawdziwy w przypadku i=mn 4 1. Istotnie

B [SL})’W , 3y a‘puf)] 2 (sq,no) 2 (31{)"“)

G ) —_ . . —_—
Wt =5, |5z T2 %, T | T oz 22T %oy 5
2 3,"{,10 34)1‘0
—_ ! .
—]— (] 2z ( 2z ) T ay Y

poniewaz za$ wedtug zalozenia jest

Cl

‘q)nﬂ o
=y e

zatem:
4 CRS W w+1, 0 1)
( : )]_ﬂ = U! 10 : } (”‘ ) Ul T

Po wstawieniu za funkcye ¢ jej wartosci, otrzymamy wz6r (11) w przypadku
i=n-+1 )

Podobuie, przyjmujac, ze wzér (12) jest prawdziwy w przypadku i=nz=2,
mozemy wykaza¢, ze jest on prawdziwy w przypadku ¢=mn - 1. Istotnie,
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0, — 2 (aipio J za(pno llaLPnO 3 @0y 3 [admo
T eu\ax T ¥ By Toz | T ez ey ) ® ay \ou
3 fagno Jdm0 A0, 10 3gan
o [T Y S
T 32‘(91!) oz T 7

Otdz, poniewaz wzér (12) jest prawdziwy w przypadku 7= n, zatem:

Quo 0 ! ;
-1, 0 [ 4
. _i, (2 ) anvz’ 1,

- agno . .
Wstawiajac nadto za ‘3‘-{ poprzednio znaleziong wartosé, otrzymamy:

@ o = 457 1y gt (M) g,
Co stwierdza wzor (12) w przypadku ¢ =n--1.
Celem wuproszczenia pisowni oznaczaé bedziemy ponizej stosunek

kr6tko przez do. Nadto, poniewaz funkcya W, zwana funkcya charakte-

2
G

D)’

rystyczng przeksztatcenia nieskoﬁczonostkowego, nie zalezy od zmiennej
oznacza¢ bgdziemy wyrazenie W;g krétko przez W;". Nalezy jednak zauwa-
Zy¢, ze wyrazenie W,fj nie jest niezalezne od zmiennej u, jezeli 40, wobec
czego (W;j)m nie jest w tym przypadku zerem. »

4. Wréémy teraz do naszej grupy nieskoriczonej (4), (5). W nowej pi-
sowni mozemy przedstawic jej przeksztatcenia jak nastepuje:

fx=— W,, dy=W-—zWw,, b= W —y W, (4")

Su =W, do=0o (W43 W% W, (5"

) Z wzoru (12) wynika, ze

i-2, 1
w,

77 A NI S N S N
\Wk Jo LW’-’—H hy [\ 2,

W przypadku =2, przyczem prawa stroma tej réwnosci redukuje si¢ do wyrazu pierw-
szego, gdy i==1.

. tu ; d 3; j Sz
%) Co do przeksztalcenia 37 nalezy zauwazyé, ze — <o == 53 gdyz 5 ; zalezy

tylko od zmiennych wx, Y, 2. Podobnie r%c Z

=5, natomiast ;.;f zalezy padto od
zmiennej u, zatem :

a 8 x
Tw 5t =da 56 oy et Tassr T 5 5 5%

Su__ fau\io E72N
Ge) T2,y

(9) Wiasnosci niezmienniczg lc}y.'_naﬁ rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3-go. 187

Rozszerzajac te grupe na pochodne funkeyi o, zastapimy przytem kazda po-
= . . ) dw . . e
chodnag a?a: wyrazeniem «*?, gdyz pochodna 3 Zawiera sig wwyrazeniu o o,
o,
a przyrosty Sw'® majq ksztalt nieco prostszy niz przyrosty & L jak to

ik
wkrétce zobaczymy. W ogélnosci zastapimy pochodng 5&%&‘ przez
mi’;, gdyz wyrazenie to zawiera poprzednig pochodng, a przyrost jego ma
ksztalt nieco prostszy. 3 )
Celem obliczenia przyrostu 8w, zauwazmy dowolng funkcye ¢ zmien-
nych #, y, 2, w i obliczmy przyrosty 89, 8¢°, 3w, Sty Pochodnych
#1% %% ¢, 9, PIZyjmujac, Ze przyrost S¢ jest znany.!? Poniewaz

g 2y 2w 2
" — r——d Y dz —~ du
d’?‘_amd‘l ] ayd‘/_i_az +au 3
zatem przyrosty pochodnych czastkowych sa:
2 2 2w 3 2g &
P LY A YL PR APV S
“x fx YT fiem 2y dx - 2z 8y 2u B
2 a
Qe 2 2o & 2z 2 g 2@ dp @
FLE =t 9% — ot = f et Sy - T 82— 5y 5, 7%
2y Sy Jz 9y, 3y Sy Sz dy Y
B 2 gp @ 3¢ 2 d¢ &
5 S e 5 bk A —_ 5y — S
B P i g?y iz Y 3z02"°F 2udz !
nyoa
CIA LY Y A Y
“ouT Fu °F EIEYY

Na podstawie tych wzoréw obliczymy wiec z tatwoscia przyrost

I, Se a s .. n i -
S(C'{ et usY), coyli 29t a uwzgledniajac wzory (#/), (5) i wiasno
Sx ey oz

ymboli, otrzymamy:

(/]

§ci wprowadzonych

¥ Na oznaczenie wyrazenia ©'® uzywal bedziemy nazw pochodnej wedlig @, co

nie da powodu do zadnego nieporozumienia, gdyz z pochodna FrR bedziemy sie pézniej
spotykali. ; . o

Mozemy tu zaznaczy¢, ze dzialanie 5 .Ec “+z 3 :!}'l*“ r
chodnej. I tak np. jezeli v+ =u -+ v, fo ¢© = 09, jezeli za§ ¢=wu.v, to
o= gyl pu® i L p.

posiada niektore wlasnosci po-
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B9i0 = (90 9" W) — gy WP
8ol = (Bg)0 — g0 O _p U - pto W;O — 1y, W21 19
ST+ e Wy — g QWA W)

oy — G (W™ 4-2 I/Vio)~

’10 (WGI

Znajgc przyrost S (5'), mozemy na podstawie tych wzoréw znalesé
przyrosty pochodnych funkeyi o rzgdu pierwszego, a nastepnie kolejno rze-
déw coraz to wyzszych.

8. Powyzsze wzory nastreczajg kilka waznych na przysztosé nwag:

1% Przeksztalcenie nieskosiczonostkowe (6), rozszerzone na pochodne
Wil az do rzqdu n-tego, ma ksztalt:

af
-]—(W—'"Hl)w 4 (W2—u T f+ W” +V om U, (14)
gdzie znak sumowania ma by¢ rozciagniety na wszystkie uktady liczb natu-
ralnych 2, j, &k, l od zeraaz do i +j+k+1=mn.
Zauwazmy, ze funkcya W wystepuje w przyroscie 8y, nie wystepuje
za$ am w Jw, ani we wzorach (13), zatem nie moze wystepowac w zadnem

o«n . Wynika stad, ze w uktadzie réwnani czastkowych, ktérego catkami sg

. N c e, .o @ L L
szukane niezmienniki, znajduje sig¢ réwnanie T;:O a wigc zaden niezmien-

nik nie moze zaleze¢ od zmiennej y. Podobnie pochodna W wystepuje
tylko w przyroécie 82, W2 tylko w przyroscie S, gdyz z ksztattn przyrostu
9o iwzoréw (1) wynika, ze nie mogg si¢ one znajdowaé w zadnem 3o, Po-
niewaz za$ pochodne W, W? sa funkcyami caltkiem dowolnemi podobme
El . . . . .
jak i W, zatem «g 'a}]; =0, czyli ze zaden niezmiennik nie moze zaleze¢
wyraZnie ani od 2, ani od «%. Z tych samych wzgledéw nie moze zaden nie-
zmiennik zaleze¢ od zmiennej %, gdyz pochodna W, wystepuje tylko w przy-

PUPRES s . of 2 .2
rostach ¢z, dy, o2, a poniewaz -~7 =i—_—o, zatem i 4

2y g
Niezmienniki mogg wigc zaleze¢ tylko od m“, poniewaz za$ te ostatnie
Bititk+

zawierajg obok pochodnych tylko zmienne 2z, #, zatem:

EE I E XYY

Twierdzenie 1. Zaden niezmiennik réwnania Y= ow(zyzu)
ze wzgledu na wszystkie przeksztalcenia stycznodciowe nie
zalezy od zmiennych z, y, od zmiennych za$ 2z, # moze zale-
zec tylko w potaczeniach o},

icm
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2°.  Ze wszystkich pochodnych rzedu 1-go funkcyl charakterystycznej
W wystepuje w przyrostach 3w, tylko pochodna W°L. Zwr6émy uwage na
jej spotczynnik. W przyrodcie o spo%czynmklem tym jest o, z wzoréw zas
(13) fatwo wywnioskowaé, ze w przyroscie fw)} jest nim pochodna m}jI , po-
mnozona przez pewng liczbe catkowita, ktéra moze byc zerem. .l?odobme

rzecz sie ma ze sp6tezynnikiem pochodnej Wi° tak, ze przyrost o) zawie-
ra migdzy innemi wyraz nastgpujacy:

. . o -

Soll =al WL s W)+, (15)

gdzie 7, § sg liczbami catkowitemi. Co wigcej, z wzorc')\y_(IS) wyni-
. i Ay oo 27 > ~

ka, ze odwrotnie spétczynnikami pochodne]j ;) w przyroscie do,, moga by¢

tylko pochodne WeL, Wm o )

Zajmiemy sie blizej liczbami », s. Wykazemy mianowicie, ze majg one
nastgpujace wartosci: . oy

TEITITETS (18)
s§=3ri—k—21.

Istotnie, wzory te sa prawdziwe dla S, wystarczy zatem przyjgc, ze sg
prawdziwe dla przyrostu ég, gdzie ¢ —“’w i wykazac, ze sg rOwniez praw-
dziwe dla 80, 5%, Sz, d5,,. Otz z pierwszego z wzoréw (13) wynika,
“® Sl — 17 (p WO L5 W]lo) 4ot y;[/;(‘_}_ .
gdzie wyrazy dalsze nie zalezq od pochodnych Wi, W} W.ynika stad, .ie
liczba s jest w tym przypadku o 1 wigksza, podczas gdy » nie ulega. zmia-
nie, zgodnie z wzorami (16), gdyz rzad 7 jest w tym przypadku o 1 wigkszy.
Podobnie laiwo wykazaé prawdziwo§¢ wzorow (16) w trzech dalszych przy-
padkach. ) . '

Liczby 7. s maja w tej teoryi wazne znaczenie; nazywac je bedziemy
wyktadnikami pochodnej m’: ito r pierwszym, s za§ drugim.

Zauwazmy dwie pochodne "";:s‘ m"*, ktérych wyktadniki sa iden-
tyczne i réwne kolejno #, s. Pochodne te maja te szczeg6lng wiasnosc, ze
przyrost sumy - .

o= Am;i{—Bm”‘;,
gdzie 4, B s liczbami dowolnemi, ma ksztalt (15), mianowicie:
do=g(rWibsW+ ...

3 5 . 10 : . .
przyczem wyrazy dalsze nie zalezg ani od WO, W', ani tez od 9. Przeciw-
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a2

nie, wlasnosci tej nie posiada suma, ktérej poszczegélne wyrazy nie maja
identycznych wyktadnikéw.

Zauwazmy jeszcze iloczyn ¢ = m,”l w_"'g-“ dwdch pochodnych funkeyi o,
i przyjmijmy, ze wykitadniki pierwszego czynnika sg kolejno 7, s, dru-
giego zas 7', s Przyrost 8¢ ma ksztatt (15), przyczem wyktadniki jego sg
kolejno » 4 #, s s'. Istotnie:

. by A ij
By =ullsu! 4l u

)

B

= ¢ (' PO + g ~Wiﬂ) __}_ . + & (r JPO1 + s VV;“) _[_ .

gdzie wyrazy dalsze nie zaleza ani od iloczynu ¢, ani tez od W1, w.

Zatem: y
B= 40+ 0) W (s 8) W

Podobnie rzecz sie ma z iloczynem dowolnej liczby pochodnych funkeyi o,
mianowicie pierwszy wyktadnik iloczynu jest réwny sumie wyktadni-
kéw pierwszych, drugi zas sumie wykiadnikéw drugich poszczegdlnych
czynnikow.

Sume. utworzong z pochodnych funkeyi o, lub z iloczynéw tych po-
chodnych, nazywa¢ bgdziemy wyrazeniem co do swych wykladnikéw
doktadnie okreslonem, jezeli wykladniki pierwsze i drugie
poszczegllnych wyrazéw tej sumy sg identyczne. Tak naprz. wyrazenie:
m;fl’ — 3wy, ww, jest co do swych wyktadnikéw dokladnie okreslone,
gdyz wykiadniki poszczegdlnych jego wyrazow sg r=0, s=2.

3% Zwréémy uwage na dalsze wyrazy przyrostu (15). Ogolnie moze-
my przyrostowi temu nadaé¢ ksztatt:

o=
gdzie spoéiczynniki A:‘” sg funkcyami catkowitemi pochodnych w, statemi

lub zerami. ! Tak up. spéiczynniki przy W, W, W, W? sa zerami, gdyz

zaden przyrost nie zalezy od tych pochodnych funkcyi charakterystycznej W,
zatem:

EIil A (15

A=A = 4 = A20 =0,
Z poprzedniej uwagi wynika, ze
Aol A= 50l
gdzie liczby »; s sa okreslone wzorami (16).

Y Liczby &, p, v w spélczynniku A?;*" nie oznaczaja zadnych dziatad, a sa tylko
wskaZnikaini.
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Co do reszty spoiczynnikow Af“ mozemy wykazaé, ze rzad pochod-
nych funkecyi o, od ktérych one zaleza, nie jest wyzszy_od
i+j-+ k-1 Istotnie, wlasno§é te posiada Sw, gdyz wystqpu‘]e w niem
tylko pochodna W?*°, ktérej spélczynnik jest staty i réwny 1. Jezeli za$ przyj-

go, gdzie =mf"z, to z wzoréw (13) wyni-

miemy, Ze wlasnosc t¢ posiada 2o, g

ka wprost, ze posiadajg ja réwniez przyrosty 8¢, ¢, &), d¢y;.

Co wiecej, jezeli spéiczynnik ;1,";*‘ jest sumg kilku pochodmych funkcyi
o, to suma ta jest co do swych wyktadnikéw doktadnie okre-
§lona, przyczem wykladniki jej sa nastepujace:

BA =L W o) A

an
o=r—1+4pn-+v, s=s-—r-+v,
gdzie liczby 7, s sa wyktadnikami odpowiedniego przyrostu (11'5'). .
Istotnie, wzory (17) sg prawdziwe dla spélczynnikéw A %, wystepuja-

cych w 3o, gdyz wystepuje w niem obok A%, Aio tylko spéiczynmik Ti’ﬁ:l,
ktorego oba wyktadniki sg zgodnie z wzorami (17) réwne zerd. R Przy]mxjrfxy,
ze wzory (17) sa prawdziwe dla spétezynnikéw przyrostu 8w}, przyczem, jak
poprzednio, nazwijmy m;’l dia krétkosci . Mozemy wykaza, ze sg one
prawdziwe réwniez dla spélczynnikéw, wystepujacych w przyrostach ¢,
50t Istotnie, niech bedzie

S w
» 9%50y “Fo1-

sp= A,
gdzie wykladniki przyrostu 6;1?;” maja ksztalt (17). Na podstawie pierwsze-
go z wzoréw (13) otrzymamy:

dgo =3 (AN W X LT W e W

Zauwazmy przedewszystkiem, ze jezeli 3 ma wyk}adn'{ki 7, 8, to wyktadniki
pochodnej o!® sg 7, s -1, wyktadniki za$ pochf)dnq vy Sar—1,8— ?,
jak to z wzoréw (16) wynika. Prawdziwos¢ wzoréw (117) W}ﬁt}arczy \yo powyszn-
szym przyroicie sprawdzi¢ dla spétezynnikéw przy W, ¥, W, W, W
Ot6z z zatozenia wynika, ze spélczynnik przy pierwszej z nich ma wyklad-
niki 7—1-4p-t, (s--1)—h+v, przy drugiej r—1-4pt, (t_e—l—l)—()\—l—'l)—}-v,
przy trzeciej 7, s--1 przy ostatniej zas r—1, s—2, zgodnie z wzorami (17),
w ktérych s nalezy zastapic przez s—-1.

) Wyktadniki spélezynnika stalego nalezy uwaza za rowne zern, gdyz jego
przyrost jest zerem.
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Podobnie na podstawie trzech ostatnich wzoréw (13) otrzymamy:
Byt = D (4¥)or W

AR g W g T g T,
0= “_‘_: (A7) WP

> AR, S (L) Lo, o (21,
b= S (),

TN (T8, gy (01 2177,

Poniewaz wykiadniki spéiczynnika A:';*‘ majq wedtug zalozenia ksztalt (17),
gdzie 7, s s3 wyktadnikami ¢, zatem pochodne (4 (A}*‘ 10 (A%
majg kolejno wyktadniki p—1, o; p—1, 6 —1; p— 1, 3—2. Z drugiej
strony wyktadniki pochodnych ¢°, ©,,, ¢, sq kolejno r—1, s; r--1, s—1I;
r—1, s—2; wzory (17) stosujg sie wiec przy powyzszem zatozeniu i do przy-
rostéw 8%, 8u,o, 89y, zatem sg one prawdziwe w przypadku ogélnym.
Zwréémy jeszcze uwage na lo, ze powyzsze dwie wlasnodci spotczynni-
kéw A}“ przyrostu (15') stosuja sie do dowolnej funkcyi pochodnych funkeyi
o, ktéra jest wyrazeniem co do swych wyktadnikéw doktadnie
okreslomem. Niech bedzie ¢ tego rodzaju wyrazeniem o wykfadnikach
7, § i niech bedzie
Bp= D\ B (18)
woéwczas
B=yry, B'=gs.0 (19)

Jezeli najwyzszy rzad pochodnych funkeyi o, od ktérych ¢ zalezy, jest n, to
spétczynniki Bi‘" S co najwyzej rzedu n-tego. Spélczynniki te sg
nadto funkcyami, co do swych wykiadnikéw dokiadnie okre-
$lonemi, przyczem:
BB:’*:Bi‘”.[(r—I+;L+v)W°1+(s~—)\+v)W:°]—{—...; ©0)

fvynika to _wprost z powyzszych wlasnodci spétczynnikéw przyrostu (15/)
istad ze pierwsze wyktadniki poszczegdlnych wyrazéw funkcyi © po-
dobnie jak i drugie sg identyczne.
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§. Funkcye ¢ pochodnych funkcyi o, majaca tg wiasnosc, ze jej przy-
rost redukuje sig tylko do wyrazéw nastepujacych:

bp=g(r W sTY),

nazywaé bedziemy niezmiennikiem wzglgdn.yr’n. W tym prz.ypz_idku
wszystkie spotczynniki B'*, z wyjatkiem spétczynnikow (19}, redu}iu]q sie d'o
zera. W przeciwnym razie, jezeli najwyz_szy rzad pochodny;h wr, olg 1({jtto-
rych do zalezy, jest &, bedziemy nazywali ¢ fu‘nkcyi} I-tej %ilasy. adto,
na ozn;aczenie wszystkich wyrazéw przyrostu d¢, kidre zalezqrty%ko od po-
chodnych Wi"‘ rzedu i =A-+p4v>2, uiywaé_ deZlem}l krotkl.ego. oznal;
czenia ;. Znak &9 bedzie stuzyt do oznaczenia wyrazow, zawierajacyc
pochodnel W,, Wi, W(ln, W2, znak za$ 2,7 na oznaczenie wyrazow, za-
wierajacych pochodne W, W)’ . . '

Wedtug tego oznaczenia mozemy przyrostowi funkeyi ¢ k-tej klasy na-
daé ksztatt:

3w - Lg
b B,

gdzie

jezeli wyktadniki funkcyi.¢ sg r, 8.7 Czgs¢ 3¢ przyrostu 8w bedzie-
my oznaczali w przysziosci takze przez ¢ (r, 8), zatem:

¢ (r WL s Wy = (r, 8). (1)

7. W koncu zwrécimy uwage na pewna wiasno$¢ przeksztalcenia nie-

i ostkowego stycznosciowego. o ] )
Skoncjé);ali Sf ing sg dwoma przeksztatceniami meskonczonostkowem}
o funkcyach charakterystyczaych Wi T, to zio‘ienle tych' Przekszta}Fen
(Sf, TT) jest, jak wiadomo, réwniez przeksztalceniem stycznosciowem, kFore-
g0 f’unkcya charakterystyczna—oznaczmy ja przez U- ma ksztatt nastepujgcy:

3 : 3V AaTVOW
U= swav _sW ,QIJ]_ (;pr_z%ﬂi) - —(V— s 5) s
T 3w 2=z 2z Bz z/| 9y

Nadto n-krotnie rozszerzone przeksziatcenie (S7, Tf) jest i.dentyczne
e Zlozeniem n-krotnie rozszerzonych przeksztalcen Sf, Tf, comozna przed-

stawi¢ symbolicznie: (S, T =(Sf, Tr.

1y Zauwazmy, Ze jezeli ¥ jest k-tej klas;{, przyczerr} }?g 2, t.o I?Octhi?ne ,910,;,,;: : :;02
sq (k--1)-szej klasy, jak to z wzoréw (13) wymka% natomiast ¢, nie jes A ag ;;:Iy Socgmd_
», gdyz stosujac do B9 ostatni z wzoréw (13) nie podwyzszamy przez fo rzgdu p
r;;rch funkeyi W, od ktérych zalezy 3¢ (zob. uw. 1, sir. 8).
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(6

) \X{i‘asnos'ci te: zastosujemy do wykrycia pewnych waznych na przysziosc
zw1qzkow?- Nadajmy mianowicie przeksztalcenin (14) rozszerzonemu na po-
chodne o, az do rzedu n-tego, ksztatt nastepufacy:

S =2 X (22

Innemi slowy, polaczmy ze sobg wszystkie wyrazy, zawierajgce te sama po-
chodna W;*, a spélczynnik tej pochodnej nazwijmy X°f. Symbole xXr
oznaczajg tu pewne prze.k'szta%cenie nieskoriczonostkowe ze wzgledu na z, ¢,
3, %, » i pochodne e} az do rzedu n-tego. Szukane niezmienniki sa, jak
wiadomo, catkami uktadu réwnat liniowych czgstkowych

i =o. 23)

Zauwazmy przeksztalcenie specyalne, ktérego funkcya charakterystycz-
na W ma ksztalt
o TeyPer
=
gdzie =, B, 7 sg liczbami catkowitemi i dodatnjemi. Latwo stwierdzi¢, ze po-
wf__ . N - r .. . ’
chodna W*=1 i ze zadna inna pochodna W/ * nie jest wielkodcig stala,

162zng od zera. Zauwazmy nadio inne przeksztalcenie specyalne, ktérego
funkcya charakterystyczna N

;_ Ty
V=5
gdzie wyktadniki X, ., v sg catkowite i dodatnie. Podobnie jak poprzednio

ThE : ij
V;*=1. Przeksztalcenie to, rozszerzone na pochodne o,; az do rzedu
n-tego, ma ksztalt:
TOf=XV"X/°f,

przyczem symbole X, °f i granice sumowania sq te same, co we wzorze (22).
Ot6z ztozenie (S7, Tf) jest przeksztalceniem stycznosciowem, ktérego

funkcya charakterystyczna— nazwijmy ja I/—ma na podstawie poprzednich
uwag ksztatt:

U qeti—1 yﬁ—%—:& iandet!

ot girta—t gyt

:A < B o D E
R VI R T v Wy el PRy R B Yy s 1

gdzie liczby 4, B maja wartosci nastepujace:
A=(ay—1}) tA—DIE4p)! a+v—D!

al Blythlplyl

24
B=@v—qp4p—p @D ELe— DG4 )

al Byl alulyl

icm°®

(17) _ Wiasnosci niezmiennicze réwnafi rézniczkowych zwyczajnych rzedn 3-go. 195

przyczem pierwsza z nich jest zerem gdy a i), lub yiv sg rownocze-
$nie zerami, druga za§ gdy 2iy sq réwnoczednie zerami.
Rozszerzajac przeksztalcenie (Sf, T7) na pochodne funkcyi o az do
rzedu n-tego, otrzymamy:
(87, THm=XU".X"f.

gdzie symbole X°f i granice sumowania sa znowu takie same jak we wzo-
rze (22). Otoz na podstawie poprzednich uwag zachodzi tozsamo$é:

EwW . Xf, SV E'f)=XU].X]f.

Podstawmy w tej réwnosci za W, ¥, U powyzsze wyrazenia i poréw-
najmy po obu jej stronach wyrazy niezalezne od x, y, 2. Jezeli liczby a, 8, 1
ik, w, v nie przewyzszajg odpowiednich granic sumowania wzgledem 7, s, ¢
we wzorze (22), otrzymamy:

(X:ﬁ fs Xj’* fl=4. xer-L F:+Pf—i— B Xtk el f

r—1 T4 ( 25)

przyczem prawa strona tej tozsamosci redukuje sie do zera lub do jednego
tylko wyrazu, jezeli przeksztatcenia w niej wystepujgce nie znajdujg sie wéréd
lewych stron rownan (23).

Tozsamo$é (25) wskazuje, ze uklad réwnan (23) jest ukltadem zu-
pelnym, a réwnoczesnie jak wyrazaja sig¢ ztozenia lewych stron tych
réwnarn.

Il. Zamiana zmiemnmych i pochodue klasy drugiej.

1. Przyrost ¢ cu;j, ma w przypadku ogoélnym ksztalt zanadto zawily.
[ dlatego zastapimy niekt6re ze zmiennych ', pewnemi wyrazeniami, kt6-
rych przyrost jest nieco prostszy. Innemi stowy, przeprowadzimy w ukladzie
réwnafi czgstkowych (23) zamiane zmiennych tak, aby nowy uklad byt

prostszy.
W tym celu zauwazmy pochodne w,, ®g,, @y i obliczmy dokiadnie
ich przyrosty. Stosujgc do 8w trzykrotnie ostatni z wzoréw (13), otrzy-

mamy: Y
o =u(1,3)4 W3,

Bwgg==0g; (0, 1)+ 30 W, 3T 3Wo,
Sogy= gy (—1, —1) 40y W,+6Wi-6W 0,
Bogg= 045 (— 2, —3) + 30, Wyt6Wy;

(26)

1) Liczby w nawiasach s3 wyktadnikami danej pochodnej w. Zob. (21).
Prace mat.-fiz,, t. XXIX. 13
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stosujac zas jeszcze raz ostatni z wzoréw (13) do 8w,;, otrzymamy:
gy =g, (—3, ~5), @7

co wskazuje, ze pochodna w,, jest niezmiennikiem wzglednym.v

Zauwazmy przedewszystkiem, ze pochodne (26) sg wszystkie 3-¢j klasy
i ze czes¢ przyrostu & kazdej z mich zawiera tylko jedng pochodng funkcyi
W trzeciego rzedu, pomnozong przez pewien staly czynnik. Wszystkich po-
chodnych funkcyi W trzeciego rzedu jest 10, a sg one nastepujace:

W W e o,
W Wi we,
Wi W,

w,.

(28)

Otéz w przyrostach (26) znajdujg si¢ pochodne rzedu 3-go, zawarte w pierw-
szej kolumnie. Postaramy sig o znalezienie takich szesciu wyrazed klasy
trzeciej, ktérych 3, redukuje si¢ do jednej z dalszych pochodnych funkeyi
W 1zedu trzeciego.

W tym celu rozdzielmy pochodne ‘”H w sposéb nastepujgcy:

i ij ij ij
OF 5 Oy Bpy W3, (29)

o 1a ©0)

i zauwazmy, Ze w przyrostach wszystkich pochodnych (29) wystgpuje zawsze
jedna tylko pochodna funkcyi W najwyzszego rzedu, pomnozona przez pe-
wien czynnik staly, jak to z wzoréw (13) i ksztattu 8o wynika. Niektére
z tych pochodnych funkeyi W najwyzszego rzedu s identyczme. I tak np.

B 5= W30, Bémg(l):SW%os

z czego wynika, ze réznica o})—3e,, jest trzeciej klasy, t. j. ze jej 8, jest
zerem. Roznica ta jest nadto wyrazeniem co do swych wyktadnikéw
doktadnie okreslonem, o wykladnikach » =0, s=2. Obliczmy do-
ktadnie jej &,.

) Wynik ten bedzie tatwo zrozumialy, jezeli zauwazymy, ze réwnanie Y'=w(xyzu)
w ktérem o jest wielomianem catkowitym 3 stopnia ze wzgledu na u, zachowuje tQ wia-
sno$¢ po wykonaniu na niem dowolnego przeksztatcenia styczno$ciowe go.

icm°®
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Poniewaz
Sol)=ui! (0,2)4-30" Wy —uy, W40y, Wi* +30 Wi -3 W2LE3 W 30,

B0,y (0,2)--010 Ty — 2oy TV 11400 73— g, W30 4300 W3O W21 S0,
zatem:
85 (0ff —3w;0) == — 0, W34y, W70—

Bo W1 — 6L,

W przyroscie tym spotykamy obok pochodnych funkcyi W trzeciego
rzedu, wystepujacych w przyrostach (26), jeszcze pochodna W2, Zauwazmy

wyrazenie nastgpujace: owg, — 5 Qo1 g -

Wyktadniki tego wyrazenia sg
r=20, s =2, a z wzoréw (26) wynika, ze jego 3, jest réwne:

o 0o W30 — 4oy, W3 6P o,
Wyrazenie zatem

o= of{— 30+ e o, — % gy @y (81
jest co do swych wyktadnikéw doktadnie okreslone, a jego przyrost posiada
tylko jedng pochodng funkcyi W trzeciego rzedu 8,2 = — 6 W21

Ze wzgledu na péZniejsze znaczenie funkcyi o obliczmy jej catkowity
przyrost. W tym celu wystarczy obliczy¢ tylko 8,e, t. j. spélczynniki po-
chodnych W,, W', W{i, W, Spélczynniki pierwszej i ostatniej sq zera-
mi, drugiej i trzeciej 20y, —6w tak, ze

BaTW et - W™,
Batgy = 0ty (—1, 0) 422 Wy 20, W1 —

o =a(0, 2)+ 2o, Wil—
4oy, Wl —6W2—12W1L,

Bty = oty (-z — ) 2000, W, Qg M — D0, WOL—12 T 41,

(32)

') Przyrosty te otrzymamy na podstawie wzoréw (16), (13), stosujac do 3w, pierw-
szy z wzordw (13), a do 3o trzeci.

Ze wzgledéw praktycznych wprowadzamy w pisaniu wyrazéw pewnego przyrostu & P
porzadek nastepujacy: W przyroécie 3, nastepuja po sobie wyrazy, zawierajace kolejno po-
chodne drugiego rzedn ¥,, W' W%, W% czyli pochodne pierwszej, drugiej i trzeciej
kolumny zestawienia

W!CI Wl!
Wi w
W,

z wyjatkiem dwéch pierwszych pochodnych W20, W)°, z kiérych pierwsza nie wystepuje
w zadnym przyroécie, a druga zaliczyliSmy do 3, .

Podobnie w przyroscie 3, nastgpuja po sobie wyrazy, zawierajace kolejno pochodne
plerwszej, drugiej i t. d. kolumny zestawienia (28). Z funkcyami klasy wyzszej niz trzecia
nie bedziemy si¢ w ogblnodci spotykali.

';,P'ﬂt
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Dwa ostatnie przyrosty mozna, jak wiadomo, otrzyma¢, stosujgc do &« ostatni
z wzoréw (13).

Funkcye o, a4, g, s4, jak widzimy, wszystkie klasy trzeciej, a ich &,
redukuje si¢ do jednej z pochodnych funkcyi W, rzedu trzeciego, wystepuja-
cych w drugiej kolumnie zestawienia (28).

Celem znalezienia dalszych zauwazmy, ze

Boagy=—6W3,  full=3W3L.

Wyrazenie 0,420 jest wigc wyrazeniem klasy trzeciej, a przytem jest
ono co do swych wyktadnikéw doktadnie okreslone, gdyz wyktadniki pochod-
nych a;, i w3t sg r=-—1, s=1. Obliczmy &, tego wyrazenia. Poniewaz:
Jogo=0, (= 1. )42 W, —2(ag—0y) W2 (2~ 30,) Wt 2w, W™
— a0 W3 20 W40t 20, Wt~ 603 —12W2—6W 21,
Jofi=oli (=1, D430 W— oy Wt o) Wit — o, WHd- o, Wit
zatem: T ST,
By (210H2 0ff) = — g W20 W0 —2 0oy W2 |- 4y WH — 6 W12,
W przyroscie tym wystgpuje nowa pochodna funkeyi charakterystycznej I
trzeciego 1zedu, W2 Zauwazmy wyrazenie nastepujace: — kg a - 3oy, o, .
Wyktadniki tego wyrazenia sa ¥=—1, s=I1, a jego &, jak to z przyrostéw

(26), (32) wynika, jest oy W2'—2a W0 42wy, W2 —4 oo, Wil.  Wyrazenie
zatem

B=ayt 2040 — Loy, 2 oy oy (33)

jest co do swych wykladnikéw doktadnie okreslone, a jego 8, redukuje sie
do —6W

Obliczywszy ¢&,f na podstawie (26), (32), otrzymamy:
B =0(—1, 1)J aW,—ay, W+ 2a Wit — 6 W12,

. (34
3801="Fu (=2, —1) + (@oy+f) Wo— 0, Wil-f 0y, WY1 — W9,
gdzie przez a oznaczyliémy wyrazenie nastepujace:
a=0""- 60" —F oy o4 wa,. (35)

Wyrazenie to ma w tej teoryi pierwszorzedne znaczenie, jak to poz-
niej zobaczymy.

W przyrostach (34) spotykamy dwie nowe pochodne rzedu” trzeciego
funkeyi charakterystycznej W. Aby otrzymaé ostatnia, mianowicie W, za-
uwazmy, 2e

icm°
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s A2 s 01
8B =—06W, gy 0y = —

1277
i ze wyktadniki pochodnych £, ugi sa identyczne, a pierwszy z nich jest
r=-—2, drugi s=0. Wyrazenie B;, — §20! jest zatem 3-¢j klasy i jest co
do swych wyktadnikéw dokladnie okreslone.
pujacy: 9

83 (fro — b 2)l) = — B W2° FEWL - a Wy fog, W2 — oy W

Przyrost ¢, ma ksztalt naste-

) J01 712 1€ 732 03
—,—awg — gy W2 4 20y, H’l — 3 W,
Zauwazmy wyrazenie:
1 i
Fog % Fogf —Fog, By — ooy oy % % -

Jest ono co do swych wyktadnikéw doktadnie okreSlone, przyczem
r=—2, s=0.9 Latwo stwierdzi¢ na podstawie przyrostow (26), (32), (34),
ze jego 8, rézni sig¢ od prawej strony ostatniej réwnosci tylko ostatnim jej
wyrazem tak, ze nazywajqc

T=B1 — 300l — F g3 — Fog - 0y Box - P52 %0y — g %1% (36)

otrzymamy: Oy = — 3W%
Funkcya 7 jest wiec funkcya klasy trzeciej i posiada wyktadniki
r=—2, s=0, co do ktdrych jest ona doktadnie okreSlona. Obliczywszy

jej 8,, otrzymamy catkowity jej przyrost:
Gr=1(—2 0) +2a] W, — §8 W' 4§ (3p—ap,) W}' —3 wos. (37)

Spétczynnik przy W, nazwaliSémy tu dla krétkosci a,. Ma on wartosé
nastgpujgca: 3

1} Poniewaz na podstawie (13), (32), (34)
316 =010 (—2, 0) = (@yo+2") War(2 Bor+2u1) WL "mW;jl"‘ ey, WO —
— B W e W a W, — o W 2. W3 —6 W0 612,
2ad] =22, 0) 4 20 W, — (@,— 2083) Wit (af] — 4 0f]) Wil—gy W2

— g W2 20 WEE Qg T2 — 4wy, W2 -6 W2 —12W12

?) Wykladniki @ sa r =0, s=3, co wynika z wzoru (20), jezeli go zastosujemy do
pierwszego przyrostu (34).
3) Przy obliczaniu wspélezynnika przy W. nalezy uwzgledni¢ tozsamodc

“,m:‘?‘m—“m+m?’ox‘—%"-‘m@*%mm“y
o kiérej poZniej bedzie mowa. Oznaczenie wyrazenia (38) uzasadnione bedzie pdZniej.
Z wzoru (20) wynika, ze jest ono co do swych wykladnikéw doktadnie okreSlone, przyczem

r=-—1,s=2.
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(38)

r— 1 1
Ay’ = @1+ F 06— $ 05 0.

2. Zdefiniowane w powyzszy sposéb funkcye «, B, 7 pozwola nam
uprodci¢ rozwigzanie naszego zagadnienia. Zauwazmy, Ze sg one funkcyami
catkowitemi pochodnych o i ze zawieraja migdzy innemi wyrazy nastgpujgce:

azwg—]—...,

ktére bedziemy nazywali wyrazami pierwszemi tych funkcyj. Co do
wyrazéw dalszych zauwazmy, ze pochodne o, od ktérych one zalezg, sg nie-
wyzszych rzedéw od wyrazu pierwszego. Funkcye a, B, v sa wiec kolejno
2, 3, 4-gorzedu. Zauwazmy nadto, ze jezeliw wyrazach dalszych wystepuje po-
chodna oy} tego samego rzedu, co wyraz pierwszy, to liczba ¢, czyli rzad po-
chodnej czastkowej wedtug w jest dla niej wigkszy, niz w wyrazie pierwszym.
Wynika to wprost z ksztattu tych funkcyj.

Rozszerzajac przeksztatcenie nieskorniczonostkowe na pochodne m;fl ,
mozemy zastgpi¢ pochodne ol?, mi‘;, m;g kolejno przez a, B, 7. Korzysé
tej zamiany pézniej zobaczymy. Jest ona zresztg i dlatego dogodna, ze przy-
rosty funkeyi o, B, v maja ksztalt znacznie prostszy niz przyrosty ich wyra-
z6w pierwszych.

Aby nie przerywaé toku pézniejszych rozumowan, poméwimy tu jesz-
¢ze o dwu tego rodzaju funkcyach zastepczych. Jedna z nich
jest funkcya @, okreslona wzorem (35). Jest ona co do swych wyktadni-
kéw doktadnie okreslona, przyczem =0, s=3. Przyrost jej jest bardzo
prosty:

= @10
ﬁ_mu e,

(39)

= plo
=04

fa=al(0, 3). (40)

Funkcya a jest wiec, podobnie jak w,,, niezmiennikiem wzglednym.
Poniewaz « zawiera wyraz ol?, zatem:

Q= mg: + ey
przyczem wyrazy dalsze sg rézne od wyrazu pierwszego, a rzad ich nie jest
wyzszy od rzedu wyrazu pierwszego. Funkcya a jest wiec rzedu 3-go.

Drugg funkcye zastepcza okreslimy w sposéb nastepujacy. Z wzordéw
(37), (34) wynika, ze

(41)

) Przyrosty 3a' i 5% majz na podstawie (13), (26), (32) ksztatt nastepujacy:
Bat=al 0, 3) +2uf] W~ 6010 WP agy WO 26 W04 200, WH — 6 Wi gTps
3 w0l =— 301 0, 3) — Wil g 'ng+ w02 — L“mW“—f-:)’U'W'}l + W,

Przyrosty dalszych wyrazéw furkcyi @ sa podane wyzej.

icm°®
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S te=—238W", 5B =—6W>.

Zatem réznica 1, — § By jest klasy trzeciej. Jest ona nadto co do swych wy-
ktadnikéw dokladnie okre$lona, o wykiadnikach r=—3, s=—1. Przy-
rost jej &, ma ksztalt nastepujgcy: ¥

o ’ 11
85 (10— %Egi) = —Ta Wlo T 20, Wy + 1B W — By Wy

+(B_an1)W§‘+%%2W2—%iam sz-
Otéz wyrazenie
— 500 Tor T 003 10— 75 @ Boz ~+ 7 %oy Box — 2 %2 (B— Qor)

jest réwniez co do swych wyktadnikéw dokladnie okreSlone, a jego wy}dad-
niki sg identyczne z poprzedniemi. Przyrost ¢, tego wyrazenia? jest iden-
tyczny z przyrostem 8; powyzszej réznicy, zatem suma

l=1p— % Bgi 4 00 Yoy — F gy a;u 75 2 Bos — 1 %01 Bor 1 %02 (B — Goy) (42)

jest wyrazeniem klasy drugiej, t. j. 8= 0. Przyrost catkowity &/ ma wigc

ksztatt nastepujacy:
oY §l=1(—3, —1)43,I (43)

poniewaz wykladniki wyrazenia 7 sg r =— 3, s= — 1. Obliczenie przyro-

stu 8,7 nie jest tu konieczne, znajdziemy go pézniej sposobem prosts?ym.
Zauwazmy, ze I jest funkcya catkowita pochodnych o i ze zawiera po-

chodng 7,4, kidra jest rzgdu 5-go, przyczem dalsze wyrazy nie sg rzedéw

. N - 10 s
wyzszych. Poniewaz funkcya v zawiera wyraz o,;, zatem [ zawiera wyraz

m;?, ktéry nazywaé bedziemy wyrazem pierwszym tej funkcyi. Wyrazy
dalsze posiadajq te wlasnos¢, ze jezeli wérdd nich znajduje sie pochodna )
tego samego rzedu co wyraz pierwszy, to rzad pochodnej czgstkowej wediug
u jest w niej wyzszy, niz w wyrazie pierwszym.

2) Wyrazenie cu'1 o, Okreslone réwnoscig (38) jest klasy drugiej, jak to wkrétce ogol-

nie wykazemy. Podobnie tez

» N
83 tor = 33 fpp = 83 701 =0,

jak to z przyrostéw (34), (36), (40) i ostatniego z wzoréw (13) wynika.
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N Zauwaz‘rpy jeszoze, ze pochodne By, ¥, sa podobnie jak 7, klasy dru-
giej. ) Stosujac bowiem do 88, , 31 ostatni z wzoréw (18), otrzymamy:

B0y = Boa (—3, —3) + gy Wy — 2, W1
R ’ (44)
801 = Tor (—3, —2)+2au W, — § g, W' — $aps wi,

gdzie przez ay ‘oznaczylis',my pochodng (cz’lo)01 wyrazenia (38). Wprowadz-
my na oznaczenie tych pochednych nazwy nastepujace:
m=1,,

=Ry (45)

Funkcye_. I, m, n sg wszystkie rzedu 5-go i zawierajq miedzy innemi wyrazy
nastgpujgce:

10

l=ow,4...,

M=yt ..,
Wyrazy dalsze zalezq réwniez od pochodnych o rzedu 5-go, jednak rzad

pochodnych czgstkowych wedtug jest w nich wyzszy niz w wyrazie pierw-
szym.

3. Przejdzmy teraz do ukladu réwnan (23), ktérego caiki sg, jak wia-
domo, szukanemi niezmiennikami. Zmienne i’ tego ukladu mozna przy

pomocy ppwyiej zdefiniowanych funkcyj zastgpi¢ w spos6b, uwidoczniony
w nastepujgcej tabeli:

(46)

10
n = .,

z | o
o o¥
o] o o B gl g
wh o a5 di oy (47)
MW
0 11 ‘ P
} ®) ()

'} Podobnie pochedna ay, jest klasy drugiej. Z wzoréw (13), (32) wynika, 2
0 on; = ag (—3, — B4 2w WL

I+
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Zamiast wiec rozszerza¢ przeksztalcenie nieskoficzonostkowe na pochodne
o i+ jk41=<n, ktére tu dla krétkosci nazywaé bedziemy zmienne-

k1Y
mi , rozszerzymy jg na zmienne, oznmaczone W powyzszem zestawieniu
przez «', az do m-tego rzedu. Zmienne z rozdzieliliSmy tu na 5 grup; kazda
zmienng %, nalezgcg do jednej z tych grup, zastgpimy przez pewng zmienng
x’, znajdujaca si¢ w tym samym wierszu, co zmienna z.

Wykazemy, ze zamiana taka jest bez szkody dla og6lnosci naszego za-
gadnienia mozliwa. Zmienne ' rzedu =<n sa, jak wiemy, funkcyami zmien-
nych z rzedu =< n, wystarczy zatem wykazaé, ze odwrotnie zmienne % rzg-
du < n sa funkcyami zmiennych «' rzedu < n.

i

. : i : ioid :
Zauwazmy przedewszystkiem, ze zmienne o, w,., pozostawiamy

bez zmiany. Zamiast jednak rozszerzaé przeksztalcenie nieskoficzonostkowe
ma pochodne o, i-+j-+k--1=<n, rozszerzymy ja na

kLY

05 05 07 00 ij H
mu)”‘yr"(’ak;zia

przyczem wskazniki 4, j, k maja by¢ tak dobrane, aby rzad tych zmiennych
byt =n.? Zmienne te sg funkcyami zmiennych o}l mianowicie wyraz
pierwszy kazdej z nich jest identyczny z pewng zmienng m;{ .

Istotnie, zmienne m;‘l mozna rozdzieli¢ w nastgpujacy sposéb:
24i, i 1i

0j i 1§ 15
B3, 1°

Wry: Woir O13s Bayn Wy

Nadajac liczbom 4, 7, & odpowiednie wartodci tak, aby suma wszystkich
wskaznikéw byla < n, wyczerpiemy w ten spos¢b wszystkie zmienne o,

rzedu < n. Otéz zastgpujac te ostatnie przez zmienne z/, zostawiamy m;j

W Liczby i, j, k, ! nie maja w powyzszem zestawieniu (47) tego samego znaczenia
dla zmiennych x i &'. Zmiennym x rzedu <n odpowiadaja zmienne &' rowmniez rzgdu = n.
Oznaczajac zatem przez  dowolna zmienng o, o, §, 7, &, I, M, %, a przez 393: jej po-
chodne, wysiepujace wsréd zmiennych @', nalezy nadaé liczbom 4, p, v, p takie wartosci,
aby A 4ptve<n—k gdzie k jest rzedem zmiennej . Zmienne «, §, 7 53, jak wia-
domo, kolejno 2, 3, 4, rzedu zmienna @ jest tzedu 3-go, zmienne za$ I, m, n sa wszystkie
rzedu 5-go.

% Zatem dla off ma by¢j+k—+1<n; da O, j=n—2; dia g% j=<mn-3;

dla g, j=n—4; dla a¥f, i+ k<n-3;da K, j+Ek=n—5
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_— Y

bez zmiany, ‘”511 zastgpujemy przez zmienng a®, kt6rej wyraz pierwszy jest

gy, o7 zastepujemy przez zmienna 8%, ktérej wyrazem pierwszym jest 5
it d.

W podobny sposéb zastepujemy zmienne o, o 3 12edow < przes
zmienne z' tych samych rzgdéw, znajdujace si¢ w powyzszem zestawieniy
W tym samym co one wierszu. Wyraz pierwszy kazdej zmiennej ' jest iden-
tyczny ze zmienng %, ktéra ona zastepuje.

W ten sposéb kazdej zmiennej = odpowiada jedna i tylko
jedna zmienna o, ktéra albo jest z nig identyczna, albo ma z nig iden-
tyczny wyraz pierwszy.

Zmienne z' majg ksztatt nastepujacy:

o=z -+ B(z), (48)

gdzie B (z) albo jest zerem, albo oznacza funkcyg catkowity i wymierng
zmiennych z, nie wyzszego rzedu niz wyraz pierwszy. Mozemy wykazaé, ze
zmienne z mozna odwrotnie wyrazié przy pomocy zmiennych 2/, czyli roz-
wigza¢ uktad réwnafi (48) ze wzgledu na z. Rozwigzanie takie jest dlatego

mozliwe, poniewaz pomigdzy zmiennemi ' nie zachodzi zaden zwigzek, nie-
zalezny od zmiennych z.

Istotnie, wyrazy pierwsze prawych stron réwnar (48) sg wszystkie mie-
dzy sobg rézne, przyczem wyrazy dalsze moga zaleze¢ od zmiennych z co
najwyzej tego samego rzedu co wyraz pierwszy. Otoz, jezeli wyrazem pierw-
szym jest m,'f, ijezeli R zalezy od zmiennej m:j‘, tego samego rzedu co wy-
raz pierwszy, to zawsze 1< p. Wlasnosc te posiadaja zmienne a B, 1, a, 1,1
wszystkie za$ inne zmienne z', dla ktérych R jest rézne od zera, sg ich po-
chodnemi, zatem i one posiadaja te wiasnos¢. Ze wzgledu na to mozna zmien-
ne z’ ulozy¢ w ciag wedtug rosngcego rzedu tak, aby wyraz pierwszy na-
stgpnej nie wchodzit w sktad poprzedniej zmiennej #/, a stad wynika, Ze po-
migdzy zmiennemi 2/ nie moze istnie¢ zaden zwigzek niezalezny od zmien-
nych z. Réwnania (48) mozna wige rozwigza¢ ze wzgledu na zmienne z.
Z ksztaltu tych réwnaf tatwo zresztg wywnioskowaé, ze zmienne z sq 16W-
niez funkcyami catkowitemi zmiennych «/.

4. Zmienne z' podzieliliSmy w powyzszem zestawieniu na zmienne
uiv, Celtego podzialu wkrétce poznamy. Rozdzielmy réwniez zmienne z
na dwie grupy z, i, w nastepujacy sposéb:

) Jestto wprost widoczne z wzoréw (81), (33), (35, (36), (42).

P . 0. 205
(27) Witasnosci niezmiennicze réwnafi rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3-g
xr
ij ! i
o 1 W,
i | i i j i i+2, 5 15
! | of 1 15 1j. +2, 5 1
kaI “ O Gy O Oy By Wiz
0j  1i  1j . e 1f
ofy 1 e o e P W T O
ij 07 1i . 42,7 17
@ O O 5 % M3
ij
2 .
oy 14 S V)
(z,) (1)

Zmienne x; sg wyrazami pierwszemi zmiennych-ur, zrgienne zaslmdZ iseaé wzyé
razami pierwszemi zmiennych ». W tem znaczenin mozemy powie: znez z
kazdej zmiennej z; odpowiada jedna zmienna i, kaidej za$ zmiennej ,
jedna zmienna v, i odwrotnie. ‘

Zauwazmy, Zze zmienne u, v maja ksztalt nastgpujacy:

U=2a, + R (x1 xz):

v=ux, + B (2,2,).

(49)

Latwo stwierdzié, ze, gdy potozymy wszystkie zmienne x, rowne zery, W(')\Y;;
czas wszystkie zmienne v redukujg sie do zera. Wystarczy I’I’lla\t}lJOWIClt_
stwierdzi¢ to dla zmiennych o, B, 7 i dla pochodnych Yoy oz Bog- llsjzys
kie inne zmienne v sg bowiem albo ich poch‘oc‘lne.ml wedtug yi albo sse:
wprost identyczne z pewng zmienng z,. Otc.')iz jezeli pewne Wy;a;zen;e !:st
zerem, gdy polozymy zmienne x,=0, to i jego pocfhosina wedtug ¥ !est
takze zerem, gdy x, = 0, gdyz pochodna wed}ug Y kazde'] zmlenné:] %y o
réwniez zmienng #,, jak to z ostatniego zestawienia _wymka. .Do a]m;: .
zadna zmienna « nie redukuje sie od zera, gdy po%ozyr.ny,%mxenne L, == 0.
Uwaga ta postuzy nam péZniej do wykrycia pewn.ych zw1qzkf)w. .

5. Zwr6émy teraz uwage na przyrosty_zmlennych uiv. Zmle}-l’ne v
sg klasy nie mizszej od trzeciej i posiadajg tg szczegdlng wla.snhosc,ktz:
w przyroscie kazdej z nich wystgpuje jedna tylko pochod{)a ?unl;r;yl c Iar‘a e
rystycznej W najwyzszego rzedu. Itak np. gdy w zest:aw1en1u (47) ﬁ? Oﬁlasy
i=j=k=20, to zmienne v, otrzymane w ten sposdb, sg wszystkie Ze};
trzeciej, a ich 8, redukuje sig do jednej z pqchodn}lch _(28), pomnogor;e] 0[11;2 :
pewien staly czynnik. Podobnie, gdy potozymy ¢+Jj+k=v—3, to y
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mane;zmienne v sg wszystkie v-tej klasy, a ich 8, redukuje sie do jednej
z pochodnych W v-tego rzedu, pomnozonej przez staly czynnik. Co wiecej
wszystkie te pochodne funkcyi W vtego rzedu sa miqdzly
s?bq rézne, a liczba ich jest doktadnie réwna liczbie wsz st}-,
kich pochodnych funkecyi W v-tego rzedu. !

.Zajmiemy sig nieco blizej zmiennemi w, przyczem dla uproszczenia pi-
sowni wprowadzmy nowe oznaczenie:

b = w,,.
Wszystkie zmienne u sg pochodnemi pieciu zmiennych nastepujacych:

o, b, I, m, n. (50)

Wsréd nich sgq zmienne a, b niezmienni i i
nikami wzgled §
pozostale sg klasy drug{ej. Bradmemt fray nas

Zestawmy ze sobg przyrosty wszystkich zmiennych (50), znalezione po-

przednio we wzorach (27), (40 faniai . I € po
sownie: (27), (40), (44), zmieniajac rownoczesnie poprzednig pi-

da=a(0, 3),
86 =10(-3, 5),

Sl=1 (=3, —1)+3,1, (50"

Em=m(-3, —2)+2au W, —$n W —§q, W,
dn=n (—38, —3)+ @, W, — tlog W1

1zwroCmy uwage na spéiczynniki przy pochodnych funkcyi W, wystgpujace
w tych przyrostach. Niektére z nich, co jest wprost widoczne ’sa klasy dru-
giej. Wykazemy, ze wszystkie s3 co najwyzej klasy dru:giej.

. W_t)_rrn celu wykazemy pewng nieco ogélniejsza wlasnosé. Zauwazmy
mianowicie fugkcye, dowolng ¢ pochodnych w, ktéra jest doktadnie co do
swych wyktadnikéw r, s okreslona, i przyjmijmy, ze przyrost jej ma ksztatt:

— 3 B e
bo=3X B W,

W poprzednim r i is Z i
pop ozdziale wykazaliSmy, ze B =rg, Bl'=s¢ ize wszystkie

inne spélczynniki B““* sq funkcyami, co do swych wykladnikéw dokfadnie
okreslonemi.

* ©
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Mozemy wykazaé, ze jezeli ¢ jest k-tej klasy,? to spétczyn-
niki B!* sa klasy nizszej lub co najwyzej ktej.

Istotnie, zauwazmy uktad réwnas (23) i potézmy w nich f=¢. Latwo
stwierdzié, ze

X o= B, (52)

przyczem prawa strona jest tozsamogciowo zerem, skoro tylko r<4-s—++2>%.-
Ot6z, jezeli w réwnaniach (25) potozymy f=0o i jezeli przyjmiemy w nich
at+@8-+1>k A+p-+v=2, to prawa strona tych réwnari bedzie tozsa-
mosciowo zerem, zatem:

X (G ) — X (X7 9) =0.
Poniewaz jednak o -1 >k, zatem: XjPp =0, czyli
X (XFe)=0.

Wynika stad, ze wyrazenia e v sg co najwyzej k-tej klasy. Otéz wyraze-
nia te sg wtasnie spéiczynnikami B, dla ktérych A-p-v=2. Spoiczyn-
niki te sa wiec co najwyzej k-tej klasy. Pozostaje jeszcze tylko spéiczynnik
B przy WP, ktéry jest réwny 7.9, a wigc jest -tej klasy.

Spétczynniki Bi* przyrostu (51) posiadaja nadto wlasno$¢ naste-
pujaca:

Zauwazmy roznice

p=2s—57, (53)

gdzie liczby 7, s sa wykladnikami funkcyi ¢. Z wzordw (16) wynika, ze
liczba p jest zawsze dodatnia, gdyz

p=1+2i+5j+3k+1;

bedziemy ja nazywali potega funkcyi v. Wykazenly, ze potgga sp6i-
czynnikdéw B';"‘, réznych od BY, B!®jest nizsza od potegi fun-
keyi 9.
Istotnie, z wzoru (20) wynika, ze potega p' spotezynnika B* ma ksztalt
nastepujacy:
p=p—@1+5a+3v - 5),

gdzie p jest potega funkeyi 9. Otéz wyrazenie w nawiasie jest wigksze od ze-

% W tym przypadku sg zerami wszystkie spétczynniki B)y"*, dla ktérych h-+p4v >k
Zaznaczmy jeszcze, ze liczby b, p, v mie oznaczaja tu zadnych dziatad.
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ra, skoro A, p., v majg wartosci, odpowiadajace dowolnym spétczynnikom,
s6znym od B!, B}°. Potega tych ostatnich jest p, gdyz sg one kolejno
réwne 7@, $Q.

Z powyzszych dwéch ogdlnych wiasnosci wynika, ze wszystkie sp6t-
czynniki przy pochodnych W, wystepujace w przyrostach g,
zmiennych (50), sa co najwyzej klasy drugiej i Zze potgga ich
jest nizsza od potegi odpowiadajacej zmiennej (50).

6. Zwr6émy teraz uwage na zmienne u,Y) rézne od zmiennych (50).
Zmienne te sg naog6t klasy wyzsze] od drugiej, jak to z wzoréw (13) wyni-
ka.? Wykazemy jednak, ze do kazdej z nich mozna doda¢ tego
rodzaju funkcye catkowita zmiennych wu, v, ze powstata
w ten sposéb suma bedzie klasy drugiej.

W tym celu zauwazmy dowolng funkcyg ¢ pochodnych », co do swych
wyk}adnikéw dokfadnie okreslona, ktéra jest klasy drugiej, a ktérej przyrost
ma ksztatt:

So=1q(r, 8)-+ AW, -+ BW4" | CW -+ DWW (65)

Spétezynniki 4, B, €, D sa, jak wiadomo, co do swych wyktadnikéw do-
kladnie okreslone, a z wzoru (20) wynika, ze wyktadniki ich sg nastgpujace:

A@r-4+1,8+92, B@r,s—1), Co+l,s+1), Dr+1,s. (56

gdzie 7, s sg wykladnikami funkcyi ¢. W poprzednim ustepie wykazaliSmy,
ze spélczynniki te sg co najwyzej klasy drugiej, a wigc mogg by¢ réwniez nie-
zmiennikami wzglednymi lub zerami. Jezeli wszystkie sg réwnoczesnie ze-
rami, wéwczas ¢ jest niezmiennikiem wzglednym.

Zauwazmy pochodne ¢y, 9% ®,,, ¢**. Pochodna g, jest, podobnie
jak o, klasy drugiej, pozostale za$ sg klasy trzeciej, jak to z wzoréw (13), wy-

nika.® Obliczmy 8, tych pochodnych. Stosujac do (55) wzory (13) otrzy-
mamy:
0390 =10,

B9t = — g W s W4 AW - BW? A OW L 4 DW™,
b9 =—¢uW}* +seWi+ AW, +- BW} 4 CW' +-DW?,
By g% = — 0 W - s@Wii- AW+ BW + CW;2 + DWW

1) Zob. zestawienie (47).

?) Wyjatek stanowig pochodne czastkowe zmiennych (50) wedtug %, a wiec zmien-
ne Gy, Ugz, Doy, kiore sa réwniez klasy drugiej (zob. uw. str. (15)).

%) Zob. uw. str. (15).
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Z ksztaltu tych przyrostéw i z przyrostéw zmiennych v trzeciej klasy »
tatwo wywnioskowa¢, ze do kazdej z pochodnych 9% ©,,, ¢°! mozna dodac
tego rodzaju wyrazenie catkowite, zalezne od ¢, 9,, 4, B, ¢, D i od
zmiennych v trzeciej klasy, aby powstata w ten sposob suma byia klasy dru-
giej. Sumy te nazwijmy odpowiednio e, o;,, ¥"%, dodajgc u gory kreski
pochodnym ©%, ¢, ¢"*. Majg one ksztalt nastepujacy:

)
Po1 = To1»

| L1

= 5! “"?01—%“‘01'?~%m02‘4+%;“B -0 O 18D, &7
! L) 1 A1
%’510—*‘Fxo'I"’:%‘ﬂm‘?ol—E“’-‘nz‘{’_il{‘”osATfE“mB“l‘il-z%zO +4+BuD,

o= ‘Fm“%“?01+;§¢01‘?+T%“02A+%5B+%?‘o10+%’7p:

gdzie dla symetryi oznaczylimy przez o pochodng o, ktéra jest wprost
klasy drugiej. Przyrosty 8; wyrazefl ¢, ol 9% sg zerami.

W przysztosci nazywac bedziemy wyrazenia o, o, ¢°¥ po-
chodnemi klasy drugiej funkcyi ¢, kolejno wedlug «, 2, ¢.
Maja one oczywiscie znaczenie tylko woéwczas, jezeli funkcya
p jest klasy drugiej, a mozna je obliczy¢ ma podstawie wzoréw
(57), jezeli przyrost 8y jest znany. Pochodna drugiej klasy wedtug %
jest wprost identyczna z pochodng zwyczajng wedtug u.

Pochodne drugiej klasy posiadajg wlasnosci nastgpujgce:

1° Sg one wyrazeniami, co do swych wykiadnikéw doktadnie okreslo-
pemi, a wyktadniki ich sa identyczne z wyktadnikami pochodnych zwyczaj-
nych gy, $1°% @y, $°%, mianowicie:

%1(7'—113'*2)1 '{210(7’,3—5—1), ‘?10(7_118—1): ‘?01(7'"“13 S),

Wynika to wprost z wzoréw (56) i przyrostéw zmiennych v trzeciej klasy. V.

90 Jezeli v jest czwartego lub wyzszego rzedu ze wzgledu na pochod-
ne o, od ktérych zalezy, to rzgd wyrazéw pierwszych wyrazen (57) nie jest
nizszy od rzedu wyrazéw dalszych  Co wiecej, w wyrazach dalszych tylko
czynnik o, jest tego samego rzedu co wyraz plerwszy, gdyz zmienne v, od
ktorych zaleza wyrazy dalsze, sg co najwyzej czwartego 1zedu,? a spdiczyn-
niki 4, B, C, D sg co najwyzej tego samego rzedu co ¢.® Z ostatnich

1) Zob. wzory (26), (32), (34), (37).

?) Zmienne «, §, v s3 kolejno 2, 8, 4 1zedu, zatem zmienne v, &y, 7 Sa Tzedu
czwartego.

3) Zob. str. 14.


GUEST


20

R _ _F. Leja. (32

wzoréw wynika, Ze potega czynnika oy, jest nizsza od potegi wyrazéw
pierwszych ¢, o, oL

3% Jezeli o jest niezmiennikiem wzglednym, to trzy ostatnie pochodne
drugiej klasy (57) redukujg sig do trzech pierwszych wyrazéw tak, ze gdy ¢
jest trzeciego rzedu, to w wyrazach dalszych tylko czynnik g, jest czwartego
rzedu, inne za$ sg rzedéw nizszych niz wyraz pierwszy.

Zauwazmy, ze otrzymane poprzednio wyrazenie (38) jest wlasnie po-
chodng drugiej klasy wedtug 2 niezmiennika a i dlatego oznaczylismy je sym-
bolem @y .

7. Pochodne drugiej klasy wyrazed (57), czyli inaczej pochodne
drugiej klasy funkcyi v rzedéw wyzszych mozemy otrzymaé réw-
niez na podstawie wzoréw (57), nalezy jednak obliczy¢ przedtem przyrosty
wyrazen (57). Obliczmy dokladnie te przyrosty.

Przyrost 8¢y otrzymamy, stosujac wprost do 8o ostatni z wzoréw (13).
Zauwazmy, ze celem obliczenia dalszych przyrostow 3%, S¢, , §¢'t wy-

starczy obliczy¢ ich 8;, gdyz 8, jest zerem, a 8, jest wprost znane, gdyz
znane sg wyktadniki wyrazef (67). Otéz przyrost 8,¢!% jest sumg przyro-
stow nastgpujacych:

8,01 = AW, 4 (B - ro) Wil | C1OWe1 4 Do,
8y 0 0g = 08y By; - 0y Sy,

=3 e =—"2 0,0 -~ 0y,
—§0,0pd=—10,0,4 —} A3 04,
10,0B=%}ad,B+| } Bda

1o 0,0 O =g 45, 0,0 4 &5 9550y,

19D =14p8D41D3,8.

Cheac wige obliczy¢ 8, 91, nalezy obliczy¢ przedtem przyrosty 84, 8B,
6C, 8D. Mozemy jednak unikna¢ tego w nastepujacy sposéb:

Poniewaz wyrazenie 9'% jest klasy drugiej, zatem na podstawie para-
grafu 5-go spétczynniki przy pochodnych W w przyroscie 8,91 sa réwniez
klasy drugiej. Obliczmy je pod zalozeniem, ze zmienne v trzeciej klasy !
ktadziemy w nich réwne zeru. Poniewaz

! j i . . .
) T. j. zmienne w, wy , wgy, wos; =, agy, ag; B, Bots -
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B0 =30 W, +-3W, 8wy = 4oy W, 4 6W’,
Bya =20y, W —BaW?l, B, =2aW,+2w,W1t—4o, Wit —6W2
8y f=aW, — oy, W14 2aW}1,

zatem przy powyiszem zalozenin redukujg sie spélczynniki przy W, W',
Wel, W w przyroscie 8,5 kolejno do

A0 tiaD, B4 (r—s)g, C°—.d4, D —3C.

Spétezynniki szukane maja by¢ klasy drugiej, a wigc mogg zalezec od pew-
nych funkeyj, ktére s wprost klasy drugiej, jak np. 4, ¢ it. p., albo tez od
ich pochodnych drugiej klasy. Otéz ze wzordw (57) wynika, ze te
ostatnie redukujg sig do pochodnych zwyczajnych, jezeli w nich potozymy
zmienne v trzeciej klasy réwne zeru. Z drugiej strony zobaczymy péZniej,
e zadna funkcya ktasy drugiej nie redukuje sie do zera, gdy potozymy w niej
zmienne v = 0. Wynika stad, ze z powyzszych wyrazen otrzymamy szukane
spolczynniki przy W,, W, Wi, W, zastepujac pochodne zwyczajne
An, B o D© przez odpowiadajgce im pochodne drugiej klasy, wobec
czego

B, = (4% 3 aD) Wy + (B + ('~ 5) 7) W™
+H (O — )WY (DY —1 O P

Podobnie otrzymamy przyrosty ¢/, 8;4°Y. Spétczynniki przy po-
chodnych W,, Wi, Wi, W w przyroscie pierwszym redukujg sig, gdy
potozymy w nim zmienne v trzeciej klasy réwne zeru, kolejno do:

Ao+ 44 ae D, Cio+7r9, Dyp+14B,

w przyroscie drugim za$ do:

By — %01

An LiaBdttay C+ia,D, Bl—og,, O+ —fayD,

Dot |- (7 — g—) ©.

Zastepujac w tych wyrazeniach pochodne zwyczajne przez pochodne drugie]
klasy, otrzymamy szukane spéiczynniki, zatem: R

1) Przyrosty frzech ostatnich pochodnych drugiej klasy (57) mozna otrzymac takze
droga bezposrednig w nastgpujacy sposob:
Przyjmijmy, ze przyrosty 2, spétezynnikéw 4, B, C, D sa nastepujce:

Prace mat-fiz., t. XXIX. 14
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(34)

= o1 (r—1, 52) & (Aur-5) Wy By WA (Cypb- BY W11 D, W,
3= 0 (1, s ) F (AL D)Wyt (B9 (r—5) )
HO— ) W+ D 0) W,
P =00 =1, =)+ (A 9"+ 4 DIk By gy 1 )
(O r ) Wy (D By o>
B = ¢ (1, )+ (AN Bt {0 O+-Faly D) Wk (BOF — g)) T

5
So
“ o1

O~ oy, D) Wiy (pov 4 27 o W

' 11\{1? podsctiawie \;vzoréw (57}, (57"y mozemy utworzy¢ pochodng dru-

gie] Xlasy dowolnego rzgdu jakiejkolwiek funkcyi ktéra j
drugiej i ktérej przyrost jest znany. Y o Jest Klasy
Na pochodng drugiej klasy rzedu 2,7,

. a : k, 1 kolejno we-
tug @, ¥, 2, w uzyjmy oznaczenia ©J, przyczem — poniewaz porza-

dek poch(?dnych czgstkowych nie jest tu rzeczg obojgtna — niech symbol ten
oznacza, ze z pochodnej ¢,; wzigto najpierw k-krotnie pochodng drugiej klasy
Wedlug 2, nastepnie j-krotnie pochodng drugiej klasy wedtug y i wreszcie
i-krotnie pochodng drugiej klasy wedlug . Eatwo stwierdzi¢, ze pochodna

S A=A, W,+ A W 4, Wit 4, 0,
BB = Ay Wyt dpy Wt |- 4, W} Ly g, Wwor
BzC:’131W2+AseW“+A33W{”+AMW°ﬂ,
DD =AWy + Ay W' b 4, WL 4,700,

Nieznane spétczynniki przy pochodnych W oznacz

N lismy t i ,
D, q nie oznaczajg zadnych dziatan, Voot prez dgp, przyezem liczby

a sg jedynie wskaZnikami. Mozna wykazaé, ze
Apg=4gp,
z wyjatkiem spéiczynnikéw 4, Ay 1 Ay, Aj,, kidre spefniaja réwnosci
A=Ay C,
Aay == 43, — 2D H
wynika to wprost z wzordw (25),
i jezeli uwzglednimy wlasnogé pr:
we wzorze (52).

Uwzgledniajac powyzsze wlasnosci spé i i i
! J péiezynnikéw Apg i obliczaj j
wszystkich wyrazéw pochodnych (57), otrzymamy wzory (5?;’). IR prayrosty folejno

jezeli w nich polozymy f= o, offr =2, Mptv=2,
zeksztalcenia nieskoficzonostkowego X;* f, wypowiedziang
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i
Tt
zem pierwszym.

8. Wréémy teraz do zmiennych (50) i utwérzmy nastepujace pochod-

ne drugiej klasy:

o, ktéry nazywaé bedziemy jej wyr a-

" zawiera migdzy innemi wyraz g,

i’ it ot ot ot
ay, 0, L, om, n (58)

gdzie wskaznik I ma w symbolu pierwszym tylko trzy wartosci O, 1, 2.

Wyrazy pierwsze tych pochodnych sg wiadnie zmiennemi w w zestawieniu

(47) tak, Zze kazdej zmiennej w odpowiada jedna pochodna (58), majaca
réwny jej wyraz pierwszy, i odwrotnie: kazdej pochodnej (58) odpowiada
jedna zmienna . Nazwijmy pochodne (58) krétko zmiennemi u'.
Zmienne te posiadajg nast¢pujgce wiasnosci:

1" Sg one co do swych wykladnikéw dokladnie okreslone, a nadto
wszystkie sg klasy drugiej.

20 Kazda z nich jest funkcyq catkowita i wymierna zmiennych u, v,
ksztattu:

wW=u-+Ru. v), (59)

gdzie R jest dla niektérych zmiennych #' zerem.?

Z powyzej podanych wiasnosci pochodnych drugiej klasy (57) i stad, ze
wéréd zmiennych a, &, I, m, n tylko niezmiennik wzgledny a jest trze-
ciego rzedu, inne za$ sg rzedow wyzszych, wynika,® ze zmienne v, od kt6-
rych zalezy R, sg rzedu nizszego niz wyraz pierwszy w, zmienne za$ u, od
ktorych zalezy R, moga by¢ co najwyzej tego samego rzedu co wyraz pierw-
szy. Jezeli jednak zmienna u, od ktdrej zalezy R, jest tego samego rzedu
co wyraz pierwszy, to jej potega jest nizsza od potegi wyrazu pierw-
szego. D

Ze wzgledu na to mozna zmienne ' ulozy¢ w cigg wedlug rosngcego
rzedu tak, aby wyraz pierwszy nastepnej nie wchodzit w sktad zadnej po-
przedniej zmiennej «’, a stad wynika, ze pomiedzy zmiennemi «' nie zacho-
dzi zaden zwiazek, niezalezny od zmiennych 2. Uktad réwnan (59) mozna
wiec rozwigzal ze wzgledu ma zmienne u. Z ksztaltu tych réwnan latwo
zreszta wywnioskowad, ze zmienne u sg funkcyami catkowitemi zmien-
nych 2.

9. W ukladzie réwnan czastkowych (23) przeprowadZmy teraz nowg
zamiane zmiennych. Zastagpmy mianowicie zmienne % przez zmienne '
Zamiana taka jest dopuszczalna, gdyz kazda zmienna o/ jest funkcyg zmien-
nych #, i odwrotnie.

1) Np. dla agy, bg,-
%) Zob. str. (31).
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W ten sposéb przeprowadzilismy dwukrotna zamiane zmiennych nieza-
leznych ukfadu (28), mianowicie zamiang zmiennych # na zmienne U, v
i zmiennych w na «'. Przeksztatcenia te sprowadzajs sie oczywidcie do jed-
nej, to jest do zamiany zmiennych z na zmienne ', v. Po przeprowadzeniu
tego przeksztatcenia przyjmie uktad (23) ksztalt bardzo prosty, jak to zoba-
czymy w nastepnym ustepie.

Ze wzgledu na pézniejsze znaczenie zmienaych 4’ uporzadkujmy
je wedtug ich rzedu. Dla uproszczenia pisowni opusémy przy kazdej

z nich znak / tak, ze napiszemy tylko odpowiadajacy jej wyraz pierwszy,

czyli odpowiednig zmienna %, ktéra jest tego samego rzedu co #'. Zmienne
w sg, jak wiadomo, pochodnemi zmiennych (50), z ktérych pierwsza jest 3-go
1zedu, druga 4-go, a trzy dalsze 5-go. Najnizszy rzad posiada zatem zmien-

na g. Zmienne rzgdu 4-go i og6lnie rzedu n= 5 sg nastgpujgce:
3 | a
4
w01 3 “mx alo ) ‘7’01‘ b
‘ AN b B, my, 7y
1 ithb=n—38 iy | kb l=n—d ith=n—5

gdzie wskaznik I ma w symbolu afj tylko trzy wartosci 1=0, 1, 2,

10. Dodajmy jeszcze kilka uwag o pochodnych drugiej klasy. Na pod-
stawie wzoréw (67') znajdziemy z tatwoscig przyrosty:

0ty = ay, (—1, D+ 3aw,,
By = yy (~ 2, —1)+4aW,,
Say,=a, (—1, 2) -+ a Wy—a,, Wi,

a z pomocy tych przyrostéw i przyrostu Sa otrzymamy na podstawie wzo
6w (57):

Qi1 == Ayy 0 gy ~ } 05y 1y — 0, a,

.

— 1 2
W12 = Gy = § 0y Qyg 4~ § 0gy gy — § 05 s )
. (61)

(I,/ g 1 f ' 3 100 N

20 == (G10)10 + % Wg; Qa1 — § 0y Qrg — § w3 a1 — 13 %01 Q1)

or__ ol
Qo1 = Qo1 — } 0. Ay 5 Oy Ay +$ 0,0

Z powyzszemi pochodnemi drugiej klasy spotkamy sig pézniej. Zauwazmy,
Ze w wyrazenin na am oznaczyliSmy pochodng ((Jz{o)(,1 przez an. Pierwsza
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ich j iej jezmiennika ¢ najpierw wediug 2. po-
z nich jest pochodng drugiej klasy niezmienni jpi
tem wedlug w, druga za$ jest réwniez pochodng drugiej klasy wedtug tych
samych zmiennych, jednak porzadek pochodnych czqstl_{owy?h jest o_dwrotny.
Latwo stwierdzi¢, ze pochodne te sg identyczne. Rézniczkujac bowiem

! 1
Q1o = @y § ©q; Uoy — 3 We2 &

wedtug w, otrzymamy dokiadnie wyrazenie 6. N )

W ogélnosci jednak wartos¢ pochodnych drugie klasy rzedn cllrugl\;gci
i wyzszych zalezy od porzadku pochodnych czgstkowych. y
kazemy mianowicie, ze

(7"
('-?;0)01 = ',5’11“(1, bALLIOF 0D,
(1 = H+ &0V A+ in O+ imD,

= 10’

o1 T Fro0

gdzie ¢ jest funkcys drugiej klasy, ktorej przyrost' ma %{szta%t (55). P'rawdzgt
wos¢ tych zwigzkéw mozna wykazac droga bezposredme.; na podstam?_ wz >
16w (57), (57"). W sposéb znacznie prostszy jednak mozna to wykaza¢, opi
- . ’ . o] . . " h Zl’.
rajac si¢ na pewnej wiasnosci zmiennyc o ,
J Wykazemy mianowicie w nastepnym usteple‘, ze kazda funk cyta 1plo
chodnych o, ktéra jest klasy drugie] jest funkcyg tylko
zmiennych u' ) . . ) ,
Funkcye tego rodzaju, nazwijmy jg ¥, mozemy wyrazic \:Tz-nuennycil w
w nastepujacy sposéb: Rozréznijmy przytem dwa przypadki: 10 s_ledy funt cya
F jest wyrazona w zmiennych u, v i ma ksztalt F(u, v), 2° kiedy jest wy-
razona w zmiennych z;, z, 9 ima ksztalt F(x;, 'mz). )
W przypadku pielrwszym zauwazmy, Zze kazda -zmienna 'u’ ma k‘szta?t
(59). Potézmy w niej wszystkie zmienne v=90. Zmienne ' redukujg si¢
1zy tem zatozeniu do )
o 1o = U -+ By (1),

i jezeli jest zerem, jak to ma miejsce np.
lub do wyrazu pierwszego tylko, jezeli R, jes ! ‘
dla zmignych (61).? Poniewaz F(u, v) jest funl-{cyq tylko zmiennych #/,
zatem, jezeli polozymy w niej zmienne v =0, bedzie ona funkcyg tylke wy-

1y Zob. str. 27. . .
2} Pochodna W’lo)m redukuje si¢ pod zatozeniem v=0 do Gy
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razefi ;. Qtéz zastepujac je przez odpowiadajgce im zmienne u!, otrzyma-

my funkcye F, wyrazong w zmiennych u'.

W przypadku drugim, kiedy funkcya F ma ksztalt F(z,, 2,), zauwaz-
my, ze kazdej zmiennej u, a wiec i kazdej zmiennej «/, odpowiada pewna
Scidle okreslona zmienna %, ktéra jest jej wyrazem pierwszym v, Polézmy
wszystkie zmienne z, =0. Zmienne v sg wowczas wszystkie zerami tak, ze
zmienne %' redukuja sie do:

o =, + S, (2,) -

Otoz, jezeli w funkeyi F (x,, ,) polozymy wszystkie zmienne Ty =0, wow-
czas bedzie ona funkcyg powyzszych wyrazeil u,; wystarczy zatem zastgpic¢
kazde z nich przez odpowiadajacg mu zmienng !, aby F(z,, z,) wyrazi¢
w zmiennych /.

Metoda powyzsza moze by¢ niejednokrotnie dogodna, zwlaszcza, jezeli
up lub ug majg ksztalt prosty. Zauwazmy 1p. pochodng 2y, . Jest ona klasy
drugiej, zatem jest funkcya zmiennych (58). Rézniczkujac trzykrotnie wzgle-
dem % funkcye, 2 dostaniemy:

10
oy == 004~ § 0, 0, - O -
Jezeli w wyrazeniu, znajdujacem si¢ po prawej stronie, potozymy zmienne

z; =0, redukuje si¢ ono do wi. Ot6z wsréd zmiennych (58) pochedna
0™ redukuje sie réwniez do wll w zatozeniu z

=0, zatem:

Bog = D, (63)
Co zresztg latwo stwierdzié¢ droga bezposrednig.

Zastosujmy powyzsza metodg do wykazania wzoréw (62). W tym celu
zauwazmy funkcye ¢, ktérej przyrost ma ksztatt (55), i jej pochodne drugiej
kiasy gy, vor- Pochodna 10 jest okreglona wzorem (57), z ktérego wyni-
ka, ze redukuje sie ona do 10, jezeli polozymy w nim zmienne v = 0. Po-

dobnie, tworzac na podstawie wzoréw (57') 1 (57) pochodng gq , otrzymamy

107 10
o1 = o1+ . . .,

gdzie wyrazy dalsze redukujg si¢ do zera w zatozenin v —
wedtug 2 zmiennej g1’

0. Otéz pochodna
jest funkcyg klasy drugiej i ma ksztait:

(‘Fm’)m == (‘-Pm)ul ']- N
= qoi + Prot- -

_— e

') Zob. wzdr (49).
%) Zob. str. (19) wzér (31).
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©9)

gdzie wyrazy dalsze redukujg sie do zera w zalozeniu v =0. Poniewaz
= 4 . . .
w tem zalozeniu suma <oy - o,/ redukuje sig do @36, zatem:

10, 10’ ’
(P )or = P01 %10 -

Wzor ten jest identyczny z odpowiadajacym mu wzorem na pochodne zwy-

czajne. - o
Podobnie pochodna ¢;; redukuje si¢ w zatozenin v==0 do ,,; bio

rac za§ pochodng wedlug » zmiennej @y, otrzymamy:
1% .
(‘?;0)01:‘?11"“3;‘“’04-4"5‘%%:G‘T‘st‘ozD“' >

i ja sie do zera w zatozemiu v==0. Uwzgled-
gdzie wyrazy dalsze redukuja sie v -
niajac wiec réwnosci wg, =10, 23 = b1, By =1, otizymamy ’r];ao:fzj ’rsnaamme)]]
zasadzie co przedtem drugi ze zwigzkéw (62). W podobny sposo y

ostatni, jezeli uwzglednimy, ze
@ =g+ F s 4+ O dTa Dt
7 i iz 01" -
gdzie wyrazy dalsze redukuja si¢ do zera w zatozenin v =20, 1Ze ¢} re
dukuje si¢ w tem samem zatozemiu do i} .-U . o
Powyzszg metodg wykazemy rowniez zwigzki nastepujgce:

’ 101 01' - _1a.D
('?w)m =gl 9 — Oy B— f8u C—iaud)

! 64
(" No=10% +Hnd+im+ab)C+ 11D, (64)

, .
ol s 1 1 B—1la C
"=l — 5 0n % i e d — § 00 &

7

/ o
—_— %(023 ——%(lm )_D.
Zauwazmy mianowicie, ze na podstawie (57) jest
" 10,
('-."m w=(% )+

L 1’
@ =" Dot --

1 k wiadomo, Pog =%, To1 = M- o o
2)) ?auéimy ;eﬁzylko pierwszy z wzordw (62) jest identyczny z odpowiadajacym
d El

mu wzorem na pochodne zwyczajne, dwa drugie za$ tylko wéwezas, gdy ¢ jest niezmien-
nikiem wzglednym. Tak np. (“,11)015‘1;1- poniewaz spéiczynniki 4, B, C, I, E s3 w przy- '

roscie 3 @ zerami; jednak mnp. ) , .
(@) =0 —fab.
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Y

gdzie WYyrazy dalsze Iedukuj@ SIQ do zera w Zah)Z’e]liL’l v=20 Ot6 T
> . 162 biO qc
y ] b i i Z i 57 0 y-

yoct y“(: 4 zZwyczajng wed: ug 2 dluglego 1 CZWaItegO wyrazenia ( )) trz

((Pwl)m:'?ig_!" ‘Pm +%“1OB+11§“110+%‘B10D+~ .
oty 0 B
(0 o =110 — % %1001 5 %1 P+ 7 oy A4 BB+ i O+ YreD+..

;gd.zxe4wyrazy dalsz"e redukujg sig — co jest wprost widoczne — do zera w za
o?en.m V= 0. Réwnoczesnie jednak redukujg si¢ do zera w tem
tozeniu zmienne: e s

%05 By Gy,

co wynika z wzoréw na B, 1 i na pochodna:

i By = a 208 —1a 1 .
zmienne za$ ! 1200 — o0 + 1o 0g;

%2y By T

n, m-itadb, |.

redukujg sig kolejno do:

co latwo stwierdzi¢, tworzac pochodn
tw e Bp=mn, =m i iaj
warto$¢ na 1.2 Ze wzgledu na to moZemyoilapisaé;{ T reledniajac

("0 = vlo+ o™ ..

01 !
@ o=tk nd+4(on+4ab)Ctyipt .
gdzie wyrazy dalsze redukujg sie do zera w zatozeniu v =0

Z drugiej strony zauwazmy, ze 01’ je si
ot i€l st Y, ze pochodna "' redukuje sig do ¢® przy

101 10 10 1
P1o == 1o 1w 1 pl0 0
P P10} o1 Pop — ¢ Loz @ %mosA_}_Tlgq,élB_f_ Tlga.(l,20+ 1 Btl)(l)D‘f’

0 0
0 =Qig. ...

gdzie WyIaZy da]sze Ieduku'q Sie w a
do zera i 7
* , : e samem Zaiozenlu. Otéz

— il —
tgy == iy — 2015 — § 0y 05, -+ w ey,

10
Oy == 003 — 0,4 — & —-[— —]..
02 03 187 F Wog Ogg 4§ g 0gg - Wy

) Zob. str. (20), wzér (33) i str. @n ¢
3 : ), wzér (36).
¥) Zob str. (28), wzér (42). o
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zatem zmienne w19, w1y, ¢ redukuig sig do zera, gdy zmienne v sg = 0.
Ze wzoru za$ na a !, otrzymamy:

ey L 01 2 US|
Qo= 23 oy T B0l Fog -t fog te g,

510 L 01 __ 2 1 4 i
Qys = 239+ 20, + 60l — o0 10y % 4 @y Olgy T O %oy

zatem o} i o198 redukuja sie kolejuo do o, Gge. gdy zmienne v sa = 0.
Pozostaje jeszcze zmienna (39, kidra redukuje sig do @, przy zaloZeniu
v =0, jak to wynika ze zwiazku ?:

C_ G100 L ] 5 1
Q=10 A R 10 i L L

gdy obie strony upochodnimy wedtug #. Ze wzgledu na to mozemy napisac:
o 0 .
oo =gl 1 Goy B+ 4 e Ot DA
017 — 01
o =%t

gdzie wyrazy dalsze redukuja sig do zera przy zalozeniu v=0. Uwzgled-
niajac to w powyzszych wzorach na (¢1°);,, ("), otrzymamy na te] samej
zasadzie co przedtem dwa pierwsze wzory (64), a w podobny sposéb otrzy-

mamy ostatni. ¥

Z wzoréw tych skorzystamy w kilku przypadkach szczegolnych w roz-
dziale czwartym o parametrach rézniczkowych. ¥

Pochodne drugicj klasy posiadajg niektére wiasnosci pochodnych zwy-
czajnych. Tak np. jezeli ¢ jest sumg dwoch funkcyj ¢ = w v, z ktérych
kazda jest klasy drugiej, wéwczas:

10 == 10 10

Istotnie, funkcye p., v muszq mie¢ te same wykladniki co ¢; niech
wiec ¢ ma ksztalt (55) i niech

Y Zob. str. 198.
%) Zob uw. 3 str. 199. Zwiazek ten wyprowadzimy péZniej niezaleznie od_obecnych

rozwazan (str. 231).
%) Zmienna y'° redukuje sig przy zatoZeniu v=0 do ef)—1leall, a do tego sa-

. . : N '

mego wyrazenia redukuje sie a—Hap.
1) Pochodne drugiej klasy wediug y, #, % zmiennej 'p};f; zawieraja kolejno wyrazy

b S s
L A P, 141"

“f’;:j«l—], 1
Wynika to wprost z wzordéw {62), (64). Wyrazy dalsze sg — co latwo stwierdzi¢ — rzedéw
nizszych, jezeli  jest jedna ze zmiennych @, b, i, m, n.

pPrace mat.-fiz., t. XXIX. 14*
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o
ap.

w(r, )+ AW, B W' C'WoL | D woe,
&v = v (r, 8)+ A" W, B" W' L ¢ WY D" Wee,

Poniewaz ¢ =28 4 dv, zatem:
A=4"+4 4", B=DB-+| B,

C': OI _I_ CI/’ D _ D'+ D”,

a uwzgledniajac to w drugim z wzoréw (57), otrzymamy wzor powyzszy.

Podobnie pochodna iloczynu ¢=w.v lub ilorazu 4):% ma

ksztatt pochodnej zwyczajnej, mianowicie:
[ — 10 4
0 = o' 4 pul?,

vyt — ol
v.v

PO’ =

byle tylko funkcye %, v byly, podobnie jak ¢, ¢, klasy drugie;.
to — podobnie jak poprzednio — stad, ze

Wynika

o viu — udv
DL!): — v

e =wudv4+oviu,
v.v

Tak samo rzecz sig ma z pochodnemi drugiej klasy wedlug trzech dalszych
zmiennych y, 2, .

Jezeli p jest wielkodcig stata, wowczas wszystkie pochodne drugiej klasy
sg zerami, podobnie jak pochodne zwyczajne.

. Tiezmienniki wzgledne.

Zajmiemy si¢ obecnie catkowaniem uktadu réwnan liniowych (23). Po
wprowadzeniu nowych zmiennych «/, v zamiast zmiennych z, otrzymamy
uktad ksztattu:

Y'f=o0. (65)

Uk?ad ten jest ukladem zupeinym. Istotnie, powstal on przez zamiane
zmiennych z ukfadu (23), a ten ostatni jest ukladem zupetnym. Co wiecej,
stosujg si¢ do niego wzory (25), mianowicie:

(VP10 T = ATEITE T BV (66)

gdzie liczby A4, B majg wartosci (24) i redukujg sie do zera: pierwsza, gdy
o -\ lub 74-v jest zerem, druga, gdy B -t jest zerem; prawa za$ strona

icm°
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tej tozsamosci redukuje sie do jednego tylko wyrazu lub do zera, jezeli prze-
ksztalcenia Y*°f w niej wystepujace nie znajdujg si¢ wérdd lewych stron
réwnan (65).

Istotnie, uktad (65) mozemy réwniez otrzymaé w nastepujacy sposob.
Rozszerzmy przeksztalcenie nieskoficzonostkowe Sf na zmienne u/, v, aZ
do n-tego rzedu. W miejsce n-krotnie rozszerzonego przeksztalcenia (22)
otrzymamy przeksztalcenie:

S f=3S W Y/ °f, (67)

gdzie spélezynniki ¥;°f sa lewemi stronami réwnan (65). Otéz biorac
dwa przekszialcenia specyalne Sf, Tf o fumkcyach charakterystycznych

.y Agpe gy
Wz‘z“yi{, p yray stosujac tozsamo$¢ (21), otrzymamy, podobnie
alBly! Mply!
jak poprzednio, zwigzki (66).
2 el .
Zauwazmy, ze spéiczynniki przy pochodnych 527};, S—Z w réwnaniach

(65) sa funkcyami catkowitemi i wymiernemi zmiennych u/, v, gdyz spot-
czynniki przy pochodnych funkeyi T¥, wystepujace w przyrostach du/, o,
sa rowniez funkcyami catkowitemi i wymiernemi tych zmiennych.
Rozdzielmy réwnania (65) na trzy uklady nastgpujace: Do pierwszego
(8) zaliczmy te wszystkie, dla ktdrych suma wskaZnikéw r s ¢ nie jest

nizsza od trzech:
rt+s+t=3. A)

Do uktadu drugiego (B) zaliczmy rownania, dla ktérych r s+ =2,
z wyjatkiem jedynie réwnania Y1 f=0. To ostatnie zaliczmy wraz z réw-
naniami, dla ktérych r +4-s 4 #=1, do uktadu ostatniego (C). Ze wzgledu
na twierdzenie 1 mozemy pomingé réwnania:

Y20 f: Yo f: -Yl f: Yf= 0,

R . . of of df of
gdyz w nich, i tylko w nich, wystepujg pochodne P 3y 3 Bu’
a szukane niezmienniki nie zaleza explicite od zmiennych 2, ¥, 2, u. Wobec

tego réwnania uktadéw (B), (C) sg nastepujace:
V,f=0, Y1f=0, Yif=0, Y2f=0, (B)
Yo f=0, YI°f=0. ()

Krs f: 0.

Ot6z ze zwiazkow (66) wynika, Ze rownania ukfadu (A) tworzg dla sie-
bie uktad zupelny. Co wigcej, w réwnaniach tych wystgpuja tylko pochodne

%, a liczba réwnan uktadu (A) jest doktadnie réwna liczbie zmiennych
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v tego uktadu. Istotnie, lewe strony tych rownafi sg w przeksztalceniu (67)

spotczynnikami przy pochodnych W;° rzedu trzeciego i wyzszych, a tylko
przyrosty zmiennych v zalezg od tych pochodnych. podczas gdy zmienne o
sg co najwyzej klasy drugiej. Liczba zas zmiennych v jest doktadnie réwna
liczbie pochodnych W/* rzedu trzeciego i wyzszych, od ktérych zalezy prze
ksztatcenie (67). Wobec tego redukuja si¢ réwnania uktadu (A) do réwnan:

o

20

3

a stad wynika, ze szukane niezmienniki nie zalezg od zmiennych
v imoga byé¢ tylko funkcyami zmiennych u"

Zauwazmy, ze kazde wyrazenie klasy drugiej jest catka uktadu (A).
Poniewaz za§ zmienne o' tworzg catkowity uklad calek niezaleznych tego
tkladu, zatem kazde wyrazenie klasy drugiej jest funkcys
zmiennych #'.

s . . af
Potézmy w réwnaniach (B), (C) wszystkie pochodne "Iv réwne zer.

Wykazemy, ze réwnania (B) tworza dla siebie uklad zupelny. Utwérzmy mia-
nowicie zlozenia lewych stron tych réwnad. Na podstawie zwigzkow (66)
otrzymamy:

(Y, V)= —2Fy1f— TI0F,
(Y, Y§Y)=—3Y,/,
(Yw Y02)=‘—Yglf;

(T8, ¥p)= Yo f4 Y1,

(YII_ Y02) — Y12 f,

(Y02, Y1) = Y02 f.

Otéz p:zfekszta{cenia 7, dla ktérych s+ £=3, zalezg tylko od pochod-
nych 'écsb_’ poniewaz za$ potozyliSmy je w rdwnaniach (B) réwne zeru, zatem

zlozenia powyzsze wyrazaja sig tylko przy pomocy lewych stron réwnan (B),
Calkowanie ukiadu (B) mozemy przeprowadzi¢ sposobem, podanym

przez Meyera®. Zauwazmy mianowicie, ze spétezynniki przy pochodnych

2 .

-3—5 w réwnaniach (B) sa funkcyami calkowitemi i wymiernemi zmiennych #/,

g('iyz ;?r.zyrosty ow zalezg tylko od zmiennych u' i sq ich funkcyami catko-

witemi 1 wymiernemi. Bezposrednio znane sg dwie catki uktadu (B), miano-

wicie @, b, gdyz réwnania (B) nie zalezg od pochodnych gg s g"bf‘5 zmienne

=

') Zob. E. Goursat, Legons sur lintégr. des équat. part. du I ordre.

icm°®

(45) Wtasnosci niezmiennicze réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3-go. 223

@, b nalezy zatem uwaza¢ w tych réwnaniach za parametry state. Sprowadz-
my uktad (B) do formy Jacobiego. Rozréznimy przytem trzy przypadki,
zaleznie od sposobu, w jaki t¢ forme otrzymamy.

I. Przypadek a==0. Zauwazmy przyrosty zmiennych:

) ay, @, aly, a’'. (68)
Ze wzoréw (57') wynika, ze:

Bty = gy (—1, 1)+ 3a,,
Fal=a' (0, 4) — 3a W1,
saly=alt' (—1. 2) -+ 3aW W,— 2a,, W— 3!

Sa™ = a' (—1, 3) — a';, W+ a'% Wil — 3 oW
W réwnaniach uktadu (B) znajdujg sig zatem miedzy innemi wyrazy naste-
pujace:

. af C o
N L L 3aln T i =0

Y. f 3a Say 2ald ~
2f af . f

Yyf =—30 55 — 20y sary Yoo sgor T =0

(69)
af ef
— A 100 _ =
Yglf— - 3(1 éﬁd},‘i' + @ G[L‘“' M 0
Yogf::-v iqg *g»[lm—!—.... :O
2 e T

W zalozeniu, ze ¢==0. mozemy rownania te rozwigzaé ze wzgledu na pochod-
ne, zawarte w pierwszych wyrazach, przez co otrzymamy uktad Jacobiego.
ar

Spétezynniki przy pochodnych ST]‘I,’ sg w dalszych wyrazach tego ukladu
utamkami, kiérych mianowniki zalezg tylko od catkowitych poteg zmiennej a,
liczniki za$§ sa wielomianami reszty zmiennych /. Spéiczynniki te sg zatem
funkcyami holomorficznemi przy dowolnej wartosci skoficzonej zmien-
nych #'. ‘

Wobec tego mozemy obraé na catki tego uktadu t. zw. rozwigzania
gtowne, z ktérych kazde redukuje sig do jednej ze zmiennych uktadu,
réznych od zmiennych (68), przy zatozeniu:

Oy = al® = aly' = o =0.

(70)

Oznaczmy catki tak dobrane duzemi literami i to wten sposéb, ze catke
redukujgcy si¢ w zatozeniu (70) do pewnej zmiennej %' oznaczmy ta samg
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duzg litera U. Wedhlug tego oznaczymy np. catke redukujgca sie do a,‘;j‘
przez A7

Catkowanie mozemy wykona¢ kolejno, znajdujac najpierw catki, odpo-
wiadajace zmiennym u' najnizszego rzedu, a nastgpnie rzgdéw coraz wyz-
szych. Znajdzmy np. catke 4,,, odpowiadajacq zmiennej a’y,, W tym celu
wystarczy w rownaniach (69) dofaczy¢ tylko wyrazy, pochodzace od przyrostu
8a'yy, gdyz spolczynniki otrzymanych w ten sposéb pochodnych nie zalezg
od dalszych zmiennych tego ukiadu. Otoéz ze wzoréw (57') wynika, ze

B ==a';, (—1, 2) Fa'™ W, — ag, W

Wystarczy zatem zcatkowaé uktad Jacobiego:

of L, aw  of of

Fras - 'M=01 i ”"',:0,

2y 3a 2ay, 2oy

of + Aoy of _ } "-J]i -

gt 3a 2a'y, g’

Szukane rozwigzanie gtéwne ma ksztalt:
o oy GV
Ajg=01— 3g (71)

Do dalszych celéw potrzebne nam jeszcze bedq catki 4y, 4*°, odpo-
wiadajgce zmiennym ay,, a?. W réwnaniach (69) wystarczy w przypadku
pierwszym dolaczy¢ wyrazy, pochodzace od da,,, w drugim za§ wyrazy, po-
chodzace od da®:

Bty = Ggy (—2, —1)F4ayW,, 3a* =a?'(0, 5) —7a' W,

W przypadku pierwszym nalezy zatem zcatkowa¢ réwnanie:

80T 4 4a, L —o,

a,, °a Qos
w drugim zas réwnanie:

El 3
Lt 7av =0,

3a 72 550

ito przy zalozemiu, ze catki szukane sg niezalezne od reszty zmiennych u'.
Catki te majq ksztalt nastgpujacy:

20,0
_A02 = “02 —_ ;%Z_Q‘_ s
. (72)
A2 g0t 7a' a*

6a
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Z powyzszych definicyj catek U wynika, ze kazdej zmiennej (60) odpo-
wiada jedna catka ukladu (B) z wyjatkiem jedynie zmiennych (68), ktérym
nie odpowiada zadna catka i ktdére odtad zaliczad bedziemy do
zmiennych v. Catki te posiadaja nastgpujace wiasnosci:

1°. Kazda z nich ma ksztatt:
UC=u-+R,

gdzie czeécig catkowita jest pewna zmienna uw’. ktéra nazywaé bedziemy
wyrazem pierwszym calki, B za§ jest utamkiem, ktorego mianownik
zalezy tylko od catkowitych poteg zmiennej @, licznik zas jest funkcya
catkowita zmiennych »' i zmiennych (68) i redukuje sig do zera, gdy zmien-
ne (68) potozymy réwne zeru. Wynika to wprost ze sposobu catkowania.

90, Kazda catka U jest niezmiennikiem wzglgdnym, co do
swych wyktadnikéw dokladnie okreslonym, a przyrost jej ma ksztatt:

sU="U(r, s),.

gdzie liczby r, s sa wyktadnikami wyrazu pierwszego.
Istotnie, 817 zalezy tylko od pochodnych W, W przyjmijmy wigc, ze

50 = PWo + QW10

Zauwazmy réwnoczesnie, ze jezeli przyrost pewnego wyrazenia ma ksztaht
poprzedni, to wyrazenie to jest catkg ukiadu (A) i (B), a wiec jest funkcya ca-
ek 7. Otéz przyrosty spélezynnikow P, ¢ majg ksztait poprzedni. Na
podstawie wzoréw (66) latwo mianowicie wykazac, ze YI'P=Y"Q=0
dla r+s+t=2, z wyjatkiem r=1, s=0, t==1. W tym celu wystarczy
we wzorach tych potozyé raz A=0, p.=1, v==0, drugi raz A=1, p.=0, v=1
i uwzglednié, ze Y U=P, Yi*U=¢. Spétczynniki P, @ s3 wige fun-
keyami catek U. Zauwazmy jeszcze, ze kazda funkeyg calek U mozna wy-
razi¢ przy pomocy tych calek, kiadac w niej zmienne (68) rowne zeru i zaste-
pujac réwnoczesnie kazdg zmienng «' przez odpowiadajaca jej catke U. Ot6z
przyrost 8 U ma ksztah:
tU=0u+-3%R.

Wykazemy, ze spotezynniki przy WY, Wi redukuja sig tu odpowiednio do
ruf, su/, jezeli w nich polozymy zmienne (68) réwne zeru. Istotnie B jest
sumg iloczynéw v.R!, gdzie przez v oznaczyliSmy zmienne (68), zatem:
8R=08R' -+ R'év. Poniewaz za$ zmienne v sg co do swych wyktadnikéw
doktadnie okreslone, zatem Sv=v (¢, §')+4 ..., wobec czego w przyro-
scie 8R redukuja sig spotczynniki przy W°', Wi do zera przy zatozeniu
v=0. Z drugiej strony du/ =u'(r, 8) ..., zatem spéiczynniki P, ¢
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redukujg sig przy zatozenin v =0 kolejno do #’, su/, a poniewaz jest
wyrazem pierwszym catki U, zatem:

P=7rU, Q=sT.

3% Jezeli wyraz pierwszy catki U jest rzedu n = 5, to rzad wyrazow
dalszych R jest co najwyzej réwny n, przyczem jednak zmienne u!, od kto-
rych zalezy I i ktdre sg tego samego rzedu co wyraz pierwszy, maja potege
nizszg od potegi wyrazu pierwszego.

Istotnie, wyrazy zaznaczone w réwnaniach (69), zaleza od zmiennych
(68) rzedu 4-go i 5-go, a nadto od zmiennych a, o'y, z ktérych pierwsza
jest rzedu 3-go, druga 4-go. Otdz aby otrzymac calke, odpowiadajgcq pew-
nej zmiennej u', wystarczy w réwnaniach tych dofaczy¢ wyrazy, pochodzace
od przyrostu 3,u', w kiérym spétczynniki BM* sg rzedu nie wyZszego i majg,
jak wiadomo, potege nizszg od «’. Nastepnie nalezy dotaczyé wyrazy, po-
chodzace od przyrostéw &, B, az wreszcie spétczynnikami bedg zmienne
(68) lub niezmienniki @, b. Wynika stad, ze zmienne uktadu, ktory nalezy
zcatkowaé, aby otrzymac catke U, s co najwyzej tego samego rzedu co
zmienna ', a jezeli sq tego samego rzedn, to potega ich jest nizsza.

Ze wzgledu na tg ostatnig wiasnos¢ catek ulktadu (B) mozemy je upo-
1zgdkowa¢ wedlug ich rzedu. Kazdej zmiennej 2/ rzedu n = 5 odpowiada
jedna catka tego samego rzedu.V Catka (71), odpowiadajgca zmiennej a,
rzedu czwartego, jest réwniez czwartego rzedu. Wobec tego calki te sg na-
stepujace:

3 | a
|
4 I A5, b
| ij 01 ij
5 4, 4, Ay, Aoy Bi, L, M, N
. ity k=2 i—jtkt1I=1
| (73)
- |
| ij i 0 ) ;
n| A7 By Ly MY Ny
I R it kl=n—at =05
] =0 1,2

w przypadku n = 6.

Caiki (73) sq zarazem niezmiennikami wzglednemi réwnania y = w,
a z powyzszej teoryi wynika, ze kazdy inny niezmiennik wzgledny jest ich
funkcya. W przypadkuy, kiedy o ma ksztakt najogélniejszy, sq wszystkie nie-

') Zmienne (68) zaliczyliSmy do zmiennyeh v.

48
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zmienniki (73) migdzy sobg rézne. Ze wzgledu bowiem na ostatnig ich wia-
sno$¢ mozna je uporzadkowac w ten sposob. aby wyraz pierwszy nastepnego
nie wchodzit w sktad niezmiennikéw poprzednich. Wyznaczmy liczbe tych nie-
zmiennikéw rzedu n = 6. Skladaja sie na nie niezmienniki: Af,j, A’}ﬂ; s Af;’é,
n—

9 1) + (n o 2) + ('n ; 3), nastepnie niezmienniki By w licz-

ktérych jest ( ‘
bie (n;:l) i wreszcie niezmienniki Ly, My, N3¢ wliczbie 3 (n—4). Wszyst-

kich zatem niezmiennikéw wzglednych n-tego rzedu jest:
n—1 1 — 2|
("3 )+3( 5 )—{—3(71-4)—|—-1.

Niezmiennikéw wzglednych pigtego rzedu jest 16, czwartego dwa, i wreszcie
jeden trzeciego rzedu.

I. Przypadek b==0: Catkowanie uktadu (B) przeprowadzali§my
dotychczas w zatozeniu, ze niezmiennik o jest rézny od zera. Odrzuémy te-
raz to zalozenie i przyjmijmy, ze niezmiennik & jest rézny od zera.

Zauwazmy nastepujace zmienne u':

bors OV, Dy, DOV (74)

Sa one pochodnemi drugiej klasy i pierwszego rzedu niezmiennika b. Ze wzo-
réw (57") wynika, ze przyrosty ich sg nastepujace:

8byy =0y (—4, - 7) —50W,,

GO = o1 (—3, —4) -} 20W 1,

50, =0" (—4, —6)F 0T, — b, W31,

a bul’ e bOl' (_ 4’ _,5) —_ b’IQWll_!_blﬂ’ng_% b}VﬂZ:
W réwnaniach uktadu (B) znajdujg si¢ zatem miedzy innymi wyrazy naste-
pujace:

of f
A S N w T -
Yol = =50 0 —o0,
af 2 2
Ivufz 20——];(.—, ﬁbﬂl ‘“’f——b'm *‘T]:,f -%_"':Ov
b X 3
(75)
R R — af blO af =—
¥y /‘——3bm+ Sbu1‘+ =0,
0
Yof—_1b 8‘2§?+... =0.

Prace mat.-fiz,, t. XXIX. 15
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Rozwiazmy te réwnania ze wzgledu na pochodne zawarte w pierwszych wy-
razach, przez co otrzymamy uklad Jacobiego. Spétczynniki przy dalszych

o

pochodnych fl, tego ukladu beda ulamkami, ktérych mianowniki zaleza
du

tylko od catkowitych poteg zmiennej &, a liczniki sg wielomianami wzgledem
zmiennych uktadu.

Ze wzgledu na to mozemy calki dobra¢ w ten sposéb, aby kazda z nich
redukowata sie do jednej ze zmiennych ukladu, réznych od zmiennych (74)

w zatozZeniu: ) ’
by = 0W =0y = bV =0.

Podobnie, jak poprzednio, mozemy catkowanie wykona¢ kolejno, znajdujac
najpierw catki, odpowiadajace zmiennym u' najnizszego rzedu, a nastepnie
rzedéw coraz wyzszych.

Oznaczmy catki te, dla odréznienia od poprzednich, duzemi literami go-
tyckiemi. Tak np. B niech oznacza catke, redukujgcy sie przy powyzszem
zatozeniu do zmiennej b, ogélnie za§ niech U oznacza catke, redukujacy
sig¢ do zmiennej /.

Calki U posiadajg whasnosci analogiczne do tych, jakie znalezlismy dla
catek U, a wiec:

19 Sg one ksztaltu:
0=q 4+ N,

gdzie M jest utamkiem, ktérego mianownik zalezy tylko od catkowitych po-
teg zmiennej b, licznik za$ jest wielomianem i redukuje si¢ do zera, jezeli
zmienne (74) polozymy réwne zeru.

2° Przyrost ¢Ul ma ksztalt:

sh=U(r, s),

gdzie liczby 7, s sg wykladnikami zmiennej «/. Calki 1l s3 wiec réwniez
niezmiennikami wzglednemi.

3% Jezeli rzad wyrazu pierwszego u' jest réwny 3 lub wyzszy od 5, to
wyrazy dalsze N sq rzedu nizszego lub co najwyzej tego samego, jednak po-
tega zmiennych ', véznych od zmiennych (74), od ktérych zalezy W, jest
nizsza od potegi wyrazu pierwszego. W praypadku, kiedy wyraz pierwszy
jest czwartego rzedu, wyrazy dalsze sg rzedu wyzszego, gdyz W zalezy przy-
najmniej od jednej ze zmiennych (74), z ktérych wszystkie sq rzedu piatego.
Zmiennemi uktadu (B), ktdrych rzad jest czwarty, sg jedynie zmienne (1
a', @'y, a®, zatem catki U,,, U9, U, U sg rzedu piatego, chociaz ich
wyraz pierwszy jest rzedu czwartego.

Z powyzszego okreslenia catek U wynika, ze kazdej zmiennej «/, z wy-
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jatkiem jedynie zmiennych (74), odpowiada jedna catka 1, ktérej wyraz
pierwszy jest identyczny z tg'zmienna. Ze wzgledu na to kazdemu niezmien-
nikowi U odpowiada jeden niezmiennik 1, o tym samym wyrazie pierw-
szym. Jedynie w miejsce niezmiennikow rzedu piatego: B,, B, B,,, B
w przypadku pierwszym otfzymujemy w przypadku drugim niezmienmniki:
Wy, WO, ULy, WOL kiSre sa réwniez rzedu pigtego. Dwa odpowiadajgce so-
bie niezmienniki U, 1l sa zawsze tego samego rzgdu. Wyjatek stanowia je-
dynie niezmienniki 4,,, U, ktérych wyrazy pierwsze sqidentyczne, a z kt6-
rych pierwszy jest rzedu czwartego, drugi pigtego.

Jezeli @ jest rozne od zera, mozna wérdd niezmiennikdéw 1l zastgpic U,
przez d,,; zreszty, gdyby « bylo réwne zern, to zmienna a'y, jest rowniez
zerem, a niezmiennik U, nie istnieje. ¥ Liczba niezmiennikéw Ui Ul tego
samego r1zgdu jest zatem identyczna. Zauwazmy jeszcze, ze w przypadku
ogélnym, kiedy zmienna @ jest podobunie jak i zmienna b réina od zera,
niezmienniki wzgledne 1 sa funkcyami niezmiennikow U, iodwrotnie. Nie-
zmienniki te otrzymujemy bowiem, catkujac ten sam uklad w dwojaki
sposéb.

Cwierdzenie 2. Najogdlniejsze réwnanie rézniczkowe ZWy-

. . iy R
czajne rzedu trzeciego: ‘daf‘?:m posiada ze wzgledu na grupe
wszystkich przeksztatcen stycznosciowych jeden niezmien-
nik wzgledny rzedu trzeciego, dwa rzedu czwartego, szesna-
Scie rzedu pigtego, a przypadku n= 6

(n,gl)_i_‘,3 (12;2)_5_3(]1‘4)_{_1

niezmiennikdéw wzglednych n-tego rzedu. Kazdy z nich jest
funkcya algebraiczng i wymierng pochodnych wlf, co do
swych wyktadnikéw doktadnie okreslonag.

IIl. Przypadek ¢=0, 6/ =0. Jezeli zmienne @, & sa rownoczesnie
zerami, wowczas zadna z dwéch powyzszych metod catkowania uklady (B)
nie jest dopuszczalna. Wykazemy, ze w tym przypadku wszystkie zmienne '
sg zerami.

Istotnie, tatwo stwierdzi¢ na podstawie wzoréw (37), (B7"), ze, jezeli ¢
jest niezmiennikiem wzglednym, wéwczas wszystkie pochodne drugiej klasy

Yy Zauwazmy, ze niezmiennikéw 1]y, 1'%, 1% nie mozna zastapi¢ innymi rzedu
czwartego.


GUEST


230 N F. Leja. L (52

0%, s zerami, skoro tylko ¢ jest zerem.? Jezeli zatem @ =5 =0, wéw-
czas takze wszystkie zmienne a}f;, b sa zerami, Wykazemy teraz, ze zmien-
ne I, m, n wyrazaja si¢ przy pomocy zmiennych i}, 1Z22 i zmiennych 83 .
Zauwazmy mianowicie, ze pochodna o, jest klasy drugiej i ze og,=b1,
jak to poprzednio stwierdzilismy (63).
Z drugiego wzoru (57') 1 przyrostu 66 wynika zatem, ze:

Sag, = oy (—3, —4) -+ 20W 1%
Obliczmy doktadnie pochodng @, i pochodng drugiej klasy «19":
Oy = 033 1 309 - 6 0ff — § ad — wyy 05 - gy 09, == § w0, 05 - w o,
adf'= 0" = af§ - woy, | $ 0y oy +4ab.
Odejmujac lewe i prawe strony tych rdwnosci, otrzymamy:
gy — 0" = 34y ;
poniewaz za$ By, jest zmienng n, zatem:
n=1(a, — 0»). (76)

Zauwazmy przyrosty (32), (34) zmiennych o, 8. Z przyrostéw tych wy-
nika, ze 8,fY=—6W?%, 8,0 =—06W?, zatem rdzinica B — a1 jest
klasy trzeciej. Jej d; ma ksztalt nastepujgcy:

By (410 — ) = — B TV50 - EW3° - a TV} — 2y, W2 - B T

Otéz &, wyrazenia: —o By, -+ 4wy B4 1 w4, @ jest identyczne z poprzedniem.
Odejmujac je od powyzszej 16znicy, otrzymamy funkcye klasy drugiej o wy-

) Z wzordw (57) wynika bowiem, ze pierwsze pochodne drugiej klasy dowolnego
niezmiennika ¢ s zerami, jezeli =0, a réwnocze$nie, ze pochodne g, @, o'y, %'
dowolnej funkcyi ¢ drugiej klasy sa zerami, jezeli 9 = A=B=C=D=0. Przyjmijmy,
ze o jest pochodng r‘b;;’;' rzgdu i 4§ k4 1=mn. Spélczynniki 4, B, ¢, D przyrostu 3o
s3, jak wiadomo, funkcyami zmiennych %' co najwyzej tego samego rzedu co ¢, a z wzo-
10w (57') wynika, ze s3 one zerami wraz z pochodnemi v{f;‘f; rzedu n-tego i nizszych. Je-
zeli zatem pochodne ;fi’ wszystkich rzedéw az do n-tego sa zerami, woéwczas takze po-
chodne (n--1)-go rzedu sa zerami.

®) Upochodniajgc funkcye @ dwukrotnie wedtug u, otrzymany:

.
Foz == %2 + 2 Wl — gy — L ogs %, - § gz %2 + & wgy oy -
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ktadnikach » = —1, s =2, ktéra jest zatem funkcya zmiennych »’. Latwo
stwierdzi¢ powyzej podang metodg?,*ze jest ona identyczna ze zmien-

ng a'y,.
Istotnie, wyrazenie B — a®l  wB; — t 0y f—4tw, o redukuje sig
do B w zatozeniu » =0, za$

po=alt ...

gdzie wyrazy dalsze sg zerami w zalozeniu v = 0. Z drugiej strony zmienna
o'y, redukuje sie do a,, w tem samem zatozenin, za$

— ylt
alo"“alu_{_“"

gdzie wyrazy dalsze redukujg sie do zera dla v =0. Zmienna a';, redukuje
si¢ wigc w zalozeniu v =0 do tej samej wartosci co powyzsze wyraZenie,
a stgd wynika, ze jest ona z niem identyczna, zatem:

@ =00— oL wd, -~ JoyB—Ltoya.
. . G o
Biorgc dwukrotnie pochodng T otrzymamy: ¥
@y — Y ab=p + 28, — af} -} o fu 1§ 0y b,

=k 0gg (2By1 — Qo) —F 0oy (B4 o) —}ab.

Obliczmy pochodng drugiej klasy nt?.
i przyrostu &7 (50) otrzymamy:

Na podstawie drugiego wzoru (57)

=B34 - @ 8o+ 0o Bop — F @0y Gy — F o tgs-
Otéz z réwnosci tych wynika, ze: ®
@y — Y —LTab=2y, +Lab;
poniewaz za$ ¥, jest zmienng m, zatem:
m=7%(a,—n —tab. (77)

Aby otrzymac¢ jeszcze zmienng I, zauwazmy przyrosty (34), (37) zmien-

) Zob. str. (214).
%) Zob. uw. str. (217).
%) Upochadniajac funkcye y wedlug u, otrzymamy na podstawie wzoru (36):

Yoo =80 —hall — Lo @ — Lwgdy — fonB L oply 1wy n 4 ey,


GUEST


232

F. Leja

54)

nych £, v, z ktérych wynika, ze 8,41° = — 315, 3,B% = — 6B, Roz-
nica 77 — 4™ jest wiec klasy trzecie, a jej &, ma ksztah:

T W20, WO~ B W4 (28—a, ) Wit~ fa Wyld= o W —aTWre,

Otéz z przyrostéw zmiennych o trzeciej klasy wynika, ze 3, wyrazenia
— W7y -+ 1, Oy “liw “{’“ 31 7‘@01 - 214' %y (213' a‘ui) ’f‘ :1* Oga (0 jESt identyczuc Z po-
przedniem. odejmujgc zatem je od poprzedniej rdznicy, otrzymamy funkcye
klasy drugiej. ¥ Posiada ona wykladniki » = — 2, s =1 i jest nastepujaca
funkcyq zmiennych w':

I

@og— Ladl

14
<

=7"— 1 oy, — 1 oy @0 h ot By 2y (28 —ay) - gy -
Obliczmy pochodng drugiej klasy m'®. Z wzoréw (80), (57) wynika, ze

wo__ 19 | » o2 ~ 1 ’ 1 Ie
M= T O T 0o Yoy — $ 00,0 — L afl, — o5 %oy Gya

Upochadniajgc obie strony przedostatniej réwnosci wzgledem # i odejmujac
od nich m!, otrzymamy:

(@20 — 3 @iy —m =1— Y a0

zatem: >
l=(a's)0; — 1 @yl — mt + 4 adl (78)

Wracajac do powyzszego zagadnienia zauwazmy, Ze zmienne [, n, n
sg funkcyami pochodnych drugiej klasy niezmiennikéw a, 8, jak to z powyz-
szych trzech wzordw wynika., Jezeli zatem @ =b =0, wéwczas zmienne
I, m, n, a wraz z niemi takze wszystkie pochodne 7 mp’, nd?' redukujg
sie do zera.

W zalozenin @ =0 =0 sg zatem wszystkie zmienne ' zerami. Wyni-
ka stad, ze réwnanie nie posiada wéwczas zadnych niezmiennikéw. Z dwach
tego rodzaju réwnar mozna zawsze jedno przeksztalcic na drugie za pomocg
pewnego przeksztalcenia stycznosciowego. Poniewaz réwnaniem takiem jest
migdzy innemi %’ = 0, zatem kazde réwnanie ¥" = o, dla ktérego zmien-
ne a, b sa zerami mozna przeksztalcié na réwnanie y" =0. Zauwazmy, ze
warunek ¢=0, b=0 jest tu konieczny, ‘gdyz zmienne @, b sg w przy-
padku ogdluym od siebie niezaleznie.

') Funkeya ta redukuje sie w zatozeniu v=0 do 1'% {a ostatnia za$ do =do—4 1L
Co tego samego wyrazenia redukuje sie @'y — Jarl (zob. uw. str. 219

*) Na podstawic wzorow (57) mozemy obliczy¢ przyrosty kolejno wszystkich wy-
razéw zmiennej 7, a wiec i przyrost 31. Ma on ksztalt nastepnjacy:

Bl=1(=3 —1)+@Bau—adl)W — 2m+ fabiwn —g) W,

icm°®

(55) Whasnosci niezmiennicze réwnad rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3-go. 233

Twierdzenie 3. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
aby réwnanie: y"'=w(xyzu) nie posiadato zadnych niezmien-
nikéw ze wzgledu na ogdélne przeksztatcenie nieskonczo-
nostkowe, jest, by funkcya o spetniata zwigzki:

a=0, b=0.

Réwnanie takie mozna za pomoca pewnego przeksztatcenia
stycznosdciowego przeksztalci¢ na réwnanie:

Yy =0.

iU. Paramelfry réiniczkowe.

Calkowanie uktadu (B) jest w przypadku ogdlnym zanadto uciazliwe.
Wykazemy jednak, Ze wystarczy znales¢ tylko niektore catki tego uktadu, od-
powiadajace zmiennym ' najnizszych rzedéw, a przez rézniczkowanie moz-
na z nich otrzymad¢ wszystkie inne.

W tym celu zauwazmy dowolny niezmiennik wzgledny ¢, o wykfadni-
kach r, ¢, kiérego przyrost ma ksztatt:

ob=14(r, §).

Obliczmy wszystkie pierwsze pochodne drugiej klasy niezmiennika 4. Na
podstawie wzoréw (57) otrzymamy:

L —

o1 = Yo1»

PO 10 ol S
Q= T~ @ %y [ )

3
(79)

V0= b1o+ § 00; o1 — % LI
4O = 40— Fady + 5 G b
Przyrosty tych pochodnych sa, jak to z wzoréw (57') wynika, nastgpujace:
Sy =g, (r — 1, 8 —2) 54T,
YW= (7, s1) - (r — 8) $ W,

=190 —1, s = 1) -1 W, — 4, Wi - r¢ W1,

PN = 4T 1, ) — 4o WG (r— )
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1. Przyjmijmy najpierw, ze zmienna a jest réina od zera
i zauwazmy uktad (B) w postaci (69). Aby znale$¢ niezmienniki wzgledne,
ktore w zatozeniu (70) redukujg sig do pochodnych (79), nalezy dolgczyé
w uktadzie (69) wyrazy, pochodzace od przyrostéw tych pochodnych i zcatko-
wac uktad réwnan:

2 o P
8oL ysaw T gy 2o 2L g
oy <ayy Oy o'y, ’
E‘f Sf af af )
gl g, BT f .2
3a3a10’ damsﬂ})({’ 10 8[(01'+(T '5)(1‘) ad)lqr_q)ol m_‘q)mﬂ{fr:()s
¢ 1
. 3f of of °F _q
— b

a e 1oL 1 4,107
dall T g T 3y, T+ 3¢

_gq00

o
@+ @r—s)§ b =0.

34,01'

Ob_ok zmiennych ukiadu wystepuja w spoéiczynnikach tych réwnan jeszcze
zmienne 4, 4, &'y, z kiérych dwie pierwsze nalezy uwaza¢ za parametry
stale. Ze wzgledu na ostatnig nalezy w réwnaniach tych dolaczyé¢ wyrazy
pochodzace od przyrostu 8a'y,. Zamiast tego jednak mozemy zastapié a'y,

oy 41 . .
przez: 4, 01821 iuwaza¢ 4y, za staly parametr, gdyz jest on niezmien-
nikiem wzglednym (71).

o Po tej zamianie tworzg powyzsze rownania uktad zupetny. Rozwiazu-
jac je ze wzgledu na pochodne, zawarte w pierwszych wyrazach, otrzymamy
nastepujgcy uktad Jacobiego:

af‘ ﬂ) af .plo' 7 o’ af al?’ (lbm' (27.__ ) Gl oy 3
+3aﬁ“ﬂa¥+(§+ 3aa)_ (_-.,_ I e ) . =0,

Say, 3, 3aa 9aaa dgor
f (=89 3f | by | 27day) 3f Y (2r—

St N )X Yor 4 2¥98qn\ °7 Y1 r—s8)d 4

2a10 3a 9¢1°'+ (Sa + Saa ) ETN + ('Sﬁd ’ @Eaﬁl}

200, 9 | @r—s)baya®) 2f
544 W'NNQW@F“) a¢°1’=0’
°f rd of _(ﬂ (2r —s)palvy 3f
201y’ 303, \3a Saa )5@57:0'
°f _ (@r—9b 2f
S T

icm°®

(57) Wtasnosci niezmiennicze réwnan ;ézuiczkowych zwyczajnych rzedu 3-go. 235

Oznaczmy catki tego uktadu, ktére w zatozeniu (70) redukujg sig do
pochodnych (79), kolejno przez D.9¢, Da¢, D.¢, D,¢. Stosujac metodg
Meyera, otrzymamy:

8y,
-Duq): l'?01 - “37 "I’,

r—g) g0
D_TLI):&PIO'“{*Q—;)EE‘ 9,

(80) " \

10’ palo’ 7. 10’
D=t — S Dy o p g (T BT

a 7 34 a

107 10" ;10 10'__ 10
I

©@r—s)a® | ra®al)—(2r—s)a 4y, 708y @910] )
+ [ 5a T 9aa Szan | "

Zauwazmy przedewszystkiem ze, jezell ¢ jest niezmiennikiem wzgled-
nym o wykladnikach 7, s, to catki (80) sg réwniez niezmiennikami wzgled-
nemi o wykladnikach, identycznych z wyktadnikami ich wyraz6w pierwszych
79), jak to wyzej wykazalismy. Wyktadniki te sg zatem nastepujgce:

DY, Dyt 81)

r—1, 8

Du'—!’ ’

r—1, §—2

D, ')I’ 3
r, s+1

r—1, -1

Nadto posiadajg niezmienniki (80) nastgpujace wlasnosci:

10 Jezeli ¢ jest rzedu n =4 ze wzgledu na pochodne o, to niezmien-
niki (80) sg (24 1)-go rzedu, a rzad wyrazu pierwszego nie jest nizszy od
rzedut wyrazéw dalszych.

20 Z zestawienia (81) wynika Zze, jezeli ¢ ma potegg p==25—5r, to
niezmienniki: D,%, D,4, D4, Dy4% posiadaja kolejno potegi: p-+1, p+2,
p--3, p--5 i sq one identyczne z potegg wyrazu pierwszego kazdego nie-
smiennika. Potega pochodnych ¢ drugiej klasy, od ktérych zaleza wyrazy
to tylko dalsze, jest nizsza od potegi wyrazit pierwszego, a jezeli ¢ jest rzedu
n =5, pochodne ¢ sgtego samego rzedu co wyraz pierwszy, inne za$ zmien-
ne sg rzedéw nizszych.

Przyjmijmy, Zze sposobem wyZzej podanym, przez catkowanie uktadn
(B), znalezlismy wszystkie niezmienniki (73) rzedu n == 5. Wykazemy, ze sto-
sujac do nich dziatania D., Dy, D:, D, mozna otrzymac peilny uktad
niezmiennik6w rzedu 6 i wyzszych, t. j. tyle niezaleznych od siebie nie-
zmiennikéw rzedu 6 i wyzszych, ile jest ich w zestawieniu (73).

Istotnie, oznaczmy przez u jedng ze zmiennych @, b, I, m, n. Zmien-
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ne «' sa, jak wiadomo, ich pochodnemi. maja zatem ksztalt wy). Oznaczmy

réwnoczes$nie przez U,ff dowolny niezmiennik wzgledny n-tego rzedu, ksztattu:
i __ i
Ukl“[{'l:z+R’ (82)

posiadajacy nastepujgce wiasnosci: Zmienna u,';';", ktérg nazwijmy wyrazem
pierwszym tego niezmiennika, jest n-tego rzedu, a wyrazy dalsze R sg
funkcyg catkowita zmiennych #’, lub funkcya utamkowsg, ktérej mianownik
zalezy tylko od catkowitych poteg zmiennej a. Jezeli jednak R zalezy od
pewnej zmiennej «’, tego samego rzedu co wyraz pierwszy, to niech potega

jego bedzie nizsza. Mozemy wykazaé, ze, stosujac do niezmiennikéw (82)
rzedu » = 5 dziatania D,, D,, D., D,, otrzymamy niezmienniki, posiada-
jace te same wlasnosci, a ktérych wskazniki 4, j, k, | bedg kolejno o 1 wigk-

sze. Istotnie, stosujac np. dziatanie D.. otrzymamy:

(u”, -+ R);“ +...
gdzie wyrazy dalsze zalezg od zmiennych #' rzedu nizszego niz wyraz pierw-
szy, lub co najwyzej tego samego lecz potegi nizszej, jak to wynika z wyzej

podanych whasnoéci niezmiennikéw (80). Otoz pochodna drugiej klasy sumy
dwdéch funkeyj réwna sie sumie pochodnych tych funkcyj. Pochodna pierw-

szej z nich zawiera wyraz u.;f+,, » Przyczem wyrazy dalsze sa rzeddw miz-

szych, pochodna za$ drugiej zalezy od zmiennych u' co najwyzej tego sa-
mego rzedu lecz potegi nizszej, zatem:
D, Uzjz = UIZ}-I, IR

Podobnie rzecz sie ma z niezmiennikami, otrzymanemi przez zastosowanie
dziatat D,, D,, D,. Innemi stowy mozemy powiedzie¢, ze, stosujgc do
niezmiennikéw:

i—1, 5 i, j— 7 ij
Uk} ! ’ L<;17 ' ) Ul.-l—t, 11 Uki -1 (83)
kolejno dziatania D,, Dy, D., D,. otrzymamy niezmiennik 82).

Zauwazimy teraz, ze wszystkie niezmienniki (78) majg ksztalt (82), sto-
sujac wigc do nich dziatania D,, D,, D., D,, otrzymamy niezmienniki tego
samego ksztattu. ' Z drugiej strony zauwazmy, ze do kazdego z niezmien-

%) Niezmienniki (82) niekoniecznie redukujg sie do wyrazéw pierwszych, pod zato-
zeniem (70), kibra to whasnoscé posiadajg niezmienniki (73).

icm°®
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nikéw U,‘;’l' rzedu n = 6 istnieje przynajmniej jeden nigz@iennik (83) r.ze,du
o 1 nizszego. Wynika stad, ze, majac dane niezmienniki (73) rze;_du 5.1 st{)»
sujgc do nich dziatania D,, D,, D., D,, mozna otrzyma¢ tyle niezmienni-
kéw U,”, rzedu 6 1 wyzszych, ze kazda zmienna u' rzedu n = 6 bedzie wy-
razem pierwszym przynajmniej jednego z mich. W ten spPSé.b othymamy
tyle niezaleznych od siebie niezmiennikéw rzedéw n = 6, ile jest ich w ze-
stawieniu (73), niezmienniki bowiem U”, o roznych wyrazach pierwszych sg
od siebie niezalezne. . o

Funkcye D.9, D,9, D%, D, nazywamy parametrami réznicz-
kowemi. Ze wzgledu na powyzsza ich wlasno§¢ mozna otrzymac wszystkie
niezmienniki wzgledne za pomoca rézniczkowania, obliczywszy przez calko-
wanie uktadu (B) tylko niezmienniki wzgledne rzedu 5 w liczbie 16 i rzedow
nizszych, ktérych jest 3.

Liczbe te mozemy jeszcze znacznie zmniejszy¢. W tym celu zauwazmy
przedewszystkiem, ze wszystkie niezmienniki wzgledne D.9, Dyd, Db, Dyd
sq funkcyami niezmiennikéw (73), mozna je za§ wyrazi¢ za pomoca tych
ostatnich, kladac w nich zmienne (70) réwne zeru i zastepujac réwnocze$nie
kazda zmienna ' przez odpowiadajacy jej niezmiennik (73). Neizmienniki
D4 redukuja sie, jak wiadomo, przy zatozeniu (70) do jednej z pochodnych
drugiej klasy niezmiennika 4. Wystarczy zatem znale$¢ tylko te pochodne
i, ktadqc w nich zmienne (70) rowne zeru, zastgpi¢ zmienne u' przez odpo-
wiadajace im niezmienniki. Tak np. D.a redukuje sie przy zatozeniu (70)
do zmienne] ay, ktérej odpowiada niezmiennik 4,0, zatem

Ay =D,a. (84)

Zauwazmy obydwa niezmienniki czwartego rzedu: b, 4,,. Stosujgc do nich
dziatania D,, Dy, D., i), otrzymamy oém niezmiennikéw 5 rzedu, ktore
swemi wyrazami pierwszemi odpowiadaja kolejno niezmiennikom: B'°, B,
Bia, By A1, A1, Ay, 4;,. Z poprzedniej uwagi wynika, ze sg one z nie-

mi kolejno identyczne, mianowicie: ¥

B =D.,b, BY=D,b, Byy=2D.b, By = D,b, (85)

'} Pochodng drugiej klasy sumy, iloczynu, ilorazu dwdch funkeyj klasy drugiej ob-
licza sie, jak wiadomo, tak, jak pochodng zwyczajna. Tak np. poehodna drugiej klasy we-

. gy @' . .
diug o niezmiennika: 4,,=a';;— ~ Sa jest rdwna:
. . , ' 1o
1o a't ag @t adl gyt at
Aig — -~ @ —_ 01 ady .
3a 3a 3aa

zatem D, 4, =.~1ig .
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A =D, 4,,, A =Dy4dyy, Asy=D.4;,, A4, =D.4;. (86
Ze wzgledu na to pozostaje jeszcze o$m niezmiennikéw 5 rzedu, mianowicie:
Ay, A%, AR, AY, A% N, M, L, (87)

z ktérych dwa pierwsze znalezlismy poprzednio. Wykazemy, ze sze$é pozo-
statych mozna otrzymaé przy pomocy parametréw rézniczkowych i niezmien-
nikéw poprzednich.

W tym celu znajdziemy najpierw kilka niezmiennikéw (73) rzedu 61 7,
z ktéremi spotkamy sig przy obliczaniu niezmiennikéw (87). Zauwazmy mia-
nowicie, ze pochodne wediug u zmiennej ¢?* sa funkcyami zmiennych /.
Na podstawie wzordw (62), (64) otrzymamy:

(@) = a3t 20§ + @,
(6 = a3 + 401+ 205+ 2047,

wzory, kitére przypominaja pochodne zwyczajne. Podobnie tez pochodne
drugiej klasy wedtug z zmiennych a®', ¢! mozna na podstawie wzoréw (64)
i przyrostéw ¢al®, §a% wyrazi¢ w zmiennych «/. Maja one ksztalt na-
stepujacy:

(@)1 = a3y +-2aV 4-taay,,

(@) (o = all' 4+ a%

(88)

(89)

laa' 1 o 107
46&“11—"—32’“01“10 gy Uy A7

Zastosujmy do niezmiennika 4%, znalezionego w poprzednim ustepie
(72), dziatanie D,. Niezmiennik D, 42 redukuje si¢ przy zatozeniu (70) do
pochodnej (a®¥),,, ktérg wyzej znalezlismy; zastepujac wiec zmienne o
przez odpowiadajace im niezmienniki, otrzymamy D, A — 429 4 2419,
zatem:

A%‘i =D,4%* — 2A}ﬂ . (90)

Po~dobn‘ie stosujac dziatanie D, do niezmiennika A,,, a nastepnie to samo
dziatanie do D, 4y, i oznaczajac dla krétkosci wynik przez D, 4, , otrzy-

mamy na tej samej podstawie, co przedtem: Dy, 4, = 429 — ! A4y, za-
> 3a 0z

tem:

Yy 1
438 = Des dog o+ g7, 47 doy- (o)

Na podstawie wzoréw (86) znajdziemy z tatwoscia niezmienniki Ay, AL

1o

a stosujac do nich dziatanie D,, otrzymamy: D4, = 48 ——‘—3% A% 4,

1
D, A1) = 438 — ¥ A% 4, ; zatem:

icm

(61) Wiasno$ci niezmiennicze 1 x:(:)ﬁr}aﬁ régx_i-c_zgkﬁyfh Z\vyggjgych rzgdu 3-go. 231%
1 Q¢

AN =D,4y + 33 A4, (92)

1 N

A3 = D Afot — A™ Ao o

o . G ] ¢ stost-
W koncu znajdziemy jeszcze nlezmlenml‘.: A{%. Mozna gﬁ otrzyr.nac., sto
jac albo dziatanie D, do 495, albo dziatanie D, do 413, gdyz niezmien-

niki otrzymare w obydwu przypadkach zawieraja wyraz a}}l’. Obierajgc dru-

ga droge, otrzymamy:
1 ., 1
A1l =D, A1 _% 0y o+ g AP A g Ao A (94)

1 .
H 5 H . et g2 g0l
poniewaz D, ALY redukuje sig przy zatozeniu (70) do: {al}) 3, @@t

L .
.. o e L aa
L o'y, a'Y, wyraz za§ pierwszy tego wyrazema jest réwny: 'aw T 1
a

~La02 @', jak to ze wzoréw (64) wynika. Po prawej stromie ostatniej row-
12
. e an
nosci nieznane sa jedynie niezmienniki Ast, 4™ o “
Przejdzmy z kolei do obliczenia tych wtasnie mez_mlet?mko.w.D :je-
smiennik Dy A2, otrzymany przez dwukrotne zastosowanie dziatania D, do
e 470

20 [ 5
A% redukuje sig przy zatozeniu (70) do: (@*®)gs— 33 @100 — 3, gy B*°'.

Poniewaz wyraz pierwszy ma ksztalt (88), zatem:
7 5 ]
J . B R PRA i M

wystepujgce po prawej stronie tej réwnosci, znale-

Wszystkie niezmienniki : :
zlisézxzy poprzednio. Sto’sujqc do .42° dziatanie D,, otrzymamy przy zatoze-

niu (70) pochodng drugie] klasy wediug 2 zmienne] a?®. Pochodna ta ma

ksztalt (89), zatem: g} (DA — A33). @5
otrzyma¢ niezmiennik A%, ob-

‘e niezmiennik A% ma ksztait (93). Aby : i )
glaie e e o Zawiera on migdzy innemi wy-

. . it
liczmy najpodstawie ostainiego wzoru 4.

o 10! .
razy: A%=a" + fr @l — g}d— aty + %)Eli a2\ ..., przyczem kazdy Wyl-
raz dalszy jest iloczynenl przynajrnniej. dwg zmiennych (70)‘ i zlillnennyiléhz;.
Celem wyznaczenia DAY nalezy obliczy¢ pochodn.q (flrug1e] Klasy w a-f
2 niezmiennika 4! przy zaozeniu (70}, do czego nie jest konieczna znaj

mo$¢ wyrazow, zawierajacych iloczyn dwu Iub wiecej zmiennych (70), 1 zasta-
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pic zmienne ' przez odpowiadajace im niezmienniki (73).  Pochod
dtug z zmiennej a'¥, ktéra obliczylis i ' Ceviar oo
g : R 4 obliczylismy poprzednio (89), zawiera wyraz 02’
pochodne zas wedtug z zmiennych ¢!, glo’ ino 16 Cain o
!11u'~{- olt Wvni ° A T, Gy 84 kOIeJno rowrne: ("}"‘+’7(]l’
1 alt ynika stad, ze: ' ’

AA)‘_):DEAIL - At ,1, ! i_ 410 o l 2
1T g ey g Al Ay — oA AR A (97)
Po prgwej str.on.ie wystepujg tylko niezmiepniki, znalezione poprzednio
Pf)zo.stam]eszcm trzy niezmienniki 5 rzedu: N, M, . Pierwsz z icl
redukuje si¢ przy zatozeniu (70) do zmiennej n = ! (ay; - %) zate{n' e

N=1 (4,4 B2,
gdzie 4, oznacza niezmiennik, redukujacy si¢ do @,;. Lalwo stwierdzi¢ Ze

Dy i D, B redukujy si ' o 20
o9 uja sie kolejno do «,, i 02 3;; a*', zatem:

Ay =Dy 4y, B=D,B" 22 g2

20
3a
Na podstawie tych wzoréw moz i¢ ni i

emy wyrazié ik i !
M, Podstarte sttt y wy niezmiennik N w zmiennych ',

_ a(] (‘10' 107 4107
N=n—g, % po_ 2787, + 4ag; agy 4y
3a 3a Saa T (%8)

Zauwazmy teraz zmienn i
: : 4 4 m wpostaci (77). Oznaczajac przez N'9 niezmi
nik, redukujacy sig przy zatozeniu (70) do n*, otrzmeargy' e

M=4(4, —N")—3qp,
Otéz niezmienni jest i i
niezmiennik A4y, jest identyczuy z niezmiennikiem D). 4 s, Z8 WZOru
247503

za$ (98) wynika, ze D, N redukuje sig przy zatozeniu (70) do n' — L @'
zatem: 2 Y

M:ﬂﬂ%y—RN—gaM%mbﬁw. (99

P ids M i il

Zr;zizﬁi;?% dlc{) ’mezmlenmha L. Przy zatozeniu (70) redukuje sig on do
mienn j 1, kiéra ma ksz?ait (78).  Pierwsze dwa wyrazy tego wyrazenia s
pochodnemi wedtug « zmiennych o', ayi’. Ze wzoréw (62) wynika ie-lq

((L"O) =a'y, — Lt bal® 11 =
satem: 20)o1 u—tbal?, (“1\’1)01—'[1'3;5'”{‘;1“30‘0'3
b=dy — Jayy

G =M — ke b 1 pg,

icm°®
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Niezmiennik L ma wobec tego ksztalt nastgpujacy:
L=Jd, — 4} — MW — L q B° (100)

gdzie M1 oznacza jak zwyczajnie niezmiennik wzgledny, redukujacy sie przy
zatozeniu (70) do %', Niezmienniki ds;, A}, M mozemy otrzymac przy
pomiocy parametréw rézniczkowych. Zauwazmy mianowicie niezmiennik A,
Wyrazajgc go w zmiennych #/, otrzymamy:

a @y, @y

@
A =a, - 0L g e Ay —
11 11 a o 3a 02 3a

Wynika stad, ze D,d,, redukuje sie przy zatozeniu (70) do

)

a L a ! Ay 119

21 g TR, et

Przy tem samem zatozenin redukuje si D, 4, do a}l’, zatem:
y-+o2 2

L1 1
Ay = D4y + a Ay A+ 3 A Aif,
Ay = Dy dy,-

Na podstawie wzoru (99) mozemy wyrazi¢ niezmiennik M w zmiennych «'.
Ma on ksztatt:
 — at” 2ay oy
M=m — QEN— 37 4, — -ga—Aoz—+— ceny
gdzie wyrazy dalsze zawieraja jako czynnik iloczyn przynajmniej dwu zmien-
nych (70). Wynika stad, ze D.M redukuje sig przy zatozeniu (70) do

) 1 , 1 '
v 5 a2 — 5a gy @3y, zatem:

1
M0 = DM g AN g e AL

Niezmiennik 439 znalezliSmy juz poprzednio (90), wobec czego na podstawie
wzoru (100) mozemy obliczy¢ L.

Przy pomocy dziatar D., Dy, D., D. mozna, jak widzimy, z czterech
tylko niezmiennikow wzglednych @, b, A, A% obliczy¢é wszystkie nie-
zmienniki rzedu 7 < 5. Poprzednio wykazalismy, ze, stosujac je do tych
ostatnich, mozna otrzymac pelny ukiad niezmiennikow dowolnie wielkiego
rzedu. :

Twierdzenie 4. Znajomos¢ czterech parametréw rézniczko-
wych D¢ i czterech niezmienunikéw wzglednych

a, b , ‘_102 , A_:m
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wystarcza w przypadku a==0 do obliczenia wszystkich nie-
zmiennikédw wzglednych rzedu n<5, a wraz z niemi do obli-
czenia wszystkich innych dowolnego rzedu.

2. Parametry D.¢. Dy¢, D, D,¢ otrzymaliSmy przy zatozeniu, ze
niezmiennik wzgledny ¢ jest rézny od zera. Przyjmijmy teraz, ze & jest
zerem izalézmy, ze niezmiennik wzgledny 0 jest rézny od zera.
Podobnie, jak poprzednio, mozemy otrzymac cztery nowe parametry réznicz-
kowe, dolaczajgc tym razem w uktadzie (75) wyrazy, pochodzace od przyro-
stow pochodnych (79), i catkujac uktad:

°f ._of af af
—5b 10 L o —_
P s T S, T gy T sy 0
°f of .3 af of 3
20 g — bu ‘a‘z;';;*bw’aWJr("‘—SW s o — ¥y =
—3b °f + b1 °f rr{J 100 =0
wbw 2001 T +‘l’ LP‘”' s

850—1,»—}—(27—3) | EI;{P =0.

Uktad ten jest ukladem zupelnym. Niezmienniki wzgledne, redukujace sie
przy zatozeniu:

by = 01 = 'y = 0% =0 (101)
do pochodnych (79}, oznaczmy kolejno przez A.4, A.¢, A, ¢, A, 4. Sa one
catkami powyiszeoro uktadu i maja ksztalt nastepujacy:

Auh =gy ‘{_ ‘P:
o 10"
App = 10" — % b,
) (102)
blO 1)) 10"
A=+ 55 A ¢+ LA +[7 1(,+(57 33(;sb)gmb ]q)’
., b by Dy 01
A, b = ot A, o1
V= gy by — g e [ 1501)}A
(2r—s) 0 | (5r—38) 01d', | (Br — 3s) by b1 DV
T 60 + 30000 l '

o Parametry rézniczkowe A} posiadajg wlasnosci analogiczne do tych,
jakie posiadaja parametry D¢. Jezeli niezmiennik wzgledny ¢ jest rzedu
n = 4, wowczas niezmienniki A sy rzedu o 1 wyzszego. Wyraz pierwszy

3
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kazdego z mich jest pochodna drugiej klasy niezmiennika ¢, wyrazy dalsze
za$ sg utamkami, ktérych mianowniki zaleza tylko od catkowitych poteg
zmiennej b, a liczniki sg funkcyami zmiennych (101), niezmiennika ¢ i jego
pochodnych drugiej klasy, tego samego rzedu co wyraz pierwszy lecz potegi
nizszej.

Zauwazmy Ze, jezeli zmienna a jest zerem, wowczas wszystkie zmienne

@7 sa zerami, a zmienne l m, n, a wigc i ich pochodne drugiej klasy redu-

kuja sig do pochodnych &}, ', jak to ze wzoréw (76), (78) wynika. Ze wzgledu
na to istnieja obok & tylko niezmienniki wzgledne rzedu n = 6, ktére w po-
przednim ustgpie oznaczyliémy przez

By (103)
a ktére przy zatozeniu (101) redukujg si¢ do zmiennych b;{'. Wszystkie inne
niezmienniki wzgledne sa w przypadku a=0 funkcyami tych ostatnich.
7 wiasnosci powyzszych parametréw rézniczkowych Ad wynika, podobnie
jak poprzednio, ze, stosujac je do niezmiennikéw (103) rzedu n = 6, mozna
otrzymaé tyle niezaleznych od siebie niezmiennikéw dowolnie wielkiego rzg-
tego samego rzedu. W przypadku a=0, 630
jest wiec znajomo$¢ wszystkich niezmiennikéw wzglednych
rzedu 6 wystarczajgca do obliczenia innych, przy pomocy
parametrow rézniczkowych. Niezmiennikéw (103) rzedu 6 jest 10;
mozna jednak wykazaé, ze wystarczy obliczy¢ przez catkowanie systemu (B)
tylko niektére z nich, a stosujgc dzialania A,, 4, A, A, otrzyma sig¢ pozo-
stale.

du, ile jest zmiennych b;Jk

D. T[Miezmienuiki bezwzgledne.

Majac dane niezmienniki wzgledne, mozemy z tatwodcig znaleS¢ wszyst-
kie niezmienniki w $cistem tego stowa znaczeniu. WprowadZmy mianowicie
w ukfadach (B), (C) w miejsce zmiennych «' niezmjenniki wzgledne U Iub
11, zaleznie od tego, czy @ jest rézne od zera, czy tez a=0. W pierwszym
przypadku pozostawmy bez zmiany jedynie zmienne (70), w drugim zmienne
(101), ktére oznaczymy krétko przez v. Po tej zamianie zmiennych redu-
kuje sie ukiad (B) do czterech réwnan:

of
50

(B

z czego wynika, ze szukane niezmienniki sg funkcyami jedynie zmiennych T,
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. af
[ub U. Jezeli w réwnaniach uktadu (C) polozymy 5% =0, przyjmg one
ksztalt:
7o =Srbe gl =0,

(€
Yi0f =3 s “ai 0,

gdzie ¢; oznacza dowolny niezmiennik wzgledny U lub U, o wyktadnikach
7:, Si, ktérego przyrost ma zatem ksztatt:

O =i (74, 85).

Otéz z trzech dowolnych niezmiennikéw wzglednych mozna otrzymaé
jeden niezmiennik w Scistem tego stowa znaczenin. Zauwazmy bowiem nie-
zmienniki ¢;, ¢,, ¢; i zcalkujmy uktad réwnafi:

2
714’1 3¢, +”2‘Pz 30, ‘]’730357’:0,

A a¢ + 5?% 39 —|“ Sty 5o— a'b
Catka tego ukladu ma, jak wiadomo, ksztatt:
By byl pghe,
gdzie wyktadniki potegowe Xy, k,, &, spelniajg réwnosci:
Tk kg kg =0,
81k A 80+ 850 =0.

,)‘}.__ = _)‘2 — Ay

TySg—— ¥38y  TySy — ¥1 8y 7y8y— 758,

Wynika stad, Ze

Wyrazenie
N= L{Jlr,q,—-r,x‘ . (Pzrss,—r,s, . (ly)sr,x,—,-:x‘ ( 104)

jest wigc catka uktadu (C’), a réwnoczesnie niezmiennikiem bezwzglednym.

1) Zauwazmy e, gdy wykladniki r,, 7, niezmiennikéw ¢, ¢, sa réwnoczeSnie ze-
rami, wéwczas z tych dwéch tylko niezmiennikéw wzglednych mozna utwo-
rzy¢ jeden niezmiennik bezwzgledny:

N= 7% g5
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Liczbe niezmiennikéw wzglednych kazdego rzedu obliczyliSémy poprzednio.
Poniewaz najnizszy rzad posiadaja niezmienniki @, b, zatem kazdemu innemu
niezmiennikowi wzglednemu odpowiada jeden niezmiennik bezwzgledny tego
samego rzedu.

W przypadku najogélniejszym istnieje wiec 1 niezmiennik bezwzglgdny
4 rzedu, szesnadcie 5 rzedu, a w przypadku n = 6

e

niezmiennikéw rzedu n-tego.

Ze wzgledu na znaczenie, jakie w tej teoryi posiadajg niezmienniki
wzgledne, zajmiemy sig obecnie pytaniem, jak zmieniajq sig¢ one pod wply-
wem skoficzonego przeksztalcenia stycznosciowego:

o) +3m—a+1

—X(@ys), y¥=Y@ys), =2Z@y?). (105)

Oznaczajgc krétko przez ¢, ¢ niezmiennik wzgledny ¢, wyrazony kolejno
w zmiennych ', ¥, 2'; z, ¥, , otrzymamy:
y=9.0

gdzie czynnik C zalezy tylko od postaci przeksztalcenia stycznosciowego,
a nie zalezy od ksztattu réwnania réZniczkowego. Aby wyznaczy¢ C w przy-
padku og6lnym, znajdziemy najpierw przeksztalcenia skoriczone dwéch nie-

zmiennikéw specyalnych. Wtym celu nazwijmy pochodne g* =u, Z—Z ®,
a réwnoczesnie

az' du'

a7 =Y =U(zyzu), ="

Poniewaz X jest funkcyg zmiennych z, y, #, a funkcya U zalezy nadto
od zmiennej u, zatem, uzywajac zwyczajnego oznaczenia pochodnych, otrzy-
mamy:

. U UlO
® X T ¥e
Upochodnijmy obie strony tej réwnosci wzgledem . Poniewaz
d0’ 2w 3w
du  ou  du’
a pochodna
du/
—51? Uol‘

zatem:
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s VT Gy X T

. . ol
gdzie wyrazy dalsze nie zalezg od ;% Pochodna U, jest rézna od zera,

przeto:
2o de 1
9”[[,, _‘a‘a.‘X—10+<u;.

Upochadniajac dwukrotnie obie strony tej réwnosci wzgledem w, otrzymamy
podobnie jak poprzednio: ’

2 w! _ B 1
qud T aud X1 (U;’l)z + s
3
przyczem wyrazy dalsze nie zalezg od 8“:7 Pochodna o
Poey du But
nikiem wzglednym, zatem biorgc jeszcze raz pochodng wedtug u, otrzymamy
doktadnie:

jest niezmien-

Htw _ A 1
70 ult T But X Uy
Otéz U= i zatem:
g =X — 20Xy, [ZX]
01 (XIO)Z _ (X10)2 ’

gdzie wyrazenie [ZX] jest symbolem Poissona. Nazywajac jak poprzed-
4

i otaw .
nio b= 7 otrzymamy wiec:
' (X10y5

! == Lo
V=b.

. W podobny sposéb moznaby- znale$é przeksztalcenie skoriczone nie-
zmiennika wzglednego ¢. Aby jednak unikngé dhuzszych obliczes, z tem
potaczonych, zauwazmy dowolng funkcye ¢/ zmiennych /, ', &/, . Po
wprowadzeniu zmiennych z, y, 2, % za pomocy przeksztalcenia stycznoscio
wego, oznaczmy ¢’ przez ¢, niech wige bedzie

Y=

ze wzgledu na przeksztatcenie (105). Upochodnijmy obie strony tej réwnosci
wzgledem u:
3¢ 2w 2

-8

du' T By du ”
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Poniewaz
ou' - [ZX]

T Ta T (Xy
zatem:
2! . 2 (Xio)z
T T Pu [ZX)
Pochodna fTL‘: jest wiec niezmiennikiem wzglednym. Latwo obliczy¢ jej
o1
przeksztalcenie nieskoficzonostkowe. Na podstawie ostatnlego wzoru 13)
otrzymamy:
& _?.Egz_?.. 5"? _— 3:"9, (WUI_{_QWLO).
du du 3 L

poniewaz za$ przyrost 3¢ jest zerem, przeto:

Jg
—t i = s = — 2.
u sg wigc 7 1, s

Przyjmijmy, ze niezmiennik wzgledny ¢ ma wykltadniki 7, s i zauwaz-
my niezmiennik (104). Wyrazenie
¢b—s+2r ( ?_i‘{ )—ar—]—?zs

du

Wykladniki niezmiennika

jest niezmiennikiem bezwzglednym, zatem:

Jg! \—OrT3s e \»fSr—-i—Ss
! opl—st2r [T j— —s2r i 4
g5 ‘(Su’) b0 (au)
¢’ .
Podstawiajac za 0, 5"1%’ powyzej znalezione wartosci, otrzymamy:
. am-——ﬁr-{—?}x (X lﬂ)s . 3({; —5r+3s
! h—star (X —_— —s42r [T R
ot (] e (52)
skad:
oy [ZX]T
TV eX X | X (106)
52 teag, T 5
gdzie symbol [ZX] ma wartos¢ nastepujaca:
37 12X 2X oX (% 27
[ZX)=¢, (3;+z"a7]) - W(am +"“‘5ﬁ

Posta¢ przeksztalcenia skoficzonego niezmiennika wzglgdnego ¢ uzasadnia
r6wnoczesnie naszg nazwe wykladnik 6w na oznaczenie liczb 7, s.
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Twierdzenie 5. Po wykonaniu skoficzonego przeksztalce-
nia styczno$ciowego
¥=X@yz), y=Y@ye, =2IZ(y2)
przeksztatca sig kazdy niezmiennik wzgledny ¢ o wyktad-

nikach r, s na
o = [ZX] _
‘ 3X aX | RX
T35 T2 oy +“‘55)

gdzie [ZX] jest symbolem Poissona. Z trzech niezmiennikéw
wzglgdnych mozna zawsze utworzy¢ jeden niezmiennik
w $cistem tego stowa znaczeniu.

Ul Réwnowainos¢ dwéch réwnan 3-go rzedu ze wzgledu na
przeksztalcenia stycznosciowe.

Zauwazmy dowolne réwnanie rézniczkowe zwyczajne 3 rzedu w zmien-
nych z/, y'":
d& xl
T = of (x'y'2'u’). (107)

Zajmiemy si¢ pytaniem, kiedy mozna je przeksztalcié na inne réwnanie dane
Za pomocg pewnego przeksztalcenia stycznosciowego

o' =X(=yz), yY=7Y(@=zyz), &#=2Z(@=yz).

Przyjmijmy, ze funkcye X, Y majg ksztalt najogélniejszy. Po wykonaniu
tego przeksztalcenia na réwnaniu (107) otrzymamy:

'y
A = (xyou).

Jestto najogélniejsze réwnanie, do ktérego mozna sprowadzi¢ réwnanie (107)

. . !
za pomocy przeksztaicenia stycznosciowego. Oznaczajac w/ = g;, przez
U(zyzu), otrzymamy:

o — W _ U Hely,

- dx’ - X N

gdzie zmienne, od ktérych zalezy o, zastapiono przez X, Y, Z, U. Po-
chodna Uy, jest rézna od zera, zatem N

icm
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o X1 . [T
o= R A

Uss

Funkcya o zalezy od dwéch funkcyj dowolnych X, ¥ i ich pochodnych.
Rézniczkujac obie strony tej réwnosci i eliminujac X, Y, otrzymamy pewien
uktad réwnari:

I

0 32 i=1,2... (109

F J=o,
ktérego catkg ogdlng jest funkcya w, a kidry posiada te wtasnosé, ze nie ule-
ga zmianie pod wptywem dowolnego przeksztalcenia stycznosciowego. Fun-
kcya o' jest réwniez jedng z calek tego uktadu, ktadac bowiem X=zx, Y=y
- 3

otrzymamy o =o' (xy2zu). W ogdlnosci kazde réwnanie gzg =, kto-
rego funkcya o jest catkg uktadu (108), mozna przeksztalci¢c na réwnanie
(107) za pomoca pewnego przeksztalcenia stycznosciowego.

Kwestye rownowaznosci dwéch réwnan mozemy rozstrzygnaé przy po-
mocy znalezionych niezmiennikéw w nastgpujacy sposob:

Kazdy niezmiennik bezwzgledny jest funkcya czterech zmiennych nieza-
leznych z, y, 2, u, zatem pomiedzy pigcioma niezmiennikami zachodzi przy-
najmniej jeden zwigzek, niezalezny od z, y, &, %. Utwérzmy zwigzki, jakie
zachodzg pomiedzy niezmiennikami jednego z danych réwnan. Niech zwigzki
te majg ksztatt:

dm

CD,-(m, YRR

Jezeli réwnanie drugie mozna przeksztatci¢ na poprzednie przy pomocy pew-
nego przeksztatcenia styczno$ciowego, to zwiazki, zachodzgce pomiedzy nie-
zmiennikami bezwzglednemi réwnania drugiego, musza tworzy¢ uklad réw-
nowazny z uktadem (109), czyli ze funkcya o réwnania drugiego musi by¢
catkg uktadu (109). Warunek ten jest réwniez wystarczajacy.

Uktad (109) zawiera nieograniczong liczbg réwnan. Przyjmujgc jednak
pewne zaloZenia co do ksztaltu niezmiennikéw bezwzglednych najnizszych
rzedéw, mozemy ograniczy¢ sie do utworzenia tylko niektérych réwnat ukta-
du (109), gdyz nastepne beda wprost wynikiem poprzednich Y.

Przyjmijmy np. e istniejg cztery niezmienniki bezwzglgdne
415 rzeduw

.):o, i=1,2,... (109)

I, I, I I,

1y Zob. A. Tresse: Sur les inv. diff. (Acta Math. 18).
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takie, ze ich wyznacznik funkcyjny -Dl)—(l;;%ij)i
zera. Kazdy inny niezmiennik bezwzgledny 5 rzedu Nf’) tworzy z niemi zwig-
zek ksztattu Nf') = Fi‘s) (I, ,I,I,), Podobne zwigzki tworzy z czterema po-
wyzszemi niezmiennikami kazdy niezmiennik bezwzgledny 6 rzedu Nj(s) tak,
ze uklad (109) zawiera miedzy innemi nastepujace réwnania 51 6 rzedu:

jest rézny od

N® =Fr® (I, I, L, 1),

i

(110)
N =F® (L LLIL)
Wykazemy, ze réwnania rzgdéw wyzszych
N =Fr)(LLLL), v=7 (111

wynikaja z poprzednich przy pomocy rézniczkowania. Istotnie, zauwazmy,
ze, stosujgc do NJ.(") dziatania D., D,, D., D., otrzymamy pelny uktad nie-
zmiennikéw wzglednych rzedu 7; mnozgc za$ te ostatnie przez odpo-
wiednie potegi dwéch dowolnych niezmiennikéw wzglednych, otrzymamy
niezmienniki bezwzgledne rzedu 7.

Z drugiej strony zauwazmy, ze jezeli N jest niezmiennikiem bezwzgled-
nym i jezeli N=F (I, . .. 1), to:

AF aF AF 3F
DN= BA DI, +_9T2 DI, +—3T3 DI, —{—--éL—DL s
gdzie D oznacza jedno z dziatari D,, Dy, D., D,..
D¢ ma ksztatt:

Istotnie kazdy parametr

Y 3y 3 0
D'%’——A—@“‘FB;;]-{—C’ 3e T3y TOEFsE)e,

gdzie ostatni wyraz jest zerem, gdy ¢ jest niezmiennikiem bezwzglednym.
Wynika stad, ze:

o1,

3] 3L D 21
3y

aF N
( +C05 TP

4
 — — J—
“A”‘Zazk 44 p

o
k=1

3F

= aF
DN=37 DI+ ...+ DIL.

Wyrazenia DN, DI sa niezmiennikami wzglednemi, posiadajacemi te
same wyktadniki, zatem mnozac obie strony przez iloczyn odpowied-

icm°
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nich poteg dwéch dowolnych odmiennych od zera niezmiennikéw wzglednych
rzedu 3, 4 lub 5, otrzymamy zwigzek pomiedzy niezmiennikami bezwzgledne-
mi. Strone prawa tej réwnosci mozna przy pomocy zwigzk6w (110) wyrazi¢
przez I,, I,, I, I,, poniewaz niezmienniki DI sa co najwyzej 6 rzedu;
strona za$ lewa jest jednym z niezmiennikéw bezwzglednych rzedu 7, jezeli N
jest niezmiennikiem 6 rzedu. Stosujgc do N{? te same dziatania, otrzymamy
w ten spos6b wszystkie zwiazki (111).

Mozna zresztg wykaza¢, ze w pewnych przypadkach nie wszystkie
zwigzki (110) s od siebie niezalezne. Tak np. jezeli niezmienniki bezwzgled-
ne I, zostaty utworzone z niezmiennikéw wzglgdnych
L, M, N,

a, b’ Aloy

wéwezas wszystkie réwnania (110) rzedu 6, z wyjatkiem co najwyzej szesciu,
sq wynikiem pozostatych. Dyskusyi tej, ze wzgledu na specyalne zatozenia,
jakie nalezy przytem poczyni¢ co do ksztaitu niezmiennikéw I, przeprowa-
dzaé nie bedziemy. Zastosujemy natomiast powyzszg metodg do rozwigza-
nia zagadnienia nastgpujgcego:

Jakie warunki musi speinia¢ funkcya o réwnania 3-go
rzegdu:

(113)

aby ré6wnanie to mozna byto przeksztalciC za pomocg pew-
nego przeksztatcenia stycznosciowego na dowolne réwnanie
liniowe:
'y
dx?

ay

2%y . |
= Aoy tegyTvyte, (114)

gdzie spélczynniki A, ., v, p sg funkcyami tylko zmiennej z.

W tym celu znajdziemy przedewszystkiem wszystkie niezmienniki
wzgledne najogdlniejszego réwnania liniowego. Zauwazmy, ze niezmiennik
wzgledny b jest zerem. Niezmiennik @ ma, jak wiadomo, ksztalt nastepu-

cy:
B a=a? 460" —Fay o+ 0oy,
gdzie:

o =0} — 30, — § oy 0y - 0g,.
Ot6z zmienna o zalezy tylko od zmiennej z i ma wartos¢

DN y
. az—a‘:;——Sp.—g)\)\;
Prace mat.fiz., t. XXIX. 16%
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zatem:
32 DN an
a= — 2% 59—:—~3~9§—+»§)\M+2)\p+6v.

2

Niezmiennik wzgledny a jest wige funkcya tylko zmiennej .

Wykazemy, ze w ogélnosci wszystkie niezmienniki wzgledne
réwnania liniowego sg funkcyami tylko zmiennej 2 i reduku-
ja sie do:

a, A

AW, ., Aro (115)

lub do ich funkcyj, wszystkie zas inne sg zerami.

Istotnie, na podstawie twierdzenia 4-go mozna wyznaczy¢ wszystkie
niezmienniki wzgledne stosowaniem parametréw rézniczkowych (80) do czte-
rech niezmiennikéw nastepujacych:

a, b, A, A».

Dwa ostatnie majg postaé nastepujaca:

2040
Ao = gy — "'*5;15*01’ ,
. (116)
A — g 7a%a' )
6a

Poniewaz niezmiennik @ zalezy tylko od #, zatem gy = tty, =0, a niezmien-
nik 4, jest identycznie zerem. Niezmiennik 42 zalezy tylko od pochod-
nych a®, a?; stosujac dwukrotnie drugi wzdr (57) do niezmiennika @
0 przyrodcie 8@ =a (0, 3), otrzymamy:

' = al + wgy,, — o, 0,

@ = (@) 0 (@) — f 0y 4 - § s,

Ot6z pochodna gt redukuje sie do gxg’ zatem jest funkcyg tylko zmiennej
z; podobnie tez p?chodna @ jest funkcya tylko zmiennej z, poniewaz re-
dukuje sig¢ do %a% —4aa. Niezmiennik wzgledny 4% jest wige funkcyg
tylko zmiennej @, podobnie jak a, za§

b=4,,=0.

. Zauwazmy teraz ze, jezeli pewien niezmiennik wzgledny ¢ jest identycz-
nie zerem, to wszystkie niezmienniki wzgledne D, ¢, Dy¢, D,¢, D,¢ sg

_
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réwniez identycznie zerami; wynika to bezposrednio z ksztattu parametréw
(80) i pochodnych (79). Wszystkie zatem niezmienniki wzgledne, otrzymane
stosowaniem parametréw (80) do & i do A, sa zerami.

Z drugiej strony, z wzoréw (79) wynika, ze jezeli ¢ jest niezmiennikiem
wzglednym réznym od zera lecz zaleznym tylko od =, to pochodne drugiej
klasy ¢y, ¢'y, $** sq identycznie zerami, a tylko pochodna ¢ jest w ogdl-

3
nosci rézna od zera i redukuje sie do 3{;. Uwzgledniajac to we wzorach (80),
fatwo stwierdzi¢, ze gdy ¢ zalezy tylko od z, to:
Du¢=D,¢ =Dy =0;

D,{ za$ zalezy tylko od zmiennej V.

Ze wzgledu na to otrzymamy wszystkie rozne od zera miezmienniki
wzgledne réwnania liniowego (114), stosujgc tylko parametr D, do niezmien-
nikéw @, 4%. Poniewaz D.a=0, wystarczy zatem zastosowaé parametr
D, do 4%,

Wykladniki 7, s tego ostatniego niezmiennika sg identyczne z wyktad-
nikami wyrazu pierwszego @** i majg warto$ci r =20, s =5, zatem:

salﬂ'

207 10' 4107
14 21 70 aq “1“'”‘—357/120‘

D A20 —_— a30’__
" 6aa

Prawa strona tej réwnosci redukuje sig w zatozeniu (70) do a*', zatem:
Dxﬁiﬂl j— ‘._130.

Stosujac do 4% parametr D,, otrzymamy niezmiennik wzgledny, zawie-
rajacy osobny wyraz a#’ i zalezny nadto od pochodnych a®*”, a?', a!®. Nie-
zmiennik D, 4% jest wiec funkcya niezmiennika 4% i ewentualnie niezmien-
nikéw 43, 42, g. Ogdlnie, stosujgc v-krotnie parametr D, do 42, otrzy-
mamy niezmiennik wzgledny, bedacy funkcya niezmiennikéw 40, gdzie
n =v-+2. Rézne od zera niezmienniki réwnania liniowego majg ksztalt (115).

Zauwazmy, ze wykladniki # niezmiennikéw (115) sg wszystkie zerami,
wobec czego z kazdych dwdch niezmiennikéw wzglednych (115) mozna utwo-
rzy¢ jeden niezmiennik bezwzgledny.?® Tak np. wyrazenia

oS (4P, 0t (any ()

Y) Pochodne ag, @'y, @, @)} sa identycznie zerami, wobec czego takze

Ajp=a'yy— g @
10 = 10 3a

2) Zob. uw. str. 244.

jest zerem. Pochodna a'®’ zalezy tylko od .
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sg niezmiennikami bezwzglednemi, poniewaz wyktadniki niezmiennikéw
wzglednych a, A%, 4% sg kolejno (0, 3), (0, 5), (0, 6).

Przejdzmy teraz do utworzenia ukladu réwnan czastkowych (109) dla
réwnania linjowego (114). Uklad ten zawiera przedewszystkiem rownania,
otrzymane przez przyréwnanie do zera kazdego z niezmiennikéw (73), r6z-
nych od niezmiennikéw (115). Oznaczmy te grupe szukanego uktadu réw-
naf czgstkowych symbolem («), pozostate za$ réwnania symbolem (B).

Ot6z do grupy (o) nalezg przedewszystkiem dwa réwnania 4-go rzedu

b=A4,,= (118)

Réwnati 5-go rzedu zawiera grupa (o) na podstawie twierdzenia 2-go pietna-
Scie. Jezeli przyréwnamy do zera niezmienniki (85) i (86), otrzymamy o$m
réwnafi 5 go rzedu, ktére na podstawie zwiazkéw (85) i (86) s3 wynikiem réw-
naf (118). Pozostate siedm réwnarn czastkowych 5 rzedu grupy («) otrzyma-
my, przyréwnywajac do zera wszystkie niezmienniki wzgledne (87), z wyjatkiem
niezmiennika A4%. Ot6z réwnania te sa wynikiem poprzednich i czterech
nastgpujgcych:

Ay =0, D A% =D, 4% =D, 42 =0, (119)

co tatwo stwierdzi¢ na podstawie zwigzkéw (95) do (100), uwzgledniajgc przy-
tem zwiazki (90) do (94).

W ustepie IV wykazaliSmy, ze stosowaniem parametréw rézniczkowych
do niezmiennikéw wzglednych 5 rzedu mozna otrzymaé wszystkie niezmien-
niki wzgledne rzedéw n = 6. Jezeli z niezmiennikéw wzglednych 5 rzedu
wylaezymy tylko 420, to stosujac do pozostatych parametry rézniczkowe (80),
otrzymamy wszystkie niezmienniki rzedu n = 6, z wyjatkiem tych, ktére ozna-
czyliSmy symbolem A4*0; ze wzgledu na to wszystkie réwnania czastkowe
grupy (=) rzedn 7 = 6 sg wynikiem szesciu réwnari (118) i (119).

Réwnania grupy (f) otrzymamy, szukajac zwiazkéw, zachodzacych mie-
dzy niezmiennikami bezwzglednemi, utworzonemi z niezmiennikéw (115).
Dwa z tych niezmiennikéw bezwzglednych najnizszych rzedéw 5 i 6 maja po-
sta¢ (117). Kazdy z nich jest funkcya jednej tylko zmiennej i to funkcya
dowolng, poniewaz zalezg one od funkcyj dowolnych %, p, v, p réwnania
liniowego (114). Ze wzgledu na to zachodzi pomiedzy niemi jeden zwiazek

ksztattu
(‘420)2
Lp( a® )’

A3so
Gl

(120)

gdzie ¢ jest funkcys dowolna. Poniewaz niezmienniki wzgledne A0 dla
v>3 mozna otrzymaé stosowaniem parametru D, do 43, zatem dalsze
réwnania grupy (8) sg wynikiem réwnania (120).

icm°®

(77) Wiasnoei niezmiennicze rownan rézniczkowych zwyczajnych rzedu 3-go. 255

Szukany uklad réwnat czgstkowych (109), utworzony dla réwnania
liniowego (114), sktada si¢ zatem z siedmiu réwnan (118), (119) i (120), a réw-
nanie rézniczkowe (113) mozna przeksztalcié na réwnanie liniowe, jezeli
funkcya o spetnia uktad tych siedmia réwnan.

Zwro¢my jeszcze uwage na to, Ze nie wszystkie réwnania tego ostatnie-
go ukfadu sg od siebie niezalezne. Wykazemy mianowicie, Ze réwnanie

D 4* =0

jest wynikiem szesciu pozostalych. Istotnie, wynika z nich, ze niezmiennik
AM jest na podstawie wzoru (96) zerem, zatem D, Al'=10. OtGz: Y

AV = gl

gdzie kazdy wyraz dalszy zawiera jako czynnik iloczyn przynajmniej dwu
zmiennych (70). Stosujgc do A parametr D,, otrzymamy:
207 20"
Dy AN — A2v __ g'_E a%g'_{_ %y a20'.,l_ v

3a

gdzie wyrazy dalsze redukujg sie do zera w zalozeniu (70). Wynika stgd, ze
Dy AV = 41 |- 31& A (429—410);

a poniewaz na podstawie wzoréw (86) i (90) jest A3y ==Al9 =0, zatem
4 =0.
Z drugiej strony jest (a®)V = a®' -+ 3 aa'y, 4 & aald — F a,, ',
zatem:
Dy 4% = 473 ad,,

z czego wobec (118) wynika, ze D, 420 = (.
Zauwazmy jeszcze, ze drugie réwnanie (118) jest na podstawie wzoru
(84) identyczne z réwnaniem D,z =0, a w réwnaniu (120) jest 430 =D, 4%,
Twierdzenie 6. Warunkiem dostatecznym na to, aby mozna

byto réwnanie
Y =w (zyzu)

przeksztaici¢ na réwnanie liniowe zapomocs pewnego prze-

ksztatcenia stycznosciowego jest, aby funkcya o spetniata
nastgpujacy uktad szedciu réwnan czgstkowych:

) Zob. str. 239.
Prace mat.-fiz., t. XXIX. 16+%
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b:D!azAM:DE AQO:DuA%:Oy

uny)

D, A¥=qa’.¢ =

gdzie v jest funkcyq dowolna.

Niezmiennik wzgledny @ jest okre$lony wzorem (35), b=uw,,, niezmien-
niki za$§ 4, 1 42° majq wartosci, okreSlone wzorem (116).

STANISLAUS JOLLES.

Konstruktion der linearen Kongruenz aus vier und des linearen
Komplexes aus finf gegehenen Strahlen.

Plicker's Untersuchungen V iiber die Grundeigenschaften der line-
aren Kongruenz brachten wenig Neues. Knapper, nmfassender und tiefer hat
vor ihm v. Staudt?® die Theorie dieses Strahlengebildes begriindet und aus-
gebaut. Aber selbst bei Synthetikern fanden v. Staudt’s Ergebnisse nicht
die gebiihrende Beachtung; man iibersah, dass tieferes Eindringen in die
Theorie des linearen Komplexes und seines Nullraumes genaue Kenntnis der
linearen Kongruenz und ihres geschart involutorischen Raumes erfordert.

Im folgenden wird anf Grund neuer Beweise v. Staudtscher Sitze die

- lineare Kongruenz aus vier gegeberen Doppelstrahlen eines geschart involu-

torischen Raumes konstruiert, und als Schnitt von ool linearen Komplexen
dargestellt. Letzteres fiihrt unmittelbar zur Konstruktion des linearen Kom-
plexes aus fiinf Strahlen, die keiner linearen Kongruenz angehéren. Uberhaupt
sollte sich jede Konstruktion des linearen Komplexes aus fiinf gegebenen
Strahlen auf einer Konstruktion der linearen Kongruenz aus vier gegebenen
Strahlen aufbauen. Der umgekehrte von Pliicker eingeschlagene Weg fithrt
zu Beweisen und Konstruktionen, die oft scharferer Priifung nicht standhalten.

1. Ein geschart involutorischer Raum X, enthalt unendlich viele Re-
gelilachen II. Grades, deren eine Regelschar aus einander zugeordneten Strah-
len und deren andere Regelschar aus Doppelstrahlen von ¥, besteht®. Diese
seinscharig involutorischen® Regelilachen von ¥, schneiden eine Ebene 7 in

') Pliicker, Neue Geometrie der Raumes, 1868, Ne 5179,
%) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, 1856, § 6.
}) v.Staudt, a. a. O, Ne 105.
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