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RESUME.

Die zwei ersten geometrischen Axiomgruppen des Hilbertschen Sy-
stems (mit unwesentlichen Veranderungen) als Grundsitze einer projektiven
Geometrie annehmend, entwickelt der Verfasser den Begriff des Trennens
fiir eigentliche Elemente nach dem Muster des Herrn M. Pasch. Unter Ande-
rem beweist er folgenden Satz: Bezeichnen @, b, ¢, d vier (eigentliche), ver-
schiedene Geraden eines eigentlichen Strahlenbiischels vom Scheitel M, so
lasst sich durch jeden Punkt 4 der Geraden a, der von A verschieden ist,
wenigstens eine Gerade ziehen, die, ohne durch den Punkt M zu gehen,
auch die Geraden &, ¢, d in eigentlichen Punkten schneidet. Dieser Satz
wird als logische Folgerung aus den angefiihrten Grundsitzen abgeleitet.

In methodischer Hinsicht ist noch zu bemerken, dass bei jedem Beweise
die Sitze angegeben wurden, aus welchen er abgeleitet wird.

H. MUNTZ.

Problemat osi glownych form kwadratowych i rownan
catkowych symetryczych.

Das Hauptaxenproblem der quadratischen Formen und der symmetrischen Integralgleichungen.

Niechaj Pl
X = T

bedzie znakiem dziatania funkcyjnego, ktore przeprowadza »punkt® 2z w prze-
strzeni o dowolnej liczbie wymiaréw lub w oznaczonej przestrzeni funkcyjnej
w inny takiz ,punkt“. Stawiamy pylanie, dotyczace elementéw niezmiennych
lub ,o0si gtéwnych* takiego przeksztaicenia. Wtedy w wielu przypadkach
pozytecznem jest rozwazanie iteracyi danego dziatania wedlug schematu

¥+ — P [,TL‘(N)];

iteracya ta przy pewnych okolicznosciach moze nam daé zupelne rozwigza-
nie zagadnienia. Najprostszy przyklad tego rodzaju w przypadku zmiennych
przerywanych przedstawia przeksztalcenie danej funkcyi rzeczywistej kwadra-
towej na jej osi gléwne, w przestrzeni za$ funkcyjnej rozktad danego jadra
symetrycznego wedtug jego funkcyj wiasciwych.

Wiadomo, ze iteracye podstawienia liniowego, przyporzadkowanego do
formy kwadratowej w przypadku form okreslonych, prowadza w agélnoéci do
najmniejszej osi gtéwnejV. E. Schmidt w pracy podstawowej 2 wykazat

') Poréwn. np. przedstawienie tej rzeczy u Kowalewskiego ,Determinantenthe-
orie*, Lipsk 1909. S. 197.
% ,Rozprawa* (Getynga 1905) Iub Math. Ann. 63.
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stosowalnoé¢ odpowiednich dowodzen do wyznaczenia najmniejszej wartosci
whasciwej i nalezacej do niej funkcyi wiasciwe] dla jadra K@ okreslonego ite-
rowanego w réwnaniach catkowych rzeczywistych symetrycznych. Po znale-
Zienit tego pierwszego rezultatu, mozna utworzy¢ forme resztowalub jadro
resztowe, do ktérego mozna w dalszym ciagu stosowac tez samg zasadg, przy-
czem wszakze do kazdej dalszej osi gtéwnej lub dalszej funkcyi wihasciwej ko-
nieczny jest proces nieskoriczony. Przez wprowadzenie do danego zagadnie-
nia nalezacych do niego wyzszych jader stowarzyszonych udato sig J.Schu-
rowiV, przez analogig do algebraicznego problematu form® dla okreslnego
jadra iterowanego K®, unikna¢ kolejnych proceséw nieskonczonych i obli-
czy¢ niezaleznie od siebie najmniejsze iloczyny skoficzonej liczby wartosci
wiasciwych.

Otéz, w rzeczy samej, glebsze zbadanie samego nieskoriczonego procesu
iteracyjnego pozwoli wprost wyznaczy¢ wszystkie osi gtéwne formy kwa-
dratowej pierwotnej co do kierunku i wielko$cii analogicznie tez
wszystkie wartosci wiasciwe i funkcye whasciwe dowolnego jadra syme-
trycznego.

W ,Comptes rendus* Akademii paryskiej® podatem bez dowodu droge.
prowadzacg do tego celu dla form i jader okreslnych. Ponizej podane
rozwigzanie (1§ 6, 11§ 5) i dowody (I§§ 4 -5, 11 §§ 2—4) zarazem dla do-
wolnego przypadku najogélniejszego mogy stanowi¢ przygotowanie do
przeniesienia tych rozwazan na pytania dalsze, zwlaszcza za$ dla form i réw-
nan catkowych niesymetrycznych.

CZESC PIERWSZA. FORMY KWADRATOWE.

§ 1. Wzory zasadmicze.

Niechaj bedzie dana w przestrzeni o nm wymiarach forma rzeczywista
kwadratowa

Z cirtize = C, Cri == Cix. )

i k

Wedtug twierdzen klasycznych, ktdre przyjmujemy tu za udowodnione,
istnieje wtedy przeksztatcenie rzeczywiste ortogonalne

1) Math. Ann. 67.
%) Poréwn. np. G. Rados, Math. Ann. 48,
3) Roczn. 1912, 1913.
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€y = z qt-l,e‘;p_ (28)
?
S‘ o =0 dla i==k
Sy Oy Py = ,S‘ Oyi P = 04k [ ' (2b)
. = "l =1 dla i=k,
@&
= sy (2
s
k
takie, ze otrzymujemy tozsamosciowo:
Z Cix &y L == S CirOix g g ip&q :E (l-,ivﬂ- 3)
. . ik FA v
i odwrotnie:
2 Pl = Z Py %o Do Ty Ty, = E Cip Ly - C)]
v i by i, &

Wielkosci p, sg przytem koniecznie pierwiastkami rzeczywistemi odpowied-
niego réwnania wiekowego, kitére w postaci wyznacznikowej mozna

napisac:
[Cior— Oixp =03 0=y Pns (5)
wielkosci za$ a;; dane sa przez réwnanie
Z Cik Oy = P2 %4y - (6)
Polézmy ogélnie: ’
D o Capa e =0 %)

P Py

tak ze c“:’ sa elementami N-tej potegi macierzy | ¢ | formy danej. Poprze-

i

dzajgce réwnania dajg nam tedy przy pomocy iteracyi:

¥ ¥
D el = s ()
x
(W8] ~ N .
Gy — pf” =05 p="pry-. Pn; (8b)
Y, A N2,
2 cf‘;.-) Ty Ly == Z CEP tip Giglpéy = E g &3 (8c)
Lk i Eop, g Y
Rt N (N
2 v :2 i i Oy Ti L :‘Z Cip TiLg- (Sd)
v Wi, k ok
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7 ostatniego z tych réwnard wywodzi si¢ w szczegélnosci zwiazek pod-

stawowy
N = Ep%% ©)

(‘V) (‘)

Obok elementéw ¢, I i przeksztatcenia |]a( g

‘rozpatrzyrny jeszcze mmory dowolnego rzedu

macierzy potggowej ¢

Jeg o
Gi... iy e Gy
' b By eeen Oy
Otrzymujemy:
(V) (V)
ik Yk,
™ ;
iyyeeny ill_ ! }
Fore B (V) i
B LG
; cip‘k.," . ctp_kF‘l
¥ s‘ ¥
‘ By Fi%h 4P T Py
Y
Yo a
P,y kvt S‘ P, %,
v A
R TR
? [VOA\' 'N
— ("“w e \J/p. e e e e e e e (10)
e Y [ - T - T
w TR gl T
Buge e e Tigw, | P Dy,
R N e T

§ 2. lUwagi geomefryczne.

Wszystkie wzory, podane w § 1, daja si¢ interpretowaé geometrycznie,
co pozwala unaoczni¢ zwlaszcza nastepujgce rezultaty.
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Wektory 2,=(a1,,... =,,) " odtwarzajg kierunki osi gléwnych formy

¢, albo tez jednego z ich mozliwych ukladéw w przypadku zachodzenia réw-
nych pierwiastkéw p,. Kazde p.,z)if przedstawia warto§¢ odwroing kwa-

dratu (rzeczywistego) A, odpowiedniej (rzeczywistej lub czysto-urojonej) osi
gitéwnej szczegblnej przedstawicielki ("= 1 danej formy C.

Podstawienie
2= Z & )
x
mozna w nastgpujacy sposéb przeprowadzi¢ rzutowo. Dla danego punktu
(x‘°) Ce (0)) zbudujmy * odpowiednia przestrzef biegunowsg Rfﬂl
wzglédem jednej przedstawicielki danej formy z ¢y = C, == const.
i k
Réwnaniem przestrzeni biegunowej jest
2 cat;ay) = Cos : (12)

i

i przestrzefl ta wzgledem odpowiedniej przedstawicielki formy jednostkowej

2w =0, (13)

posiada zndéw biegun (x,',..., @'), okreslony przez réwnania (11). Jezell
w szczeg6lnosci wezmiemy pod uwage punkty nieskoriczenie odlegte, t. j. kie-
runki (z,©@,... @), to za pomoca polaryzacyi otrzymamy podprzesirzenie
sprzgzone 2 cir Zim @ =0, za pomocg za$§ ortogonalizacyi, t.j. ponownej
polaryzacyi wzgledem formy jednostkowej, otrzymamy kierunek (z,/,... =)
prostopadty do tamtej przestrzeni.

Catkowity problemat znalezienia osi gléwnych oznacza wyznaczenie dla
danej formy C i formy jednostkowej E wspélnego ukiadu biegunowego osi
tub wielo$cianu biegunowego, ktérego jeden wierzchotek znajduje si¢ w pun-
kcie zerowym, gdy wszystkie inne leza w nieskoniczenie odlegtej przestrzeni
zasadniczej R:’ , 1 sa dane przez kierunki osi gtéwnych. Z tego rozwazania
widzimy, ze zagadnienie o wspélnem przeksztatceniu dwéch form kwadrato-

1) Wektor o jest odcinkiem w diugodci i kierunku od punkiu zerowego do punktu
(Ggyeeny an)

?) W plaszczyZnie np. komstrukcye te mozna wykona¢ wprost za pomocq tylko
liniaty, skoro krzywa centralna C= C, jest dana przez trzy punkty niezalezne; Srodek i nie-
skoficzenie odlegly prosta uwazamy przytem jako dane.
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A e . .
wych E eip = C, Z dipizy = D na sume kwadratéw schodzi sie co

do swej istoty z zadaniem wlasnie rozpatrywanem, gdyz odpowiednie polary-
zacye, ze wzgledu na swoéj charakter czysto graficzny, nie sg przywigzane do

specyalnej metrycznej formy jednostkowej Z z?=1F i do;prostokatnych

uktadéw spotrzednych. Mutatis mutandis stosujg sig tem samem i dalsze
wywody i do podstawienia

Z dig ! = Z Cik Ly (14)

a cel iteracyi i wszystkie nastepne rozwazania graficzne pozostaja w swej mo-
cy, skoro tylko forma Z dir ;% jest okreslna, przez co znéw wszystkie

pierwiastki mieszanego réwnania wiekowego

wp | =0

sg rzeczywistemi, jako tez kierunki wspdlnych osi biegunowych (Weier-
strass, Kronecker).

Jezeli - wyjdziemy z jednej z osi spétrzednych O,... a... 0, jako
z kierunku poczatkowego, to po jednorazowej polaryzacyi podwdjnej dla
2 ==1 otrzymamy wektor ¢;= (cir, ..., an;_), po N-krotnej iteracyi wektor
M= (e, ., ). Macierz | C¥ =] ¢ | przedstawia w swych kolum-

n] ik \‘
nach iteracye osi spotrzednych. Jakiekolwiek u kolumn w macierzy [l c{X’|

przedstawiaja N-te iteracye wszystkich odpowiednich osi spétrzednych; ich mi-
nory ¢,. i, (gdzie skazniki k s stale, skazniki za$ ¢ zmieniajg sie we
s By
wszystkich kombinacyach bez powtorzeri) oznaczaja wyzsze charakterystycz-
ne spéirzedne (spétrzedne plaszczyznowe it. d.) odpowiednich przestrzeni
Riﬁ) (ptaszczyzn i t. d.), ktére mozemy nazwaé N-temi iteracyami pierwot-
nych przestrzeni osi spéirzednych Rff’. Poniewaz uklfad danych osi i ptasz-
czyzn spélrzednych w swej ogdlnosci jest bez znaczenia dla formy daneéj,
przeto dalsze rezultaty mozna przenies¢ na kazdy inny zupeiny uktad ortogo-
nalny osi. Lecz jeseli rozwaza¢ bedziemy, jak to ponizej uczynimy (§ 3),
najprz6d jedng z osi, nastepnie przechodzacy przez tg 0§ plaszezyzne spét-
rzednych, potem za$ przestrzen spétrzednych R;”), zawierajacy te ptaszczyzne,
it.d., to i warunek ortogonainosci kierunkéw wyjsciowych bedzie nieistotny i wy-
niki znalezione stosowac sie bedg wogéle do kazdego zupetnego uktadu wekto-
16w wyjsciowych Bi=(Bit, ..., fnr), k=1,..., m, o ile ten ukiad jest niezalezny,
t.j. wyznacznik tego ukladu B=18;  nie znika. Rachunkowo znaczy to,
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ze wszystkie rozwazania mozna odnies¢ do macierzy ' C¥ B zamiast do ! G5
elementem ogélnym N-tej iteracyi bedzie przytem:

(A) _ Wi BN .
(tj) V Cim P = e {‘ %55 P Pk s (16)
m v om

minorem za$§ ogélnym

‘lv ;1

o) — ‘
&= V feee "'—i,.,méudm, ..... B iy -

I:,,...,I:F Jx\ "< e iy aees Yy
w E

my <Loaa<lm

"

§ 3. lieracye parzysie promienia.

Badajac nastepstwo iteracyi dla nieograniczenie rosnacych wyktadnikéw
N, znajdziemy szereg interesujacych wynikéw zbieznosciowych; dla prostoty
podamy je najprzdd dla iteracyj 2 M-tych parzystych, ktére moga byc tez

) 2
uwazane jako iteracye pojedyficze M-te formy iterowanej ("® = Eik @i -
Zatozmy, ze i
X L S
i niechaj bedzie

= —r" = —“ 7
= = =R e ==

l
|

Przyjmijmy dalej, ze dana forma jest regularna, ze wigc p,°>0. Mamy
wtedy przy statem %:
L0 = 2 LTI Z oo e, g (18¢c)

1 ik st
v v

(224 <m+°)

cz;k' . S‘ P - D'-wal»a : Z Pfﬂ+2ai-l Ol 3 (Z=1> . ’I'l;) (lsb)

Niechaj na poczatek przynajmniej jedna zdostaw kierunkowych oui,..., o,
bedzie rézna od zera, tak ze kierunek wyjsciowy osi x; nie jest prostopadty
do wszystkich osi gléwnych, nalezacych do p,=..= pa. Wiedy nie moze
by¢ réwnoczesnie

2 Dy Oy == . . =Z Oy Oy =03 (19)

v=Ll... 1, v=1l... 0,

gdyby tak bylto, to przy kazdem statem v, <7, otrzymalibySmy, wbrew za-
tozeniu:
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i=l... %
N v, =0, =0. (20)
vm=to m,
W danych réwnaniach mamy przeto istotnie p,>=... =p,% Po podzie-

leniu przez pi’:{ , pozostate wyrazy, z powodu stawajacych si¢ dowolnie mate-

2M
mi poteg (%i” ) , znikajg w granicy i otrzymujemy:

gfl): :cf;:l)———E Oy Oyt v :Z Oy U+ @1

we=Tly.. 92y v=1 . ity

lim ¢

H=cc
lteracye (20 )-te kierunk6éw wyjsciowych zbiegajg sig tedy do okre-
§lonégo przez strong prawa promienia ¢, kt6rego znaczenie geometryczne
nalezy zbada¢. Promien ten nalezy do przestrzeni B, réwnych osi glow-
nych najmniejszych a1,..., o, poniewaz wyraza sie przez nie liniowo,
jest przeto sam najmniejszq osig gidwng formy iterowanej, gdyz
w przestrzeni tej dopuszczalny jest wybdr kazdego uktadu ortogonalnego.
Doktadniej moéwigc: «, jest rzutem osi wyjSciowej 2 na przestrzen Ry
najmniejszych osi gléwnych, gdyz przy stalem % rozwigzanie réwnaf rzutu

&= 2 % Oy} Z %y, & = 0, (vo=1,... ny) (22a)
=lyaal iy i
dane jest wyraZnie przez
&= 2 %y Ty« (22b)

==l By

Jezeli rozwaza¢ bedziemy diugos$ci iterowanych wektoréw

ST . .
Z;N)z_{_V Z C;i) ; Cgk) = 2 f, %y Oy (23)
i v

: . . 25 2y e . .. ¥)E .
znajdziemy, ze czynnik przy ci =¢,' w rozwinigciu wielkosci I jest

réwny \
Z ( 2 iy “kv):

i =l m,

a wiec nie znika; otrzymujemy tedy:

. : 1 _ .
;}f; 0, 2D o= Y (24)
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t. j. iterowane kolejno wzgledem (' diugodci wektoréw, dajg stosunki, kto-
rych granicg jest kwadrat najmniejszej osi gtéwnej formy €. 1

Niechaj ogélniej ay, bedzie pierwszq nie znikajaca dostawg kierunkowa
osi poczatkowej x; wzgledem uktadu osi giéwnych o,, i niechaj Po. == Py,
bedzie odpowiednig wartoscig pierwiastka, ktéry nie konieczmie musi by¢
réwny = p,. Podobnie, jak wyzej, wykazujemy, Ze iteracye parzyste znown
zmierzajg do osi gtéwnej formy iterowanej, mianowicie do rzutu kierunku
poczatkowego na przestrzed osi giéwnych R"ka_"k‘,—l , nalezacg do wartosci
+pg,- A wiec zbieznod¢ zachodzi ku najmniejszej osi gléwnej, nieorto-
gonalnej do kierunku poczatkowego, mianowicie ku rzutowi tego kierunku
poczgtkowego na przestrzen wszystkich najmniejszych osi gtéwnych, réwnych
tamtej.

W podobny sposéb zmierzaja teraz stosunki kolejnych wzgledem O®)
iterowanych dtugosei wektoréw 2577 : 1P do kwadratu odpowiedniej osi
gléwnej

Mozna przytem zapytac, jakie sa stosunki wielkosci c;‘:f’ . Jezeli we wzorze
(18b) dla statych 7, k, pierwsza wartos¢ ps, pierwiastka, dla ktérego odpo-
wiada czynnik w ¢; jest od zera rézny, jest:

E ti, tgy == 0,9 (26)
vrni“_l—}-l,,., g,

to jest, oczywiscie,

. 23 230+2) 1 2
fim 0 o= 1 g2 @)
M=o0 P,; %y

przeto przynajmniej raz jeden dla pewnego ¢ = p, otrzymujemy

: (@H), (@B __ L 2.
lim ¢ 56, =5 =k (28)
o %
bedzie wiec dla wszystkich ¢=1,... n w kazdym przypadku:
1) Wzér (24) nie jest jednorodny, poniewaz nie jest jednorodnem réwnanie wyjscio-
we (1); otrzymujemy ten sam wynik, wychedzac z formy
? Gk T Ty ¢ = const.
bl C c c
%y Z réwnania (9) i ¢,2>0 wynika, ze dla dostatecznie wielkich N jest w ogél-
nosci CE?#O‘

Prace mat.-fiz., t. XXIX. 8*
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lim inf ¢ &M =2 (29)
YA ik @

Znaczenie geometryczne réwnania (28) jest takie, ze rzuty kierunkéw poczat-
kowych #;, o, na przestrzen R";ﬁ,"”iu—l osi gléwnych, nalezacych do - Pn; s
nie sg do siebie ortogonalne; ale w szczeg6lnosei zachodzi ortogonalno$é, je-
zeli jeden z tych rzutéw sam redukuje si¢ do zera, odpowiedni wigc kierunek
poczatkowy jest prostopadly do przestrzeni rzutu. Przez nalezyty wybor
kierunkéw poczatkowych moznaby przeto otrzymaé wszystkie osi gléwne,
lecz wyb6r ten wiadnie zmusza do mn-krotnego powtarzania procesu zbiez-
nosci.-
Wazne znaczenie ma, jak wiadomo, wartos¢ sumy

D dl=s Zm: 31)

wynika to odrazu z réwnania (8). Otrzymujemy tu oczywiscie:

(32)

8230 i
1M —5rr = —5
Mmoo SEATR) o

(poréwn. Kowalewski L. c.).
Jezeli rozwaza¢ bedziemy ¢l (B) zamiast ciy, to trzeba bedzie wziac

réwniez rzuty kierunkéw poczatkowych B; warunek (26) nalezy odpowied-
nio zmieni¢ na nastepujacy:

D it B 0. (30)

=y g, g,

Jezeli zortogonalizujemy i znormujemy macierz | B | wedtug wierszy,
t.j. do kazdego nastepnego wiersza dodamy agregaty liniowe poprzednich
wierszy, tak aby on byt ortogonalny do tamtych wszystkich, a nadto otrzy-
mat diugos¢ 1V (poréwn. 33a), to dostaniemy nows macierz | gf,|, ktorej ele-
menty Bf, znale$¢ mozna za pomocg najprostszych dziatan z elementéw fi;

bedzie wiedy:

Yy Znakomita celowo$é tego prostego procesu wykazaty znmane prace Hilberta
i Schmidta.
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ey | =0 dia m==4

( rf:é [ )
Z Pmv ek — Pmpi

o7 o2

Ymi
= =1, m=i
f——
m_+prm=1a=1 (332)
7y oy L#E NS
5 ((3') = Z Cir (l“‘) i“‘,—k - l P? %0 Py ij!. "‘ﬂ. E (BSb)
ik vemy ik

(33¢c)

§ 4. [Ieracye parzyste plaszczpzn i przestrzemi.

Kazda liniowa przestrzefi czesciowa B,—; przechodzi przy pomocy ite-
racyj na takiez przestrzenie R(::)_,; znajdujemy je za pomocyg iteracyj p pun-
ktéw niezaleznych w R, ;. Jezeli przez polaczenie z punktem zerowym
z przestrzeni badanej dostaniemy przestrzefi wektorowa R,, to po N tej ite-
tacyi p niezaleznych wektor6w przejdzie ona na przestrzen iteracyjna Ri‘v).
Jezeli, w szczeg6lnodci, iterujemy przestrzen spétrzednych (z,, .. @),
to polozenie jej N-tej iteracyi bedzie dane przez charakterystyczne wyzsze

spoirzedne C; ;‘p——— poréw. 10) — przy zmiennych skaznikach wierszowych
1eee Ky

Gyyerey G-
Stosujg sig tu te same rozwazania, jak w § 3, dotyczace teraz rozwazanych
wyzszych przestrzeni i iloczynéw pierwiastkéw p, g, .. . Py vy <vy oo <)

O przestrzeniach spétrzednych R(P' —(v:‘“m c ;Lk &0y iterowanych wzgle-

dem CW, otrzymujemy nastepujgce twierdzenia, ktorych dowdd, wedtlug po-
wyzszego, nie przedstawia formalnych trudnosci.

fl. Przygpadek normalny. ¥

1. Ogdlnie zmierza kazda kolumna macierzy |[C!?¥ do kierunku
najmniejszej osi iterowanej formy zasadniczej C®, kazda para kolumn do
plaszczyzny dwéch osi najmmniejszych, kazdy uktad u stalych kolumn do
przestrzeni R, p osi najmniejszych.

2. Przez ortogonalizacye macierzy potegowych | CP¥ otrzymujemy
tedy zbiezno$¢ ku zupelnemu uktadowi n osi giéwnych formy C®,

Yy Czy przy danej z gory formie ¢ mamy przypadek normalny, nie jest wiadome;
stad wyplywa znaczenie ogolniejszych twierdzen 5—8.
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albo tez jedyny taki ukiad w przypadku jego jednoznacznodci (dla
p2>pa2 > .. >pa?), przyczem kierunek kazdej osi gtéwnej muiejszej znaj-
dujemy przed kierunkiem kazdej wigkszej.

3. Stosunki kolejnych parzystych iterowanych dlugosci wektorowych
R(:M) pojedyniczych kolumn daza w ogélnosci do wielkosci kwadratu A2 naj-
mniejszej osi gtdownej formy C®, stosunki odpowiednich wielkosci powierz-

chniowych
=t @42
4 ldy  Eakg
do wielko$ci kwadratu )®),% najmniejszej powierzchni gtéwnej; stosunki od-
powiednich objetosci -
L kp=+]/ > (34b)
£ L <1x" k, k

zmierzajg réwniez do kwadratu A2...
tosci gtéwnej.
4. Przez podzielenie stosunkéw objgtosciowych

A2 odpowiedniej najmniejszej obje-

Z{QJI ) Zmr—(—:z)
{ Z 3 Trens K 3
i (35)
ez l(ut+z» B
LSS U ORI

otrzymujemy przeto zbieznos¢ do wielkosci kwadratu n-tej osi gléwnej 1,2
tak ze znajdujemy tez wielkosci osi gtéwnych wedtug rosnacych (ew. nie ma-
lejacych) ich wartosci.

B. Przypadki, odbiegajace od normalnego.

Szczegolne potozenia ortogonalne osi i przestrzeni spétrzednych wzgle-
dem uktadu osi gtéwnych i ich przestrzeni wptywaja w taki sposéb na twier-
dzenia poprzedzajgce, ze nastepstwo znalezionych kierunkéw i wielkosci
moze sta¢ sig¢ innem. Rodzaj wystepujgcych modyfikacyj mozna widzie¢ z ba-
dan w § 3, ktére odpowiednio przenies¢ nalezy na parzyste iterowane plasz-
czyzny i przestrzenie.

C.  Reznltaty ogdlne.
5. Niechaj bedzie

_Z c(‘v) . 2(” 2 @y
i,,_’ i
i i<.. <t ki

- H
k‘<...<1:!L

icm°®
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Jest wtedy:
2, (21[{..'2; . an v(\[—m ,
‘ll[lm‘_ﬁ % ,,1211 Ew iy, T L D e 37)

WP AT
To byt znany w poprzedniej literaturze rezultat gléwny teoryi. !
6. Podobniez przy statem % i dowolnem ¢ jest zawsze:

2.) 23042 \2
(221) QAN 52 50

lim ¢; A )\f.u, (wszystkie v’ rézne) » (38a)

Meon [

z!L z. -y, PR
B by BBy

Jim & kﬂi?!ﬁfi =1l >.’;’#, (wszystkie v rézne)  (38b)
przyczem porzadek skaZnikéw v' zalezy od skaznikéw 4 ik, porzadek skaz-
nikéw v tylko od samego k. Jest v/>v,,... v,/ >v,; przynajmniej dla
jednego wyboru tych skaznikéw jest v,/=wv, ... v,/=v,. Znajdujemy
doktadnie porzadek v,'=v,=1,... v,/ =v, =1y, jezeli wezmiemy wszedzie
lim inf zamiast lim i przebiegniemy wszystkie kombinacye skaznikow.

7. Przez ortogonalizacyg parzystych macierzy potegowych |i c(j“m || we-
dtug kolumn ® otrzymujemy dla nieograniczenie wielu wyktadnikow M w tych
kolumnach, t. j. w stosunkach ich elementéw zbiezno$¢ do kierunku uktadu
zupelnego osi gtéwnych dla formy iterowanej C®.

Przez ortogonalizacye i normowanie (poréwn. 33a) tych kolumn
otrzymujemy z macierzy || c @0 || w sposéb zbiezny macierz graniczng || a;:|,
ktérej kolumny daja dostawy kierunkowe tego ukiadu zupetnego osi
gtéwnych formy I*.

Przez jednorazows podwojng iteracye macierzy granicznej || uy || otrzy-
mujemy nowa macierz

% =N 1,0 (39)

A =¥ Pa =2

ik im m]. VE ik
m

ktérej kolumny 9, powstaja przy pomocy mnozenia kolumn 6. przez odwrot-

4y Poréwn. I Schur L ¢

2) Ze w przypadku normalnym powstaje tu A% ..
64), nie badajac wszakze przypadkéw wyjatkowych.

%) lub wierszy, co jednak byloby niedogodnem przy uoglnieniu dla || c® -

kp? podaje Perromn, (Math. Ann.
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nosé kwadratéw odpowiednich dlugosci osi gtéwnychV); otrzymujemy w ten
sposéb wszystkie te kwadraty.

8. Niechaj bedzie B=/8;;||— mac ierz niezaleznego uktadu (| B|==0)
wektorow By 1] ¢0(B) || —2 M-ta iteracya tego uktadu wzgledem formy C [po-
réwnaj (16)].

Przez ortogonalizacye i normowanie danych wyraznie macierzy [P @)]]
otrzymujemy w spos6b zbiezny, dla rosngcych nieograniczenie wyktadnikéw
M, macierz graniczng | by, || , kidrej kolumny daja nam réwniez dostawy
kierunkowe zupetnego uktadu osi gtéwnych formy iterowanej C®-

Przez jednorazows iteracye podwdjng tej macierzy granicznej powstaje
nowa macierz 1 b

” Bir “ = ” Cim ” mk (40)
Bip= E C:i; Do s
ktorej kolumny ¥, powstaja przy pomocy mnozenia odpowiednich kolumn
by przez odwrotno$¢ kwadratow )\2,, odpowiednich dtugosci osi gtéwnych.
Otrzymujemy w ten sposéb wszystkie kwadraty.

Ten tak prosty ogdlny jak i zupelny rezultat, jak i poprzedzajace twier-

dzenia 6 i 7; nie byly, zdaje sie, znane w dotychczasowej literaturze.

§ 5. Osi glowne form dowolnych.

Rezultaty, znalezione wyzej (§§ 3—4), dotycza nastepstwa wszystkich
iteracyj formy okre$lnej C® i dajg sie tak samo wyliczaé réwniez dla
wszystkich iteracyj dowolnej formy okre$lnej. Ponizej podamy rozwi-
niecie tych wynikéw, ktdre, przy kazdej danej rzeczywistej formie kwadra-
towej C, daje jednoznacznie za pomocg jedynego procesu nieskonczotego
granicznego kierunki i diugosci wszystkich osi gléwnych.

Niechaj bedzie najprzéd dana forma C, pomy$lana jako regularna
(p2>0). Jezeli pomiedzy pierwiastkami p, niema pierwiastkéw row-
nych znaku przeciwnego, to mozna przy pomocy wzoréw (9) i (10)
przenie§¢ poprzedzajace twierdzenia na wszystkie iteracye || €Y, jezeli za-
miast p,2, A% 2M, 2M -2 napiszemy teraz p,, k,, N, N4 1. Lecz twier-
dzenia gtéwne 7 i 8 doznajg, jak to widzimy, nastepujacych modyfikacyj.

) Porzadek skainikéw v jest ten sam, jak twierdzenia 6.
Y)W (38b) nalezy przyjmowaé bezwzglednie wartosé |4, .

icm°®
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Macierze potegowe parzyste, po zortogonalizowaniu i znormowaniu,
zmierzajg znowtt do macierzy granicznej || ai || przeksztalcenia ortogonal-
nego dla zupetnego sktadu osi gtéwnych formy iterowanej ' i formy po-
czatkowej C; mieparzyste za§ macierze potegowe, poniewaz normowanie od-
bywa sig zawsze przy pomocy wielkosci dodatnich, daja, w sposéb takiz
sam, macierz ortogonalng graniczna

o’ | = @ - sign A f , (41)

- gdzie sign X jest 41 dla X dodatnich, —1 ,dla ); ujemnych; osi gtéwne

czysto urojone danej formy otrzymujg przytem kierunek przeciwny, Jest da-
lej tozsamosciowo:

el N anll =1 ooy el (42)

przez co zachowujg sie wszystkie kwadraty osi Xy = ?1»—. Przez normowa-
i3

nie macierzy po prawej stronie kolumn wartosciami bezwzglednemi | Ly
otrzymujemy stad macierz graniczng nieparzysta || a';x ||, dla ktérej przeto
nie jest potrzebny nowy proces graniczny. Do form okreslnych
stosujg .sig wowczas wszystkie dane tu wywody, lecz jest wtedy zawsze
vl =py, signp=-+1, [du]=]a:l].

Bardziej zawiktanemi stajg sig stosunki, jezeli pomiedzy szukanemi pier-
wiastkami p, znajduje si¢ dowolnie wiele grup czesciowych o wartosciach
réwnych znaku przeciwnego. Z wzoréw giéwnych (9)—(10) wida¢ wtedy, ze

ki
stosun @ L N
fyeen iy - Ciyann d

lim ¢

N=co

»
Fyean K,

Eyees Ty v

wogoble istnie¢ nie musza. Przy statych ¢ ik otrzymujemy dla parzystych N
zbieznos¢ ku pewnej wielkosci Ly,... s, , prazy nieparzystych ku innej wielko-
sci L., . e
e By e
Fyeen By

Jest wprav\}dzie w przypadkach ,normalnych® zawsze:

L .. i = L. W= Mgy oo Ay (43a)

w
Byees Ty Fyeen By

(poréwn. (38a)), w przypadku ogdlnym wszakze jest tylko pewne

’
Li,...ip.Li,... i

BBy Beesly

=ML (43b)

Mozna natomiast utrzymaé zmodyfikowany wzér (38b)
lim % g =k N L (44)
i, ’.P- Kyeon LP‘ 1 =

e e v
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I zbieznoéé iterowanych kierunkéw promieni E® nie daje sie utrzymaé
w ogblnodci; a fortiori stosuje sie to do ptaszczyzn iterowanych i przestrzeni
wyzszych. Wprawdzie sg zbiezne osobno kierunki parzyste iterowane i osob-
no kierunki nieparzyste, lecz oba kierunki graniczne nie schodzg sig. 1 tu
wszakze istnieje mozliwos¢ jednoznacznego rozwigzania zadania o osiach
gtéwnych.

Macierze potegowe || ci‘“’ I, przez ortogonalizacye i normowanie, daja
macierz graniczng || ay || dla ukladu zupelnego osi formy iterowanej C®.
Macierze potegowe nieparzyste || ¢/y " || z powodu tozsamosci

e =10 1l el (45)
mogg by¢ uwazane za iteracye uktadu poczatkowego wektoréw niezaleznych
Br=cr={Cik,..- Cur) (46)

ze wzgledu na forme iterowang C®; dajg przeto (twierdzenie 8) przez or-
togonalizacye i mormowanie macierz graniczng | o;1 ||, ktéra daje row-
niez ukiad zupelny osi gtéwnych formy iterowanej. Zanim poka-
zemy, w jaki spos6b z dwéch macierzy granicznych || @, |a's: ||, ktére
mogg dawaé zupeinie rézne kierunki i nie przedstawiajg wiedy zadnej
z osi dla formy pierwotnej, otrzyma¢ mozna uktad zupelny takich osi
gtéwnych, ustalmy najprzéd to, ze mozna otrzymaé || o]l z | o]l
wprost, t. j. bez drugiego procesu granicznego dla iteracyj nieparzystych.
Niechaj || aﬁf” || oznacza macierz || cfz,m !, zortogonalizowang i znormowana.
Z tozsamoSci ’

S0 = [, - e ) (47)

mh 1

wynika, wedtug definicyi tych dzialan, ze ortogonalizowanie i normowanie
macierzy || cgf[’ [| daja ten sam wynik, co ortogonalizowanie i normowanie
macierzy
231 221
TR = Mo - 1o (48)

im ( mk

Przy przejsciu do granicy wynika stad, ze | o’y || powstaje przez ortogona-
lizacye i normowanie macierzy

12kl = eom |f - [l o ] - (49)

Lecz macierz || 'y || jest juz sama ortogonalna, gdyz mamy tozsamos$ciowo

i i hm

(2) 4
Z QU"PQ (i9=2 Ci1 Mp Cim Umg ZZ clm alp amq’ (50)
L,m

icm
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2 2 0, = pfq a, (wedtug tw. 7)  (51)

przeto

2 W W=D ¢ iy =4, 2y, (52)
i i
Nietylko wiec udowodniona zostata ortogonalnos¢, lecz widzimy nadto, ze
do normowania macierzy || %';| nalezy wogdle kolumng -tq podzieli¢ przez
lpy |, Przez co powstaje macierz graniczna parzysta || o,z !. Napiszmy te-
raz dla prostoty g/, M/ zamiast Ovys by, to bedzie og6lnie:

D tmti= | 5 | s (532)
@ 2
E Ci z) W =p* Oy = | g/ | 2 Cim s (53b)
m m
Z Cim V= | g | . (53c)

m

Godzi sig zauwazy¢, ze wzory (48) — (53) stosujg sie do macierzy | | kaz-
dego ukiadu znpeinego osi giéwnych formy €@ i dla macierzy stad wypro-
wadzonych | Wi ||, || o1 ||, jak to wynika z podanego dowodu.

Dla statego / nalezy odréznic trzy przypadki: a) albo (dia form okresl-
nych zawsze) jest przy wszystkich ¢ = 1,... n stale o= a;%, wtedy ko-
1
i
b) albo jest o’yz= — a;5; wtedy daje a, znéw kierunek osi gtéwnej z kwa-

lumna a, daje kierunek osi gléwnej z kwadratem dtugosci 1/ =1

! ;
Pr

. 1 —1 S . .
dratem diugosci ;\k,:—p;:—im’ c) albo wreszcie kierunki a;; 1 o;;, sg

catkowicie rézne, co jest mozliwe tylko wiedy, gdy zaréwno |p/|, jak
i— 1@l | jest pierwiastkiem charakterystycznego réwnania wiekowego (5).
Otrzymujemy wtedy z wzoréw (53a) i (53¢c):

]

[ A oy
D tin '"_E P = 'kvj;——'“—
m (54)

Ut — Vg (0 G — Oig
Cim "2‘ - | pk l 2 -

!
Wektor tedy w® = %gﬂ daje kierunek osi gtéwnej formy

pierwotnej C z kwadratem dtugosci odwrotno$ci pierwiastka
Prace mat.-fiz., t. XXIX. 9
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- ~’ . . .
Iy = }T; dalej wektor o* :BLQ i daje kierunek innej osi
P Pr
' . -1
giéwnej formy pierwotnej C z kwadratem difugodci M:mA
Ten rezultat ogdlny stosuje sie do wszystkich form, gdyz w pewnym
sensie stosuje sig i do dwéch poprzednio rozpatrzonych przypadkéw. W przy-

padku a) mianowicie jest ax**== %—a’l osig gtéwna formy C dla praw-

0O, — o

5 = 0 nie daje sig

dziwego pierwiastka p'= | g’ |, gdy wektor o* =

a —
2

e . . . -

ny — o =——7— 08 gtéwng formy C dla prawdziwego pierwiastka

!
p = — | ' |, gdy znéw tu wektor a**= ﬂjg_& =0 jest bez pozytku.

spozytkowa¢; w przypadku b) za$ daje o, = lub wektor przeciw-

Tylko w przypadku c) obie odpowiedzi sa zgodne. Jezeli uméwimy sie,
ze za kazdym razem wybieramy tylko jedno, naturalnie niebezpozyteczme,
rozwigzanie (w przypadku ¢) wybdr jest obojetny), to we wszystkich, po-
mysle¢ sig dajacych przypadkach, otrzymamy jedng o$ giéwrna pierwotnej for-

my rzeczywistej (regularnej) C, tak co do kierunku jak i dtugos$ci.
Wektory o i @’ maja, wedtug definicyi, diugos¢ 1, przeto kierunki osi
gtéwnych , )
== O "fQ— O ’ aki — 23 ; L (55)

przedstawiaja wprost dwusieczne kierunkéw o, i o', kiére w przypadkach
aj, b) redukujg si¢ do jednego istniejacego. Parzyste i nieparzyste iteracye
dowolnego promienia wzgledem danej formy ¢ mogg tedy by¢ zbieine
w dwéch réznych kierunkach (przypadek c); wtedy wszakze dwusieczie
tych dwdch kierunkéw sg z pewnoscig osiami gtéwremi formy dla kwadratéw
dtugosci réwnych i znakéw przeciwnych: osig bezpoérednig ¥ dla wartosci
dodatniej, do niej za$ prostopadig — dla ujemne;.

Mozna przewidzie¢, ze tozsamo stosowac sig¢ bedzie do parzystych i nie-
parzystych iteracyj ptaszczyzn i przestrzeni wyzszych, iszukaé stad
ostatecznego rozwigzania.

Stwierdzimy to przewidywanie, dajac to rozwigzanie ostateczne. Niechaj
postgpowanie, prowadzace do znalezienia szukanego ukiadu $redniego
z macierzy graniczaych || my ||, || o ||, nazywa si¢ wyréwnaniem tych
dwéch uktadéw. Stawiamy najprzdd nastepujace twierdzenie:

') Kierunki punktéw iterowanych sa dane na ich promieniach.

icm°®
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Jezeli

[P PR P T LA S o

sg dwa uktady niezaleinych wektoréw, to mozna zawsze dla wektoréw

§rednich

a +af ay == 4y a, o
o Ty — TR

2 ' 2 v 2

taki uczyni¢ wybér znakéw, aby obrane wektory

znowu tworzyly uklad niezalezay.
Dla dowodu rozpatrzmy najprzéd dwa uklady

!
a, — 0,

o +af
2 2 ’

Y PR A Tyyvnny On-

< e . . G ol :
Wektory $rednie 5 — g~ niemoga oba leze¢ w przestrzeni cze-
Sciowej wektoréw a,,..., a,, bo inaczej wektor, powstajacy przez dodanie
tych wektoréw $rednich, bylby, wbrem zalozeniom niezaleznosci, lezal réw-
niez w przestrzeni czeSciowej a,,..., a,. Z tego samego powody, po usku-
tecznionym nalezytym wyborze wektora 51, przy ktérym uktad 31, [
pozostaje niezaleznym, moze najwyzej jeden z dwéch uktadow

I ! !
- Ty 10 ;o & — 0
ay, g G dE, e

Ty

wypasé zaleznym. W ten sam sposéb mozna péjs¢ dalej, pdki nie wyrédwna-
my wszystkich rozpatrywanych par wektoréw i nie powstanie uktad niezalez-
ny wektoréw Srednich a, 6y,..., 6,. Wedlug powyzszego, kazdy z tych
wektoréw daje kierunek osi gtdwnej formy pierwotnej C. Osi gléwne, na-
lezace do dwoch réznych pierwiastkdw, sg oczywiscie do siebie ortogonal-
ne; nalezace do réwnych pierwiastkéw p, tworzg pelng, nalezaca do p,, prze-
strzei, przyczem ortogonalizacya dowolnego ukladu zupeinego, lezacego
w tej przestrzeni, prowadzi do takiegoz uktadu zupelnego. Ortogonalizacya
znalezionych wektoréw Srednich E, s Ez yeos T prowadzi tedy do uktadu zu-
petnego ortogonalnego osi gtéwnych pierwotnej formy G, or-
togonalizacya i normowanie macierzy [f a;5 || do macierzy |z ||, ktéra roz-
wigzuje w zupelnosci zagadnienie o przeksztalceniu ortogonalnem dla pier-
wotnej formy C. Pierwiastki g/ otrzymujemy wszystkie za pomocy ite-
racyi wzgledem C: R _

leimll -l ms || =1 pe - (56)
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§ 6. Rezuliat gléwny.

Otrzymane wyniki mozemy stre$ci¢ w sposéb nastepujacy:

Niechaj bedzie dana dowolna forma rzeczywista i regularna kwadratowa
2 cipr;ty=C w przestrzeni o n wymiarach. lteracye parzyste jej macie-
rzy, po ortogonalizacyi i normowaniu, zmierzajg do macierzy granicznej || a;y |,
nieparzyste za§ do macierzy granicznej || asx||.

Mamy (53): :

2 Cim My fp = { pk, ! Ak,

2 CirOme = o | (g,

gdzie | p' | przebiega przez wartosci bezwzgledne wszystkich pierwiastkéw
charakterystycznego réwnania wiekowego (5)

| Cix—0p | =0.

Przez iteracyg wediug € i normowanie kolumn % przy pomocy | g’ | kazda
z macierzy granicznych moze by¢ otrzymana z drugiej za pomoca procesu
skoficzonego. Utworzmy dalej cigg n par wektoréw:

o a, + )/
b 5

i wybierzmy, co zawsze (nie koniecznie jednoznacznie) jest mozliwe, z kazdej
pary taki wektor, aby byt niezalezny od wszystkich poprzedzajacych go,
t.j. aby nie mogt by¢ przedstawiony jako ich agregat liniowy. Macierz tak wy-
branych wektoréw po ich ortogonalizacyi i normowaniu, daje nam w wier-
szach macierz || a;. || przeksztalcenia ortogonalnego danej formy C na jej osi
giéwne, w kolumnach za$ daje kierunki tych osi gldwnych. Iteracya (56)

I cim Il 11 @ | ==l g @ |

daje wszystkie nalezace tu wartosci pierwiastkéw g rownania wiekowego
(6), a zatem i odwrotno$¢ diugoéci kwadratéw otrzymanych osi giéwnych.
A'le i dla wylgczonych osobliwych form p,*=0 rezultat giéwny stosuje
sig réwniez po wprowadzeniu niewielkich zmian. Mianowicie juz przy or-
togonalizacyi pierwszej macierzy potegowej || ¢;3 || znika, jak wiadomo, toz-
samosciowo tyle (n,) kolumn, ile jest pierwiastkow znikajacych p,; réw-
r{omienne kolumny znikajg tez tozsamosciowo we wszystkich macie-

icm°®

(21) Problemat osi gtéwnych form kwadratowych i réwnan catkowych symetrycznych. 129

rzach potegowych || ¢ ||. Musimy tedy przy normowaniu pomija¢ odpo-

wiednie kolumny i okre§lamy obecnie ,normowanie ukladu zerowego
0, 0,..., 0

w ten sposéb, ze pozostawimy go niezmienny m. | w granicy zastepujemy
7, kolumn osobliwych przez zero. Dla pozostatych niezaleznych kolumn
ortogonalnych pozostajq atoli w mocy—mutatis mutandis—wszystkie powyz-
sze rozwazania, w szczeg6lnosci za$ nieznikajace wektory macierzy granicz-
nych |'msll, | '.x] naleza teraz do przestrzeni czastkowej R, skorczonych
osi gtéwnych. Wybdr wektoréw ‘&, nastepuje przy wyréwnaniu tylko tam,
gdzie wektory poczatkowe ax, o/ nie znikaja tozsamodciowo, i nalezy wybor
ten przeprowadzi¢ tak, jak w przypadku regularnym.

Twierdzenie gtéwne stosuje sig tedy i do form osobli-
wych, jezeli przy wyréwnaniu wykluczymy wewszystkich macierzach zni-
kajace tozsamosciowo kolumny w liczbie n,, réwnej liczbie pierwiastkéw
zerowych p,=0. Odpowiednie osi nieskornczone dobiera sig dowolnie or- )
togonalnie do sketiczonych osi gléwnych.

We wszystkich tedy pomysle¢ si¢ dajacych przypadkach uktad zu-
pelny osi gtéwnych danej formy kwadratowej iy ;@ =C otrzymac mozna
tak co do kierunku jak i dtugosci, za pomoca jedynego procesu nieskoficzo-
czonego, t. j. tworzenia macierzy granicznej || aix || przez ortogonalizacye

i normowanie macierzy potegowych parzystych |} cﬁf’ "N

§ 7. Uogolnienie.

Wyzej (§ 2) byta juz mowa o mozliwosci zastosowania osiggnietych wy-
nikéw do skombinowanego problematu dwéch form C, D, jezeli jedna z nich
jest okre§lna. Przy innej sposobnosci zamierzamy przeprowadzi¢ bada-
nia, odpowiednie zwigzku z ogdlnym problematem niesymetrycznym.

Tu wspomnimy tylko o mozliwosci zupetnego zastosowania znalezio-
nych wynikéw do form Hermite'owskich, jako tez peinociagtych —
wedtug definicyi Hilberta — rzeczywistych form kwadratowych i Hermi-
teowskich o przeliczalnie nieskoficzenie wielu zmiennych, przyczem do-
wody pozostaja te same; wreszcie do liniowych réwnan catkowych z jadrem
rzeczywistem symetrycznem lub Hermite'owskiem. Dla przypadku rze-
czywistego réwnaf catkowych przeprowadzimy tu ponizej badanie.
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CZESC DRUGA. ROWNANIA CALKOWE
SYMETRYCZNE,

§ 1. Wzory zasadnicze. ©

Danej formie rzeczywistej kwadratowej odpowiada w teoryi réwnan cat-

kowych symetrycznych wyrazenie catkowe symetryczne

b b
ffzf(s, ) 2 () w(t) ds dt — O, 1)

gdzie

K(s, h=K(t, s), a8 t<b 2)

jest jadrem symetrycznem, o ktérem zaktadamy, Ze jest ci ize ni i
: ’ ) C1 =
ka tozsamosciowo. Y : agle 1 2¢ mie zni

Problemat ,o0si gtéwnych® pole i i
! » ga tu na szukaniu wszystkich funkcyi
wiasciwych, czyniacych zado§é zwiazkowi Y e

b
[EG, 90t dt=pe(s),» @)
gdzie p jest stata, ktGrej wartos¢ odwrotng
A= —
. 4)
nazywamy wartoscig wtadciwg danego jadra K (s, ). Maci
L . » t). Macierzy || ¢ |
w teoryi form odpowiada tu samo jadro X (s, t), wyzszym macierzogl Il)ot]e‘-I

N . .
gowym || cf.k’ i odpowiadajg wyzsze jadra iterowane

E®M (s, f) =KV (t, 5) = K@, (5)
okreslone ogdlnie przez réwnania

B s, )= [EY (6, 1) K (r, 1) dr, ®)

'} Odsytamy przed i
iSchmidta.y y przedewszystkiem do podstawowych prac Fredholma, Hilberta

) ﬂlSZy n ciqgu nasze W ficzonemi gr:
i 2 W d g0 ktadu skoric: i i i
i . )’" mi granicami catkowania beda aib,
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lub wprost
(s, 1) — [{ [K(s, P E (e, ). K(rs, 8 dry. dry... @ra. (7)
Jezeli )

0 (8)y F(8),-err FE(S),- .. ®

jest zamknigtym ukladem zortogonalizowanych i znormowanych funkcyj
whasciwych jadra K (s, ?), tak ze:

[E6 haba=ane, o= ¢
R =1 dl ==
[a@e@as=2.12g " b1 o

i nie istnieje pozatem funkcya wiasciwa jadra, ktéra nie dalaby sie wyrazic
liniowo za pomoca skonczonej liczby funkcyj danych; jezeli dalej

Ay geees M (10)

sq odpowiadajgce tym funkcyom, koniecznie rzeczywiste, przez jadro K (s, 1)
jednoznacznie wyznaczone, wartosci wlasciwe, dla ktérych przyja¢ wolno

ML AL, an

to ten cigg wartosci wiasciwych moze posiadac punkt skupienia tylko w nie-
skoriczonosci; w szczegdlnosei bedzie szereg

o = S=c 12)

=g

~ps
y‘,_.

zbiezny; dalej k;, ¢, (s) s3 réwnoczesnie wartosciami wiasciwemi i niezalez-

nemi funkcyami wiasciwemi jadra E¥ (s, f).

Do jader iterowanych stosujg si¢ wazne twierdzenia Schmidta o roz-
winieciu; twierdzenia te uczynimy podstawg naszych rozwazafi, odpowiadaja
one w zupelnosci poprzednim wzorom zasadniczym (I, 9) teoryi form:

K¥ (s, )= 2, ?L(S))T‘”ﬂ N>2. - a3)
§ 2. Jadra iteracyjne parzyste.

Stwierdzimy najprzéd nastepujacy analogon do jednego z poprzednich
twierdzen o formach (I, § 4, twierdzenie 7).
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Niechaj bedzie
B, by Buye.. (14)

przeliczalny uktad zmiennych ¢, pokrywajacy wszedziegesto dany przedziat
@...09; jezeli wiedy zortogonalizujemy i znormujemy cigg

E¥(s, ), K™(s, t)... K¥i(s, 7 B (15)
jako ukfad funkcyi zmiennej s, przyczem nie uwzglednimy funkcyj tozsa-
mosciowo znikajacych, otrzymamy przez to dla M rosngcego nieogranicze-
nie cigg zbiezny jednostajnie ku ciggowi granicznemu

4, (),

G, . a(s),.... (16)

ktéry przedstawia ukiad zamkniety funkcyj wlasciwych jadra iterowanego
K@ (s, 1).
_Dla dowodu rozpatrzmy najprzéd » -

(s, )= 3, 28 (6), a7

v
20
v

Dla osobliwych wartosci ¢ moglaby ta funkcya znika¢ tozsamogciowo,
mianowicie wtedy, gdy dla wszystkich v jest tozsamosciowo o, (f,) = 0. Dla
takich wartosci wyjatkowych zachodzi znikanie tozsamosciowe jadra K2 juz
dla M=1; te wartoéci wyjatkowe przy zadanych dzialaniach pozostawimy
wprost bez uwzglednienia. Bez zmniejszenia ogélno$ci mozna przyjaé
K* (s, £)==09, i niechaj v, bedzie najmniejszym skaznikiem, dla ktorego

, () == 0. (18)

Do tego skaznika nalezy warto$¢ whasciwa A2 jadra K¢

2 i tylko skoficzo-
na liczba dalszych wartosci whasciwych Myt1,... M4, moZe byé réwna A%,
gdy inne pozZniejsze wartosci sg wicksze (poréw. 12). Dla zadanego nor-
mowania jest obojgtne, kiedy rozwazang funkeye K2 (s, 4,) mnozymy przez

A2 funkeya, jaka wtedy normowaé mamy, bedzie

Vieer Vi vt 1., oo

B =2 a6 e+ (a0 e0. 9

") Np. przeliczalnie uporzadkowan
wszystkich wamkéw dwéjkowych.

*) Wszystkie nastepujgce suinowania — o ile wyraZnie inaczej nie podajemy — rozcia-
gajg sig od 1 do o; w przypadku skoficzonej liczby wartosci wiadciwych 3,..

kie dalsze odwrotne wartosci wlasciwe pntm nalezy przyja¢ za réwne zeru.
) b E(s, §==0.

y uklad wartosci wymiernych migdzy a i b lub

. hn wszyst-
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Czed¢ pierwsza po stronie prawej nie moze znikac toisamos’c.iowo, igdyi, Zpo-
wodu ortogonalnodci funkcyj wiasciwych o, ,. .., ©in ’zw1qzel'( liniowy po-
migdzy niemi jest mozliwy tylko przy znikajacych s.polczyr.mlka'ch, gdy tu
przyjelismy o, (4,)==0. Czed¢ druga dla rosngcych n{eogramczeqme wartosci
M maleje wcigz, gdyz dla v > v, + m, ma by¢ ogélnie ).\f > A% Funkcya,
kt6rg mamy normowac, rézni sie zatem dla nieograniczenie rosngcego M do-

wolnie mato od
R,

L (1= 0.(9) % (1), (20)

1

przyczem wszystkie funkcye o, (s) w tym agregacie lini'o“.rym nalezg do jed-
nakowej wartosci whasciwej ) ? jadra K®. Z tego w}asm(_e powodu agreg.aF
rozwazany L,* (s) jest sam funkcys wlasciwg jgdra K@ i normowanie Jej
prowadzi znowu do takiejze funkcyi o, (s), ktéra nalezy do wartosci wiasci-
wej M2D o _—
Niechaj o, (s) oznaczajg uktad zupelny funkcy}lw}asm}vych dla .

Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przy rozwazaniu iteracyj parzystych
przyjac: , ~ ’

<K n(e)= e, ();
o () F0, G ()= = Guim () =0,

co mozna osiagna¢ zawsze przez ewentualne przestawienie skaz'nik'o’w i prfg-
ksztatcenie ortogonalne funkcyj wiasciwych o, (S),- .., Putm, (8) jadra KO,
nalezacych do A% . o

PrzejdZmy teraz do jadra K3¥ (s, f,), przyczem zudw przyjmijmy
K?¥ (s, t,)=£0, irozpatrzmy agregaty

@n

Ly () = 0 K2 (5, 1) + ¢y K (s, 1,) (221

¢y =const %= 0, ¢, = const.

o ktére wiasnie nam idzie przy zadanej ortogonalizacyi i normowaniu.

Mogtoby by¢, ze pomiedzy ,wektorami“ znajduje SiQ-LfM.(S) tois’ax.nc;-
$ciowo rowny zeru, wtedy wystepuje i zero przy o?togonahzacyl, ’W.arto§cicl dﬁ
nie mamy juz potrzeby uwzglednia¢ i przechodzn'ny do. warto$ci g;‘ta i .t .
Jezeli jednak zawsze jest K (s, #,) w ten sposob zaleine od K2¥(s, 1),
oznacza to wtedy, ze jest tozsamosciowo:

) Podobnie do wzoru (I, 27) jest ogéinie

im B2 (s, £,): B2 (50, 1) =%;
M=co

dla prostoty pomijamy te analogie i inne latwo uzasadni¢ sie dajace (por.], 36-—§8inast.).
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KQ)I[ (57 t) — r(1 (S)? ‘;1 (t) , (23)

poczem juz z samego K2(s, ¢,) mozna znales¢ jedyna funkcye wlasciwa.
W innych przypadkach mozna w ciagu 4, ..., #, osiagna¢ zawsze takg war-
tos¢ 4,,, dla ktérej K?(s, £,,) jest liniowo niezalezne od K2 (s, ¢,) i mozemy
przyja¢, ze to zachodzi juz przy wartosci ¢,.

Niechaj wiec w réwnaniu

B, )= 3, 202G e

)\ng

bedzie v, najmniejszg wartoscig skaznika, dla ktérej jest @, (£,) == 0. Jezeli
jest przytem A’== 1.2 to dla rosngcego M otrzymamy w jadrach normowa-
nych K (s, #,) funkcye, kiére coraz wiecej staja sig ortogonalnemi do odpo-
wiednich normowanych jader K2 (s, #,)1); zadana ortogonalizacya i normo-
wanie dajg przeto w granicy funkcye wiasciwa a, (s) jadra K? dla wartosci
wiasciwej N2 Jezeli wszakze A2 =12 (v, > v,), wtedy bedzie:

u+me1, ... 00
23 723 = = M \PH—
R ) =0 @56 + 2 () w @60
Vyeen Vytmy vetmetl, . 00 oar
oM 1200 = — Ay, \2H—
WO =2 ne)nw+ 2 () a@ ). @)
Jest tedy albo ’ ’

(25a)

Ve Lyees vbm,

2. 0)=0; D 82(t)=0, (26)

a wtedy juz normowanie jadra K2¥ (s, 2,) daje funkcye graniczng g,,(s) orto-

gonalna do ¢, (s) inalezqca do tejze wartosci granicznej A,2=12,2% albo tez
mamy:
A L R

DBt -0, 27)

1
a wtedy tozsamo, co przedtem, stosuje sig do agregatu

LEM (8) . )».EM I K (S: tl) ’ K2 (81 tz)
2 =4, — — |
&, (21), o, (%) |

vl ee vty

D ety =0 29)

v

@h (2‘2) —_l|= 07

28)
Albo wreszcie mamy:

gvx () == 0;

'} Oznacza to, ze catka iloczynu tych normowanych funkcyj staje si¢ dowolnie mata.
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wtedy agregat (28) daje nam funkcye, ktdrej normowanie w granicy dokony-
wa sig¢ wedfug podobnych praw, jak poprzednio normowanie jadra K®¥ (s, 2,).
Dostajemy wtedy funkcye wiasciwa q, (s) jadra K2(s, f), ortogonalng do
%, (8) i nalezaca do tej wartosci whasciwej X2, dla ktérej najprzéd wypada

(), gt
o (), on(t)

Skaznik %, istnie¢ musi, bo inaczej, wbrew zatozeniu, bytoby w réwnaniu (28)
L0 () = 0.

W zupelie analogiczny sposéb postepujemy z dalszemi funkeyami
KM (s, 4,), ... Albo dla dostatecznie wielkiego skaZnika % nie otrzymujemy
wogble wiecej nowych funkcyj E?¥ (s, f.4,), dla dowolnego #, wicc bedzie:

B2 (s, t)=c; (8 K2 (s, L) 4. Fea (1) K (s, 1) C1)

i#o. . (30)
|

K2 (s, t) jest wtedy jadrem ,osobliwem¥ rzedu n-tego, ktére posiada tylko n
otrzymanych funkcyj wiasciwych niezaleznych. Albo cigg tych znalezionych
funkcyj wlasciwych a, (s),... a.(S),..., bez znikajacych, dazy do nieskofi-
czonodci; wtedy nalezy jeszcze wykazad, ze w ten sposéb powstaje uklad
zamknigty funkcyj wlasciwych jadra K2(s, £), do ktérego to uktadu nie
mozna juz dotaczaé funkcyj dalszych, od tamtych liniowo niezaleznych.

Niechaj do najmniejszej wartosci wlasciwej A2 =...=1X,? (<MNst1)
naleza normowarne funkcye wiasciwe @ (8),. . -, @n, (5). Istnieje w kazdym ra-
zie najmniejszy skaznik p.,, dla ktérego

l.my

D )20, (32)
gdyz inaczej funkcye ciggle ¢, (), ..., @a(s) z powodu wszegdziegestego
pokrycia danego przedzialu a...b wartosciami &, ..., f, znikacby musiaty
tozsamoéciowo, co dla mich nie zachodzi; w przypadku ,normalnym® be-
dzie nawet p,=1. Normowanie jadra K?¥(s, t,) doprowadzi tedy wediug
rozwazan przeprowadzonych dla K?¥ (s, ¢;) do funkeyi whasciwej q,, (5) jadra
K®, nalezacej do wartosci wiasciwej 2,2, ktdra to funkcya musi by¢ zatem or-
togonalna do znalezionych poprzednio, odpowiadajacych innym warto$ciom
whasciwym, funkeyj a; (8),.. ., Gu (§). Z tego ostatniego powodu zadana
ortogonalizacya i normowanie jadra K#'(s, £,,) wzgledem KM (s, tl_), RN
K2 (s, ¢, ;) réwniez doprowadzi do te] samej funkfyi a,, (8) = a, (5),
i tym sposobem znajdziemy pierwsza funkcye wiasciwa o, (s) naleza do A2
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Podobniez, o ile nie zachodzi jadro osobliwe z jedng jedyna funkcya
wiasciwg a, (s), istnieje drugi najmniejszy skaznik p, taki, ze dla n,>1 be-
dzie o i

' e () o () [

L B ==0; (33)
h<te | P (Fe) o, ()
dla ny==1, A *< N2 =... =12, (< W,41) za$ bedzie albo
2...ng
dla gy <py, D on(B2R0, (34

ky
albo

2o ng

dla p, >, 2 o (te)y 1 (B) ‘ 0
B Cr, (“’m)’ ks (tm) |

gdyz inaczej zachodzitby pomigdzy funkcyami ortogonalnemi o, (£), @ (2),
i;k, () zwiazek liniowy, lub tez te funkcye znikatyby, co jest niemozliwe. Dla
skaZnika p.,, przez kombinacye jadra KX (s, #,) z jadrem K*¥(s, £,), otrzy-
mujemy przy pomocy ortogonalizacyi i normowania funkcyg wlasciwa 2, (s)
nalezaca do A% ortogonalng do poprzednich funkeyj wtasciwych a, (s),..
1 (8), @ wiec zlewajacy sig z funkcya ay, ().

Podobnym sposobem mozna wykazaé, ze zadna inna nalezaca do réw-
nych lub nieréwnych wartosci wiasciwych 2% ..., A3 ... niezdlezna funkcya
wiadciwa a (s) nie moze by¢ w rozwazanym procesie przeskoczona.

(35)

AR ]

§ 3. Uklad jadra &K, ).
W dalszem rozwinieciu rozwazanej analogii z zagadnieniem o formach
1, § 5) twierdzimy, ze:

Za pomoca ortogonalizacyi i normowania ciagu jader nieparzystych
iterowanych

K2+i(s 1), R2MtI(s, 8,),..., KPMHi(s, £,),... (36)
wzgledem zmiennej s otrzymujemy zbieznoéé jednostajng ku ciggowi gra-
nicznemu

o' (), '/ (s),..-,

ktéry réwniez daje uktad zamknigty funkcyj wtasciwych jadra K® z takimze
ciggiem wartosci wlasciwych A%, jak dla iteracyi parzystych (§ 2).

'Ik’ (3) y (37)
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Zachodzg tozsamosci:

[ (s, t10 (1) di = -

— o (). (38a)
[,

[K(s, t) o (£) di= T‘AI’T a0 (s) - (38b)

W ciagu funkcyj

“71(;‘2 :‘?—__7“_1’7 (S) 'xml (5) I ﬁm’ (S )
« 2 b s

N 3 g

m () = ) (6)
2

o ile odwrécimy uwagg od tozsamosciowo znikajacych par a,, (8) =a"m, (s)=0,
mozna zawsze dokona¢ takiego wyboru znaku, aby powstajacy przez fo
cigg funkcyj $rednich

El (S) L

byt liniowo niezalezny. Ciag ten, przez ortogonalizacye i normowanie, daje
nam uktad zamkniety funkcyj wiasciwych

a(s), . ants) (39)

9 (®, 0, (8),. ..,

dla jadra pierwotnego K (s, ).

Dowdd nalezy przeprowadzi¢ zupelnie analogicznie do dowodu odpo-
wiedniego w teoryi form (I, § 5) i dlatego mozemy go na tem miejscu po-
mingé.

#m (5) (40

§ 4. Meracya zupelnych ukladéw form.

Analogie do najogoélniejszych twierdzen o formach (I, § 6) otrzymujemy,
rozwazajac dowolne uklady funkcyjne §/® (s) i ich iteracye przez wzglad na
dane jadro X (s, 7).

Dany ukiad funkcyjny

Bl(s)r 92(3)7"') BR(S): (41)

moze by¢ zawsze ortogonalizowany i normowany, przyczem nie ma potrzeby
uwzglednia¢ wystepujacych identycznie zer, ktdre sg znakiem zaleznosci
liniowej. .
Iteracye uwazanego ukladu wzgledem K(s, ?) powstajg przez prze-
ksztatcenia

8.0 (5) — f K (s, 1) B (2) dt, (422)

B (5) = f K (s, 8) B () dt = f E¥(s, ) B () dt.  (42b)
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Jezeli zadamy, — co tu wtasnie zachodzi — ortogonalizacyi i normowa-
nia otrzymanych w ten sposéb ciggéw funkcyjnych

BOE), B, ED(E),. ., (43)

to mozna z gory, bez zmiany rezultatu, zastgpi¢ uktad pierwszy (41) przez
uktad powstaly z niego zortogonalizowany i znormowany

BF(s), B, B, (44)

Uklad tej natury — ale koniecznie nieskorficzony — nazywa sig zupet
nym (Hilbert), jezeli dla kazdej funkcyi ciaglej g (s) zachodzi zwiazek

[oter as _ 2 {f g (OB () dt}z; (45)

wtedy i uklad pierwotny (41) nazwiemy zupetnym. Np. ukfad poteg natural-

nych
=1, s, 8 ..., s,...., (46)

bedacy podstawa szeregédw Taylora, jest zawsze zupetny; rozwiniecia Le-
gendre’a, Fouriera, Bessel'a, Sturma-Liouville’a i inne podobne
stanowia przykiady dalsze.

Ze zwigzku zupetnosci (45) wynika wprost, ze funkcya ciggla wtedy
tylko moze by¢ ortogonalna do wszystkich funkcyj 8,* (s), t. j. moze by¢ dla
wszystkich v:

j g ®p*@dt=0, (47)

jezeli jest tozsamosciowo g (£) = 0.
Z tego samego powodu musi by¢ g (£)=0, jezeli dla wszystklch funkcyj
pigrwotnych 8,(f) ciagu (41) jest

(92 a=o, 48)

poniewaz catki (47) dajg sig ztozy¢ liniowo z catek (48).

Analogon, ktérego szukali§my do twierdzenia 8 w czgéci I § 4, brzmi te-
raz w ten sposéb:

Ortogonalizacya i normowanie zupetnego ciggu funkcyj £ (s), powsta-
jacych przez iteracyg zupetnego ciggu funkcyj 8, (s) przez wzglad na dane
jadro K (s, ?), daje dla N=2M w sposéb jednostajnie zbiezny zamknigty
uktad funkcyj wtasciwych iterowanego jadra K2 (s, 7).
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Dla dowodu rozpatrzmy najprzod pojedynczg funkeye 3, (s) i powstate
z niej (:}(:) (s), 8" (s). Motze wprawdzie 2 (s) znikac tozsamosciowo, ale
napewno nie zachodzi to dla wszystku:h funkcyj uwazanego ukiadu zu-
pefnego, gdyz inaczej w réwnaniu podstawowem (45) powstataby sprzecz-
no$¢, gdy w niem podstawimy g (s) =K (s, %,); bytoby wtedy dla kazdego
1, tozsamosciowo K (s, £,) =0.

Jezeli dla jakiego skaznika jest "1’(3)_0 to mozna wykaza¢, ze wtedy
jest ogélnie B;’f (8)==0. Jezeli mianow1c1e Npy>1 jest pierwszym skazni-
kiem, dla kiérego znika funkcya BZ (s), to znika ona takze dla N;+1, jedna
z liczb N,, N, +1 jest parzysta = 2M > 2, mamy zatem:

0= f K2 (s, 1) B, df; om)
Ozf.f K™% (s, 1) B, () A . 8. (5) ds
B {fy"K?“(& ) K% (r, 1) B (5) 8, (?) dsdt dr (49b)
:fukmmﬂmMﬂWn

f K% (7, 1) B, (£) df =0. (49¢)

Dla Ny=2, M,=1 ostatnie réwnanie jest sprzeczne z przyjeciem Bff’(s)_i,_O.
dla Ny, >2, M,< N, z innem przyjeciem o liczbie N,, jako najmniej-
szym skazniku o zgdanej whasnosci; ze zwigzku wige ﬁ(” (5)==0 wynika istot-

nie wogole ”f) (s)==0. Dokladniej, wedtug twierdzen H ilberta-Schmidta,
jest:
1...02 (s)
Cus B
B = (502)

v

b= [ B (0) () 05 = W[ ns@e@ara, - Gon)

gdzie pierwszy szereg po stronie prawej jest zbieiny jednostajnie; a stad
wogdle, na mocy zwiazkow (42b), (9a) bedzie:

1...9

=, i, (51a)

v
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Cor = fm () o (1) dt. (51b)

Ostatni wzér stosuje sig zresztg i do pﬁ’ (s)=£0, wtedy dia kazdego v jest
wprost ¢,,==0 (Schmidt).

Z wzorami zasadniczemi (51a) w razie skaznikéw parzystych postepuje-
my zupetnie analogicznie jak z wzorami dla K® (§ 2); przez ortogonali-
zacye i normowanie ciggéw Biz‘m (), ng’(s), ...,—odwracajac uwage od ewen-
tualnych zer — otrzymujemy zbiezno$¢ jednostajng ku ukladowi funkcyj
whasnych dla K2 (s, ?):

BI(S), “2(3)»-“, Hm(S),..., (52)
nalezgcych do warto$ci wiasciwych
Mo My, N (53)

i pozostaje wykazaé, ze mozna w ten sposob otrzyma¢ wszystkie wartosci
whasciwe i wszystkie niezalezne funkcye wiasciwe. )

Niechaj znéw do wartodci wlasciwych A =... =2, (<N, 41) nalezg
funkcye wiasciwe niezalezne ¢, (s),..., 9, (s). Musi istnie¢ skaznik p, naj-
mniejszy, dla ktérego -

D er=0, (54)
inaczej bowiem bytyby funkcye o, (s),..., v, (5) za pomocg wzoru (56b) or-
togonalne do wszystkich funkeyj B (s) i znikaly tozsamosciowo, co jest
niemozliwe. Dla rozwazanego skaZnika p, powstaje znéw, podobnie jak
w § 2, funkcya wiasciwa a,, (s), nalezaca do A% poczem mozna polozyé
o, () =, (s). Jezeli wige A wogéle istnieje, musi wtedy istnie¢ drugi
skaznik najmniejszy p,, dla ktérego przy n,>1 jest

Tooom,

| Cuvy Cpave )
2 l ; : l == 0, (55)
vl | Cpav fa V2
dla nl =1 Zaé’ )‘12< )‘22 = z)‘ﬂ,2 (< li‘nr‘rl))
albo:
2.
da gy <p, Q) =0, (56)
albo tez: . ’
[ Cut Cppvy, 2,
dla  pp >y, Z TR 05 (57)

v Gl Cpy,
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inaczej bowiem albo znikaltyby funkcye wladciwe, nalezgce do A;2, albo tez—
poniewaz dla wszystkich u ze znikania wyrazen (55), (57) wynika ogdlna
zaleznos$¢ liniowa spéiczynnikéw ¢, od spélczynnikéw ¢, ., — powsta-
taby na mocy zwiazkéw (51b) D takaz zaleznos¢ liniowa kazde] funkcyi
. (s) od %, (s), co jest niemozliwe. Dla uwazanego skaznika ., otrzymuje-
my tedy funkcye wiasciwa ay, ()= 9, (8) jadra K> malezgcg do A2 it.d.

Po tych wywodach niechaj nam bedzie wolno stresci¢ wprost bez szcze-
gotowych dowodéw wyniki ostateczne naszych badas. ?

§ 5. Rezultat giéwmy.
Niechaj
tie  fasenen,  Eue..

bedzie oznaczonym, przeliczalnie nieskoriczonym, ciagiem wartosci zmiennej £,
pokrywajacym wszedziegesto dany skoficzony przedzial @ ... & iniechaj
bedzie ogélnie K~ (s, £) N-tym iterowanem jadrem w danym uwazanym
przedziale jadra ciggtego, symetrycznego K (s, £j. Ortogonalizujac i normu-
jac uktady

KN (S, t1)7 KN (8, t:’) LA | E‘V (Sv ip-) R (58)

uwazane jako ciag funkcyi zmiennej s i odwracajac uwage od ewentualnych
zer, otrzymamy dla wyktadnikéw parzystych N zbieznos¢ jednostajng ku cia-
gowi granicznemu

o (8), 6 (8),..., @ (S, (59)

dla nieparzystych za§ N zbieznos¢ jednostajng ku ciggowi granicznemu
Jest a, (8), a(8),..., a{8),.-- (60)
f K (s, f) () 4t = ;}L -0 9), (61a)
fK(s, 0 o () di =~ )L F o), (61b)

uktad o (s) powstaje przeto z uktadu a(s), jak i a(s) z o' (s), przez iterowa-
nie wzgledem K (s, #) i normowanie.

Kazdy z ciagéw a(s), o' (s) daje uktad zamkniety funkcyj wlasciwych
dla pierwszego jadra iterowanego K?2(s, ).

) Dla skainikéw N parzystych mozna polozyé EV (s) zamiast ¢, (s).
%) Poréwnaj notatke autora w ,Gottinger Nachrichten®, 1917.
Prace mat.-fiz., t. XXIX. 10
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W ciagu funkcyj $rednich

g ke (s LEEL(S @ (8) £ o,/ (s)

) 2 LERRS] 9 P (62"'3)

mozna zawsze — odwracajac uwage od par a,, (s) = a,,’ (s) = 0 — dokonac ta-
kiego wyboru znakéw, aby ciag ten wypadt liniowo niezaleznym. Je-
zeli po takim wyborze ukiad ten zortogonalizujemy i znormujemy, otrzymamy
zamknigty uklad funkcyj wia$ciwych danego jadra K (s, )

L?1(5): (?2(5)1“-7 r‘?p(s))-"-f (62b)
a przy pomocy wzoru

fK@n%mwzf?m> (63)
N

i wszystkie warto§ci wtadciwe tego jadra.
Takiez wyniki otrzymamy, jezeli zamiast ciagéw iterowanych K¥ (s, 7,)
wysteptija ciagi iterowane B.™ (s), przyczem jest ogdlnie

@ (5) = [ B, ng0wat= (K6 o™ wat, N>1, 69

jezeli za Bg” (s) wezmiemy jakikolwiek uktad zupetny funkcy]j
uwazanego przedziatu. Uktad funkcyj wiasciwych jest wtedy i tylko wtedy
zupelny, jezeli pierwszy ciag {3;? (s) lub K (s, #,) jest zupelny.

Wazne zagadnienie niezmiennikéw w teoryi symetrycznych réwnasi cal-
kowych zostato tym sposobem catkiem ogdlnie i w zupeinosci rozwigzane.

Es sei
¢/ = P [x]

das Zeichen einer funktionalen Operation, die einen ,Punkt* x im Raume
von beliebig vielen Dimensionen oder in einem bestimmten Funktionenraume
in einen anderen solchen ,Punkt* {iberfiihrt, und es sei dann die Frage nach
den invarianten Elementen oder ,Hauptaxzen“ einer solchen Transformation
vorgelegt. Dann erweist es sich in vielen Fillen als niitzlich, die Iteratio-
nen der gegebenen Operation nach dem Schema

) = P [N

zu betrachten, die unter Umstanden die vollstindige Losung des Problems
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zu geben imstande sind. Das einfachste Beispiel dieser Art liefert bei diskre-
ten Variablen die Frage der Transiormation einer vorgelegten reellen quadra-
tischen Form auf ihre Hauptaxen, im Funktionenraume -~ die Zerlegung eines
gegebenen symmetrischen Kernes nach seinen Eigenfunktionen.

Dass die Iterationen der der quadratischen Form zugeordneten linearen
Substitution bei definiten Formen im allgemeinen zu einer kleinsten Haup-
taxe fithren, ist bekannt D, und Herr E. Schmidy hat in einer grundlegenden
Abhandlung 2 die Giiltigkeit der entsprechenden Beweisfiihrungen fiir die Be-
stimmung des kleinsten Eigenwertes und der zugehdrigen Eigenfunktion fiir
den definiten iterierten Kern K® bei reellen symmetrischen Integralgleichun-
gen gezeigt. Nach Auffindung dieses ersten Resultats lasst sich eine Rest-
form bzw. ein Restkern bilden, auf die das gleiche Prinzip wieder angewandt
werden kann, wodurch aber zu jeder weiteren Hauptaxe bzw. Eigenfunktion
ein neuer unendlicher Prozess nétig wird. Durch Einfiithrung der zum gege-
benen Problem gehorigen assozierten Kerne gelang es Herrn 1. Schur?
in weiterer Analogie zum algebraischen Formenproblem# fiir den definiten
iterierten Kern K@ die konsekutiven unendlichen Prozesse zu vermeiden und
die kleinsten Produkte von je endlich vielen Eigenwerten unabhéngig vonein-
ander zu berechnen.

Indessen lassen sich tatsichlich schon durch eingehendere Untersuchung
des ersten unmendlichen Iterationsprozesses allein sdmtliche Haupt-
axen der urspriinglichen quadratischen Form direkt der Richtung
und Grésse nach bestimmen, und analog hierzu auch samtliche Ei-
genwerte und Eigenfunktionen eines beliebigen symmetrischen Kernes.

In den ,Comptes Rendus* der Pariser Akademie ® hat der Verfasser den
Weg hierzu fiir definite Formen und Kerne ohne Beweis mitgeteilt. Die
Losung (1§ 6,11 §5) und die Beweise (1§§ 4 5, Il §§ 2—4) werden im fol-
genden zugleich fiir den beliebigen allgemeinsten Fall dberhaupt ge-
geben, und sollen die Ubertragung auf weitere Fragen dieser Art, ins-
besondere bei den nichtsymmetrischen Formen und Integralgleichungen,
vorbereiten.

1) Vgl z. B. die zusammeniassende Darstellung bei G. Kowalewski: »Determi-
nantentheorie® (Leipzig 1909}, § 197.

%) Dissertation (Gottingen 19053 Math. Ann. Bd. 63.

%) Math. Ann. Bd. 67.

4 Vgl G. Rados, Math. Ann. 48.

%) Jgg. 1912, 1913,
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ERSTER TEIL. DIE QUADRATISCHEN FORMEN.

§ 1. Die Grundformeln.

Es sei im Raume von n Dimensionen die reelle quadratische Form b

2 et =0, Cri == Cit. @3]

ik

gegeben. Nach klassischen Sitzen, die wir hier als bewiesen annehmen, gibt
es dann eine reelle orthogonale Transformation

mi= ) aily. (2a)
< p
=0 fir ik
iy Oy == fyi Ok == O / ! 2
Z‘aa‘ Z”a" l =1 fr =k, ()
Ey= ) Gy, 20)
k

derart, dass man identisch erhalt:

clm T = Z CikOiyOrg &y Eq—z p. &2 3
4, k Loy
und umgekehrt
Z 0y %y Oy i Lk = Z Cikx&ily. 4)
kv I

Die Grossen p, sind dabei die notwendig reellen Wurzeln der zugehorigen
Sakulargleichung, die in Determinanteform

lea—dup|=0  vgl (2b) ®)
geschrieben werden kann, und die Grossen o sind gegeben durch die Glei-
chungen

E Cik Oky == Py iy - 6)
Man setze nun allgemein

Z Cin, Cpipy - - -
Pryee

()
Cp, = Cip » 7)
Py

sodass die cf:) die Elemente der N-ten Potenz der Matrix ‘¢;;! der gegebe-

nen Form darstellen.
Iteration:

Dann ergeben die vorstehenden Gleichungen durch

3 Alle Summationen in diesem ersten Teil erstrecken sich, wo nichts anderes ange-
geben wird, auf die Indizes 1... n.
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2 D oy, = o oy (8a)

Cl‘:’-f,-kpyi=0; §=F1s--. Pus (8)

Z erxim = M ¢ oy mgbpbe= D, 0, & (8c)
4 k ”q v

(8d)

2 A
2 P é Z P,, Uiy Xy Li T = 2 c’-k Ti g
v, 4 k

Aus der letzten dieser Gleichungen folgert man insbesondere die fiir uns fun-
damentale Beziehung:
= 2 o i, oy ©)

Neben den Elementen c ' der Potenzmatrix c“ i und der Transformation
llasx || betrachten wir noch deren Minoren von behebiger Ordnung

o
ci“‘_.’ ‘.l‘-’ Ll T *
Epeeen by Vieewa Vo
Man erhdlt:
§ AR &)
Cot, - -~ Cig,
(3 —
G iy
k Ey (N} (&f]
ik ik
! X x
Zgy iy P oo v ;0L %y Py
N N

i 1
Dy, Ry e et Fiyny, Oy vy “
{ |
J\"rA N |
== 2 PP, W | (10)
|
Ve I ey, v, 2y, @iy v, Fky vy
i { ot o
1 Gy, » % Y im"'"" e kv
I
N N N
= P Fye e P"u‘: |
" i
v < <y, P
2 ® Hiyvy - Gy | | P Ky vy |
5 by
.S- o ... i O
_ pv, ..... r“’ﬂ 25 i """ku
¥, <vgeee <,'P A A
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§ 2. Geomefrische Bemerkungen.

Alle im § 1 gegebenen Formeln lassen i

o geometrische Deutu

die die folgenden Resultate besonders anschaulich gestalten. Die VerlligtorZeI;’
a, = (dp,, - o a,,\:) U geben die Richtungen der Hauptaxen der Form C wie-
der, bzw. eines ihrer moglichen Systeme fiir den Fall des Vorhandenseins
leicher Wi o = i

gl r Wurzelwerte p,; jedes == stellt den reziproken Wert des (reel-

len) Quadrates X, der zugehdrigen (réellen in i i
v oder rein imagindren) H
des besonderen Repriisentanten ¢ =1 der gegebenen Forgm C. ) Hauptaxe
Die Substitution -

S-S
x _f by (11)

kann dann fOlgendermaSSeH pri \Y gelu Wer( . 7 ol -
ojektiv durch

( 7 ") g en u einem gege

benen Punkt xl y ey & ) kOHStfuleIe man? den Zugehoﬂgen Polar-

(OT ;
raum E, inbezug auf einen Reprisentanten der gegebenen Form

z Ccix s = Cp == const. Die Gleichung dieses Polarraumes ist
ik
S chmal =0, )

und dieser Ra um besitzt nun inbezug auf den ents yrechende Re Id
n
g sentanten

2 et =0y (13)

Zetfl-le‘rseit_s den Pol (z,®,. > x,™), der gerade durch die Gleichungen (11)
efiniert 1st‘0) Betrachtet man insbesondere unendlichferne Punkte, d. h. Rich-

tungen (z,:..:2,49), so erhalt man durch Polarisation die konju,gierten Un-

t:rraume Z cix i =0 und dann durch Orthogonalisation, d. h. erneute
olarisation inbezug auf die Einhei i j

Rt (xl(l):”% iy, nheitsform, die zu jenem Raume senkrechte

. Dasq iesan.xte Problem der Auffindung der Hauptaxen bedeutet die Be-
mmuug des fiir die gegebene Form € und die Finheitsform E gemeinsa-

1) Der Vektor o ist die Strecke N
Linge snd Richtung aach vom Nullpunkt nach dem Punkt (a,,
%) In der Ebene s. B. sind diese K i i
. B. onstruktionen direkt durch d i i
. rch das Lineal all -
::;b;: tsobald die .Zeutralku.rve C'= C, durch drei unabhingige Punkte gegeben isiln;::n
ntrum und die unendlichferne Gerade dabei als bekannt vorausgesetzt werden’

<., on) de

icm°

. Lsg_)_limblemat osi gléwnych form kwadratowych i réwnan catkowych symetlycznych. 147

men Polaraxensystems oder Polarpolyeders, dessen eine Ecke sich hier im
Nullpunkt befindet, wihrend alle anderen im unendlichfernen Grundraum

Rf)_1 liegen und eben durch die Richtungen der Hauptaxen angegeben wer-
den. Aus dieser Uberlegung ersieht man, dass das Problem der ge-

meinsamen Transformation zweier quadratischen Formen Z cixzizi=C,

Z divxiey=D auf eine Summe von Quadraten sich mit dem betrachteten
wesentlich deckt, da die entsprechenden Polarisationen ihres rein graphischen
Charakters wegen nicht an die spezielle metrische Einheitsform Z ri=KE
und die rechtwinkligen Systeme von Koordinatenaxen gebunden sind. Mu-
tatis mutandis gelten daher die weiteren Ausfithrungen implizite auch fiir die
Substitutionen

2 dix ) = 2 Cik Tk (14)

und ihre Iterationen, und alle folgenden Grenzbetrachtungen bleiben dabei

richtig, sobald die Form E dixixe=D definit ist, wodurch wieder alle
Wurzeln der gemischten Sakulargleichung

l cix— dixp ] =0

reell ausfallen, ebenso wie die Richtungen der gemeinsamen Polaraxen
(Weierstrass, Kronecker).

Geht man nun von einer der Koordinatenaxen O:...:2:...: 0, als An-
fangsrichtung aus, so erhilt man nach erstmaliger Doppelpolarisation fiir
2z =1 den Vektor cz=={(Cix,---> 1), nach N-maliger Iteration— den Vektor
¢ =(D,..., &}). Die Matrix [CF=' e | stellt somit in ihren Ko-
lonnen einfach die Iterationen der Koordinatenaxen dar. Trgenwelche u Ko-
lounen in | CEZ ' stellen die N-te Iterationen aller entsprechenden Koordina-
tenaxen dar; ihre Minoren ¢,.... i, (die k fest, die ¢ in allen Kombinationen

Eieeeo K,
ohne Wiederholung genommen)!‘ bedenten daher die héheren charakteristi-
schen Koordinaten (Ebenenkoordinaten usf) der zugehdrigen Raume, R(PN )
(Ebenen ust) dar, die als die N-ten Tterationen der urspriinglichen Koordi-
natenaxenrdume R‘:) anzusprechen sind. Da das System der gegebenen
Koordinatenaxen und— Raume in seiner Allgemeinheit geometrisch fiir die ge-
gebene Form ohne Bedeutung ist, so kénnen die weiteren Resultate auch auf
jedes andere vollstandige orthogonale Axensystem iibertragen werden. Wenn
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aber von diesem System, wie dies hier der Fall sein wird (§ 3), zuerst nur
eine der Axen, darauf eine durch diese Axe gehende Koordinatenebene, dann

ein diese Ebene enthaltender Koordinatenraum R;"’, usf. in Betracht kom-

men, so wird auch die Bedingung der Orthogonalitat der Ausgangsrichtungen
unwesentlich, und die gefundenen Resultate gelten fiir jedes vollstandige Sy-
stem von Ausgangsvektoren Br=(Biky vy Bur), E=1,..., m, uberhaupt,
sobald dasselbe unabhangig ist, seine Determinante B = | Bix | also nicht
verschwindet. Rechnerisch bedeutet dies, dass alle Uberlegungen sich dann
auf die Matrizen jC¥ B statt {C¥] beziehen wiirden; das allgemeine Element
der N-ten Iteration wird dabei

Dt'];:” ®= 2 an) oz = Z P::v %y %oy Bk (16)
" Y, m
der allgemeine Minor —
c:'iv_):,‘ iP-(;j) = Z P:: T P;’; G, iy. Ay, iy ﬁrm ,,,,, mny -
I:,,...,k}1 ”’<“'<"p Vigeeny Yuo Tireen Yu Eyeery kP_
m,<...<mp

§ 3. Die geraden lerationen eines Strahis.

Untersucht man die Folge der Iterationen fiir unbegrenzt wachsende Ex-
ponenten N, so findet man eine Reihe bemerkenswerter Konvergenzresultate,‘»
die wir einfachheitshalber zunichst fir die geraden 2 M-ten lterationen aus-

fithren wollen, die auch als die einfachen M-ten lterationen der iterierten

Form (® = 2 ¢fy @2 betrachtet werden konnen.
Es sei
PP > 2l
vorausgesetzt, und man habe genauer

2

H=e=n > == > >l = =l

Ny

Es sei zunichst ferner die gegebene Form als regular vorausgesetzt, also
pa?>0. Man hat bei festem k:

2N 2 M 2¥
e ’:..‘.cﬂm:E o2 al,a;,,:...:Z £ Uy Oty 5 (18¢c)
v v
0¥y | @H}E ox ) 231 .
_cﬁk ) cg‘ +)=2 By Oy Oy Z g, oty (G=1,., n). (18b)4

v Al
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Es moge zuerst wenigstens einer der Richtungskosinus o ,..., %m, von
Null verschieden sein, sodass die Ausgangsrichtung der Koordinaxe z;

nicht auf allen zu p, =..=p., gehdrenden Hauptaxen a,,..., o, sen-
krecht steht. Dann kann nicht zugleich
Z fxavﬂkq:---=2 C/-n-;aku:0§ (19)

v=l... n, v=l... n,

sein, da man daraus bei jedem festen v, < n; gegen die Voraussetzung

i=l..n
D a5, =, = 0. (20)
ve=1... My
erhalten wiirde. Es kommt daher p,?=...=yp,? in den gegebenen Gleichun-
gen effektiv vor, eine Division durch p:y lasst die fibrigen Glieder wegen der
24 .
beliebig klein werdenden Faktoren (p"—'“’) in der Grenze verschwinden, und
man erhalt
lim ¢ ... -cff”: Oy BEyl .. Z Oy P+ 21)
H=cc v=1;... 9, vees By

Die (2 M)-Iterationen der Ausgangsrichtung konvergieren dem{lach ée-
gen den durch die rechte Seite definierten Strahl o, d@ssen geometrische Be-
deutung nun zu ergriinden ist. Dieser Strahl gehb'rt dem Raumg R,, der
gleichen kleinsten Hauptaxen ay, ..., a., da er linear durch sie ausge-
driickt ist; folglich ist er selbst eine kleinste ﬁa}lptaxe der ite-
rierten Form, da die Wahl jedes orthogonalen Systems in jenem Raume ge-
stattet ist; genauer stellt o, die Projektion der Ausgangsaxg Tk auf dep
Hauptaxenraum R,, dar, da bei festem k die Lésung der Projektionsglei-

chungen
&= Z oy 0y ; Z Oy, b = Oy, (o=1,... mp) (222a)
y=lyaes Wy i
explizite durch
&‘. f— 2 iy Ogy o (22b)
y=1,...

egeben ist. o
£ Betrachtet man daraufhin die Liéngen der iterierten Vekioren

N mr. o g 23)
Z(N)=+V 2 e’ Ct»k = Z Py Cin Oicy
'k ik
i ¥
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so findet man, dass der Faktor von p' = ¢?¥ in der Entwicklung von 1

. 2 .
gleich 2 ( Z %y a;”) ist, also nicht verschwindet; man erhilt daher

v=k., %,
: 22 1
Jim 7, VgD i = A2 (24)
d. h. die inbezug auf C® nacheinander iterierten Vektorenlangen ergeben
Verhaltnisse, die gegen das Quadrat der kleinsten Hauptaxe von C® kon-
vergieren. 1!

NLII.I moge allgemeiner etwa ay,, der erste nicht verschwindende Rich-
tuflgskosmus der Ausgangsaxe z; inbezug auf das System der Hauptaxen «
sein, und es sei p, = fn, der zugehorige Wurzelwert, der nicht mehr mit iplq
itbereinzustimmen braucht. Genau wie vorhin zeigt man dann, dass die gera-
den .Iterationen wieder gegen eine Hauptaxe der iterierten Form O® kon-
vergieren, und zwar gegen die Projektion der Ausgangstichtung auf den
I-.Iauptaxenraum 1{3,,1{0_7,1%_1 , der zum Werte =-p,, gehort. Die Konvergenz
findet also immer gegen eine kleinste der zur Ausgangsrichtung nicht
orthogon alen Hauptaxen statt, und zwar gegen die Projektion dieser Aus-
gangsrichtung auf den Raum aller jenen gleichen kleinsten Hauptaxen.

In gleicher Weise konvergieren jetzt die Verhiltnisse der anfeinander-
lolgenden, inbezug auf O® iterierten Vektorenlangen 1% : 1®™ gegen das
Quadrat der zugehérigen Hauptaxe * ’

b= (25)

Man kann dabei die Frage nach den Verhaltnissen der ¢ selbst aufwerfen.
Ist in der Formel (18b) fiir feste 4, & pn, der erste Wurzelwert, fiir den der
zugehOrige Faktor in ¢; von Null verschieden ist:

Z aiyory = 0,9 (26)
vy L wy, .

Y) Die Formel (24) ist nicht homogen, da eV i i icht i
) 3 s die Ausgangsgleichung (1) nicht ist;
man erhalt homogene Resultate, wenn man von der Form ausgeht: e

c. x; o,
k
E J,__,_L,_"__I, ¢ = comnst.
4 4 [

) ) Aus (9) und p,2>0 ergibt sich, dass fir hinreichend hohe N aligemein
ey 0 ist,

icm°

so ist offenbar
lim 0. c(;;u-m _ l JEPC @n

[t IR

wenigstens einmal also fiir irgendein i=p, erh#lt man demnach auch hier

gy ar 1 5
lim 03 ey = =05 (28)
Mmoo Pk T TBE = %’

und es ist daher fiir alle ¢=1,... n jedenfalls

lim inf o} Y =2, (29)
Die geometrische Bedeutung von (26 ist die, dass die Projektionen der
Ausgangsrichtunngen a;, ; auf den Raum Ry ., , der zu Z=p.,, geho-
renden Hauptaxen nicht orthogonal zueinander sind; insbesondere muss dann
aber als Orthogonalitit bezeichnet werden, wenn eine dieser Projektionen
sich selbst auf Null reduziert, die zugehérige Ausgangsrichtung also sen-
krecht auf dem Projektionsraum steht. Durch passende Wahl der Ausgangs-
richtungen kénnte man also alle Hauptaxen gewinnen — aber gerade diese
Wahl bietet die Notwendigkeit, den Konvergenzprozess n-mal hintereinander
Zu erneuern.

Von besonderer Bedeutung ist, wie bekannt, der Summenwert
D= (30)

wie dies sofort aus der Gleichung (8) folgt; hier erhilt man offenbar

g2 gl2H—2)
@ S Tgean 2
(31
. (20 1 Y )

(vgl. Kowalewski, 1. c.).
()

Untersucht man cf.‘:) (B) anstelle von ¢;;’, so hat man ebenso die Pro-
jektionen der Ausgangsrichtungen B, zu nehmen; die Bedingung (26) ist dann

entsprechend zu modifizieren:

) Girtn e 0. (32)

) .
y=m g, g,
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Orthogonalisiert und normiert man die Matrix j i, | nach den Zeilen®
d. h. addiert man zu jeder spiteren Zeile lineare Aggregate der fritheren de-’
ra'rt3 t.iass sie zu allen diesen fritheren Zeilen orthogonal wird und dann durch
D}VISIQH die Lange 1 erhalt — vgl. (33a), ? — to erhalt man eine neue Ma
trix | 87,1, deren Elemente §, durch einfachste Operationen aus den g e:
wonnen werden, und es ist dann " e

Bmi=0 fiir m==q
mi=1 , m=i

ﬁm:“"VZ Bar=1, Bi=1 (33a)
%

s (%) = 2 oMN(EF) BE = Z o oo BE * Z o (33b)

E @;*B:kzlgmﬁtEmt }
k

ik v.m, i,k
g(23) ([3*) 1
zzlinm S8 @ = p—li’ =1 (33c)

§ 4. Die geraden Iferationen von €bemen und Riumen.

Jeder lineare Teilraum B, , geht durch die lterationen in ebensolche
R‘éiurr.]e Rfﬂl itber; man findet dieselben durch die Iterationen von p. unab-
ha?glgen Punkten in }?,L_l. Wird durch Verbindung mit dem Nullpunkt der
Z:rezrétichte Rau{n zu einem Vektorraum R, erweitert, so geht derselbe nach

T en Itera.tlon von p unabhingigen Vektoren in einen Iterationsraum
.R*R iber. Wird insbesondere ein Koordinatenraum @es ooy )
;{tf;lic;rtti,s ;loe wgd die Lage sel:ner N-ten Iteration angegeben durch die char:-

n hoheren Koordinaten c;, ., i, — vgl.(10)—Dbei veranderlichen Zei-

k,...ky_

lenindizes i,,. .., i,.

Nunmehr ergeben sich i i i
) ) genau die gleichen Uberlegungen, wie im § 3
inbezug auf die betrachteten hoheren Riume und die Wurzelprodu§kte’
Pubs v Py, (4 <V,...<v,). Man erhalt iiber die inbezug auf C@ iterierten

:) g'ﬂe sonstrigen Orthogonalisationen erfolgen hier (vgl. w.) nach den Kolonnen
ot ) te hohe Zweckmissigkeit dieses einfachen Prozesses ist besonders durch die be-.
annten Arbeiten der Herren Hilbert und Schmidt zutage getreten.

icm
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Koordinatenrdume Rfﬂ‘s(mfm,..‘, .’L’(;M)) die folgenden Sitze, deren Be-
1 £

weis nach dem vorangegangenen nur formalen Schwierigkeiten begegnet.

fl. Der normale fall. "

1. Im allgemeinen konvergiert jede Kolonme von || C "2¥ gegen die
Richtung einer kleinsten Axe der iterierten Grundform C®, jedes Kolon-
nenpaar — gegen eine Ebene zweier kleinsten Axen, jedes System von p fe-
sten Kolonnen gegen einen Raum R, der p kleinsten Axen.

9. Durch Orthogonalisation der Potenzmatrizen | C'P¥ erhilt man da-
her die Konvergenz gegen ein vollstandiges System von n Haupt-
axen der Form (%, bzw. das einzige solche System im Falle seiner Eindeu-
tigkeit (fiir p,®>>ps? > ... >>pa"), wWobei die Richtung einer kleineren Haupt-
axe vor der jeder grosseren gefunden wird.

3. Die Verhaltnisse der aufeinanderfolgenden geraden iterierten Vek-
torenlangen 1" der einzelnen Kolonnen konvergieren im aligemeinen ge-
gen die Grésse des Quadrates A, der kleinsten Hauptaxe der Form (®, die
Verhiltnisse der entsprechenden Flachengrdssen

=t )Y e (340
Gyldy  Kaka

— gegen die Grosse des Quadrates ,*),? der kleinsten Hauptflache, die Ver-
héltnisse der aufeinanderfolgenden Rauminhalte

S (34b)

<

lehy bk

endlich konvergieren ebenso gegen das Quadrat A,*... X2 des kleinsten

entsprechenden Hauptrauminhalts.
4. Durch Division der Inhaltsverhiltnisse

l{?_‘.lﬂ l',ZM—%—Z)
ke N QuMp
* . [ a—
o e = (35)
Biooky1 R By

erhalt man daher die Konvergenz gegen die Grosse des Quadrates der p-ten

1) Ob bei einer vorgeschriebenen Form C der normale Fall vorliegt, ist zun#chst
nicht bekannt: daher die Bedeutung der allgemeineren Satze 5—8.
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Haupta}‘ce A% sodass auch die Grossen der Hauptaxen nach wachsenden
(bzw. nicht fallenden) Werten gefunden werden.

B. Die abweichenden §ille.

. Besondere orthogonale Ausgangslagen der Koordinatenaxen und Riume
1pbezug auf das System der Hauptaxen und ihrer Rdume beeinflussen die vo-
rigen Sitze in der Weise, dass die Reihenfolge der gefundenen Richtun-
gen und Qréssen eine andere werden kann. Die Art der eintretenden Modifi-
kationen ist aus den Untersuchungen im § 3 ersichtlich, die dann entspre-
chend auf die geraden iterierten Ebenen und Riume zu iibertragen sind.

C. Die aligemeinen Resnltate.

5. Es sei
*) __ () . (¥) W
=20 s > = & (36)
Sk [ ot
Gaeaes By zl:<<...<zy. k“'"‘kp.
dann ist: oSy
. SO an Q1)
lim %0, g% _ 1 N — 3.2
H=co P # Mi_r{_lo e, '29 =220 02 37)
Mgt 2

Dies war das bekannte Hauptresultat der Theorie in der fritheren Literatur. "
6. Es ist ebenso bei festen % und beliebigen 7 immer:

i (230 QML) 42 2 2 :

am e G = LRSI )“"u’ (alle v" verschiedem) 2 (38a)
B ky ey

lim 7@ L JPHER) 4242 2 :

am L, Ul B = A, - )\vp, (alle v verschieden)  (38b)

wobei die Reihenfolge der v von den Indizes 4 i Jk abhangt
nur von den % allein; esist v,/ >, ,..., v/ v ;
dieser Indizes ist v/=y,, .. L m
V= =1,...

diejenige der v
f w; wenigstens fiir eine Wahl
% ©» Yy =V man findet genau die Reihenfolge
' » Yo =Vp=u, wenn man iiberall lim inf anstatt des lim
nimmt und alle Indexkombinationen durchlinit.

) Vgl L Schur, L ¢

) Dass im .normalen* Falle hier 1,3,,. \,? i
1 ] 1% .. Ap? enisteht, gibt Herr O. Perr
Ann. 64) an, ohne die allgemeinen Ansnahmefélle zu untersuchen. on (at
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(47) Problemat osi gléwnych form kwadratowych i réwnan catkowych symetryczaych. 155

7. Durch Orthogonalisation der geraden Potenzmatrizen || e
nach ihren Kolonnen ! erhiilt man fiir unbegrenzt wachsende 3 in diesen
Kolonnen —d. h. in den Verhiltnissen ihrer Elemente — die Konvergenz ge-
gen die Richtungen eines vollstdandigen Systems der Hauptaxen fiir die
iterierte Form C®.

Durch Orthogonalisation und Normierung ~- vgl. (33a) — jener Ko
lonnen erhdlt man aus den | ¢&*
[ ay ||, deren Kolonnen die Richtungskosinus dieses vollstandigen Sy-
stems der Hauptaxen der Form C® liefern.

Durch einmalige Doppeliteration der Grenzmatrix || a;; || entsteht eine
neue Matrix

"|| in konvergenter Weise eine Grenzmatrix

% =l -l lls
(39)

o S o, a2
uik“‘E Cim Our ™ M it
"

deren Kolonnen ¥ durch Multiplikation der m mit den reziproken Quadra-
ten der zugehorigen Hauptaxenldngen A,? gebildet sind?; man erhidlt so
sdmtliche diese Quadrate.

8. Es sei B==! ;]| die Matrix eines unabhingigen Systems (] B==0)
von Vektoren 8, und | ¢ || die 2.M-te lteration dieses Systems inbezug
auf die Form € [vgl. (16)}.

Durch Orthogonalisation und Normierung der explizite gegebenen Ma-
trizen || ci.‘“;M Y@ || erhalt man fiir unbegrenzt wachsende M in konvergenter
Weise eine Grenzmatrix || bix ||, deren Kolonnen ebenfalis die Richtungsko-
sinus eines vollstindigen System von Hauptaxen der iterierten Form @

angeben.
Durch einmalige Doppeliteration dieser Grenzmatrix entsteht eine neue
Matrix
1B =150 Nl
(40)
Bip= E C(iz,)n B s

m

deren Kolonnen %, durch Multiplikation der zugehérigen by mit den rezi-

1) QOder Zeilen, was jedoch fiir die Verallgemeinerung bei | ¢;; () || ungitnstig wire.
2) Die Reihenfolge der Indizes v ist die gleiche, wie bei Satz 6.
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proken Quadraten der zugehérigen Hauptaxenlangen lfk gebildet sind. Man
erhidlt daraus samtliche diese Quadrate.

Dieses so einfache allgemeine und vollstandige Resultat scheint,
ebenso wie die vorhergehenden Sitze 6, 7, vor der Angabe durch den Verfas-
ser (1. c.) in der fritheren Literatur nicht bekannt gewesen zu sein.

§ 5. Die Hauptaxen beliebiger Formen.

Die oben (§§ 3—4) gefundenen Resultate betreffen die Folge aller
Iterationen der definiten Form ¢® und lassen sich ebenso fiir alle Iterationen
einer beliebigen definiten Form iiberhaupt aussprechen. Im Folgenden
soll nun eine Erweiterung dieser Resultate gegeben werden, die bei jeder
vorgelegten reellen quadratischen Form ¢ eindeutig Richtung,
aller Hauptaxen durch einen einzigen unendlichen Grenzproze

Es sei zunichst die betrachtete Form O immer noch regular gedacht
(p*>0). Befinden sich nun unter den Waurzeln p, keine entgegengesetzt
gleichen, so lassen sich an der Hand der Formeln (9)—(10) die fritheren
Sétze auf alle Iterationen I| C1¥ tibertragen, wenn man statt P2, N2 2M,
2M -2 jetst p,, 3,0 N, N1 schreibt. Die Hauptsdtze 7, 8 erleiden
aber, wie man dabei sieht, die folgende Modifikation.

Die geraden Potenzmatrizen, ortho
ren dann wieder gegen die Grenzmatrix
mation inbezug auf ein vollstandi

en und Lingen
ss liefert.

gonalisiert und normiert, konvergie-
| @z || einer orthogonalen Transfor-

ges System von Hauptaxen der iterierten
Form C® und der urspriinglichen Form C selbst; die ungeraden Potenzmra-

trizen aber ergeben, da die Normierung immer mit positiven Grissen
zu geschehen hat, in gleicher Weise eine orthogonale Grenzmatrix

o’ [l = aax - sign h ], (D
wo sign k; gleich 41 fiir positive, —1 fiir negative X, ist; die rein imagi-

néren Hauptaxen der gegebenen Form erhalten also dabei die entgegenge-
setzte Richtung. Es ist ferner identisch

Weamll Il ane ll =l pyy wse ], (42)

wodurch alle Axenquadrate A, = L erhalten werden.
i
der Kolonnen rechtsstehenden Matrix mit den absoluten Werten | py, | erhalt

Durch Normierung

) In (38b) miissen die absoluten Werte | A | dafiir genommen werden.

icm®
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man iibrigens daraus die ,ungerade® Grenzmatrix || o’y ||, fiir die also ke .m
neuer Grenzprozess notig ist. Bei definiten Forme{l gelten alle hier
gegebenen Ausfithrungen ebenf{:lﬂls, nur ist dann eben immer | p, | =gy,
i y = 1 5 ﬂ’; sl =] G . )
ve p{?»/esjt;tlich ll:orr;plliizierl’lere Verhilinisse entstehen, wenn sich unter de'n
gesuchten Wurzeln p, beliebige viele Teilgruppen von entgegengesfatzt glei-
chen Werten befinden kénnen. Aus den Hauptiormeln (3)—(10) ersieht man
dann, dass nunmehr die Verhaltnisse

V) (N+-1
lim ¢ | :¢t +3
Nmos e (AR
h Eyeoedty T By

M

iiberhaupt nicht mehr zu existieren brauchen. Bei festen 2, % erhﬂéﬂt man
vielmehr fiir gerade NV die Konvergenz gegen ejne Grosse Li,... s, fiir unge-

[P kp
i 6 s es i ier i “ Fallen
rade — gegen eine Grésse L/;... ;,; es ist zwar hier in ,normalen* Fa
Beens By
allerdings e ~——L;,...;P=7~v,'7~a;, ek (43a)
Fyene 71.-:]_ LR
[vgl. (38a)]; im allgemeinsten Falle aber ist nur
o S It (43b)
L. iPLi,... i, =M, Aok Va
Byeen kl‘" Fyeen kl*

gesichert. Dagegen lasst sich die modifizierte Formel (38b)

lim B0 T = e by (44
aufreciflirl?aétiZnKonvergenz der iterierten Strahlhenyic?tur{gen"pm- I{isst. SiCh
nicht mehr allgemein aufrechterhalten, und.a fortiori gxlt.dles fiir die ﬁer{erteg
Ebenen und héheren Rdume. Es konvergieren zwar die g.erade.rgj i egi:r nez-
Richtungen fir sich allein, und ebenso die ungeraden; aber dxg 1;161 E? ibi -
richtungen fallen im allgemeinen nicht mehr zusammen. G}eu: wol d.g b
auch dabei die Moglichkeit, das Hauptaxenproblem eindeutig zu e‘r edigen.

Die geraden Potenzmatrizen || cgm I ergeber} jedenfall§ W}ederﬂlsx_tt;cn}f
Orthogonalisation und Normierung eine Qrenzmatnx I a,-;(;qll fu]; ein voeralden
diges System von Hauptaxen der iterierten Form C®. Die ung

Potenzmatrizen || ¢ || konnen wegen der Identitédten

ik
e =10 el y (45)
Prace mat.-fiz., t. XXIX.
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als die geraden Iterationen des Ausgangssystems von unabhingigen Vektoren
Br=ci=(Ci1,-. . Cut) (46)

inbezug auf die jterierte Form ('® angesehen werden; sie liefern daher (Satz 8)
durch Orthogonalisation und Normierung eine Grenzmatrix [o’;, die eben-
falls zu einem voltstandigen System von Hauptaxen der iterierten Form
gehort. Bevor wir zeigen, wie aus den beiden Grundmatrizen || a;: ||, | o'irf,
die ganz verschiedene Richtungen liefern konnen und dann keine Haupt-
axen fiir die urspriingliche Form darstellen, ein vollstindiges System solcher
Hauptaxen erhalten wird, wollen wir zuerst feststellen, dass man | ¢y i

aus || oy} direkt, d. h. ohne den zweiten Grenzprozess fiir die ungeraden

: : o 21 . - .
Iterationen, gewinnen kann. Es moge || “i:;; ) || die orthogonalisierte und nor-
mierten Matrix aus | ¢

®0 1 bedeuten. Aus der Identitat

e = fle,, Il e (47)

M ml

folgt, nach Definition dieser Operationen, dass die Orthogonalisierung und

Normierung von || c(f:[‘”' || das gleiche Resultat liefert, wie diejenige von
2 21
UG = lea - Nei I (48)

Geht man zur Grenze iiber, so folgt daraus, dass || oz || durch Orthogonali-
sation und Normierung von

[ Wall= 1 cim || - [l 0 ]| - (49)

entsteht. Nun ist aber die Matrix || %';|| bereits von selbst orthogonal, denn
man hat identisch

) 9
2 Wiy Ql'iq=2 Cit Wy Ciom g = E e Gy Gy (50)
H iy L,om I, m
) 2

N @ =pq. (laut Satz7)  (51)

i q J'I q

- m
folglich

E Wiy Wiy = Z f’qu Upgllpy = 92vq Opy- (52)

i H
Nicht nur ist somit die Orthogonalitdt erwiesen, sondern man sieht, dass zur
Normierung von || % || allgemein die k-te Kolonne mit | p, | zu dividieren

ist, worauf also die ungerade Grenzmatrix || o’; | entsteht. Wir schreiben
jetzt einfachheitshalber ¢, A/ statt Py, by; man hat dann allgemein:

icm°®

E Com Oz = | @' | Wi (53a)
m
%V R !
2} 2 \ . =
l et W == g | }_, Cim Vi (53b)
m i
% =
\ Com Ve = | o' | Wiz~ (53¢)
o

m

Es ist von Wichtigkeit zu bemerken, dass die Formeln (48) —(53) fiir die
Matrix ||'w | jedes vollstindigen Systems von Hauptaxen der Form €@
und die daraus abgeleiteten Matrizen || W ', || @'sz || gelten, wie sich aus
dem gegebenen Beweis selbst ergibt.

Drei Fille sind jetzt fiir ein festes & zu unterscheiden: a) Entweder (bei
definiten Formen immer) ist bei allen i{=1,..., n bestindig o';; = a,; dann
gibt die Kolonne w, die Richtung einer Hauptaxe mit dem Langenquadrat

= -17 = —l,—, b) Oder es ist ebenso a';,==—un,;; dann hat man in o wie-
P P
. 1 -1
der die Richtung einer Hauptaxe mit dem Lingenquadrat }/= "
P IR

c) Oder es sind endlich die Richtungen a;; und of;; total verschieden, was
nur moglich ist, wenn sowoh! | g/ |, als auch —|p’ ' Wurzeln der charakte-
ristischen Sakulargleichung (5) sind. Mann erhalt jetzt aus (53a) i (63¢):

A\ Y oy Mk @i
oy CGim g T = T T
" (54
S‘ Un e — @ - cop g Mg — [f"‘li,
A N R I ) .
H % F uk'l.'“ ah, : . :

Es gibt also der Vektor af =5 die Richtung einer Hauptaxe
der urspriinglichen Form ¢ mit dem Lingenquadrat der reziproken
N 1 . ; o —a .

Wurzel 3/ = - b ; ferner gibt der Vektor o* = "~~2-—a1'~ die Richtung

pr
einer anderen Hauptaxe der urspriinglichen Form C mit dem

Langenquadrat 3/ = — 1

R
Dieses allgemeine Resultat ist aber bei allen Formen richtig, insofern
als es im gewissen Sinne auch in den beiden friiher betrachteten Fillen gilt.
0 + W/

In Falle a) ist ndmlich o= 5 eine Hauptaxe von C fiir die
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—at
richtige Wurzel p/= | g’ |, wihrend der Vektor m*= E!‘—Q—a—’l_——_o un-

O — ﬂk,
———— oder der entge-

brauchbar wird; im Falle b) dagegen liefert o= 5

) — o,

gengesetze Vektor — o = 5 eine Hauptaxe von C fir die rich-

’
tige Wurzel py's==— |p/|, wihrend hier der Vektor af*= F‘5‘:?’150 unbrauch-

bar ist; nur im Falle ¢) stimmen beide Antworten. Trifft man die Verein-
barung, dass jedesmal nur eine, und zwar natiirlich keine unbrauchbare
Lésung gewihlt werden mdge (im Falle c ist die Wahl gleichgtiltig), so ge-
winnt man dadurch also in allen erdenklichen Fillen eine Hauptaxe der
urspriinglichen reellen (reguldren) Form C der Richtung und der Linge
nach.

Die Vektoren o und o' haben nach Definition die Linge 1, infolge-
gessen stellen die Hauptaxenrichtungen

1 !
e A - (55)
einfach die beiden Winkelhalbierenden von ;i@  dar, die sich in den
Fillen a), b) nur auf die eine vorhandene reduzieren. Die geraden und die
ungeraden Iterationen eines beliebigen Strahls inbezug auf eine gegebene
Form C konnen also zwar nach zwei verschiedenen Richtungen konver-
gieren (Fall c¢); dann sind aber die Winkelhalbierenden dieser beiden Rich-
tungen sicherlich Hauptaxen der Form fiir entgegengesetzt gleiche Lingen-
quadrate: die direkte ¥ fiir den positiven, die zu ihr senkrechte fiir den nega-
tiven Wert.

Man wird jetzt vermuten, dass auch fiir die geraden und ungeraden Ite-
rationen von Ebenen und hheren Raumen ein gleiches gilt, und daraus
die endgiiltige Losung suchen.

Wir geben die Bestatigung dieser Vermutung durch die Bestimmung
dieser endgiiltigen Losung selbst. Das Vefahren zur Gewinnung des gesuch-
ten ,Mittelsystems* aus den Grenzmatrizen || a;; ||, || @/ || moge die Aus-
gleichung dieser beiden Systeme heissen. Wir behaupten zunichst den
folgenden Satz:

Sind

i !
0, O, .. G 1oy &l w

') Die Richtungen fiir die iterierten Punkte sind auf ihren Strahlen gegeben.
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zwei Systeme von unabhingigen Vektoren, so ist es immer maglich, fiir
die Mittelvektoren
0 f, = a, + af

2 2 ' 2

die Wahl des Vorzeichens jedesmal so zu treffen, dass die gewahlten Vekto-
ren

0, G-, U
wieder ein unabhéangiges System bilden.

Man betrachte zum Beweise zuerst die beiden Systeme

r
0, — .
Ty 5 Og5e

cy G, i

o 0oy
L o O

5, a—‘—g_—gi konnen nicht beide im Teilraume
der Vekioren a,,..., g, liegen, da sonst der durch Addition jener Mittelve-
ktoren entstehende Vektor a, gegen die urspriingliche Annahme der Unab-
hangigkeit ebenfalls in Teilraume von g, ..., o, liegen wiirde. Aus demsel-
ben Grunde kann nach erfolgter richtiger Wahl von a,, bei der das System
O, G,.-+ 0, unabhingig bleibt, nur hochstens eines der beiden Sy-

steme
- @ @t - — ot
fs _2_‘12172,_”% P, 2T 2“? S

Die Mittelvektoren

abhingig ausfallen. In gleicher Weise kann man nun weiter fortfahren, bis
alle betrachteten Vektorenpaare ausgeglichen sind, und ein unabhéngi-
ges System von Mittelvektoren a,, fyy..., G, entsteht. Jeder dieser Mittel-
vektoren gibt nach dem Vorangegangenen die Richtung einer Hauptaxe der
urspriinglichen Form C. Die zu zwei verschiedenen Wurzeln ge-
horenden Hauptaxen sind von selbst notwendig zueinander orthogonal; die
zu gleichen p, gehdrenden Hauptaxen bilden einen vollen zu p, gehdrenden
Teilraum, wobei die Orthogonalisation eines beliebigen in diesem Teilraum
volistandigen Systems wieder zu einem solchen vollstandigen System fiihrt.
Die Orthogonalisation der gefundenen Mittelvektoren %, 4, .., 0, fihrt also
zu einem vollstindigen orthogonalen System von Hauptaxen
der urspriinglichen Form C iiberthaupt; die Orthogonalisation und
Normierung ergibt eine Matrix || @z ||, die das Problem der orthogonalen
Transformation fiir die urspriingliche Form C vollstandig 16st. Die Wurzeln
o/ erhdlt man samtlich durch die Iteration inbezug auf C:

(6)

i I - 1] i = I e 1 -
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§ 6. Das Hauptresuliat.

Wir kénnen nunmehr die gewonnenen Ergebnisse folgendermassen zu-
sammenfassen.

-Es sei eine beliebige reelle und regulire quadratische Form S¢;; z; =0
im Raume von n Dimensionen gegeben. Die geraden Iterationen ilirer Ma-
trix konvergieren nach Orthogonalisation und Normierung gegen eine Grenz-
matrix |, |, die ungeraden ebenso — gegen eine Grenzmatrix || o;, | .

Man hat (53):

i

s‘ Comtr = | p! | @yp,

Z Cortr=| g/ |,

worin die | py' | die absoluten Werte aller Wurzeln der charakteristischen
Sakulargleichung (5)
] Cir— i p I =0.

durchlaufen.. Es kann — durch Iteration nach ¢ und Normierung der Ko-
lonmen % mit | p’ | — jede der beiden Grenzmatrizen aus der anderen mit

Hilfe eines endlichen Prozesses gewonnen werden. Man bilde nunmehr die
Folge der n Vektorenpaare:

o a a4, + )/
2 Ty e e e - "Qf—ww,

und wﬁ!ﬂe, was immer (nicht notwendig eindeutig) moglich ist, aus jedem
’Paare einen solche-an Vektor heraus, dass er von allen fritheren unabh dngig,
d. h. nicht durch ihre linearen Aggregate darstellbar sei. Die Matrix der so
gewdhlten VeE(torem @, orthogonalisiert und normiert, ergibt in den Zeilen
die Matrix || a;z |} einer orthogonalen Transformation der gegebenen Form O

auf ihre Hauptaxen, und in den Kolonnen — die Richtungen dieser Haupt-
axen selbst.  Die Iteration (56):

" Cim H . HE«M ” - ” Pk’ ﬂ:ﬁk ;[

ergibt samtliche zugehdrigen Wurzelwerte g der vorliegenden Sakularglei-
chung (5), und damit die reziproken Langenquadrate der gewonnenen Haupt-
axen.

Fiir die bisher ausgeschlossenen singuldren Formen pa*=0 gilt aber
das gegebene Hauptresultat ebenfalls, sobald man geringe Modifikationen
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einfithrt. Bei der Orthogonalisation namlich schon der ersten Potenzmatrix
| ¢ || verschwinden dabei bekanntlich identisch genan so viele (n,) Kolon-
nen, als es verschwindende Wurzelwerte g, gibt, und die gleichnami-

gen Kolonnen verschwinden dann auch identisch in allen Potenzmatrizen

e ||. Wir miissen daher bei der Normierung die ensprechenden Ko-

lonnen immer fortlassen, und definieren jetzt die ,Normierung* eines

Nullsystems
0, 0,..., 0

in der Weise, dass wir es unverdndert lassen. Auch in der Grenze er-
setzen wir die n, singuldren Kolonnen durch 0. Fiir die tibrighleibenden
unabhingigen orthogonalen Kolonnen aber bleiben alle gegebenen Uber-
legungen mutatis mutandis durchaus bestehen; insbesondere gehtren die
nichtverschwindenden Vektoren der Grenzmatrizen ! a;:] und |[o'y:i jetzt
zum gleichen Teilraume R,—,, der endlichen Hauptaxen. Die Wahl der Vek-
toren a, erfolgt beim Ausgleich nur dort, wo die Ausgangsvektoren m, @'
nicht identisch verschwinden, und ist dann fiir diese genau so durchzuffihremn,
wie im reguldren Falle.

Der gegebene Hauptsatz gilt demnach auch fiir singula-
re Formen, sobald man die entsprechend der Anzahl n, der Nullwurzeln
p,=0 identisch verschwindenden 7, Kolonnen in allen Matrizen und bei der
Ausgleichung auslasst. Die zugehorigen unendlichen Hauptaxen werden
zuletzt beliebig orthogonal zu den endlichen Hauptaxen gewahlt.

Man erhdlt so in allen erdenklichen Fiallen das vollstandige System
der Hauptaxen einer gegebenen quadratischen Form Ye¢;; x5, = C der Rich-
tung und Grasse nach mit Hilfe eines einzigen unendlichen Prozesses, der

Bildung der Grenzmatrix || ay || durch Orthogonalisation und Normierung

der geraden Potenzmatrizen [ ¢ ||.

§ 7. Uerallgemeinernngen.

Wir sprachen bereits frither (§ 2) von der Moglichkeit einer sinngemas-
sen Ubertragung der gegebenen Resultate auf das kombinierte Problem zwei-
er Formen G, D, wenn eine von ihnen definit ist. Bei anderer Gelegenheit
gedenken wir die Untersuchung fiir das allgemeine nichtsymmetrische
Problem durchzufiihren.

Hier sei noch die Méglichkeit erwdhnt, die gefundenen Resultate direkt
auf Hermite’sche Formen zu fibertragen, ebenso auf die im Hilbertschen
Sinne vollstetigen reellen quadratischen und Hermite'schen Formen
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von abzdhlbar unendlichvielen Variablen, wobei die Beweise ganz die glei-
chen sind; zuletzt auf die linearen Integralgleichungen mit reellem symmetri-
schem oder Hermite’schen Kern. Fiir den letzteren reellen Fall fithren
wir hier die Untersuchung noch einmal explizite durch.

ZWEITER TEIL. DIE SYMMETRISCHEN
INTEGRALGLEICHUNGEN.

§ 1. Die Grundformeln. V

Einer gegebenen reellen quadratischen Form entspricht in der Theorie
der symmetrischen Integralgleichungen der reelle Integralausdruck

5 b
[ [ K(s, 2) o () 2(t) ds di = O, 0
worin o
K(s, h=K(t s), (a<<s, D) )
der als stetig vorausgesetzte und nicht identisch verschwindende symmetri-
sche Kern ist.

Das Problem der ,Hauptaxen® besteht hier in der Aufsuchung aller Ei-
genfunktionen o (s} mit der Bestimmung

b
[E@ 09 di=re(), ©
wobei p jedesmal eine Konstante ist, deren reziproker Wert

A=— 4
. )
als Eigenwert des gegebenen Kernes K (s, #) bezeichnet wird. Der Ma-

trix || e;x | in der Formentheorie entspricht hier der Kern K (s, t) selbst, den
hoheren Potenzmatrizen || cg) | ebenso die hoheren iterierten Kerne

) Wir verweisen hier vor allem anf die bekannien fundamentalen Arbeiten von
Fredholm, Hilbert und Schmidt.

") Es gelten auch im Folgenden die endlichen Integrationsgrenzen a, b, die wir ein-

fachheitshalber iiberall fortlassen werden.
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K& (s, 1) = K¥ (¢, §) = KW, (8)

allgemein definiert durch die Gleichungen:

E¥H (s, )= f K¥(s, " K (r, §)dr, (6)
oder direkter N

K¥t(s, §) = [{ {K(S, r)K(ry, 12)... K@y, §) drydr,. .. dra Q)
Ist o )

5 (), (8, (D), ®

ein abgeschlossenes System von orthogonalisierten und normierten Ei-
genfunktionen von K (s, ), sodass

1

[K(S’ 1) g (8) A = pr 91 (5), Pr=-3_3 (9a)
o =1 fiir p=v,

[a@a@a=2. 1"y " "2 (90)

ist, und keine sonstige Rigenfunktion existiert, die nicht linear durgh eine
endliche Anzahl der gegebenen ausgedriickt werden kénnte, und sind fer-

ner Ay Agrees Dmyees (10)

die zugehtrigen, notwendig reellen, durch X (s, ?) eindeutig bestimmten Ei-

enwerte, bei denen man
£ ' MEEh <AL (11)

voraussetzen kann, so kann diese Folge der Eigenwerte einen Haufungspunkt
nur im Unendlichen haben, und es ist insbesondere

1.2 1...ec

1 2
ZPI;EZE)\—L,,=C‘ (12)
k

E

konvergent; ferner sind )\f , %,(s) zugleich die Eigenwerte und unabhangigen
Eigenfunktionen von K¥ (s, ©). . o )

Es gelten nun fiir die iterierten Kerne die wichtigen Schmidtschen
Entwicklungssitze, die unseren ferneren Betrachtungen zugrundegelegt wer-
den mogen, und die vollkommen den fritheren Grundformeln (I, 9) der For-
mentheorie entsprechen:

1.

E¥ (s, f)y= Z fﬁgv(ﬁ ; N>2. (13)

v
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§ 2. Die geraden Iterationskerne.

Wir behaupten nun zunéchst das folgende Analogon zu einem friiheren
Formensatz (I, § 4, Satz 7):

Es sei
by, fayenvey lnye.. (14)

ein abzahlbares Wertesystem der Variablen #, welches das gegebene Inter-
vall @... b iiberalldicht bedeckt?. Wird dann die Folge

B2 (s, 1), K(s, £,)... K2(s, 1,)... (15)

als Funktionensystem der Variablen s betrachtet, orthogonalisiert und nor-
miert — identisch verschwindende Funktionen bleiben dabei unberficksich-
tigt — so erhalt man dadurch fitr unbegrenzt wachsende M gleichmassige
Konvergenz gegen eine Grenzfolge

0 (8), (8, a.(s),...., (16)

die ein abgeschlossenes System von Eigenfunktionen des iterierten Ker-
nes K® (s, ¢) darstellt.

Zum Beweise betrachten wir zunichst ®

B2 (s, t)= > (‘J""@x):;i; ®), an
Es kénnte fiir besondere # vorkommen, dass diese Funktion identisch
verschwindet, wenn namlich fiir alle v identisch @, (£,) =0 wird. Solche
Ausnahmewerte ergeben ein identisches Verschwinden von K2 schon fiir
M =1 und mégen bei den verlangten Operationen fernerhin einfach unbe-
riicksichtigt bleiben. Ohne Einschrinkung der Allgemeinyeit kann demnach
éiﬁ(s, )= 09 gesetzt werden, und es sei dann v, der kleinste Index, fiir
en

& () == 0. (18)

ausfallt. Zu diesem Index gehért ein Eigenwert 1,2 von K® und es kann

') Z. B. das abzihlbar geordnete System aller rationalen Werte zwischen @ und b
oder aller dyadischen Briiche usf. ’
) *) Alle folgenden Summationen erstrecken sich hier, wenn mnicht ausdriicklich anders
bestimmt wird, von 1 bis eo; im Falle endlich vieler Eigenwerte ... n sind alle spateren
reziproken Eigenwerte p»1u gleich Null zu setzen.
) Oder K(s,1,)==0.
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nur eine endliche Anzahl weiterer Eigenwerte 2%, 11,..., A%1m, gleich A%,
sein, wihrend alle spateren Werte grosser ausfallen — vgl. (12). Fiir die
verlangte Normierung ist es gleichgiltig, wenn die betrachtete Funktion
K (s, t,) mit A2 multipliziert wird; die alsdann zu normierende Funktion
ist

PR S S )
3 \2Y
L2 (s, t) = E o, (5) 2, (1) - Z ({) 1, (8) & (1) (19)

y v

Der erste Teil rechts kann hier nicht identisch verschwinden, da infolge der
Orthogonalitat der Eigenfunktionen o.,,..., %.,im, €ine lineare Beziehung
zwischen ihnen nur bei verschwindenden Koeffizienren méglich ist, wahrend
hier @, (4)==0 angenommen wurde. Der zweite Teil aber falit fir unbe-
grenzt wachsende M immer weniger in Betracht, da fiir v > v, -}-m, allge-
mein A2 > 1,2 sein sollte. Die zu normierende Funktion unterscheidet sich
daher fiir unbegrenzt wachsende M beliebig wenig von

iees vt
L (s1= 2, 0.(5) 3 (), (20)
wobei alle Funktionen g, (s) in diesem linearen Aggregat zum gleichen Ei-
genwert 1,2 von K@ gehdren; aus letzterem Grunde ist aber das betrachtete
Aggregat L,*(s) selbst eine Eigenfunktion von K — solche Funktionen
nennen wir @, (s) — und ihre Normierung fithrt wieder auf eine ebensolche
a; (8), die zum Eigenwert 1,2 gehort. ¥
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir tbrigens dabei fiir
die Betrachtung der geraden lterationen

R

,4 2D
Pt =0, g (B) =+ = 9utm, (t) =0,
setzen, was durch eine eventuelle Vertauschung der Indizes und orthogonale
Transformation der zu A,* gehérenden Eigenfunktionen ¢, (8), - - ., ®stm, (S)
von K immer erreicht werden kann.
Nunmehr gehen wir zu K2¥ (s, #,) Uber, wobei wieder K*¥ (s, #,)==0
angenommen werden kann, und betrachten die Aggregate

') Ebenso folgt ensprechend der Formel (I, 27) aligemein
lim K2 (sy, £): B2 sy, 1) = 1
U=zo

einfachheitshalber verfolgen wir hier diese und #hnliche leicht beweisbare Analogien (I, 36 —
38 usk) nicht weiter.
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L (s)y=1¢, K (s, t,) + ¢, K2 (s, 1),
¢y ==const==0, ¢, = const. 22)

auf die es wegen der v isati i
aul die g erlangten Orthogonalisation und Normierung allein an-

Es kénnte vorkommen, dass unter d ¢

s en ,Vektoren® L,@M (s) identi

<Ij\fullw vorkommt; danr% erscheint die Null auch bei der O;thoéo)nalisatizcnh
zLer fe‘r‘t ¢, braucht n1c'ht mehr berticksichtigt zu werden, und wir gehen zu,
lgbu's . I.Jber. Ist aber immer K** (s, ¢,) von K2 (s, £) in dieser Weise
abhingig, so bedeutet dies, dass man identisch

. a
(s, =200, (23)
::.i,t’ wgra;f schon e¥us‘K2 (s, 1;) allein die einzige Eigenfunktion gefunden
f"arg. 1 2erenfalls, ist in der Folge #,, ..., ¢, immer ein Wert #,, erreichbar
iir den K? (s, #,) von K* (s, t,) linear unabhangig ist, und wir kénnen wie7
der annehmen, dass dies etwa schon bei t, selbst der Fall ist. )
Es sei dann in

< - % (8) 9. (4
K6 )= Z s 2 (24)

v, hqg.r kleinst? Index, fiir den @, (f)) = 0 ist. Hat man dabei A, 2==1.2 so

Er i fj ‘man fiir wachsende A in den normierten K2¥ (3, 2,) selb’st Fur’;k’tio-

cueenile rllea rzlgt Seg r:;ltspreclffe}lden K (s, t,) immer mehr ortflogonal werden 1}

i : thogonalisierung und Normierung liefert also i ’

eine Eigenfunktion a, (s) von K2 fiir den Eigenwfrt A2 i der Grenze
Ist aber \2=2,% (v, >>v,), so hat man )

L, .. o

WER (s, ) =g, (s) s DN e
W BTG ) =0, () g, () 4 2, (7) @ (8) & (4,); (252)
Vi-es hetmy vebmel,
§

P EM e 1 =N 6 = .
“ e (8) s lfy) + E {7)

Entweder ist nun hier

L —
9. (S) o, (f,).  (2BD)

Bl =05 N 62 () 0; (26)

Y} D. h. das Integral iib : .
liebig Kklein. gral iiber dem Produkt dieser normierten Funktionen wird be-
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dann liefert die Normierung von K?¥ (s, £,) allein wieder eine Grenziunktion
g, (5), die zu %, (s) orthogonal ausfdllt und zum gleichen Eigenwert A,%=h.°
gehdrt. Oder man hat

PR R
F(B) =0, > w () == 0 (27)

1

dann gilt das Gleiche wie vorhin fiir das Aggregat

KR (s, ). KRS, L)
A (28)

23 S o)
Lg (5) = '\,‘

j—

-G

s~
=~

QOder es ist endlich

22 (1t =0; (29)

dann gibt das Aggregat (27) eine Funktion, deren Normierung in der Grenze
nach ahnlichen Gesetzen erfolgt, wie vorhin diejenige von K2 (s, 1,); man
erreicht eine zu o, (s) orthogonale Eigenfunktion e, (s) von K2(s, t), die
zu demjenigen Eigenwerte 2 gehort, fiir welche zuerst

o (t),  u(ts)

‘:(1), “(2)eﬁ,0. (30)

Lo (t), wa(B)
ausfallt; der Index %, muss existieren, da sonst, gegen die Annahme, in (28)
L&Y (s) = 0 wire.

In ganz analoger Weise behandle man die weiteren Funktionen

R (s, ), ... Entweder erhalt man fiir einen hinreichend grossen Index n
iiberhaupt keine neuen unabhéngigen Funktionen K2 (s, t,+,): dann ist also
fiir ein beliebiges 2.

K2 (s, t)=c, (t) K2 (5, t) + . - ca (B) K (51 B); (31)

K2 (s, ?) ist ein ,singularer” Kern n-ter Ordnung, der auch nur die gefunde-
nen n unabhangigen Eigenfunktionen besitzt. Oder die Folge dieser gefun-
denen Eigenfunktionen a; (),..+ s (8),.-. geht, ohne zu verschwinden, ins
Unendliche: dann muss nur noch gezeigt werden, dass auf diese Weise ein
abgeschlossenes System von Eigenfunktionen fir K*(s, f) entsteht, zu
dem also keine weitere, von jenen linear unabhingige Eigenfunktion hinzu-
gefiigt werden kann.

Zum Kleinsten Eigenwert A?=...=2.} (<%, 41) mogen die ortho-
gonalen normierten Eigenfunktionen @ (8)y- - - @, (5) gehoren. Es existiert
jedenfalls ein kleinster Index p,, fiir den
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Lo,

2 % ()2 ==0, (32)

v

ist, da sonst die stetigen Funktionen © (s), ... @y, (5) wegen der fiberall-
dichten Bedeckung des gegebenen Intervalls @...5 durch die Werte
tyy-w tu.. identisch verschwinden miissten, was fiir diese Eigenfunktionen
nicht zutrifft; im ,normalen* Falle wird sogar p;=1 ausfallen. Die Nor-
mierung von K*(s, #,) wird dann nach den friiher fiir K»7(s, ;) ange-
stellten Uberlegungen, auf eine Eigenfunktion «,, (s) von K& fiihren, die
zum Eigenwerte 1,2 gehért, und somit zu den etwa friiher gewonnenen, an-
deren Eigenwerten entsprechenden Eigenfunktionen ¢, (s), ..., a1 (8) or-
thogonall sein muss. Aus letzteren Grande wird die geforderte Orthogo-
nalisierung und Normierung von K2 (g, f,) inbezug auf KX (s, ¢), .. "
K2 (s, t, 1) ebenfalls auf die gleiche Funktion ., (8) = q,, (s) fithren, wo-
mit eine erste zu ;% gehdrende Eigenfunktion g, (s) gefunden sein wird.
Genau ebenso gibt es, falls nicht etwa ein singuldrer Kern mit nur einer

einziger Figenfunktion o, (s) vorliegt, einen zweiten Index pp derart, dass
fiir 7,>1

Lonm! — - 2
SEEADEN
D R PP (33)
bk b P () o, (£, I
bzw. fir n, =1, A<= = W2 (< A2,+1) entweder
2. ny
fiir P <wiy ) G (607 =0, (34)
Ty
oder
Fiir B 2>y, Z P1 (ifh)? Pt (l!,ﬂ) (35)

P, (t}h)l 'f;kg (_Zh)

da sonst eine lineare Abhangigkeit zwischen den orthogonalen Funktionen
1 (8, 9, (8), o (£) existieren wirde, was nicht méglich ist. Fiir den Index
¥o erhdlt man durch Kombination von K2 (s, 4,) mit K2 (s 7.} allein
durch Orthogonalisierung und Normierung eine zu A,* gehérende Eigenfun-
ktion a,,(s), die zu sdmtlichen friiheren Eigenfunktionen Bz (8), . oy 1, (8)
orthogonal ist und somit wieder mit ay, (s) zusammenfallen wird,

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass keine zu den weiteren glei-
chen oder ungleichen Eigenwerter A% N2 .o gehorige unabhingige Ei-
genfunktion . (s) bei dem betrachteten Prozess tibersprungen werden kanm.

icm°

(63) Problemat osi gléwnych form kwadratowych i réwnan catkowych symetryczaych. 171

§ 3. Das Sgstem des Kernes K (s, #).

In weiterer Ausfithrung der betrachteten Analogien zum Formenproblem

1, § 5) behaupten wir nun: - o
9 ]))urch Oprthogonalisation und Normierung der ungeraden iterierten

Kernfolgen K+, ), KOHU(s, £),..., KPFH(s, 1,),... (36)
inbezug auf die Variable s erhilt man gleichmassige Konvergenz gegen eine
Grenafolge a,'(8), &/ (), ..., &' (). 37)
die ebenfalls ein abgeschlossenes System von Eigeniunk:ionen. (ibeg ;(imzs:
E® liefert, mit der gleichen Reihenfolge der Eigenwerte A%, wie beiden g
raden lterationen (§ 2).

Es gelten die Identitaten ,

,Ix(e tyag(t) di = f'l - (8), (38a)
. o v

' ( ! 38b
j K (s, f)0 () dt= 57 w(6)- (38D)

Es lasst sich in der Funktionenfolge

LA ==L U O RO 15&@1 e am_@%—*:um_(s) L

i i indenden Paaren a,,(s)= t'n, (5)=0
Id man von den identisch verschwin Wy
z%zglht die Wahl des Vorzeichens jedesmal so treffen, dass die dadurch
entstehende Folge von Mittelfunktionen

T (), G(S)sees T8 (39)
linear unabhangig ausfalit. Diese Folge gibt dann durch Orthogonalisation

und Normierung ein abgeschlossenes System von Eigenfunktionen

0 (8), 2(8)--y  Em(She - (40)

i i K (s, t) selbst.
fiir den urspriinglichen Kemn 2 D) -
Die Beweise sind ganz analog denjenigen des bgtreﬁenden Formenpro
blems (I, § 5) zu fiihren; wir glauben sie daher an dieser Stelle unterlassen

zu diirfen.
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lterationen vollstdndiger Funktionensysteme.

§ 4.

Die Analogien zu den allgemeinsten Formensitzen dieser Theorie
(1, § 6) ergeben sich durch Betrachtung von beliebigen Funktionensystemen

Bx® (s) und ihren lterationen inbezug auf den gegebenen Kern K (s, #). Ein
gegebenes Funktionensystem
(31(3)3 ﬁ2(5),..., ﬁk(s))-" (41)

kann immer orthogonalisiert und normiert werden, wobei etwa identisch auf-
tretende Nullen als Zeichen linearer Abhingigkeit nicht beriicksichtigt zu
werden brauchen.

Die Iterationen des betrachteten Systems inbezug auf K (s, £) entstehen
durch die Transformationen

B () — / K (s, §)8: () dt, (42a)

B o= [Ks, 9 Qat= (16, @ ar. (120)

Verlangt man, wie dies hier erfolgen soll, eine Orthogonalisation und
Normierung der so erhaltenen Funktionenfolgen

pl(m (3) » ﬁk(N) (S) ERICRS]

so kann man von vornherein ohne Anderung des Resultats das urspriingliche
System (41) durch das aus ihm entstehende orthogonalisierte und normierte

B BTE.. B, (44)

B, 43)

ersetzen.
Ein — alsdann notwendig unendliches — System der letzteren Art
heisst vollstandig (Hilbert), wenn fiir jede stetige Funktion g (s) die

Beziehung besteht
1..c0
_fg E2ds= {fg e @ atls

/

auch das urspriingliche System (41) moge dann vollstindig heissen. So
ist z. B. das System der natiirlichen Potenzen

(45)

=1, s, §,..., ..., (46)

das den Taylorschen Reihen zugrundeliegt, immer vollstindig; die Fourier-
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schen, Besselschen, Sturm-Liouvilleschen und #hnlichen Ent-
wicklungen lassen weitere Beispiele in beliebiger Mannigfaltigkeit aufstelien.

Aus der Vollstandigkeitsrelation (40) ergibt sich ohne weiteres, dass ei-
ne stetige Funktion nur dann zu allen g,* (s) orthogonal sein, d. h. fiir alle v:

[W} BN dt=0, (47)
ausfallen kann, wenn identisch g (£) = 0 ist.

Aus dem gleichen Grunde muss ¢ (¢)=0 sein, wenn fir alle ur-
spriinglichen Funktionen g, (#) der Folge (41)

/ JOE (D) di=0 (48)
ausfallt, da die Integrale (47) sich aus den (48 linear zusammensetzen lassen.

Das zu untersuchende Analogon zu Satz 8 in 1§ 4 lautet jetzt folgen-
dermassen:

Die Orthogonalisation und Normierung der durch Iteration einer voli-
standigen Funktionenfolge B.@ (s) inbezug auf den gegebenen Kern K (s, #)
entstehenden Folgen {7 (s) liefert fir N=2M in gleichm#ssig konvergen-
ter Weise ein abgeschlossenes System von Eigenfunkiionen des iterier-
ten Kernes K?(s, ).

Wir betrachten zum Beweise zuerst eine einzelne Funktion B, (s) und
die aus ihr hervorgegangenen ;”’(s) &Y (s). Nun kann zwar ,Z'P (s) bereits
identisch verschwinden; aber sxcherhch st dies nicht fiir alle Funktionen
des betrachteten volistandigen Systems der Fall, da sonst in der Funda-
mentalgleichung (45) ein Widerspruch entstehen wiirde, wenn man darin
g(s)=K(s, t,) setzt: es wiirde fiir jedes {, identisch K (s, £,) =0 sein
miissen.

Ist nun fiir irgend einen Index ”’(s)_O so kann man zeigen, dass
dann auch allgemem g  (8)=0 ausfallt Ist namlich N,>1 der erste In-

dex, fiir den B (s) Verschwmdet so verschwindet es auch fiir Ny-+ 1; eine
der Zahlen N N, 4-1 ist gerade = 2M, > 2, und man hat also
0= ; K24, (s, &) b, (1 dt; (49a)
0= [[E»(s, )p () at. 2 (5) ds
(49b)

[x
W K (s, 1) K (7, 1) &, () B, (£) dsdt dr
:k/ { ESIQUINC dt} dr;
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[ &>, t)pe 0 di—o0.

o Filr Ny =2, M, =1 widerspricht die letztere Gleichung der Annahme
B, (s)==0, filr Ny>2, M, < Ny—der anderen von N, als dem kleinsten
Index von der verlangten Eigenschaft. Esist demnach aus gt (8$)==0 tat-

® -

. . . (N) —_ .
sdchlich auch allgemein BP (8)==0. Genauer ist nach bekannten Entwick-
lungssdtzen von Hilbert-Schmidt:

1...22
a0 ey Cu 5 (8
b, (&)= E J}Tv ) ) (50a)

o= / B e () dt =1, ”A 7B () w () drds,  (50b)

Worin~ clif: erste Reihe rechter Hand gleichmissig konvergiert, und daraus all-
gemein infolge der Beziehungen (42b), (9a):

) U

N G (s)
= enl (512)
%=jam%mw. (51b)

Diese letzte Formel gilt tibrigens auch fiir @fl“ (s) = 0; es ist alsdann fiir je-

des v einfach ¢,,=0 (Schmidt). ' :
Die Behandlung der Fundamentalformeln (51a) bei geraden Indizes ist

nun ganz analog derjenigen fitr K@ (§ 2); man bekommt durch Orthogona-

lisati i 2 :
sation und Normierung der Folgen N M (s), (1(2 2’0(3), ..., abgesehen von et-

waigen Nullen, gleichméssige Konvergenz gegen ein $ i
) t -
funktionen fiir K2 (s, #): #e ystem von Eigen

5 B W), (52)

die zu Eigenwerten
N A (53)

gehoren, und es bleibt wieder nur zu zeigen, dass dabei alle Eigenwerte
und aElle unabhéngigen Eigenfunktionen wirklich erreicht werder.

s mogen wieder zu A =...=22, (<A%, 1) die unabhingi i

I v = Ny, et gigen Ei-

ge_nfl:mktmnen ©.(8)s .. 5 9n (s) gehOren. Es muss ein kleinster Index i

existieren, fiir den '

(49c¢) |
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... =y
N e 5
¢*=0 (54)

ausfallt; anderenfalls wiirden namlich 3, (s), . . ., %u, (s) infolge (51b) zu al-
len Funktionen 8, (s) orthogonal sein und damit identisch verschwinden,
was nicht méglich ist. Fiir den betrachteten Index ., entsteht aber wieder
(genau wie in § 2) eine zu A? gehorende Eigenfunktion gy, (s), worauf man
@ (8) = a,, (5) setzen darl, Wenn nun A,? Uberhaupt existiert, muss es da-
ranfhin einen zweiten kleinsten Index u, geben, fiir den bei n,>1

Cupr Coo

+0, (53)
e .
wn § Cugn Cugne
bzw. bel n, =1, h2< A= .. =0,* (< W, 41) entweder
2..ons
Bir gy <p, S w0, (56)
s
oder
2...m .
. Cut Cuwy 7
e e, >y, 2 BOOTR 2 (0 (57)

n Cal Cpv, |

austallt; sonst witrden entweder die zu 2, gehdrenden Eigenfunktionen ver-
schwinden, oder es wiirde jedenfalls, da fiir alle » aus dem Verschwinden der
Ausdriicke (55), (57) eine allgemeine lineare Abhiangigkeit der ¢,., von den
€, folgt, wegen der Beziehungen (51b) ¥ die gleiche lineare Abhdngigkeit
filr jedes =, (s) von %, (s) entstehen, was wieder unméglich ist. Fur den be-
trachteten Index w, erhilt man nun eine zu A;*> gehdrende Eigenfunktion
a,,(8) = 3, (s) von E* usi.

Nach diesen Ausfiihrungen moge es nun gestattet sein, ohne weitere
ausfithrliche Beweise, die Endergebnisse unserer Untersuchungen zusammen-
zufassen.

§ 5. Das Haupiresultat.

Es sei #y. ty,«.-., bu... eine bestimmte abzdhlbar unendliche Werte-
folge der Variablen ¢, die das gegebene endliche Intervall @...b iberall-
dicht bedeckt, und es sei allgemein K% (s, 1) der N-te iterierte Kern aus

1 Fir die geraden Indizes darf man darin “; (s) anstelle von g, (s) setzen.


GUEST


176 H. Mintz. (68)

einem im betrachteten Intervall gegebenen symmetrischen stetigen Kerne

K (s, 7). Orthogonalisiert und normiert man die als Funktionenfolgen von s
angesehenen Systeme
K~ s, t), KV, 1),..., E¥(s, t)..., (58)

und sieht dabei allgemein von etwa auftretenden Nullen ab, so erhilt man
fiir gerade N gleichmiassige Konvergenz gegen eine Grenziolge

L] (), ay (3): ey ay (s), (59)
fiir ungerade N — gleichmissige Konvergenz gegen eine Grenzfolge
GUS), WS ee., W (s),... (60)
Es ist
/ Kis, 1), (1) dt = [ xl"l" ' (s}, (61a)
[Eis 600 dz:T}iT 0, (8); (61b)
. g

das System of (s) entsteht daher aus a(s) — und ebenso a(s) aus o (s) —
auch durch Iteration inbezug auf K (s, #) und Normierung.

Jede der Folgen a(s), o' (s) gibt ein abgeschlossenes System von
Eigenfunktionen fiir den ersten iterierten Kern K2 (s, ).

In der Folge der Mittelfunktionen

@y (8) = a,f (s) oy (§) o= (8) a, (8) = a,’ (8)
5 , 5 e L

(62a)

lasst sich immer, abgesehen von den Paaren ua,, (s) = a,/(s)=0, die Wahl
der Vorzeichen derart treffen, dass diese Folge linear unabhangig aus-
fallt. Wird nach einer solchen Wahl das betreffende System orthogonalisiert
und normiert, so erhdlt man ein abgeschlossenes System von Eigen-
funktionen des gegebenen Kernes K (s, &

(62D)

391(5% Sy (8) ety Cu(8)y. -ty

und durch
i . 1
[Eenmd=1 10 (63)
B
auch sdmtliche Eigenwerte dieses Kernes.
Die gleichen Resuitate erh#lt man, wenn anstelle der iterierten Folgen
K* (s, t,) die iterierten Folgen £ (s) treten, wobei allgemein
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B (5) = / KV, 060 at= [ Kis, )8 wdt, N>1, 8
ist, wenn fiir ﬁ;°J (s) irgendein vollstdndiges System von Funktio-
nen des betrachteten Intervalls genommen wird. Das System der Eigen-
funktionen ist dabei selbst dann und nur dann volstdndig, wenn bereits die
erste Folge p(s) —bzw K\s, #,) — vollstandig ist.

Das wichtige Problem der Invarianten in der Theorie der symmetrischen
Integralgleichungen erscheint damit in ganz allgemeiner und vollstindiger
Weise geldst.

%
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