ROMUALD WITWINSKI.

O powierzchniach prostoliniowych, posiadajgcych
punkty Cayleya.

Sur les surfaces réglées possédant des points de Cayley.

WSTEP.

Okreslenie. Mowimy, iz punkt 4 jest punktem Cayleya dla powierz-
chni prostoliniowej, jezeli spodki prostopadtych, wyprowadzonych z punktu 4
na tworzace, sg potozone na przekroju ptaskim powierzchni, Bedziemy ozna-
czali przez P, plaszczyzne tego przekroju. Dla powierzchni, zwanej cy-
lindroidg Cayleya (cylindroide de Cayley), kazdy punkt A przestrzeni
jest punktem Cayleya.

Matematycy francuscy, Appell i Bricard udowodnili b iz ta cylin-
droida jest jedyng powierzchnig prostoliniowa rzeczywista, posiadajaca wia-
sno$¢ powyzsza dla kazdego punktu przestrzeni. Dla innych powierzchni
prostoliniowych punkty Cayleya A sg wiec albo punktami odosobnionemi,
albo tez punktami, tworzacemi krzywe lub powierzchnie.

W rozprawie niniejszej pozostawiamy na uboczu powierzchnie prosto-
liniowe, posiadajace zero, jeden lub dwa punkty Cayleya: przedmiotem
badafi naszych beds powierzchnie, posiadajace przynajmniej trzy punkty
Cayleya.

Ustalam klasyfikacycq nastepujaca:

L Powierschnie o plfaszczyinie kierunkowej, posiadajace
dwa punkty Cayleya, posiadajg nieskoficzong liczbe takich punktéw; pun-
kty te sq polozone albo na walcu obrotowym, albo na plaszczyZnie. Réwna-
nie tych powierzchni otrzymamy przez eliminacye parametru ¢ z réwnan

') Bulletin de la Société mathématique de France, 1900—190].
Prace mat.-fiz., t. XXIX. 1
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y = te — ki?,

atd -+ bt -+ et
T+

z

Zbiér wyrazéw stopnia najwyzszego jest

2 (2?4 y?) (ke -+ ax.

Powierzchnie te sg wiec rzedu czwartego. Gdy ¢ =0, £k ==0, mamy
cylindroide Cayleya. Pomijamy badanie tych powierzchni, nie przedsta-
wiajace zresztg zadnej trudnosci.

2. Powierzchnie o stozku kiernnkowym. Znajdujemy:

1) Powierzchinie S, rzedu dziewigtego o stozku klerunkowym rzedu
trzeciego, z dziesigcioma punktami Cayleya;

2) Powierzchnie rzedu dsmego S, ze stozkiem kierunkowym rzedu
drugiego z czterema punktami Cayleya; mamy woéwczas nieskoficzong
liczbe punktéw, polozonych na stozkowej;

3) Powierzchnie rzedu széstego S; ze stozkiem kierunkowym rzedu
drugiego. Tutaj punkty Cayleya wytwarzaja krzywa rzedu széstego,
ktéra w przypadku ogdlnym nie rozpada sie i ktérej szes¢ kierunkéw asymp-
totycznych sg prostopadtemi do szesciu plaszczyzn cyklicznych stozka kie-
runkowego.

W przypadkach szczegdlnych krzywa ta moze rozpadac sie na stozkows
i krzywq rzedu czwartego z dwiema prostemi Cayleya. Proste te s3 zawsze
prostopadte do ptaszczyzn cyklicznych stozka kierunkowego.

4) Wreszcie stopieni powierzchni mozna znizyé do stopnia drugiego;
krzywa rzedu széstego sprowadza sie wéwcezas do szesciu prostych (przy jed-
nym z ukladéw tworzgcych).

Sq to prostopadie wspdlne do tworzacych izotropowych powierzchni,
albo jeszcze prostopadte do plaszczyzn cyklicznych, poprowadzonych przez
ogniska konturu widocznego powierzchni do plaszczyzn cyklicznych $rodko-
wych. Jezeli z punktu jednej z tych prostych poprowadzimy prostopadie do
tworzgcych ukfadu rozwazanego, wéwczas spodki tych prostopadiych beda
potozone na kole kwadryki.

Okreslenie kompleksu 4P,.

Dane s3 punkt 4 i ptaszczyzna P.; nazywamy kompleksem AP, zbidr
prostych &, posiadajacych t¢ wtasnos¢, iz spodek prostopadiej, wyprowadzo-
nej z punktu 4 do prostej A, jest polozony w plaszczyznie P,. Kompleks

{3 Orpo\vrirerzcyliiach prostoliniowych, posiadajacych punkty Cayleya. 3

ten jes: rzgdu drugiego. Jego stozek o wierzchotku § posiada przekroje
kotowe:

1*  Plaszczyzny réwnolegte do Py;
2 Ptaszczyzny prostopadie do S,.

Krzywa kompleksu, polozong na plaszczyznie @, jest parabola, majaca
za ognisko spodek prostopadtej, wyprowadzonej z punktu 4 do ptaszezyzny
¢, i za styczng w wierzchotku linie przecigcia plaszezyzn Q1 P,.

Oznaczenia. Postugiwa¢ sig bedg kilkakrotnie osiami pochylemi:
LyOr=1y, sLezlx=¢, z0y=4g.

W celu okredlenia prostej A postuguje sie czesto oznaczeniem

r=az+p,
y=bz+gqg,
albo tez oznaczeniem dwdch punkidw z,y, 2, %, 4,5 . Kiladg, jak zwylle,
. Ty — @y =X, V1% —Yo2; =L,
Yo— =Y, 2 X, — 2y 2y = M,

2 —& =1, 1Yo — oYy = N.

Mozemy wéwczas potozyé:

X=a, Y=0, Z=1, L=q, M=—p, N=bp—ag.
Polézmy:
p=NY—MZ=(0*}+1)p—aby,

p'=LZ—NX=—abp+(a*+1)q,
p'=MX—LY=—ap—bq.

Spoéirzgdne punktu 4 oznacza¢ bede zazwyczaj przez =, B, 7, rownanie
ptaszczyzny P, przez
Az 4 By Cz-4 D=0.

Jezeli wigc przyjmiemy dla uproszczenia
U=X- Ycos o'+ Zcos,
V=Xcos¢" + Y-+ Zcose,
W=2Xcos¢'+Ycos o+ Z,
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wowczas réwnanie kompleksu 4 P, przybierze postaé:
D (UX+ VY ~+ WE) - (AX A+ BY 4 0Z) (aU-+BV -1 W)+ A (NT—MW)
—+B(LW— NU)+4-C(MU~—LV)=0.
W odniesieniu do osi prostokgtnych bedzie:
DY 2) + (@X+BY +12) (AX 4 BY-- 0Z) + dp+ Be'+ O =0

albo .
9 (XYZ)+ Ap -+ By 4 g7 = 0.

CZESC PIERWSZA.

Badanie powierzchmi s, .

Osi prostokgtme. Powierzchnie, posiadajace trzy punkty Cayleya
4, B, C, maja za tworzace trzy proste, wspélne trzem kompleksom AP,,
BPg, CPc. Zalézmy tu, iz plaszczyzny Py, Py, Pg tworza tréjscian praw-
dziwy:

A:aBy, Pyidx 4+ By-+Ce+ D=0,
B :a'gy, Py: d'w 4 Bly-+ (ot D=0,
G allpiy Pi: Az By 0" e-D'=0;
4 B C c 4 B, C
A= A" B A = ; 4/ B o wyznacznik

‘ | dofgczony do A.
| ‘411 BII ON i Al” Blll 01" t

Powierzchnia nasza jest okre§lona przez trzy kompleksy:
Ap - Be' + O + g, (XTZ) =0,
et B!+ 0" 44, (XYZ) =0,
A1oBIl - Oy (XYZ) = 0

skad, z uwagi na to, iz A==0, mozna znales¢ ¢, ¢/, o,

dpt A+ A+ 49, =0,

albo, dla uproszczenia,

9 O powierzchmiach prostoliniowych, posiadajacych punkty Cayleyg‘w'ﬂd 5

Ap +@=0, & =40+ 4/0+4"y,
Ap'+ @, =0, ®y=Bio,+ B g, B/ g, M
Apl'4- @, =0, Dy ="y, 4 Oy o, -+ C " gy
Mnozgc réwnania (1) przez X, Y, Z i dodajge, otrzymujemy:
XD, 4 YD, | Z®, =0. @)

Jest to stozek kierunkowy; jest on rzedu trzeciego.

Dowiedziemy teraz, iz réwno$é ta nie jest nigdy tozsamoscig, i znajdzie-
my, w jakim przypadku moze sie rozpadadé. Dwa pierwsze z réwnafi (1) po-
zwalaja wyznaczy¢ p i p”:

D
p=0"+1)p—abg = — 7,
p=— abp+(a1) g=— 2,
skad
R YT R
) o 0Dy — D,
VRS s@ o
B ad, — D,

P M@ Lty
a®, + b®, + ¢, = 0.

Sq to réwnania powierzchni. Ostatnie daje stozek kierunkowy, przyczem
¢ jest to spéiczynnik zmienny jednorodnosci. Szukajac punktéw przeciecia
z prosta, znajdujemy, iz powierzchnia S, jest rzedu dziewiatego, i moze roz-
padac sig na trzy cylindroidy. Przekréj, dokonany przez ptaszczyzne w nie-
skoficzono$ci, sktada sig z krzywej szesciennej stozka kierunkowego i z sze-
$ciu tworzacych izotropowych, ktére otrzymamy, rozwiazujac uktad

a* 4 2 -6 =0,
a®; - 0D, + Dy =0.

Krzywa szescienna moze by¢ zupeinie dowolna, lecz wyznacza ona sze$é
tworzgcych izotropowych. Nadto, kazdej tworzgcej stozka kierunkowego od-
powiada jedna i tylko jedna tworzgca powierzchni, i nawzajem. Pozostaje
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do wykaz ania, iz zwigzek
a®, 40D, O, =0
nie jest tozsamoscig.

Twierdzenie. Jezeli uktad Py PpP tworzy tréjscian praw-
dziwy, i jezeli punkty 4, B, ¢ nie schodza sie z wierzchol-
kiem tréjécianu, wéwczas zwigzek migdzy parametrami kie-
runkowemi prostej nie jest tozsamoé$cia.

Zastosujmy tu osi pochyle i wezmy
Pi=vy0z, Py=20r, P, : z0y.
Trzy kompleksy mozemy wyrazi¢ w postaci:
NV — MW + z (aU +- BV 4+ 4W) =0,
LW~ NU Ay @ U+ V1 W) =0,
MU—LV -2 (" Up"VH4"W) =0,
skad otrzymujemy stozek

Ui (@UABVA-A) + Py (2 U Vo W) W (@ U8 Ty W) = 0,

Pot6zmy:
1 cos¢” cosgl | la b d ‘
&= cos g/ 1 cos e r i l‘ b ¢ e ' Wyznacznik
! ‘ f dotaczony.
i cose’ cose 1 doe [

Jezeli uczynimy zamiane zmiennych i wezmiemy UVW, réwnanie
przybierze postac:

U@U A8V + 1 W) (aU-0V + aw)
FV AUV + W) (bU V4o W)
+ W (U V! W) (AU eV -+ F W) = 0.

Zaktadajac, iz jest to tozsamo$é, z latwoscig otrzymamy, iz «, B, 1,
o/, @, 1, ol B, 4" r6wnaja sie zeru.

Wykazemy dalej, ze w ogélnosci stozek rzedu trzeciego nie rozpada sie;
mamy wigc istotnie, w ogélnosci, powierzchnie S, 1zedu dziewigtego, ktéra
nie rozpada sig i jest przecigta plaszczyzng w nieskoriczonosci, jak to wyzej
byto juz zaznaczone.

(O powierzchniach prosteliniowych, posiadajacych punkty Cayleya. 7

Poszukiwanie wszystkich punkiéw Cayleya powierzchni S, -

Twierdzenie wstgpne. Jezeli powierzchnia §,, utworzona
przez trzy kompleksy AP,, BP;, CP,, nalezy do czwartego
kompleksu tejze formy, wéwczas ten ostatni jest kombinacya
liniowg o spéiczynnikach statych trzech pierwszych kom-
pleks6w, innemi stowy — jest jednym z komplekséw o trzech
wyrazach.
: )‘Fi“}“E-LFz‘!”VFs:O;

przyczem F; =0, F, =0, F, =0 s3 to réwnania trzech pierwszych kom-
plekséw.
W rzeczy samej, trzy kompleksy dane mogg by¢ zastapione przez

¢+ @ (¢, =0,

¢+ @5 (a, b) =0,

p'+ @, (a, b)=0,
ktdre sq ich kombinacyami liniowemi o spéiczynnikach statych (zastapilismy
q; przez ®). Kompleks czwarty ma postaé

F,=AVp+ BVp' + OVp" 44, (ab) = 0,
wobec czego dla powierzchni S, mamy:
=AY P BV, 4 OV,

co jest tozsamoscig, w przeciwnym razie stozek kierunkowy bylby rzedu dru-
giego. Zatem

Fy= 4 (p+ @) + BY (¢ -+ ) + O (4 By,
co dowodzi twierdzenia.

Wyznaczenie dziesiecin punkiéw Cagleya powierzchmi g, .

Gdy chodzi 0 wyznaczenie punktéw Cayleya w odniesieniu do osi
prostokatnych jakichkolwiek, znajdujemy, iz sg one polozone w przecieciu
trzech powierzchni rzgdu dziewigtego, ktére posiadaja wspélng krzywg sze-
Scienng skosng. Krzywa ta nie odpowiada zagadnienin, co nasuwa mysl
o istnieniu dziesigcin punktéw. Biorac osi pochyte, mozemy obraé, jak wy-
zef, ptaszczyzny Py, Pp, P¢ za plaszczyzny spéhzednych: P, =y Oz,
Pyp=20x, Po=x0y. Trzy kompleksy sa:
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NV — MW + X («U U~ W) =0,
LW—NU+Y @ UV W) =0,
MU~ LV 4 Z (o' U5V W) = 0.

’ Dodajgc je, po uprzedniem pomnozeniu przez A, w, v i utozsamiajac
z réwnaniem

ANV — MW)+ B(LW — NU)+ 0 (MU — LV)
F(AX + BY 4 0Z) (, U+, V1, W)
+D(UX+VY+ WZ) =0,

A=A,

znajdujemy:
= B, Vo= 0.

Wyrazy, zaWieréjqce X2 Y? Z°, daja nastepnie:

Ao B eos ¢ 41 008 ¢) = D - A (o, -+, €os ¢ 41, cos ¢/,
(2 C08 ¢"+@/+1 c08 ) = D - p. (o COS ¢ + B, + 7, cos ¢ ),
v (4 cos @™-B cos g1y = D + v (2 cos ¢’ + By cos o+ 1,3,

albo, wprowadzajac tatwe do zrozumienia znakdwanie,

ANUy=D-U,
P VH =D + b V!
YWe = D VVV-
Przgpadek pierwszy. ( +
U == U, B
Wowezas =+ Uy, V= Vs, W= W,.
e —D —D —D

A A

Wr.eszcie wyrazy iloczynowe dajgq nam trzy réwnania.
raz, zawierajgcy YZ, daje:

(o COS ¢' 4B COS @ 1) 4 v (a7 €S 5" - B -4/ cos )
czyli= b (21 €OS ¢/~B, COS & - 1;) + v (2, €08 /'4B, -1, cos v) 4 2 D cos 9
albo pWe vV = W W+ vV +-2Dcos ¢,
- (We—W) v (Vo—TV) = 2D cos v.

Zastepujac A, &, v przez ich wartoSci, widzi iz
: , my, iz punkt
sg punktami wspélnemi trzem kwadrykom , y P Y Cayleys

Naprzyktad, wy-

_i9)7 O powierzchniach prostolinimvych,‘ Bosiadaqu)icﬂh__ggn};}y_@glfya; o 9
AV‘—V(: W—Wp
S 2¢€08 Yy == oot T
=W, T T
— W U—Ug
s 2cos o = Ao
¢ v—u, ' w—w,’
U-U, V—V.
S 2cosgt= 2 f A
' V— Vs -{_ U—U4

Sq to trzy walce obrotowe, dajgce sie z tatwoscig okresli¢ geometrycz-
nie. Naprzyktad, walec S jest walcem obrotowym o tworzacych, prostopad-
tych do plaszczyzny yOz, albowiem plaszczyzny V=0, W =0 sg to dwie
ptaszczyzny prostopadie, jedna do Oy, druga do Oz. Poza tem, zbidr
wyrazéw stopnia drugiego jest

— sin? ¢ (y*-- 2" 2yz cos »).
Réwnanie S spetnia sie przy V=V3, W=Ws, to znaczy, kwadryka 8
przechodzi przez punkt B, i réwniez przez punkt . Wreszcie kwadryka S
przechodzi przez linie przecigcia ptaszczyzn ‘

W= W(;, V= VB-

Walec obrotowy 8, prostopadly do ptaszczyzny Py, przechodzi przez
punkty B i C, nastepnie przez linig przecigcia plaszczyzny, poprowadzo-
nej przez punkt B prostopadle do linii przecigcia ptaszczyzn Ps, P, z pla-
szczyzng, poprowadzona przez punkt C prostopadle do linii przeciecia pla-
szczyzn Py, Py. Zupehnie taksamo dadza sie okregli¢c dwa pozostate walce.
Trzy te walce nie mogg posiada¢ krzywej wspdlnej; przecinajg si¢ one w os-
miu punktach, lecz jeden z nich o powinien by¢ odrzucony. Jest on okre-
§lony przez rownania

U="Uy, V= TVs, W= W,.

Mamy wiec siedm punktéw; dotaczajgc do nich jeszcze trzy pumkty
ABC, otrzymujemy razem dziesig¢ punkiéw.

Przgpadek drugi. Réznice U—Us, V—Vy, W—W; nie sa wszystkie
trzy rézne od zera. Znajdujemy woéwczas, iz dwa z spéiczynnikéw X, u, v
réwnaja sie zeru; mamy zatem trzy punkty 4, B, C.

1Dyznaczenie dziesiecin punktéw Caylepa wedtug danych trzech
walcéw §, 8, 9.

Dane sg trzy walce obrotowe S, &, 8", ktorych osi nie sg réwnolegle
do jednej i tej samej plaszczyzny, i ktére posiadajg punkt rzeczywisty wspol-
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ny w. Obieramy ten punkt za punkt wyjscia; siedm innych punktéw uwa-
zamy jako punkty Cayleya. Tworzymy tréjscian Oxyz, ktérego $ciany
53 prostopadte do walcéw. Pozostajg do znalezienia trzy punkty C ayleya
4, B, C. Ptaszczyzna, przechodzaca przez punkt o i prostopadta do Oz,
przecina walec §" wedhug dwéch tworzacych; jedna z nich przechodzi przez
punkt o, druga — przez punkt 4. Tak samo, ptaszczyzna, ktora przechodzi
przez punkt o i jest prostopadta do Ox, da nam inng prosta, przechodzacy
przez punkt 4, skad znajdujemy punkt 4. W ten sam sposéb wyznaczajg
sig punkty Bi C.

Hwaga. Z powyzszego wynika, ze, jezeli trzy punkty 4, B, ¢, o kté-
rych zatozymy, iz sa niezmiennie z sobg zwigzane, wykonywaja ruch przenie-
sienia wzgledem tréjscianu P,Py Py, to ten ruch pociaga za sobg bez od-
ksztalcenia réwniez i ruch uklady dziesieciu punktéw.,

Wyznaczenie dziesiecin Plaszczyzn Cayleya, odpowiadajgcych
dziesiecin punkfom.

Jezeli oznaczymy przez ux+-vy—+we=0 réwnanie plaszczyzny Cay-
feya, odpowiadajgcej punktowi @ By7, albo lepiej Y, & wlOwczas szegé
réwnaf, wyzej znalezionych mozemy napisa¢ w postaci:

w(U— Uy = -— 8,
V(V —Vg) =—3g, (4)
W(W—Wg) = — g;

v (W--Ws) 4w (V-7 + 2scosp =0,

WU—Te)+ u (W= W)+ 25 cos ¢'— 0, (5)
w(V— V)40 (U— U + 25 cos ¢ = 0.
u

Eliminujgc T e

13”-' > otrzymamy trzy walce, ktdre wyznaczajg
punkt Cayleya gz, Y, 2. W celu otrzymania plaszczyzn Cayleya nalezy
Ppostapic wrecz przeciwnie: wyeliminowaé w, y, %, innemi stowy UTW, Tym
Sposobem znajdziemy:

8§ (v -+ w — 2uw cos ®) - ow [We—Wg) v +Ve—Vpuw =0,

8 (W~ u? — 2 cos ©) 4 wu [U; — Uy W+ (Wi—We)u] = 0, (6)

8 {#? 4 v — up cos ") — uw [(Vy— Va) u - (U — U vl =0.

» Réwnanie trzecie, naprzyktad, przedstawia epicykloide o trzech pun-
kiach zwrotu, styczng do osi Oz, Oy. Lepiej jest postgpi¢ w sposéh inny,

icm°®
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aby otrzyma¢ plaszczyzny Cayleya. Niech bedzie ’D czxyarty punkt Q;y»
leya, Pp— plaszczyzna odpowiadajaca. Szukajmy réwnania plaszczyzny Pp.
Mamy:

S

= =

Ui—Up’
zatem réwnanie plaszczyzny P jest

Uy —Up Ve—Vp + We— W, +

Plaszczyzna ta przecina osi w trzech punktach H, K, L, dla ktdérych

OH=U,—Us, OK=7V,— Vs, OL'=W,— We.

Stad konstrukcya nastepujaca: ,

Obraé¢ na osiach wektory OH, OK, OL, r6wne rzutom orto’—
gonalnym odcinkéw 4D, BD, CD na osi Oz, Oy, Oz. Plaszczy-
zna HKL jest plaszczyzng szukang Pp. ‘ ' 1

Whnosimy stad, ze, jezeli zbiér dziesieciu puflktéw b1§rze u('izxal \;J rL;;:quu.
przeniesienia wzgledem tréj$cianu P, Py Py, wéwczas siedm innych p
czyzn Cayleya sg nieruchome.

Przyklad zniienia liczby punkféw Capleya.

Liczba ta 10 moze by¢ znizona. Wskaze tutaj jeden przyk.%ad. We;iin.?i
osi prostokatne, i nastepnie punkt 4 na osi Oz, punkt B na osi Oy, punkt C

na osi Oz:

OB=§, 00=q

Py = 20z,

04 =u,
i P, = y0z, Py = 20y.

Znajdujemy siedm punktéw Cayleya, ktére stanoyvia siedm z Iiflby
wierzchotkéw réwnolegloscianu prostokatnego. Stozek kierunkowy powierz-

iest
chni jes - By 12— 0,
Réwnanie powierzchni otrzymamy, eliminujgc @, & z réwnan:

wa® -t 1 =0,

_ 4l —aa)
J;——(Gz—aﬂ_l_bz_}_l,

b _!?,KT,_ WZ)
y— zﬂa’—*—bQ—}—l
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Cztery nowe plaszczyzny C ayleya majg za réwnania:
o y z
- - — +1=0,
s
ktdre odpowiada punktowi poczatkowemu

2w —By=0, By—rve=0 y2z—ar=0.

Trzy pozostate plaszczyzny przechodzg przez jedng i tg samg prosts.

Podwéjny i potréjny rozkiad powierzchni s,.

Aby udowodnié istnienie dziesieciu punktéw Cayleya, zakiadalismy,
ze powierzchnia 8y nie rozpada sig. Wykazemy teraz, ze powierzchnia S,
moze rozpadaé sie albo na powierzchnig rzedu szdstego S; i cylindroide
Cayleya, albo tez na trzy cylindroidy. W tym ostatnim przypadku dziesie¢
punktéw bylyby punktami Cayleya, wspélnemi trzem cylindroidom, innemi
stowy — punktami, majgcemi te samg ptaszczyzng Cayleya dla kazdego
z nich. :

Aby powierzchnia S, rozpadata sie, trzeba i wystarcza, zeby jej stozek
kierunkowy rozpadat sig, a wéwczas otrzymujemy powierzchnie o ptaszczy-
znie kierunkowej, posiadajacg trzy plaszczyzny Cayleya, tworzace trgj-
Scian, co zachodzi tylko dla konoidy.

Obierzmy tréjscian Py Py P, za tréjscian odniesienia, Punkty 4, B, ¢
majg za spétrzedne afy, a'B', @By, Stozek kierunkowy ma za réwnanie

0= U UV W) - Vy @ TG Voo W) W (o0 U Vo 7,

Przemiefimy zmienne i oznaczmy przez

a b a [ 1 cos o cos g’ |
' | Wwyznacznik " .
i c e |
i | dotaczony do cos 1 cose 1,
|
G e f| cos ' cosy 1

Wiemy, iz, jezeli powierzchnia S, rozpada sie i daje cylindroide o plasz-
czyz'me kigrunkowej @, ma to miejsce i wtedy, gdy punkt 4, B lub ¢ prze-
mieszcza sig prostopadle do plaszczyzny @. Na fakeie tym opiera¢ bedziemy

wszystkie dalsze swe rozwazania. Obierzmy U, V, W za zmienne; stozek
przybiera postac:

(13) - O powierzchniach prostoliniowych, posiadajacych punkty Cayleya. 13

U@U -8V -1 W) (aU bV 4+ dw)
HV (U Vo W) @U SV + eW)
+ W («"UA-B"V1"W) (AU +- eV 4 fW) =0.

Wyrazmy, iz stozek ten rozpada sie i zawiera plaszczyzne

U=pV-+qW;
w ten sposéb otrzymujemy cztery réwnania:
(B4 o'p) (c - bp) (B -+ op) (ap*} bp) =0, (7}
("' a"'q) (f+ dq) (1 + dg) (ag*+ dg) =0, ®)

(# +a'p) (e -+ 0g) + (1 + o'q) (¢ 4 0p)
4 (" 'p) (e + dp) + (B -+ op) (2apg + dp - 04) (9)
+ (1 4 2g) (ap*+p) = 0,
(' + o'q) (e + bg) + ("4 ="p) (f + dg)
+ ("+a"q) (e + dp) + (B +ep) (29?4 dg)
+ (1 + aq) 2apg +-dp + bg) =0.

Dajmy sobie tréjscian Py PpPy i punkt A’(m{w); ré*tvnama po(\g]ziz
pokazujg, iz punkty B (o, @, 1) 1 C(a, 8", ") §a po%ozqne — je "o
prostej A/, drugi na prostej A”; dwie te proste zaleig o'd dwoch- p;r'fim row
p, g. Wiec proste AiA’ tworzg dwie kongruencye i ofl.pmfvt.ad :jj? S g
w tych dwéch kongruencyach wedtug pewnego prawa. Otp,l’,,ka? 3 1:azz, ig
dwie proste &' przecinajg sie, proste odpowiadajace prostej A fou;ii npw .
cinajg sie. Rachunki, przy przyjeciu osi ;')(')c.hykych, sq zb}ft dtugxe, efmk mg
by¢ z tatwoscig przeprowadzone, gdy tré]§c1alz1 P, PP, jest trojprostokatry.

arte sg one na nastgpujacych rozwazaniach: . . o
Op Wya(;braz'my sobieP,) iz dane nam sg punkty {1 i B mwﬁil_n?;(?)- d?/je‘ Zil(n
trzy wartosci na p. Z réwnaf (8), (9) i (10) eliminujemy B"--o/'p i "/—a'"q;
mamy réwnanie stopnia trzeciego wzgledem g¢.

Otrzymujemy: g+ al'p = £, (2),

V4ol g = ijl_(qdlq— s

(10)

3))

przyczem fy, f; s4 stopnia 113. Podstawiamy w réwnanie FIO)‘. ’ '

Tym sposobem, w przypadku najogéiniejszym mamy dziewied ukkaglgw
wartosci wzgledem p, ¢, i kazdemu uktadowi réwnania (11) podporzadko-
wujg prosta, na ktérej znajduje si¢ punkt C.


GUEST


icm°

4 Romuald Witwif!s_kj. )

G

W ten sposéb, po obraniu punktéw 4 i B, aby powierzchnia S, rozpadala
sig, trzeba i wystarcza, aby punkt (' znajdowat si¢ w punkcie, dowolnie ob-
ranym na dziewieciu prostych, w zupetosci wyznaczonych. Otéz powiadam,
Ze te dziewig¢ prostych przecinajg sie.po trzy w szedciu punktach, innemi sto-
wy, daja szes¢ bokéw i trzy przekgtne szescioboku skosnego.

Stad wynika, ze, jezeli punkty 4 i B raz sg obrane, wéwczas istnieje
dziewig¢ prostych, na ktérych nalezy obrac punkt (’, aby otrzymaé rozklad
podwdjny, i sze$¢ punktéw C,, C,,..., C,, dla kiérych mamy rozktad po-
trojny, to znaczy, ze, gdy punkt C jest wziety w jednym z tych szesciu pun-
ktéw, wéwczas powierzchnia 8, rozpada sie na trzy powierzchnie rzedu trze-
ciego, ktore sg cylindroidami.

Zamierzamy najprzod wykaza¢, iz na kazdej z dziewieciu prostych ist-
niejg dwa punkty ¢, dla ktérych ma miejsce rozktad potrdjny. Bezposred-
nio daje sig zauwazy¢, ze gdy przez jeden punkt przechodzg dwie proste A",
to przez ten punkt koniecznie przechodza trzy proste: sg to prostopadie do
plaszezyzn rozkladu stozka.

Réwnanie stozka wzgledem U, ¥V, W ma postacé:

U@U++EV+1W) (aU+ 0V 4-dW ... =0.

Uporzadkujmy wzgledem UV i podzielmy przez U— (pV-+qW); po-
niewaz punkt C jest polozony na jednej z dziewigciu prostych, przeto dzie-
lenie wypehia sig bez reszty; iloraz wynosi:

AP A"V - AW - 2BYW 4- 2B'WU 4 28" UV = 0.
Spétezynniki sg:

A=an,

A= ca! + (b + ap) (B +ap) + b (¢ -+ a'p)

A'= fo'+ (A +ag) (1 - 2q) 4 d (1" + a''g)

2B= (@ aq) B+ oap) + (b + ap) (1 -+ ag) -+ b (1 + 'g)

ool - ea - d (B 4 a'p),
2B'= da - do'" + 1 (1 -+ g),
2B"= 0, (8 - ap) + ba -+ b,

Na rozwazanej przez nas prostej parametry ", 8", ¢" zmieniaja sie,
lecz wielkosci §"-}-a"p i v"+o'lg sg state.
Jezeli zastapimy o'’ przez z, wéwczas spétczynniki majg postac:
4, A, A=AV 1 fz,

2B=2B,+ex, 2B'=2B'lqdr, opn

(15} O powierzchniach prostollniowych, posiadajacych punkty Cayleya. 15

x jest jedyna zmienna. Przyréwnywajac do zera wyréznik, otrzymujemy row-

nanie stopnia drugiego wzgledem a, spélczynnik przy z? nie rf’)wga sig zeru;
wiec istnieja dwa punkty rozktadu potréjnego na kazdejz dziewe;cm prostych
i szes¢ punktow, posiadajacych te wiasnosé, iz przez kazdy z nich przechodzg
trzy proste.

Przupadek tréjsciamu tréjprostokatnego. Jezeli piaszczy.zny Pi . Pn, P-L
tworzg tréjScian trojprostokatny, rachunki stajg sig¢ znacznie mniej skompli-
kowane. Znajdujemy tylko trzy proste, dajace tréjcian. Jezeli sg obrane
dwa z punktow A, B, O, woéwczas trzeci jest w zupetnosci wyznaczony, gdy
jest rozktad potréjny. Jezeli, naprzyklad, weZmiemy

W =1

wéwczas punkty 4 i B odpowiadaja sobie na mocy wzoréw nastgpujacycl,
kitére wyznaczaja przeksztalcenie dwuwymierne:

o =0, = O,

i

dla C,

U .Y .
R PR
T S
LAY PRy R
5 S
o= g ¥ 20w
o 11'13 )
G R Tyt
Py
Vo= gep omy,
. T
B et 2Ty,

Przgklad rozkladu podwdjnego (osi prostokqtne).

A 1, 0, 1; Py: y—z==0,
B: —1, 0, 1; Pg: y-+z=0,
C: 0, 1, 0; Pe: z—ax=0.

Powierzchnia S, rozpada sie i daje:
1. Konoide
& (@4 yt) = @y
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2. Powierzchnie S;, okreslong przez réwnania:

P

T3 —1"
. o (I —a)y(adb+b—1)
r—ag=p = - a‘){—b?—%—T 1
g 01 0420
y—be=q= @1

Prigklad dziewiecin prostych.

Jezeli wezmiemy
o= g == 90°, ¢! = 60°

e=0, §=0, 1=3, o' =0, f'=—8, {"=—4,
mamy najpierw dla ¢ trzy wartosci
g=-1, g¢g=—1 g=cc.

Mamy z poczatku szes¢ nastepujacych prostych &', ktére odpowiadajg
wartosciom:
g=-+1 przy p=2 1, 5

g=—1 przy p=2, —1, 3.

Ay -+ 22 =18, 2tax=09,
Ayt =0, g4x=—3,
Ay -+ bz =0, 2 -+ =45,
Alry 20 = —18, 7 —x==33,
AJry—z =0, zg—r=—23,
Ay +3x==0, z—x = 45.
Proste te przecinajg sie parami w szesciu punktach:

B 6, 6, 3,

B,: —18, 54, 27,

By 0, 0, 45,

B,: 6, —30, 39,

B,: —18, 18, 15,

B;: 0, 0, —-3.

17) O powierzchniach prostoliniowych, posiadajacych punkty Cayleya.” 17

Pozostajg do znalezienia trzy inne proste, odpowiadajace pierwiastkowi
nieskoficzonemu. Znajdujemy trzy proste

Bﬁ Be: Bl B41 B2 B:'s

Mamy
3 proste réwnolegte do & - x = const,,
3, » » & —x == const.,
3 . " » 2 = const.

Zachodzi to zawsze, poniewaz mamy na p trzy wartodci p,, p,, Ds;
proste, wzigte po trzy, sa réwnolegte do ptaszczyzn

¥+ pz=0, y+pz=0, y+pye=0.

CZESC DRUGA.

Badanie powierzchmi 3.

Powierzchnie te otrzymamy, zakladajac, iz plaszczyzny Pai, Pg, Pe sg
réwnolegle do jednej i tej samej prostej, przyczem dwie z nich réwnolegtemi
mogg nie byé.

Zagadnienie wstepne. Warunek niezalezno$ci trzech komplek-
séw APy, BPg, CP¢, gdzie ptaszczyzny Py, Pp, Py sg rownole-
gte do jednej i tej samej prostej, prostej Oz, naprzyktad

Powiadam, iz sg one niezalezne, jezeli wyznaczaja powierzchnie.
W przypadku przeciwnym liczba réwnan sprowadza si¢ do dwdéch; mamy
kongruencyg:
Zx02=90° ,y02=90°, LxzO0y=aq.

Kompleks pierwszy:
A:aBy, Piriz=0.
Kompleks drugi:
B:a/pty', Py:y=0.
Dwa te kompleksy majg za réwnania:
XX 48Y4+12)+ NY—MZ+cosp[X (2 Y4 BY)+ NX]=0,
YW X+pY+12)+LZ— NX+cosglY (/Y BX) — NY]=0.

Mnozac przez A, p, dodajac i utozsamiajgc z wyrazeniem

Prace mat.fiz,, t. XXIX. 2
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DX+ ¥+ (o, X+ 8, +1,2) (4X + BY)
+ 4 (NY — MZ)+ B(LZ — NX)
+cos ¢ [(a, ¥ 4 B,X) (4X 4 BY) + 2DXY 4 ANX — BNY] =0,

znajdziemy:

=4, pw=2B, D=0

Otéz ptaszczyzny Py, Ps, Pe musza przechodzi¢ przez jedng i tg samq
prosts, ktéra tutaj stanowi prosta Oz, o ile tylko trzecia jest wynikiem
dwéch innych.

Pozostate warunki wyrazaja, iz punkty 4, B, C sa pofozone w tej sa-
mej plaszczyznie, prostopadiej do Og; niech nig bedzie ptaszczyzna zOy.
Nadto

BC jest prostopadta do Py,
C4A ” » " PB:

4B » n » PU-

Przypuscilismy, ze jezeli trzy kompleksy nie sg niezalezne, czyli ze je-
den jest wynikiem dwu pozostatych, wéwczas byty one zwigzane zaleznoscia
jednorodng o spétczynnikach stalych.

Ot6z w odniesieniu do osi prostokatnych mozemy je wyrazi¢ w postaci:

Ap4-Bp +¢, (X¥YZ)=0,

Ao+ Bl + 9, (XYZ) =0,

Alo4-B"o!" - ¢y (X¥YZ) =0,
AB = BA'4=0.

z warunkiem, iz

Dwa pierwsze rownania wyznaczajg p i ¢/; podstawiajac w réwnanie
trzecie, otrzymamy stozek kierunkowy albo tozsamos¢. Jezeli trzy kompleksy
nie sg niezalezne, wéwczas mamy tozsamo$¢, a zatem zwigzek, wskazany wy-
zej. Stad wynika

Twierdzenie. Na to, aby kompleks CP, byt wynikiem
dwoch komplekséw AP, BPg, gdzie P,, Bp przecinajg sie
wedtug prostej A, i P jest rownolegta do A, jest konieczue,
aby ptaszczyzna Py przechodzita przez prosta.A i zeby

BC bylo prostopadte do Py,
c4 " » Pz,
AB » n c Pg.

icm
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Stopieri powierzchni g, .
Przekréj przez plaszczyzne w nieskoriczonosci.
Niech bgdg dane trzy kompleksy niezalezne AP,, BPs, PCy; zaldz-

my, iz ptaszczyzny P., Pp, P; sg réwnolegle do osi Oy.
Réwnania trzech komplekséw sg:

Ap + Cp" + (AX + 0Z) (6X 4 BY +12) ++ D (X + V- 75 =0,
Ap4-Cp ... =0,
Alp— Cpl .. =0.

Zatézmy, iz AC"  CA’==0; woéwczas dwa pierwsze réwnania dajg
pip'. Podstawiajgc w réwnanie trzecie, otrzymujemy stozek. Mamy tedy
trzy réwnania postaci:

b=, (X, ¥, 2)=@(a, b, )=, (a, b, ¢),
p/:d)in .
([)3:0,

funkcye ®,, ®,, P, sg jednorodne i rzedu drugiego wzgledem X, Y, Z
albo a, b, ¢.
Znajdujemy stad:

P, — ad,
Po@E=P= gy
— @ —{(0*1) D
Yy—be=qg= VivTL;-H)—TI——}:I-l_—Z’
(1)3 = 0.

Mamy cztery tworzgce izotropowe w plaszczyZnie w nieskoriczonosci.
Przekr6j przez tg plaszczyzne skiada sie 1) z czterech tych prostych, 2) stoz-
kowe] stozka kierunkowego, 3) dwdch tworzgcych, ortogonalnych do linii
przecigcia ptaszczyzn P,, Py. Wreszcie, powierzchnia jest wymierna i rzedu
0smego.

Warunek znizemia stopnia powierzchmi s, i S, .

Stopiefi ten zniza sie, jezeli liczniki utamkéw p, ¢ zawierajg czynnik
a®*+-b*+41, innemi stowy, jezeli tworzace izotropowe sa w odleglosci skoii-
czonej. Rozwazanie stozka kompleksu wykazuje, iz jest konieczne: albo,
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zeby dwie z ptaszczyzn Py, Pz, Pr byly réwnolegte (mamy wéwczas prosty
Cayleya), albo, zeby punkty 4, B, C byty polozone w jednej linii prostej.
Stopieri wéwczas zniza si¢ do dwoch jednoSci. Powrécimy do prostych

Cayleya. Zakladamy, iz
a? - b% == const.

tDyznaczenie punkidw Cayleya powierzchni. S,

Lx0y=0, [y0e=090°  /20x=90%

Aafy, Piix=0,

B:ap, Ppiy =0,

C:al'gy’, Ppry—mz—++h=0.

Trzy te kompleksy majg za réwnania:

X (X + Y +-+Z) 4 (NY — MZ) +cos ¢ [X (a¥ -} BX) 4 NX] =0,
Y (@ X4 Y+1'Z) 4 (LZ — NX) 4 cos ¢ [V (o/ Y+F/X) — NY]| =0,
(X423 ("X A+ 'Y +1"Z) (Y — mX)
— m (NY — MZ) -+ (LZ — NX)
+cos ¢ [(¢" Y 4-B"X) (Y — mX) 4 2XY — mNX — NY| =0,

. Oznaczam przez zyz nowy punkt Cayleya. Mnoz4c réwnania po-
wyzsze przez X, p, v, dodajgc i nastepnie utozsamiajac z wyrazeniem

DX Y+ 2% 42X +yY + 2Z) (AX -+ BY)
+ 4(NY — MZ) -} B (LZ— NX)
+cos ¢ (@Y 4 yX) (AX + BY) - 2DXY + ANX + BNY] =0,
dochodzimy z fatwoscig do réwnati nastepujgcych:
Ny =mvUg
BVB = VV{;,
AV 0Us - vUp = mv Ve,
Ae—1)=mv(e—N",
ple M=—vl—1",

gdzie. U, przedstawia pt 3
it AA, op awla plaszczyzng, prostopadig do Oz, przechodzacy przez

icm°®
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Przppadek pierwszy: 71, v/, 7" nie sg réwne. Znajdujemy wowczas
jeden tylko nowy punkt Cayleya, ktéry znajduje sig w przecigeiu trzech
ptaszczyzn:

ptaszczyzna @, prostopadia do P4, poprowadzona przez BC,
» QB bl ” Py ” ] CA:
” QG n n PU » n 4B.

Jezeli punkty 4, B, C sq polozone w linii prostej, mamy wigc prostg
Cayleya, w przeciwnymn razie — cztery punkty.

Przgpadek drugi: v/ =17. Mozemy zalozy¢:

1 =1=0, ' == 0.

Rowniez znajdujemy jeden tylko nowy punkt Cayleya albo prosts,
jezeli prosta AB jest prostopadia do ptaszczyzny Pe.

Przppadek frzeci: v=+'=1". Tutaj punkty 4, B, C sg potozone
w plaszczyZnie, prostopadiej do prostej A, do ktérej plaszczyzny Pu, Ps, Py
sa réwnolegte. Przypadek ten prowadzi nas do rozwazania stozkowej
Cayleya.

Powierzchnie 8,, posiadajgce stoikowg Caylepa.

Mozemy zatozy¢ 1=’ =+" = 0. Réwnania, znalezione wyzej, dajg
wowczas 2z =0, czyli ze nowe punkty Cayleya sg w ptaszczyinie ABC.
Nadto znajdujemy:

m (Vo Us—UsVe) Vi = (UsVe — V3Us) Us.

Jest to réwnanie stozkowej, przechodzacej: 1° przez ABC, 2° przez
A'B'C; O — w przecieciu Uy =0, Vz=0,... Tym sposobem otrzymuje-
my twierdzenie Pascala z prosta Pascala, odsunigta w nieskoriczonosé.
Szesciokatem jest AB'CA'BC'A, przyczem:

AB' jest réwnolegta do B4/, obie prostopadie do Pg,
BC " . OB, » » Pa,
c4r » . A0, » » Ps.

Stozkowa wiec moze by¢ zupelnie dowolna.
Plaszczyzna Cayleya, ktéra odpowiada punktowi ay ‘tej stozkowej,
ma postaé:
mVs (Us— U z+ Us (Vs — Vo) y-+hUs V=0
Ptaszczyzna ta obwija walec klasy trzeciej, ktérego tworzace sq réwno-
legte do prostej A.
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Przykiad liczbowy z kolem Cayleya.

We.z'my osi prostokatne, punkt 4 na Oz, punkt B na Oy, punkt ¢
w punkcie poczgtkowym, 1
C4A=CB=2h,
Py:y0z, Pg:20z, Pyrz4y+h=0.

Réwnania powierzchni sa:
Z— a2 =p=—ah(a® + 0* I q),
Yy —bs=q=— bh(a*+ 3} ),
@' =1.

Po'wierzchnia jest istotnie rzedu 6smego i nie rozpada sie.
Réwnanie kola Cayleya jest:

2=0, 2Ly?=20n (2 +y)

Plaszczyzny Cayleya sg réwnole i iich §

B gle do osi Oz, i ich $lady na plasz-

czyznie 20y obwijaja epicykloide o trzech punkta S g
ch i i

sq proste Simsona tréjkata CEF: ’ et Sladami temi

CE=—1 na O
CF = —1 na Cy.

Rozktad powierzchni s, na dwie powierzchnie S, o plaszczyznie
kierunkowej. Warnnek rzeczywistosci powierzchni 3,.

Ze wzgledu na latwos¢ p i i i
) £ ytania, ogranicze sie na podaniu rezultaté
izﬁzzéirﬁ:;neksa mogg bglrc’ rzeczywiste lub urojone zaleznie od tego CZV};
. unxowy rzedu drugiego jest rzeczywisty lub uroj e
nie te rozpadajg sie na dwie powierzchni n inie loerumomer o
nie e S, o plaszczyznie ki kowej, j
Zeli walec rozpada sig na dwie ' . i . malory
wale plaszczyzny. (Co do powierzchni Z
powiedzie, iz posiadaja one krzywa szesciens e o (ol )
kreslong na walcu obrotowym ga;leyssenna shosna vestows (rodale) na-
i A()ibéaw:cszy If;a.szczygl}y P,,3 Py, P, réwnolegle do prostej A oraz pun-
. na]; wier znny,’ 1z powierzchnia S; rozpada sig, gdy punkt C jest
tyc:‘ni e E/adryge,.ktora, zaleznie od przypadku, moze by¢ paraboloidg elip-
Jeral rzzper (?hczn.q.. W tym tylko ostatnim przypadku dwie powierzch-
4 83 1zeczywiste, i ich plaszczyzny kierunkowe g prostopadte do two-
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rzacych paraboloidy hyperbolicznej, ktére przechodzg przez rozpatrywany
punkt C. '

Gdy paraboloida jest hyperboliczna, powierzchnia Sy jest zawsze rze-
czywista; gdy paraboloida jest eliptyczna, wowczas dzieli przestrzen na dwa
obszary: nalezy obra¢ C w jednym z nich, aby powierzchnia §; byla rzeczy-

wista.

Priyczynek, dotyczgcy dziesieciv pnnkiéw powierzchni ;.
Przgktad liczbowy Darboux’a.

" Powr6émy do przypadku powierzchni S,. Istnieje naogél dziesigt
punktéw Cayleya, ktérym odpowiada dziesig¢ ptaszczyzn.

Mozna postawi¢ pytanie, czy te dziesie¢ punktéw i ptaszczyzny odpo-
wiadajace odgrywajg zupelnie te sama rolg i czy, naprzyktad, trzy z ptaszczyzn
zawsze tworza tréjécian. Ot6z z przyktadéw liczbowych staje sig jasnem, iz
to ma miejsce niezawsze.

Gdy to istotnie zachodzi, wnosimy, iz trzy kompleksy odpowiadajace
nie sa niezalezne, bo inaczej stozek kierunkowy bylby rzedu drugiego. Za-
ktadamy, iz jest on rzedu trzeciego. Wo6wczas, na mocy powyzszego, mamy,
iz kazdy kompleks jest kombinacyg liniowg o spétczynnikach statych dwéch
innych komplekséw, trzy plaszczyzny P., Pr, P¢ przechodzg przez prostg

A, —i mamy:
prostg BC, prostopadtg do Ps,

» OA, ”n » -PBy
» A.B, » ” PG‘

Powiadam, iz siedm punktéw, réznych od 4, B, G, sa potozone na
trzech walcach obrotowych o osiach, prostopadtych do A.
Niech, jak powiedziano, dane beda 4, B, 0, P4, Py, Pp; weimy:

A:aB O, Pyiz=0,
B:a/f 0, Pp:y=0,
70z = 908, 20z = 909, 20y = ¢.
Aby wyznaczy¢ powierzchnie, nalezy da¢ sobie czwarty kompleks
D :alfgiy!, Py: dx -+ By4-C2-4+D=0.
Rachunki, analogiczne do poprzednich, prowadzg do pieciu réwnan:
MWU—Uy+ AU —Up)=CE&—1"),
p(V— Vg + BV —Vo)=C—1"),
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C(7— Vo) +Ble—+") +pz=0,
CU—Un)+4(E—1")+r2=0,
AV —=V)+BU—-Up)+1(V—TVi)

+ 8. (U~Usz) - 20 (z —1") cos o = 0.

Wyznaczajgc z dwéch pierwszych réwnar A, i i podstawiajac w trzy
ostatnie réwnania, otrzymujemy réwnania trzech powierzchni, ktére wyzna-
czajg siedm punktéw, réinych od 4, B, . Réwnanie czwarte daje

() CV—=V)(V—V5)+ BV~ Vi) (e —1")
+ Oz (2 — ") — Bz (V — V) = 0.

Jest to walec, ktérego tworzace s prostopadte do plaszczyzny 40z albo
Py; walec ten jest obrotowy, i przechodzi przez punkty B, ¢, D. Réwnanie
piate daje walec, prostopadly do plaszczyzny Pp. Réwnanie széste datoby
powierzchnig rzedu trzeciego, lecz mozna ja poming¢, albowiem, wprowadza-
jac punkt C, mieliby$my trzeci walec, prostopadty do plaszczyzny Pp. Mamy
wigc nastepujace

Twierdzenie. Uwazajmy zbidr dziesieciu punktow Cayleya
powierzchni S,. Jezeli pozostawimy na uboczu trzy z tych
punktéw, wéwczas siedm pozostatych sa potozone na trzech
walcach obrotowych, ktérych osi sa prostopadte do ptasz-
czyzn Cayleya, odpowiadajacych trzem pierwszym punktom.
Trzy te ptaszczyzny tworzg zazwyczaj tr6jscian, w przeciw-
nym razie, przechodzg przez jedneg i te sama prosta A: wtas-
nosé¢ zachowuje sie, i trzy walce sg wéwczas ortogonalne do
prostej A.

W preykladzie liczbowym Darboux’a, kt6ry zamierzam tu poda¢, fakt

ten ma miejsce cztery razy na sto dwadziescia kombinacyj plaszczyzn, wzie-
tych po trzy.

Przgklad liczbowy Darboux’a. Osi prostokgtne. Wezmy:
4: 1 0 0 P;: y+2=0,
4,0 0 1 0 P, 24-2=0,
45: 0 0 1 Py: z+y=0.

Znajdujemy wéwczas:

icm
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4,: -1 0 0 P,: y—e==0,
4 0 —1 0 P p—2=0,
A, 0 0 —1 P, z—y=0,
4: b b 3 Pp wdyte—i=0,
Ag: P -1 -t B z—y —2— =0,
do: —4 3 —§ Py —zH4y—2—4=0,
A0 —% —% —% Py —z-y+e—i=0.

Plaszczyzny sq identyczne z plaszczyznami Darboux’a; _trzy pierwsze
punkty sg symetryczne wzgledem punktu poczqtkowego.. Jezeli rozpatrzym_y
sto dwadziescia kombinacyj z dziesigciu piaszczyzn, \yzxe,tych po trzy, z}nz]-
dziemy tylko cztery tréjsciany nieprawdziwe, innemi s%o?vy cztery uktady
trzech plaszczyzn, przechodzgcych przez prostg A, mianowicie:

P, P, P, ktére przechodzg przez z=y=—2,
Py Py Py, » » » g=r=—1Y,
P, P, Py, » » » Yy=r=—0,
P, P, P, » » » =Y ==z

AA,

Mozna zrzutowaé dziesieé punktéw wedtug wierzchotkéw i $rodka sze-
$cioboku foremnego, jak to wskazuje rysunek.
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4, ma za wysokosé I,
h

AS AQ A]U ” ” » 3‘ 3’

" 5h

*’l] Ag -Ag » " ” 'E’ L]
h

*44 ‘45 Aﬁ » ”n n F .

Lecz tutaj powierzchnia S, rozpada sig na trzy cylindroidy:
2y +2%) 4 ys =0,
Y (e a2 4 ex =0,
2@ -+ y) fay=0.

Dziesig¢ punktéw sq wspélne cylindroidom, symetrycznym do pierwszych
wzgledem punktu poczgtkowego.

O ruchach algebraiczngch Darboux’a.

Po otrzymaniu wszystkich tych rezultatéw, autor niniejszej rozprawy
mial mozno$¢ przeczytania pracy Darbouxa, dotyczacej ruchéw algebraicz-
nych i zamieszczonej w koficu ,Kinem atyki® Koenigsa. Znakomity geo-
metra, po uprzedniem zdefiniowaniu pewnego ruchu bryty niezmiennej
o0 dwéch parametrach, stawia sobie za cel rozwigzanie pytania o mozliwosci
istnienia takich punktéw bryty, ktére kreslg ptaszczyzny. Darboux dowo-
dzi, iz, w przypadku najogélniejszym, takich punktéw istnieje dziesie¢; jestto
wiadnie ta liczba, ktéra znalaztem dla badanych punktéw Cayleya. Otéz
W poszukiwaniach mych, nasunigtych mi przez pracg Darboux’a, badatem,
czy dziesie¢ punktéw Darbouxa nie moglyby by¢ wyznaczone w sposéb
analogiczny do wskazanej przezemnie konstrukeyi punktéw Cayleya i do-
szedfem do rezultatéw tych samych. Ruch, badany przez Darboux’a, wy-
nika z cbrotu (renversement) bryty stalej dokota prostej, przechodzacej przez
punkt poczatkowy, w polaczeniu z przeniesieniem (translation). Ruch ten
mozna zastgpi¢ przez obr6t dokola prostej A, réwnolegtej do pierwszej
i przeniesienie, réwnolegle do A. Zamiast pozostawienia dwdch parametréw
niezaleznych, mozna je zwigzaé zaleznoscia w ten Spos6b, aby przeniesienie
réwnalo sie zeru. 'Wéwezas prosta A opisuje jedng z powierzchni Sy, ktorg
badamy.

Wzajemnie, niech ¥ bedzie bryla, wytworzona przez zbiér punktéw
Cayleyai ¥—bryla, symetryczna z & wzgledem tworzacych powierzchni S,

icm°
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Jest jasnem, iz bedziemy mieli dziesie¢ punktéw bryly ¥, ktére opisywaé
beda krzywe plaskie: sg to punkty Darboux’a. Punkty te sg 1de'ntyc.zne
z punktami, badanemi przezemnie; ptaszczyzny sq po%oZone.w sposob_ nieco
r6z1y, lecz posiadajg wlasnosci analogiczne. Przedstawie tutaj rachun{{l Dar-
boux'a w formie nieco odmiennej, w ten sposéb, aby uwidoczni¢ kon-
strukcye geometryczng punktéw, gdy dane sg trzy z nich oraz plaszczyzn'y
odpowiadajace. Konstrukcyi tej nie podaje Darboux wswej pracy (Ci-
nématique de Koenigs, p. 363).
Oznaczmy jeszcze przez ¢, ¢, ¢ katy miedzy osiami i potézmy dla
uproszczenia: Pt pcos g v cosd,
Q=>rcos¢ 4-p--vcosg,

R==2X1cos ¢/ pcosep-|v.

Oznaczmy przez xy# punkt figury stalej, przez x'y's —- punkt', o‘dp(?-
wiadajacy figury ruchomej. Wzory, kidre nastepuja, okreslajg przeniesienie

) £ 0P — Q)+ 200y 21k
= YRRy ’
51000 +yQ vR- AP £ 2pRet 2Py 2
AP+p@Q+vE
) F0e) +2OR—AP Q) £ 2 Pat 20y
. P pQvE
gdzie:

fi==a:\*F o p2 a2 20,0y - 20/ Ay - 20/ p. ).
Napiszmy, iz
PR e +my 4-ne'+p=0,
jakiekolwiek sg A, w, v. Mamy w ten sposob sze$¢ réwnar; napiszer?y
z nich tylko dwa; pozostate wyprowadzajg sig z tych dwF’)ch przez przestawie-
nia, dokonane na xy=, ¢y'¢", przecinkach przy @, b i wskaznikach:
(@, -+ -} 2y cos ¢’ - 22 cos ¢')
A (a, — ) 41 (@ — 8 +p =0,
I(by—wxcosg)+m(b,+ 2+ xcosy)
41 (b cos ¢ +5) + p cos ) =0.

Wyrazmy, iz punkt, odpowiadajacy punktowi =a, y= A, B= T
kre§li plaszczyzne @ ==0; nastgpnie -— punkt, odpowiadajacy punktowi
al’BM:z=0. Kiadac dla uproszczenia
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U=+ ycos ¢ 4z cos ¢/,
V=xcoso" 4y~ zcosy,
W=uxcos¢4ycoso-+z,
Up==0 4 Bcos ¢’ 4 ycos g,
otrzymujemy sze$¢ réwnafi nastepujacych:
UW—U)=  Ie—a)+m@y—p)+nl—)—p,
2m(V—Vp) = Lo—a)+m@y—p) +n@--v)—p
2n(W—Wo)= L@ — a)y-Fm(y—p)+1i—)—p,

m(W—Ws) 4 n(V—Veo=cos¢[l(z — a)+m (y—p) +n (¢—1") —p],

(U~ Ug) - LW =Wy =cos¢/ [l (& — o) +m (y—B) +n (2 — ") —p],

LV — Va) 4 m(U — Us)=cos ¢l (s — o) +m(y — B) 41 (z— ") — p]
Stad, z tatwoscig znajdujemy:

W— Ws V—"V¢

7 — Vl;'_i— W Wd=2cos<p,

— walec obrotowy o tworzacych, prostopaditych do ptaszezyzny yz. Jest to
réwnanie, juz znalezione.
Dyskusye analogiczng pomijam.

Powierzchnie Steinera.

) Weimy znéw osi prostokatne i dajmy sobie punkt ®yz; szukajmy
.spo}rzqdnych punktu symetrycznego #'y’z' wzgledem prostej A, okreslonej,
jak zwykle, przez szes¢ spétrzednych:

X’ I?" Z) La My N; P=NY—MZ, ey,
WERTETc I R R RN

Iy
y=2w+yﬂk~ﬂ—xw+%yz+myx
XLz T
o = 20"+ 2(2*— Y’ —X)422ZX 42y Y7
X LYTZ° .

@)
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Wystarcza potozy¢:
ey 2 =1, (XY7),

200 =1,(XY%),

24=f, (XY Z),
aby znale§¢ wzory (12) w uktadzie osi prostokatnych; ale dlatego trzeba, aby
oyt XA+ Yh+20=0, (13)

jnnemi stowy, zamiast tego, aby wielkosci X, Y, Z uwaza¢ za niezalezne,

" trzeba zwiaza je zaleznoscig (18), ktéra przedstawia stozek kierunkowy po-

wierzchni Sy. ' ' o
Wreszcie, majac dang powierzchnig Sy, jezeli z punktu @By poprowa-

dzimy prostopadie do tworzace] XY ZLMN, woéwczas spodek ma za $pot-

TZane: - P —l‘ X(Q.X_ __{_ @Y ,_:[_Z,)
= Te4vyr
PAEY X pY 412

B CES CERYA

P ZEXFEY+12)

1

)

b CRNy 2
Ot6z, dla powierzchni mamy rwnania w postaci:

P"'—“"‘(I)l(XYZ)r P'x—“q)z, P’I-—:—(I)g;

zatem krzywa, opisana przez spodek prostopadtej, poprowadzonej z punktu

«fy do tworzqcych, jest nakreslona na powierzchni Steinera:
— @ X (X +BY+12)
L= XZjl:_rY' 5 + 7i ,
~ @Y (@X+BY 1 7)
V=T x4z
— @y Z (@ XApV417)
pETXALY 2 ’

gdzie X, ¥, Z uwazamy, jako od siebie niezalezne. Daje to nowa wtasnosé
powierzchni S,. ) . . ‘ ) -

w cze;écigtrzeciej pracy zajme ‘sig badaniem pov.nerzghm S ,6 ktohrekrgzxo-
siadajg krzywa széstego rzedu Cayleya, i hyperboloxdarfn3 dladkt rchWierZ-
wa rzedu széstego rozpada sig na szesé prostych. Wreszciez badam p
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chnie rozwijalne, posiadajace nieskoficzong liczbe punktéw Cayleya albo,
co prowadzi do tego samego, —krzywe skosne, posiadajace nieskoficzong licz-
be spodkowych plaskich. Dajg sig one z tatwoscig wyznaczy¢, bez uciekania
sig do kwadratur.

CZESC TRZECIA.

Powierzchnie o plaszczyinie kierunkowe;j,

We wstepie do pracy niniejszej méwili$my juz, iz réwnanie tych po-
wierzehni otrzymuje sig przez eliminacye parametru ¢ z réwnan

Y =1ta?— f

ST o L w1
T de

Punkty Cayleya tworza walec obrotowy, na ktérym jest nakreslona
krzywa wezlowa powierzchni; krzywa ta jest krzywa szescienng sko$ng. Ba-
dajac pytanie, ktére jest fatwe, otrzymatem nastepujgce

Twierdzenie. Uwazajmy w ptaszczyznie P dwie parabole
0 ogniskach F, F' i o kierownicach A, A, Parabole te posia-
dajg trzy styczne wspélne wodleglosci skoficzonej, tworzace
tréjkat ABC. Koto, opisane na tym trojkacie, jest state, gdy
kazda z kierownic przesuwa sig¢ réwnolegle do samej siebie
2 ogniska pozostaja bez zmiany. .

Latwo widzie¢, jak zmienia si¢ twierdzenie, jezeli prosta A jest réwno-
legta do prostej A,

Przejds teraz do innych badari, stanowigcych ciag dalszy dwéch pierw-
szych czesci.

=
[

Badanie powierzchni S; .

Powierzchnie te wynikaja z rozkladu powierzchni 8, na cylindroide
i powierzchnie rzedu széstego. Klasa: najbardziej interesujgca tych po-
wierzchni wynika¢ bedzie 2 badania pewnej kongruencyi, ktéra zamierzam
okresli¢, i ktéra jest $cisle zwigzana z rodzing Lamégo, znaleziong przez

Humberta (Systémes orthogonaux, par G. Darboux, p. 100,
101,..).

JCON.
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Definicya kongruencyi », &, 2.

Oznaczmy w ten spos6b kongruencys, okreslong przez réwnania

P:hYZ, I
W =1ZX, ®
p”——_—. l.XY,

gdzie b, I, I sq trzy liczby dowolne, zwigzane zaleznoscia
L+ 1=0.

. : . seli
i i gte w mej pracy. Jeze
rzypomng czytelnikowi oznaczenia, PrzyJel ; /
X YPIZZYIJJL M, QN sg to szesc spbirzednych prostej, wowczas kiade:
) b ) Y ) g

p:NY—"MZ:
pl= LZ"_NXv
N=MX-—LY.

Réwnosci pierwszé dajq nam, jak to powinno by¢,
p X4 Y0 Z=0.

. . tei

Zajmiemy sie przedewszystkiem szikaniem pun}ktov:enC:yOlS%%aabiz

kongruencyi, innemi stowy, szukajmy punktu , yl,{d Wuenc lp Otrz,ymaé
prowadzac z tego punktw prostopadte do prostych kongr yi,

spodki, potozone na jedne]j ptaszczyznie
Px4-Qy-+ Rz+S=0.
j $l
Stosujac postepowanie, ktére juz bylo wskazane, O;rzyr?;é;?c]éjw :legc
wyznaczenia punktu Cayleya gyz 1 plaszczyzny odpow ,

réwnarn:

SJ[— P.’E:O)
S+4Qy=0,
S Rz=0,

hWP+Qz+ Ey=0,
kQ+ Rz + Pz =0,
IR+ Py +Qu=0.
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Ostatecznie znajdujemy dziesigé punktéw Cayleya: cztery wierzchotki
4, B, C, D czworoscianu i $rodki szesciu krawedzi. Krawedzie przeciwlegte
t<.ego czworo$cianu sg réwne; prostopadie wspélne do dwéch krawedzi prze-
ciwlegtych przechodzg przez §rodki tych krawedzi, — sg to osi spdtrzednych
Jezeli, dla ustalenia mysli, zatozymy iz >0, k<0, 1 <0, wéwczas czter :
te punkty majg za spétrzedne: 7 Y

(4) Vil, iV —hi, —iV=hk,
(B) VI, —iVh, +iV =k,
(©) —Vki, iV —hl, iV_hk,
(D) —VI, —iV=hl, —iVhk;

proste 4B, CD sg rzeczywiste, pozostate krawedzie sS4 urojone.
Znajdujemy rzeczywiste punkty Cayleya:

Punkt
(B) z=+VEkl, y=0, 2=0,
(Ps) A - i

i punkt Y i
(F) x=—VE, y=0, 2=0,
(P —Z-=+V~lk—-

Te elementy rzeczywiste pozwola mi d ini
g mi poda¢ bardzo prostg def -
metryczng kongruencyi &, k, 1. b prosia fetinieyg geo

Pierwsza definicya geometryczna kongroencyi », %, 71 kongruencyi
sprzeionej.

Uwazajmy dwie ptaszczyzny sieczne Pz, Py i ieciu i
ety e yzny s, Pr i na przecieciu ich dwa

Niech w ptaszczyZnie Py, okoto punktu E, obraca sie prosta EE',

icm®

O powierzchniach prostoliniowych, posiadajacych punkty Cayleya. 33

88

i w plaszczyznie Py dokota punktu F'— prosta F'F'; prostopadia wspélna
do tych dwoch prostych opisuje kongruencysg.

W celu otrzymania kongruencyi, ktéra nazywac bedziemy kongru-
encya sprzgzona, ziednoczymy E z Pp i F z Pp.

Pokazemy teraz zupeinie odmienny sposéb otrzymania kongruencyi
h, k, 1

Rodzina powierzchni Lsamégo-Humberta. ®

Szukajac powierzchni prostoliniowych, kidre posiadajg punkty Cayleya
w jednej linii prostej, znalaztem, iz te punkty sq potozone na szesciu prostych
dla kazdego uktadu tworzacych, w przypadku hyperboloid. Szukajac tedy
réwnania ogélnego hyperboloid, majacych te same proste Cayleya, zna-
laztem réwnanie nastgpujace, gdzie » oznacza parametr zmienny:

+1=0.

wz yZ 52
(w—+8) w—+m) + (1) (w—+) BCE=PICES))

Jest to whasnie rodzina Lamégo-Humberta. Jezeli zalozymy

Lo LB,

gdzie «, B, v s3 dodatnie, bedziemy mieli hyperboloide, przyczem u zmie-
nia sie od — oo do — y. Proste rzeczywiste Cayleya dla jednego z ukta-
déw tworzacych sg:

,Comptes rendus* Akademii paryskiej, 1890.

Prace mat,-fiz,, t. XXIX.
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g=+VE—90—1),

ﬂ:_Vﬁ:“
2 o —

o= —VG=Aa— ),

Y _ B—oa
?_+I/a—7’

ktére, rzecz jasna, nie zmieniajg sie, gdy zastapimy «, B, 7 przez a1,
BHX, 14

Razem istnieje sze$¢ prostych Cayleya, kidre sg szeScioma krawe-
dziami czworoscianu ABCD, analogicznego z tym, o ktérym mowa byta wy-
zej. Mozna okresli¢ te szes¢ prostych w spos6b nastepujacy:

Sg to prostopadte wspélne do tworzgcych izotropowych
albo jeszcze — prostopadte do ptaszczyzn cyklicznych, po-
prowadzone przez ogniska konturu widocznego powierzchni
do ptaszczyzn cyklicznych §rodkow ych. Cztery wierzchotki ABCD
odgrywaja specyalng role: jezeli przez jeden z nich poprowadzimy prostopa-
dte do tworzacych, wéwczas spodki bedg potozone w linii prostej dla kazdej
hyperboloidy. Dla kazdego z innych punktéw prostej Cayleya spodki s
polozone na kole kwadryki.

Druga definicya kongruencyi ., &, 1.
Bedziemy oznaczali przez H, hyperboloidy Humberta
2?

y:» 22 B )
GrneFo T arets Taraets T =0

Na mocy tego, co powiedziano wyzej, bedziemy oczywiscie mieli kon-
gruency¢ h, k, I, nwazajac tworzace tego samego ukladu wszystkich tych
hyperboloid. To wlagnie zamierzam stwierdzi¢ wprost. Ktadg dla uproszezenia

@+ wtnN=4, @+ (uta=35, (uta)(utp=0C.

Na to, aby prosta © ==az -} p, y =be ++ g byla polozona na powierz-
chni, speinia¢ sig muszg koniecznie trzy warunki, ktére, rozwiazane wzgledem
4, B, 0, daja:

A=23(iqb—b29), B:q(aq~bp), C—_P4.

—a ab’
skad:

, . &
(w4 a) =7~

(35) O powierzchniach prostoliniowych, posiadajgcych punkty Cayleya. 35

Jezeli, naprzykiad, przyjmiemy

=2
U o= o
wdéwczas znajdziemy:
g tbg
E O == ab »
7—~B=aq-bp——§‘,
a—1=0tp—ag—-L;
skad: a
P':(Y“a)a1

o= (o — ) ab,
albo, przy innych oznaczeniach,

p=EF—17YZ

o= (1 — o) ZX,

p'= (¢ —B) XY.
Wystarcza wigc polozyé

h=8—r7, E=v—a, l=0a—§;

mamy wreszcie .

h-t+E+1=0.

Kongruencya sprzezona (—h, —k, —I) jest utworzona z tworzacych
drugiego uktadu.

Pozyteczng nam jeszcze bedzie inna definicya kongruencyi &, &, I.
W tym celu wypowiemy nastepujace tatwe do udowodnienia

Twierdzenie. Uwazajmy hyperboloide prostoliniowg H
itworzgcg statga G tej hyperboloidy. Niech bedzie @' two-
fzaca ruchoma tego samego uktadu i AB—prostopadia wspoél-
na do @, G":

1°. Prosta 4B opisuje cylindroideg o osi @&, ktdérej jedna
z tworzacych jest prostopadta do &, poprowadzona przez
punkt srodkowy w ptaszczyZnie $rodkowej.

2°. Cylindroida ta przecina hyperboloide H wedtug
stozkowej, ktéra rzutuje sie wedlug kota na ptaszczyznie
prostopadiej do @ Elipsa ta jest miejscem spodkéw prosto-
padfych, poprowadzonych do tworzacych cylindroidy ze
wszystkich punktéw tworzacej Gy, réwnoleglej do G-
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Uwazajmy teraz jedna z powierzchni H, i na niej tworzacg G/ drugiego
uktadu; tworzaca ta przebija odpowiadajacq kule Monge’a w dwéch pun-
ktach M i N, przez ktore przechodzi tworzaca pierwszego uktadu. Otéz two-
1zaca ( jest prostopadly wspdlng do dwéch tworzacych tego pierwszego
uktadu, — skad

Trzecia definicya kongruencyi », , 1.

Uwazajmy hyperboloide H i tworzace jednego z uktadéw; prostopadte
wspélue do tych tworzacych, wzigtych po dwie, wytwarzaja kongruencye
h, k, 1, ktéra pozostaje ta samg, jezeli zastapimy H przez jakakolwiek z hy-
perboloid, posiadajacych te same proste Cayleya.

Rzad i klasa kongrnencyi %, %, 7. Jezeli odwolamy sie do pierwszej
definicyi zapomocg dwéch komplekséw EPg, FPp, przekonamy sie, iz ko-
nieczne jest pozostawienie na uboczu prostych, ktére przecinaja EF orto-
gonalnie.

To ustaliwszy, tatwo jest stwierdzi¢, iz rzad kongruencyi réwna sie 3
i klasa réwna sig 2. Kongruencya ta posiada nastepujgcg wybitng wlasnosé:

Pierwsza wlasnosc.

Twierdzenie. Kazda powierzchnia réwnikowa kongruencyi
h, k1 (to znaczy—zbidr prostych kongruencyi, ré6wnolegtych
do ptaszczyzny danej) jest cylindroida.

Szukajac warunkéw na to, aby prosta x =az -+ p, y =10z} ¢ byla
pofozona na hyperboloidzie H,, znajdziemy zaleznoéci, kt6re mozna napisaé

w postaci:
p=0bw+8),
g=—a(+4a),
ag —bp =u -+ 1;
skad
B ol B
SRRy N

Jezeli wigc damy sobie a, b, czyli kierunek prostej u, wowczas hy-
perboloida H, jest wyznaczona, i zwigzki powyzsze dadzg p, q.
~ Cheae otrzymac proste kongruencyi, réwnolegle do plaszczyziy P,
szukamy prostej A, nalezacej do kongruencyi, ktdra jest prostopadta do pta-
szczyzay P i sprzgzona, na hyperboloidzie H,, ktdrej jest czescia; bierzemy
prostopadfe wspélne do A i do tworzacych tego samego ukladu: mamy cy-
lindroidg, o ktérej mowa w twierdzeniu.

icm
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Druga wlasnosc.

Twierdzenie. Przez punkt M przestrzeni przechodzg trzy
proste Gy, Gy, Gy kongruencyi pierwszej i trzy proste Gy, @&/,
G,/ kongruencyi sprzegzonej:

1° Dwa tréjs$ciany @, @,G; i G/G,'Gy’ sg dodatkowe;

2° Ptaszczyzny &G/, &Gy, G;G,' przechodzg przez jedng
iteg samg prosta; wiec

3% Przez linie przeciecia dwéch powierzchni H, prze-
chodzi trzecia powierzchnia.

Czeé¢ pierwsza wynika z rozwazania cylindroidy, utworzonej przez pro-
stopadle wspdlne do &, i do tworzacych tego samego uktadu na hyperbolo-
idzie H.; dwie pozostale czesci wynikaja z pierwszej; wreszcie, ostatnig moz-
na z tatwoscig stwierdzi¢ bezposrednio.

Powierzchnia ogniskowa kongroencyi z, %, .
Powierzchnia srodkow (médiane). Powierzchnia srodkowa.

Powierzchnig ogniskows otrzymamy, szukajac obwiedni hyperboloidy
H,, gdy zmienia si¢ «. Prowadzi to do wyeliminowania % z dwdch réwnafi.

22y p = — 3ud — 6\u,
ox? -+ By? -+ 12? v = 4 2u® + 3hu?;
przyczem, dla uproszczenia, kladziemy

atfFr=3,  aft+pfrtro=uy,

Réwnanie pierwsze przedstawia kule Monge’a hyperboloidy H,: wiec
punkty ogniskowe prostej kongruencyi sg to punkty, w ktérych prosta ta
przecina hyperboloide H,, ktérej stanowi cze$¢. Wnosimy stad, iz dwa te
ogniska F'i F’ sg jednakowo odlegle od punktu poczatkowego. Ot6z:

1 Powierzchnia §rodkéw (p. Guichard, Comptes Rendus, 1891,
str. 1425 i nastepne), czyli miejsce Srodka FF' schodzi sig z miejscem spod-
ka K prostopadlej, poprowadzonej z punktu O do prostej: jest to powierzch-
nia Steinera;

20 Powierzchnia srodkowa, to znaczy obwiednia plaszczyzny, popro-
wadzonej przez I, prostopadle do prostej, sprowadza sig do punktu O.

Powierzchnia ogniskowa ma za réwnanie

4 (@ et o —
97 [0 By 12— A (@ g 2 ) 20 ] =0,

Powierzchnia ta jest bardzo interesujgca. Ograniczg si¢ do wskazania
jednej z jej whasnoSci:

oy =v.
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Uwierdzenie. Powierzchnia ogniskowa kongruencyi h, k, I
posiada szes¢ k6t stycznosci (to znaczy két, wedtug ktérych plasz-
czyzna kola jest styczna do- powierzchni; powierzchnia falowa (la surface
des ondes) ma, naprzykiad, cztery kolfa stycznosci.

Réwnania, napisane powyzej, dowodza, iz powierzchnia ogniskowa jest
miejscem stozkowe] kulistej. Rozwazanie piaszczyzn cyklicznych stozka

o’ By’ 128 =0

prowadzi nas do réwnan powyzszych w trzech formach. Kazda z tych form
daje nam dwa kola stycznosci. Jezeli, jak to wyzej zakladaliSmy, v < 2 < 8
ia, B8, v>0, wéwczas réwnanie, ktére daje kota rzeczywiste, jest naste-

pujace:
2yt p=—3u?— 6\u,
C—) ¥+ (1 — o) 2 = (u - 0)* (Qu B +1).

Przy %= —o mamy dwa kota rzeczywiste, prostopadte do prostych
Cayleya hyperboloidy H,. Ptaszczyzna jednego z tych k¢t przecina po-
wierzchnie wedtug tego kota, uwzglednionego dwukrotnie, oraz innego kofa.

Powierzchnie Sieinera.

Powierzchnie te 1zedu czwartego, badane przez Weierstrassa, Cay-
leya, Cremong i innych (p. np. Journal f. reine und angewandte Mathe-
matik, t. 63 —64), posiadajg trzy proste podwdjne, przecinajace sig i cztery
stozkowe stycznosci, polozone na jednej i tej samej kwadryce. Wynika
stad, iz wszelka plaszczyzna styczna przecina powierzchnie wedtug dwéch
stozkowych. Wszystkie te wlasnosci wyprowadzaja sig z latwoscig z badania
kongruencyi %, %, 1. Niech bedzie punkt jakikolwiek M o spétrzednych

¢, B, 1. Jezeli poprowadzimy z tego punktu prostopadts do prostych kon-
gruencyi

p=hYZ,
pf=rZX,
pPI=1XY,

wowczas spétrzedne #, y, 2 spodka dane bedg przez wzory:
¢ = hYZ—[—X(an—B Y++42)
T XtvizE

yzchX+ Y(oX4B8Y 412
X2+Y2"_Fzz )
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_IXY+Z@X Y —12)

.

XL yviLz ’
ktore okreslajg powierzchnie Steinera w spoélrzednych, naprzykiad,
X Y
=7, V= 5.

Proste kongruencyi moga by¢ ugrupowane w cylindroidy; osi tych cy-
lindroid tworzq kongruencye sprzezong: trzy z liczby tych osi przechodzg
przez punkt M: sa to, oczywiscie, trzy proste podwdéjne powierzchni Stei-
nera. Stad — wlasnos¢ ptaszczyzn stycznych. Wreszcie, elipsy, nakreslone
na powierzchni, otrzymujg si¢ zapomocg cylindroid.

W celu otrzymania ostatnie] wlasnosci, zakladamy, iz «, B, 7 réwnajg
sig zeru, co zresztg z latwoscig mozna uogdlni¢. Powierzchnia Steinera
wowczas jest: :

hYZ kEZX IXY
Cryrvrz YTy Tre Tyt
Przetnijmy powierzchnie te ptaszczyzng
Az-+By-+0z=0.
Koniecznie wzigé nalezy proste kongruencyi, réwnolegte do tworzacych
St0Zka Y Z - BEZX + CLXY D (X4 ¥+ 22 =0.

Jezeli plaszczyzna przemieszcza sig réwnolegle do samej siebie, innemi
stowy, jezeli parametry 4, B, C sg state, zmienia sig¢ za§ parametr D, sto-
zek rozpada sie trzykrotnie na dwie plaszezyzny, proste odpowiadajgace dajg
dwie cylindroidy, zatem ptaszczyzny odpowiadajace dajq dwie elipsy: mamy
w ten spos6b trzy ptaszczyzny styczue, réwnolegte do plaszczyzny danej.

" Lecz, gdy stozek jest obrotowy, w przypadku granicznym dwie elipsy nakry-

waja sig wzajemnie, i bedziemy mieli elipse stycznodci. Nalezy wiec wyzna-
czy¢ stozki obrotowe w postaci

ARYZ+ BEZX+CIXY =0,
czyli stozki, przechodzace przez trzy osi spétrzednych. Otoz, przez trzy pro-
ste, tworzace tréjscian, mozna poprowadzi¢ cztery stozki obrotowe: mamy
wiec istotnie cztery elipsy stycznosci.

Przeksztatcenie dwnwymierne, podporzgdkowywnjgce kule

powierzchni Steinera.

Rozwazania powyzsze doprowadzily nas do przeksztalcen dwuwymier-
nych, dajgcych odpowiednios¢ migdzy kulg i powierzchnia Steinera.
Przyktad:
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= —Z— , z=hy,
Yy = % y y=1rha,

Jezeli punkt (!, ¢/, #’) kresli kulg

@) Pyt g 9 =0 ,
wowcezas punkt (z, ¥, 2) kregli powierzchnie Steinera
S hy222+lczzx”+lagy2~2hklmyz=0<

Istniejg cztery stozki obrotowe, zawierajace osi Oz, Oy, Oz. W celun
otrzymania plaszezyzn stozkowych stycznosci, koniecznie nalezy rozwazyé
przecigeie kuli X przez jeden z tych czterech stozkéw.

Przekrojowi ptaskiemu powierzchni § odpowiada na kuli przeciecie
jednego stozka, majacego za wierzcholek punkt poczatkowy, z kulg . Jezeli
ptaszczyzna jest styczna do powierzchni 8, stozek ten rozpada sig. It d.

Powierzchnie s,, odpowiadajgce kongruencyi 1, 7, ;.

Obrawszy liczby &, %, 1 w ten §posob, aby byto A% 1==0, be-
dziemy mieli powierzchnie 8, uwazajgc te proste kongruencyi, ktére sg réw-
nolegte do tworzgcych stozka rzedu drugiego

Ax?+ By? + C2+-Dys+ Ezx -+ Foy=0.

Szukajac punktéw Cayleya powierzchni, znajdujemy krzywa rzedu
szdstego — przeciecie dwéch powierzchni rzedn trzeciego. Przeciecie to roz-
pada si¢ na krzywy szescienna, nie odpowiadajacg pytaniu, i krzywa rzedu
szostego. Dodajmy jeszcze, iz krzywa ta rzedu szdstego nie zmienia sig, gdy
zdstapimy stozek przez stozek spétcykliczny.

W celu uproszczenia rachunkéw, weZmiemy stozek w postaci
© Az By? + 0z =0, )
Réwnania powierzchni 8; przybierajq postac:

b (h— a?l)
G

r=0z-+
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a(k—- 0%l
yhbz_}_ aﬁ—f—bz—[—l )

Ada*+ By 4 0=0;

to znaczy, bedziemy mieli réwnanie tej powierzchni, gdy wyeliminujemy
aib.
Niech bedzie (z, y, ¢) punkt Cayleya i,

Pr—+4-Qy+ Re4+S=0,
plaszczyzna odpowiadajaca. Musi zachodzi¢ réwnanie
PhYZ 4 QEZX4-RIXY+S(X2+ Y2+ 27
+@X4yY+22)(PX+ QY-+ RZ)=\(4X*+ B2} 02,
ktére daje

S+Pr=2\A4, Ph+Ry+ Qz=0,
S+ Qy=ArB, Qk+Pz+ Rx=0,
S+ Rz=10, Rl + Q-+ Py=0.

t6z w tablic
Otéz w tablicy Wos oy (B—0)a

2 k x (C—4A)y
y | (4—B)y=

nalezy przyréwnac do zera dwa wyznaczniki o trzech kolumnach, naprzykiad

h 2 y i
(S) 2 k x ' =0,
y @ 1|
h g Y
&) g k ¢ =0

(B— )z (C—Ay (4A—DP)=

Jezeli wezmiemy b >0, k<0, 1 <0, wowczas dwie te powierzchx?ie
beda mialy trzy proste wspdlne, ktére nie wchodza w rachube: prosta w nie-
skoficzonogci plaszczyzny 2 =0 oraz

— iV — b
2= iV —hk, (c=t1).



GUEST


42 . Romuald Witwirski. “42)

Pozostaje krzywa rzedu szdstego, posiadajaca osi Oz, Oy, Oz jako osi
symetryi.

Dalej zobaczymy, iz krzywa ta posiada sze$¢ kierunkéw asymptotycz-
nych, ktdre sa prostopadte do ptaszczyzn cyklicznych stozka (C).

Krzgwa weztowa powierzcimi S;. Jezeli weZmiemy na krzywej rzedu
szostego punkt 4, i z tego punktu poprowadzimy prostopadte do tworzacych
powierzchni Sy, wéwczas spodki prostopadtych beda potozone w plaszczy-
inie P,. Plaszczyznata przecina powierzchnig S; wedtug krzywej rzedu czwar-
tego, nakre$lonej na powierzchni Steinera, kitéra odpowiada punktowi A,
i, précz niej, wedtug dwdéch prostych: punkt przeciecia tych dwéch prostych
kresli krzywa weztows, ktdrg moznaby wyznaczy¢ w pewnych przypadkach
szezegblnych. Podamy nizej przykiady, kiedy krzywa ta rozpada sig na trzy
stozkowe.

Warunki rozkladu krzpwej rzedn szostego.

Nalezy przekonac sig, czy naogét krzywa ta rzedu szdstego nie rozpada
sig; fatwe jest znalezienie wszystkich przypadkow rozktadu. Wezmy znowu
szes¢ réwnan wzgledem @, ¢, #, P, @, R, 8. Trzy ostatnie réwnania daja

nam réwnania powierzchni (S) w odniesieniu do spétrzednych w = P

"Ea
’D:Q-:

E _PMP'— k@ —1RY
v= 9PQR :
_ Q(kQ*— hP'— IR?

Y= SPOR ) @
_ROR—hP — k()
- 2PQR :

Podstawiajac w réwnanie
P(B—0)2+Q(C—A)y-+R(A—B)z=0,
znajdujemy warunek
(B—OC)P*(hP?— (P2 —1RY
+(C—A4)Q*(kQ*—IR* — h P?) @)
+A—B) R (R~ hP:— @) =0.
Jezeli punkt (P, @, R) kresli krzywa rzedu czwartego (2), woéwczas
punkt (%, y, 2), dany przez réwnania (1), opisuje krzywa rzedu széstego,

nakreslong na powierzchni (S). Na to, aby krzywa rzedu szostego rozpadata
si¢, jest konieczne 1 dostateczne, aby rozpadalo si¢ réwnanie 2).

icm®
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Mamy tu tréjmian dwukwadratowy wzgledem P, i badanie nie przed-
stawia zadnych trudnosci. Znajdujemy:

Przupadek pierwszy rozktadn. Krzywa rzedu szdéstego rozpada sie na
krzywg rzedu czwartego i stozkows, jezeli tylko jest spetniony jeden z warun-
kéw nastgpujacych:

IB— C)4h(4d —B)=0,

B(0— 4A)-+1(B—C)=0,

k(A—By41(C— 4)=0.
Przyktad liczbowy:

h=2, k=1, I=-—3.
h(C—A)y+EB—0)=0,
0, 22°49y*46=0,
ktéra jest urojona, i krzywa rzedu czwartego

20 — P f-2'—2=0,

zys+yt—422=0,

Przy

znajdujemy stozkowa

I

2

posiadajaca dwie proste wspélne

y=sxV—§,
. e==+1).
2:5'1/2.

Pozostawiamy na uboczu przypadek, w kiérym liczby h, k, I sa réwne;
w przypadku tym mozna otrzymac trzy stozkowe: koto i dwie parabole.
Przypadek drugi rozktadn. Przypadek ten odpowiada warunkowi
Ah 4Bk 4 Cl=0,

R
C—B~4=0" B—4’

albo tez

czyli, Ze stozek (C) powinien mie¢ za plaszczyzny cykliczne:

mZ ?/2 yﬂ 22 z2 2

T T e
W tym to przypadku powierzchnie mozemy przedstawié w ten spos6b:

Bh

T—c"

r=02-}
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Ah
B—C

Ada? ++ By + 0 =0.

Eliminujac a, b, znajdujemy:

Yy=0bg— a,

Ax®4 By* 4 Oz”{—(;—f%)i =0,

i krzywa rzedu szdstego rozpada sie na sze§¢ prostych. Powierzchnia
S) 2eys — (ho’ - ky? +120)+hkl=0

posiada szes¢ prostych w odlegtosci skoriczonej: dwie réwnolegle do kaidej
z plaszczyzn spétrzednych. Naprzyklad

22 =nk,

he=yz
albo: ve

P

Te szes¢ prostych naleza do powierzchni .
Jezeli rozwazamy hyperboloide zwykig

:L.Z 2 z?
T g 1=0
przyczem a > b, wéwczas sze$¢ prostych Cayleya tworzg taki czworo-

Scian, o ktérym byla mowa na poczatku. Dwie krawedzie przeciwlegte sg
1zeczywiste i majg za réwnania:

a
& == 1).
Yy —acy (~ +D

ARICE DN
PlaszCzyzny odpowiadajace Cayleya sa plaszezyznami cyklicznemi.
Te szes¢ prostych Cayleya sg prostopadte wspélne do tworzacych izotro-
powych.
Niech bedzie A jedna z tych prostych; jest ona prostopadia do plaszczy-
zny cyklicznej. Jezeli przez punkt 4 prostej A poprowadzimy prostopadie
do tworzacych uktadu rozwazanego, wéwezas spodki beda polozone na kole

icm
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kwadryki, ktérej ptaszczyzna nie jest réwnolegla do rozwazanej przez nas
pierwszej plaszczyzny cyklicznej. .

Przgpadek szczegolmy hyperboloid prostokgtupch. Mozna wykazaé, iz
proste Cayleya mogg byC tworzacemi hyperboloidy. Ma to miejsce dia
hyperboloid, ktére nazywac¢ bgde hyperboloidami prostokgtnemi i ktére
sq utworzone przez prostg przecigcia dwéch ptaszczyzn prostokatnych, obra-
cajgcych sig odpowiednio dokota dwdch prostych A, A’. Proste te A, A’ sg
wiasnie prostemi Cayleya: tutaj wlasnosé staje sig oczywista. Na to, aby
hyperboloida

x'z yz 22
et e =0

byta prostokatna, trzeba i wystarcza, aby byto:

1 1 1
.272:?—-{—?5.

Rierunki asymptotuczne krzywych rzedo szdstego Caplena.

lsemmat. Niech bedzie Opunkt na osi cylindroidy, wktérym
przecinajg sie dwie tworzace prostokatne, czynigce z osig
tréj§cian tréjprostokatny. Jezeli pewien punkt M oddala
sie w nieskonczono$¢é na prostej A, wéwczas ptaszczyzna Py
staje sig ptaszczyzng P, prostopadig do osi. Aby otrzymac
te ptaszczyzne, prowadzimy przez o§ plaszczyzne, réwnole-
glg do prostej A; plaszczyzna ta przecina cylindroidg we-
dtug tworzgcej, przecinajacej o$ w punkie 4. Plaszczyzna P
przechodzi przez punkt B, symetryczny z punktem 4 wzgle-
dem punktu O.

Dowdd jest beposredni; pomijamy go.

Twierdzenie. Kierunki asymptotyczne krzywej rzgdu szé-
stego Cayleya, odpowiadajgcej powierzchni S; kongruencyi
h,%,1,s3 to sze§¢ prostopadtych do ptaszczyzn cyklicznych
obranego stozka. Krzywa nie zmienia sig, gdy zastapimy
stozek przez stozek wspdlcykliczny; gdy wiec stozek znika,
wéwczas powierzchnia S; rozpada si¢ na dwie cylindroidy,
majgce jedng tworzacg wspolng — prostopadig wspdlng do
ich osi.

Niech bedgq p., ' osi tych dwéch cylindroid; O — punkt, potozony na
osi pierwszej z nich, o ktérej méwilismy wyzej: CD — prostopadta wspélna do
w i do p'. Plaszczyzna P, prostopadia do p i przechodzaca przez CD, jest
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styczna do drugiej cylindroidy. Istnieje wigc prosta A, réwnolegta do p/,
przytem taka, iz dla kazdego punktu A prostej A ptaszczyzna P, zlewa sig
z plaszczyzng P.

Gdy punkt A4 odchodzi w nieskoriczono$¢, plaszczyzna P, nie zmienia
sie w pierwszej cylindroidzie, i dazy do plaszczyzny P w drugiej. Bedziemy
wiec mieli powierzchnie prostoliniowe wzajemne.

Powierzchnie prosioliniowe wzajemne.

Niech bedzie S powierzchnia prostoliniowa, A --tworzaca, A’ —- pro-
stopadta do A, poprowadzona w plaszezyznie stycznej w punkcie srodkowym
0 i przechodzaca przez ten punkt. Prosta A’ opisuje druga powierzchnie,
ktérg nazywam wzajemng wzgledem pierwszej. Wykazemy, iz punkt O
kresli linig zwezenia wspélng dwom powierzchniom, ktére sg styczne wedtug
tej linii zwezenia. Obierzmy metodg, ktérg Darboux postugiwat sie tak
czesto w swojej teoryi powierzchni, i niech bedzie Oxyz tréjscian rucho-
my Oz=A, Ox=4". Rzuty predkosci punktu (zwigzanego z tréjscianem)
na osi ruchome, zgodnie z przyjgtemi oznaczeniami, wyrazajg sie przez

Veo=Et—4qz—ry,
Vy=n+rz—pz,

. Ve=C-tpy—gqz.
Dla punktu na osi O¢ mamy:

Vm=g+q3,
Vy=ﬂ - pe,
Ve=tC.

Wyprowadzamy stad réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni S
w punkcie osi Oz, i, wyrazajac, iz punkt O jest punktem $rodkowym
i # Oz — plaszczyzng $rodkows, znajdujemy:

q:'O! 71:0:

i nawzajem.

Wyprowadzamy stad, iz dwie jakiekolwiek proste prostokatne, przecina-
jace sig w punkcie O, w plaszczyznie 20z, kreslg dwie powierzchnie prosto-
liniowe wzajemne.

Powierzchnie prostoliniowe — wzajemmnosci kwadryk.

Niech bedzie S kwadryka, na ktore] rozpatrujemy tylko jeden ukiad
tworzacych. Oznaczmy przez & jej wzajemnosé, Powiadam, iz jest to jedna
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z powierzchni Sy, wyzej okreSlonych. W rzeczy samej, uwazajmy kongru-
encye &, &, I, utworzong przez prostopadte wspélne do tworzacych rozpatry-
wanych kwadryki S: tworzgce powierzchni §' stanowig ich cze$é. Poza tem,
sq one réwnolegle do tworzacych stozka wzajemnego wzgledem stozka asym-
ptotycznego powierzchni S. To dowodzi twierdzenia.

Inne powierzchnie 3.

Wynikajq one z rozktadu powierzchni Sy, itatwo widzieé, iz otrzymuja

sie one, gdy potozymy: .
p=9& T, 2,

o=19'(X, Y, Z),

o= ¢! (X, Y, 7);
gdzie @, ¢/, ¢/ sg trzy funkcye jednorodne, rzedu drugiego, takie, iz albo

| Xo+ Yy 4 Z¢' =0,
— otrzymujemy wowczas powierzchnie, badane wyzej — albo tez
Xo-+ Yo+ Zo'=PD,

gdzie P jest funkcyq liniowa, i @ funkcyg stopnia drugiego. Nalezy tedy‘
v OX,Y, Z2)=0

dla stozka kierunkowego powierzchni.

Ogranicze sie do podania dwéch przyktadéw liczbowych, ktére prowa-
dzg do przypadkéw rozktadu, godnych uwagi.

Prgkiad pierwszy. Rozwazanie trzech komplekséw APy, BPg, CPy,
gdzie

Pyix=0, Pp:y=0, Pg:2—0;
4:0,0,2, B:0,0 —1,  C:0,0, 1,
prowadzi do powierzchni
x:az"cTﬂ;[—%T—}Tl’
y=bz+ag:{_%g;rl,
=20+ 1.
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Krzywa rzedu széstego Cayleya rozpada si¢ na trzy stozkowe, kto-
rych kierunki asymptotyczne sg prostopadie do ptaszczyzn cyklicznych stozka
kierunkowego. Trzy te stozkowe sg:

10 =0, Y4322 =3;
20 y=0, 20 43(E—i=4
3° g=1, 822 — 4yt 9=0.

Powierzchnia ta posiada krzywa weztowa, utworzong z trzech stozko-

wych:
10 z=0, y?+322=6¢g;
20 y=0, 22°+32 (4 1)=0;
3 =1, 8x* — 49y?4-9=0.

Ta ostatnia jest stozkowg potréjna i zlewa si¢ z jedng ze stozkowych
Cayleya. -
Przuktad drngi. Majac trzy kompleksy

p=X'+T7,
p'=4X2
pP'=X2Z,
znajdujemy odpowiadajacg powierzchnie:
w—az— -
4a’
y=bzt b 4b4a, ’

@041+ 4ab =0,

Krzywa rzedu széstego rozpada sie na
2=0,

r+1)y=4
i krzywq dwnkwadratowa Et+ly ’
¥ ettt 1 =0,
ktéra jest jednobiezng. Znajdujemy hyperbole wezlows, ktra ma za réw-

nania

2=0, drzy=w-1.

e ©
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Trzy rodzaje prosiuch Caylepa.

Ograniczymy sig do wypowiedzenia rezultatoéw nastepujacych, ktére
mozna z tatwoscig wykaza¢. Powierzchnia prostoliniowa moze posiadaé pro-
sta Cayleya; wtym przypadku jej stozek kierunkowy jest rzgdu drugiego,
i prosta jest prostopadta do jednej z ptaszczyzn cyklicznych tego stozka. Te
proste A sa trzech rodzajéow:

Rodzaj plerwszy. Jezeli punkt A kre$li prostg A, ptaszczyzna Py to-
czy sig na powierzchni klasy trzeciej -— parabolicznej.

Rodzaj drugi. Plaszczyzna P4 obwija walec paraboliczny.

Rodzaj frzeci. Plaszczyzna P, pozostaje réwnoleglg do samej siebie.

Czytelnik zechce sam dowies¢ twierdzenia nastgpujacego: powierzch-
nie, posiadajgce dwie proste Cayleya rodzaju trzeciego, sg
rzedu czwartego o stozku kierunkowym rzedu drugiego;
krzywa weztowa jest krzywg szedcienng skosna, ktdérg two-
rzgce przecinajg dwa razy.

Wyznaczenie krzywych skosnych, posiadajgcych nieskoriczong
liczbe spodkowych plaskich.

Rozwazmy teraz powierzchnie rozwijalne. Kazdy punkt Cayleya
daje spodkows plaskq krawedzi zwrotu powierzchni. Aby mie¢ nieskofi-
czong liczbe punktéw Cayleya, trzeba rozpatizy¢ dwa kompleksy MPy
i MPy», gdzie plaszczyzny Py Pir, s réwnolegle. Mamy twierdzenie na-
stepujgce:

Twierdzenie. Jezeli powierzchnia posiada dwa punkty Ca-
leya M', M, ktérych ptaszczyzny Pu, Pu sq réwnolegle, wow-
czas:

1 Stozek jest rzedu drugiego;

2 Wszystkie pankty prostej MM’ sg punktami Cayleya,
ptaszczyzny odpowiadajgce sa réwnolegte i homograficznie
odpowiadajg punktom.

Istnieje jeden tylko punkt podwéjny w odlegtosci skoficzonej. to znaczy,
jedyny punkt F' znajduje si¢ w plaszczyinie odpowiadajacej Pr: bede go
nazywat punktem specyalnym Cayleya;

3" Ptaszczyzny cykliczne stozka sa jedna—réwnolegia
do Py; druga —prostopadia do prostej Cayleya.

Prace mat.-fiz, t. XXIX

4
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W rzeczy samej, niech bedzie
M:aBy, Py:de+ By+0Cz+4D =0,
M'":o'fly,  Py:Az+4 By- Cz-D'=0;
dwa kompleksy mozemy napisa¢ w postaci:
A By 4 Ol - D (X2 472 4 77)
+AX+BY+0Z) 6 X+5Y +-12) =0,
Ap By - Op D (X2 4 Y* o 27
—|—(AX+ BY 4+ CZ) (/X +p' Y+ yZ)y=0.
Wyprowadzamy stad kompleks:

O A T Y e v
CTRN TR T

Py:dz+By+ e+ 22 g

Proste, wspélne wszystkim tym kompleksom, tworzg wiec kongruencye,
ktérej powierzchnia ogniskowa rozpada sie na stozkowa w nieskoniczonosei
i powierzchnie, ktéra zamierzam wyznaczyé.

Twierdzenie. Wszystkie proste kongruencyi MPyMPy, gdzie
Py, Py sg réwnolegte, sa styczne do stozka kierunkowego
stopnia drugiego, majgcego za wierzchotek punkt specyalny
F prostej MM’; ogniskowe sg prostopadfe do ptaszczyzn cy-
klicznych stozka kierunkowego; jest on podwdéjnie styczny
do tego stozka wedlug tworzacych gtédwnych.

Niech bedzie

rz=az-+p,
y - bz+91
prosta, opistjaca kongruencys.

Zakladamy, iz @, b sq dwie zmienne, p i g—dwie funkcye zmiennych
aib. Chcemy wyznaczyé funkcye ) w ten Sposob, aby ptaszczyzna

ag+p—x+r(bz+g—y)=0

byla ogniskowa, to znaczy, aby miata swoj punkt charakterystyczny na prostej.
Ten punkt charakterystyczny jest okreslony przez réwnanie

©
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az+p—z 4 N(batqg—y) =0,
R

N
L2 2
+5 5

bz e
T34 Gztg—n+r,, =0,

ap , 2l | 3
55 55 02+ e~y +i(e421) —o.

Napiszmy, iz punkt ten jest pofozony na prostej

. op 8g_
2 -m—f»)\éf(z—-o,

sy 0D 2q _
Az 4 sq -+ Y 0.
Rugujac z, mamy:
3q oap 3gq ap
2_1 P [ .
Prat e o) — a5 =0
co daje na A dwie wartosci A, A,; punkt ogniskowy jest wowczas dany
przez réwnania:

—_% °q
T T M
T=az-+p,
Yy=0bz-+q.

Zastosujmy metodg tg do kongruencyi rozwazanej. Niech bedzie A
prosta Cayleya, o ktérej zakladamy, ze jest w plaszczyznie 20wx, przy-
czem poczatkiem spétrzednych jest punkt specyalny Cayleya, i P=20y.
Niech bedzie (e, O, v) drugi punkt Cayleya i s =h — punkt odpowia-
dajacy.

Jezeli polozymy

o. . _L .
=™ h__n—l—l,
wéwezas kongruencyg mozemy napisaé w postaci:
ap+bg=0,
@+ b?=ma-tn.

Réwnanie drugie wykazuje, iz @, b nie sg niezalezne i daje stozkowsg
w nieskoriczonosci. Wezmy tedy za zmienne a i g; & nie zalezy od ¢. Punkt
ogniskowy jest dany przez réwnania:

M
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az+p—z+r(bz+g—y) =0,

ot 2040520
245, tre5, =0, 0)
a9 o
30 4+r=0
Ostatnie réwnanie daje: ,
2y
=Tt
albo
=2
q

Wyraza ono, iz plaszczyzna (2) przechodzi przez punkt poczatkowy.
Otéz powierzchnia ogniskowa jest obwiednig ptaszczyzny

gr—py==z(ag—bp),
ale p, ¢ sg proporcyonalne do —, -+ @. Ptaszczyzng mozemy napisac tak:
ax by —z(ma -+ n)=0. 3)

W ten spos6b powierzchnia ogniskowa (powloka druga) jest obwiednia
ptaszezyzny (3).
Niech bedzie
ur oy +we=0

réwnanie tej ptaszesyzny. Znajdujemy
n 4 v?) —w (mu -+ w) =0,
co pozwala zbada¢ stozek. Ten ostatni ma za réwnanie:

(m*+4n) y? + 4u (3> — ne? — mzz) = 0.

Powierzchnie rozwijalne.

s ;
Napiszmy ¥ = 2‘5’ stad,  tatwoscia wynika:
m aq_ Mw da:

)

g 283 (—d+ma+tn

zagadnienie jest sprowadzone do kwadratur.

Mletoda droga. Mozna tu zastosowaé inng metodg, wigcej elementarng.
Wiemy, ze proste rozpatrywane, czyli styczne do jednej z krzywych szu-

kanych, sa réwnolegle do tworzacych stozka rzedu drugiego.
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Niech bedzie
. 2= oPg? | by (1
ten stozek. Stozek wzajemny oy W
) 1.2 mz
AR
bedzie stozkiem normalnych do ptaszczyzn scidle stycznych, albo stozkiem
normalnych podwdjnych,
Jezeli wige F'(f) oznacza funkcye dowolng, wéwezas réwnanie ptaszczy-
zniy Scile stycznej mozemy napisaé:
(@cost)z 4-(bsintyy+2 - F@#)=0; ‘
skad wynikajg réwnania krzywej w postaci parametrowej:

@—v=c) @

— F’rsin t — F'cost
. a
-+ F'cost — F'sint

Y= B S

b E

L= s

& =F-F".

Piszac, iz spodki prostopadiych, poprowadzonych z punktu poczatko-
wego do stycznych, sg polozone w plaszczyZnie 2 =mz, znajdujemy na
wyznaczenie funkcyi # rdownanie

I c / a*sin® ¢ - b2 cos? t — mab? cos ¢

F " sin £[¢? cost4-ma (1 -+ )] 4z,

gdzie C jest stala dowolna. Jedna z wartosci funkcyi F jest
goma Sma
2¢* 268
F=(1-—cost) (14-cos #) ;

m jest wyznaczone w funkcyi abe:

.
V1422
Jezeli polozymy k= S , wowczas krzywe szukane maja za réw-
V102
nania parametrowe: _
_EIEFD 2 (=)
T T 2 ’
1 —¢g*
@ R
_ B[ # (k1))
F= 21 ’
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Nalezy dotgczy¢ do tych krzywych krzywe jednoktadne wzgledem pun- skad
kta poczatkowego. Sa one algebraiczne, jezeli % jest liczba catkowitg lub
utamkowg. Mozna daé sobie zupelnie dowolnie & i %, naprzyktad. Latwo
jest stwierdzi¢ na wzorach (A), iz kazda krzywa jest nakre$lona na stozku

zda4+-2db+bdr=0,
z2db—Ada—adk==0.

stopnia drugiego, majacego za wierzcholek punkt poczgtkowy i zwiazanego, Wezmy a jako zmienng. Da¢ sobie b = F' (a), to znaczy daé sobie sto-
jak to powiedziano wyzej, ze stozkiem kierunkowym. . . .o, db
W rzeczy samej, z wzoréw (A) znajdujemy: zek Oy; niech bedzie b’ = da’
E(k-+1) [
az+z= *'7,5{1:~, h=e T (1)
k(=T jezeli znane jest A, wowczas x, y, 2 s dane przez wzory:
ar — 2= ——Em“‘ s
skad B x _2ab+ (BP—-a) ¥
@t - 2= 1—1]2 y% A a5 '
jest to réwnanie stozka szukanego. Yy (02— a®) — 2ab'd
Moznaby wyniki powyzsze uogdlni¢ i dowies¢ twierdzenia nastgpuja- a T ey e
cego:
Twierdzenie. Uwazajmy krzywa skosng takg, iz spodkowa ‘%z.b_';@’
a—by"

z punktu O jest ptaska, i jej ptaszczyzna P, przechodzi przez
punkt 0. Niech bedzie C, stozek, utworzony przez réwnolegte Jezeli tworzymy réwnanie stozka C,, A znika.
do stycznych, poprowadzonych przez punkt 0, i C, — stozek
o wierzchotku O, na ktérym jest potozona krzywa. Stozki te
C,i0C, posiadajg te wlasno§¢, iz kazda ptaszczyzna, réwnole-

Szukajmy przekroju tego stozka przez plaszczyzne z = 1.
Przekréj ten bedzie okreslony przez réwnania

gta do P,, przecina je wedtug dwéch krzywych Y1s Y2, pOSia- 2004 (b2 — a?) ¥
dajgcych te wlasnos¢, iz 1, jest spodkows v, wzgledem spod- E=y T
ka prostopadiej, poprowadzonej z punktu O do ptaszczyzny (12)
przekroju. _ (0 - o) —2abd
Prosta y= b—abl ’
z=08-4p, y=bz4q
posiada¢ powinna obwiednie; précz tego jest Jest to krzywa v, plaszczyzny #=1. Pot6zmy
. ap—+bg=0, a==vcosf,
wiec
p=12XD, = - ha; b=1rsinb,
réwnania prostej przybieraja posta¢ gdzie r, 6 sg spélizedne biegunowe krzywej 7, ,
Tx=ag-+ Ab,
ﬂ =0 = tga.
y="0be—Aa. da
Zaktadamy, iz w tych wzorach z, y, 2 oznaczaja Spéirzedne punktu Niech bgdzie V kat miedzy styczng do krzywej v i promieniem — we-
stycznosci prostej z jej obwiednia. Wéwczas ktorem
" ; 2=0-4T;
dx __dy__dz .

wzor N 7 isaé:
@ B i y (v,) mozemy napisaé
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T T

o gL —V),
v=gny [0+ 3
(1s" , i

=" sin {04+ — 7).

Y=gnv 5" ( +3 V)

rCcos V T
Niech bedzie M punkt 7, 8; N— punkt “)'siin“‘ri' L0ty

v 1~

J

4?»

Tworzg prostokat M O N P; punkt P kre$li krzywa v,; punkt M’ kresli
miejsce $rodka kota, przechodzacego przez punkt O i stycznego do krzy-
wej 7y, Jezeli punkt P kresli krzywa v,, wéwczas koto o srednicy OP ob-
wija krzywa v;; wiec krzywa 7, jest spodkows krzywej 7.

Prigpadek szczegélng krzgwych (4), posiadajgcych prosta Capleya. Krzy-
wa 7, powinna byé¢ kotem, i kizywa 1, — stozkowg o ognisku Q; z tatwoscia
widzimy, iz koto 7, jest kotem giéwnem stozkowej 7,.

Wyznaczenie wszystkich krzywych, posiadajgcych punkt specyalny
Cayleya.

Znalezione wyzej wzory rozwigzujg zagadnienie, lecz ilosé A jest dana
przez kwadrature. Ot6z mozna znale$¢ wzory, nie zawierajgce wcale kwadra-
tur. Znajdziemy ciekawy przyktad réwnan o czgstkowych pochodnych, bada-
nych przez Tannenberga i posiadajacych grupe ciagly przeksztalcen.
Wezmy réwnania linii prostej w postaci:

r=az-/, =bz+yg,

©7) O powierzchniach prostoliniowych, posiadajacych punkty Cayleya. 87
. . . . dz dz

i zachowajmy litery p, ¢, dla oznaczenia pochodnych: Tz’ dy Mamy
wiec do znalezienia krzywe, ktérych styczne nalezg do kompleksu

af-4-bg=0.

Krzywe szukane beda krzywemi catkowemi réwnania o pochodnych
czgstkowych, ktdre tatwo utworzyé:

® (Pz+qy — 220 ="+ ) (*+ 07).

Spostizegamy nastepnie rozwigzanie
p=kVz? ¢

gdzie k jest stalq dowolng; przeksztalcenie Legendre’a nie zmienia réwna-
nia. Zamierzamy pokazac, iz przeksztatcenie punktowe zamienia réwnanie ®3)
na réwnanie

© 1+4p* 4 ¢*=0.

Zamiast tego, by rozpatrywa¢ réwnania te wzgledem p, g, dogodniej
jest rozwaza¢ réwnania pofqczone. Naprzyktad, réwnanie, potaczone z (B)
bedzie:

B9 2 (A2 +dy?) =dz (zda 4+ ydy).

Kazdemu punktowi przestrzeni (2, y, 2) podporzadkowuje ono kieru-
nek (dz, dy, dz), wychodzacy z tego punktu i potozony na stozku kom-
pleksu. Latwo jest przeksztalcic (B'), aby otrzyma¢ forme

ch dr*4-dy? +d=2=0,

potgczong z (C). Istotnie, réwnanie (B’) mozemy napisaé:

dx?4-dy=du(zdz+ydy) (z=¢").
Ktade
X ==pcosb,
y=ypsinb;

réwnanie przybiera postaé:
dp*+p*d0?=pdudp,

ap aet
e p—lip—mdu

(p=1¢"),
2
dv+—?—£)~=du,

a8 = dv (du — dv);
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skad z latwoscig otrzymujemy forme wskazang. Znajdujemy w ten sposéb
przeksztaicenie punktowe

2! =arctg % ,
y=r)/2EL,
2
¢ =1iLVz,
ktére podporzadkowuje krzywe szukane i minima, albo
dz'? +dy?Fde?=0
dz _ _da*-dy?

¢ = wdetydy
Catka zupetna réwnania 1% ¢2 =0 sklada sie ze wszystkich
ptaszczyzn stycznych do kola urojonego w nieskoficzonosci:

ax' +V1Fa'y —2' +b=0,

@, b sq dwie stale dowolne; przez przeksztalcenie, przybiera ona posta¢
a y (Vita? oty = .
Tarctg;—{———z—-—L(———z—f )—Ll & b=0;

skad z tatwoscig znajdujemy
2harctg % 17
z=1le (Varfgy2) .
Mamy calkg zupelng réwnania (B). Przy =20 mamy:
e=kVT g,
hik sg dwie state dowolne.

Aby otrzyma¢ krzywe catkowe, nalezy zwigza¢ i k pewng zaleznoscia
i szuka¢ obwiedni powierzchni powyzszych.
W spétrzednych walcowobiegunowych powierzchnie tg¢ mozemy napisac;
2= ]‘;62]119 pl—h".
Jest to powierzchnia spiralna. Krzywe szukane 84 wigc obwiednig po-
wierzchni spiralnej
2= F (h) e?he pl—¥,

gdy zmienia si¢ ». Funkcya F jest funkeya dowolna.
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Wszystkie te krzywe posiadaja grupe ciagly przeksztatcen o 10 parame-
trach. W szczegolnosei, grupa homograficzna
¥ =1(hz—ky),
¥ =1z + by,
Z=1h+kYe,

zamienia jedne na drugie proste kompleksu

af+bg=0.

fota o powierzchniach prostoliniowych wzajemnych i o wyznaczenin
wszystkich powierzchni prostoliniowych, posiadajgcych dang linie
Zwezenia.

Zamierzamy jeszcze poda¢ whasno$é powierzchni prostoliniowych wza-
jemnych, rozwigzujac zagadnienie nastgpujace: Dana jest krzywa; zna-
les¢ wszystkie powierzchnie prostoliniowe, przybierajace te
linie za linie zwezenia.

Uwazajmy tréjécian Freneta tej krzywej. Niech bedzie O punkt ja-
kikolwiek tej krzywej, Ox styczna, Oy normalna gléwna, Oz normalna po-
dwdjna, § tuk krzywej. Rzuty predkosci punkiu na osiruchome O, Oy,
Oz, zuwagina to, iz =0, t=0, g=0, sa:

Vyz%—g;—i—i—lryzm’%—&—ry,

V=9 +rxe—pez,
Vo=24py.
Niech bedzie = a1y, y= bz prosta, ktéra opisywaé bedzie powierz-
chnig prostoliniowa, przyczem parametry a, b zmieniajg sie wraz z £. Wzory

powyzsze pozwalajg wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzmy stycznej. Piszac, iz
punkt poczatkowy jest punktem §rodkowym, znajdujemy réwnanie

M o' (1402 —adbd =0r (14 b2+ a?).
Mozna zatozyé t==g, wowczas r ::_11%, R jest promieniem krzywizny

w punkcie 0. Mamy najpierw rozwigzanie b =0 wraz z &= const. Jezeli
w rownaniu (I) uwazamy & jako funkcye znang zmiennej s, ktéra sobie da-
1
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jemy, wowczas @ jest niewiadoma zagadnienia, — i mamy do rozwigzania
réwnanie rézniczkowe (I), ktére jest r6wnaniem Ricattiego. Widzimy
dalej, iz réwnanie to sprawdza sig, jezeli

a?+02+1=0,
co daje dwa rozwigzania wzgledem o. Catkujemy z latwoscia, kladace
a=ul BT 1.

Podstawiajac w réwnanie (I), dla wyznaczenia w, znajdujemy réwnanie

w br

(I

gdzie a jest funkcya dowolng fuku s, i o jest jej pochodna; » jest krzywi-
zng krzywej danej.
Inferpretacga geometryczna. Wziglismy
r=az, . y=1bz

za réwnania tworzacej wzgledem osi ruchomych. Oznaczmy przez o kat
miedzy t4 prosta i ptaszczyzng y Oz, i przez B kat, utworzony przez rzut tej
prostej na plaszezyzne y Oz i 0§ Oz; wéwczas

tg o

= Cosp b=tgk;
mamy
% =1tg o.
Wzér (II) przybiera postaé
(1) ’ o = sinp.

Plaszczyzna, styczna w punkcie O, czyli ptaszczyzna §rodkowa,
przechodzi przez 0§ Oz i tworzy kat § z plaszczyzng 2 Ox. Jezeli dwie po-
wierzchnie prostoliniowe majg tg sama ptaszczyzne $rodkows, innemi stowy,
kat § jest ten sam, wéwczas )
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do=da,,

. . o —— oy == const.,
i nawzajem.

Tym sposobem, gdy mie¢ bedziemy powierzchnie, odpowiadajaca pyta-
niu, bedziemy réwniez mieli powierzchnig inna, prowadzac w kazdej ptaszczy-
znie srodkowej, przez punkt Srodkowy, prostg A’, czyniaca kat staty z two-
1zacq A pierwszej powierzchni. Prosta A’ opisze drugg powierzchuie. Dwie
te powierzchnie beda miaty te samg plaszczyzne styczng wedtug ich wspélnej
linii zwezenia. Jezeli proste A, &’ sg prostokatne, mamy dwie powierzchnie
prostoliniowe wzajemne. Rzecz jasna, stozki kierunkowe tych powierzchni sa
wzajemne (p. Darboux, Théorie des surfaces, t. IV, Chap. XIV).

Mota o kongruencyi », %, ¢.

Koficzac te pracg, zauwazylem, iz kongruencya &, k, 1 jest kongru-
erncya, utworzong pizez osi komplekséw liniowych o trzech wyrazach:

M+ pnB+4+vC=0,

gdzie A, p, v oznaczajq trzy parametry zmienne, i A==0, B=0, 0=0 sa réw-
naniami trzech kompleks6w liniowych (p., np., Géometrie réglée de Koe-
nigs, p. 50). Wiadomo, iz te co® komplekséw majg wspélne tworzace jed-
nego z ukiadéw hyperboloidy H. Osi przecinaja tworzace te pod katami pro-
stemi, co prowadzi nas do trzeciej definicyi kongruencyi. Lecz mozna zasta-
pi¢ hyperboloide H przez jakakolwiek inng z hyperboloid, majaca te same
elementy Cayleya. Mozna wzigé hyperboloide, znieksztalcong na peki
ptaskie (Koenigs, Géométrie réglée, p. 52): znajdujemy pierwsza defi-
nicyg. Wychodzac z tego nowego punktu widzenia, znajdujemy z tatwoscia
cylindroidy, opisane'na powierzchni ogniskowej, ktére byty przez nas badane.

RESUME

Définition. Je dis qu'un point A est un point de Cayley pour une
surface réglée lorsque les pieds des perpendiculaires abaissées de 4 sur les
génératrices forment une section plane de la surface; je désigne par P, le plan
de cette section. Pour la surface appelée cylindroide de Cayley, tout
point 4 de Pespace est un point de Cayley.
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M. M. Appell et Bricard ont montré dans le Bulletin de la So-
ciété mathématique de France, année 1900 -1901, que ce cylindroide
était la seule surface réglée jouissant de la propriété en question pour tout
point de espace. Pour les autres surfaces réglées, les points de Cayley 4
sont donc ou des points isolés ou bien formant des courbes ou des surfaces
quand il en existe. Je laisse de coté des surfaces réglées qui possédent zéro,
un out deux points de Cayley; j étudie des surfaces qui possédent au moins
trois points de Cayley.

J’arrive alors & la classification suivante:

10 Les surfaces & plan directeur qui possédent deux points de Cayley
en possédent une infinité situés sur un cylindre de révolution ou dans un
plan. L’équation de ces surfaces résulte de I'élimination de ¢ entre

y=1tx—ki?,
z_ﬂﬁ—}—bﬁﬁ—ct_

B

L’ensemble des termes du plus haut degré est

2 (x? + o) (kr + ax).

Ces surfaces sont donc du quatriéme degré. Si a=0, k=0, on ale
cylindroide de Cayley.

Tout ceci est extrémement facile, je le laisse de c6té.

2° Les surfaces a cone directeur. Je trouve:

1) Des surfaces Sy du neuviéme degré & cone directeur du troisiéme
degré avec dix points de Cayley;

2) Des surfaces du huititme degré S; & cdne directeur du deuxiéme
degré avec quatre points de Cayley; on a alors une infinité formant une
conique;

3) Des surfaces du sixiéme degré §; avec cone directeur du deuxiéme
degré. Ici les points de Cayley forment une sextique qui dans le cas
général est indécomposable et qui a pour ses dix directions asymptotiques
les perpendiculaires aux six plans cycliques du cdne directeur.

Dans les cas particuliers, la sextique peut se décomposer en une conique
et une quartique ou en trois coniques.

Le degré 6 peut s’abaisser; c’est ainsi qu'on trouve des surfaces du
quatridme degré avec deux droites de Cayley. Ces droites sont toujours
perpendiculaires aux plans cycliques du cone directeur.

4) Enfin la surface peut s’abaisser au second degré; la sextique est
alors réduite 2 six droites (pour 'un des systémes de génératrices).

Ce sont les perpendiculaires communes aux génératrices isotropes de la

icm°
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surface, ou encore les perpendiculaires aux plans cycliques menées par les
foyers du contour apparent de la surface sur les plans cycliques centraux.
Si d’un point d'une de ces droites on abaisse des perpendiculaires sur les
génératrices du systéme considéré, les pieds sont sur un cercle de la qua-
drique.

5) Ala fin j étudie les surfaces développables qui possédent une infi-
nité de points de Cayley ou, ce qui revient au méme, les courbes gauches
qui possédent une infinité de podaires planes. On peut les déterminer faci-
lement sans signe de quadrature.
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