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Les surfaces () qui correspondent a la solution particuliére ainsi dé-
terminée, ont pour équation générale

1-—C°
2

logz =log r 4- Cw;

elles rentrent dans la famille des surfaces spirales qui ont été signalées
par M. A. Buh1 dans son mémoire: Sur les surfaces dont les lignes
asymptotiques se déterminent par quadratures (Nouvelles
Anmnales, octobre 1908, § 7); en appliquant les formules de M. Buhl, on
trouve pour projections des asymptotiques deux familles de spirales loga-

rithmiques

3 ,-.
47 L 9 0de Y 1 der=0
r? I

(en écartant le cas singulier ¢'==14, pour lequel la surface dégénérerait en un
plan imaginaire).

STRESZCZENIE.

W pracy niniejszej, ktéra obszernie podaje w jezyku fraucuskim, zajmuje
sie zagadnieniem, postawionem po raz pierwszy przez Ribaucoura, ktére
brzmi tak: Dana jest powierzchnia drugiego stopnia i dowolna
ptaszczyzna; wyznaczy¢ na tej powierzchni sieé¢ sprzgzong
tak, aby ta sie¢ rzutowata sie na ptaszczyznie danej wedtug
sieci ortogonalmnej.

Rozwiazanie tego zagadnienia bylo ogloszone w czasopismie Nouvel-
les Annales de Mathématiques (1872 r., str. 177), a niedawno mate-
matyk francuski E. Turriére w rozprawie p. t: Etude des réseaux
conjugués orthogonaux en projection sur un plan, ogloszonej
w Bulletin de la Société mathématique de France, uogélnit zagad-
nienie Ribaucoura, zastepujac kwadryke powierzchnig algebraiczng ogélng
Matematyk ten staje na punkcie widzenia teoryi pewnych réwnan liniowych
o pochodnych czastkowych drugiego rzedu, posiadajacych trzy rozwigzania,
z kiGrych trzecie jest sumg kwadratéw dwdch pierwszych. Rozwigzuje w tej
pracy uogélnione zagadnienie Ribaucoura na drodze zupetnie odmien-
nej od tej, ktérg obiera E. Turritre, stosujgc rozwazania przewaznie czysto-
geometryczne.

STEFAN MAZURKIEWICZ.

0 niesumowalnych szereg’ach potegowyeh i trygonometrycznych.

Sur les séries de puissances et les séries trigonométriques non sommables.

Lusin zbudowal szereg potegowy o sp6iczynnikach dazacych do zera,
rozbiezny w kazdym punkcie kofa zbieznoscil. Zadaniem niniejszej noty
jest uogdlnienie powyzszego wyniku, przez udowodnienie nastepujacego
twierdzenia:

Do kazdej lintowej metody sumowania szeregéw dobra¢
mozZna szereg potegowy o spéiczynnikach, dazgcych do zera,
niesumowalny wediug tej metody w zadnym punkcie kota
zbieznosci, oraz szereg trygonometryczny réwniez o spét
czynnikach, dazacych do zera, niesumowalny wedtug powyz-
szej metody w zadnym punkcie przedziatu (0, 2z), précz moze
punktéw pewnego zbioru o mierze zero.

Wyjasnimy przedewszystkiem, co rozumie¢ bedziemy przez metode
liniowg sumowania *'.
Macierz nieskoriczona
[0 Gy Gy ooy

=1 ay, o @, ... ) )

okredla metode liniows sumowania (ktora nazwiemy ,metoda ()*), jezeli
o

zbieznos¢ ciggu |u, { pociaga za soba zbieinosé ciggu IE a:nkukl Sumo-

[fe J

'y Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 32, str. 386—390.
%) Steinhaus, O pewnem uogélnieniu pojecia granicy. Prace mat.-fizyczne, t. 22
str. 121—134.

g
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walnym wedtug tej metody nazywamy:

o

ciag {v.{, wtedy, gdy cigg ’V a,,,,mkl jest zbiezny;

= f
20 . ca k
szereg E v, wiedy, gdy cigg {E a“k( E vm)} jest zbiezny.
m=1 k=1 =1

.Na to, aby macierz () okreslala metode sumowania w ustalonem po-
wyZe] znaczeniu, muszg by¢ spetnione nastepujace warunki: D

) lim n =0, kE=1,2...
B) E @' <M. n=1,2... M jest pewna stalg,
k=1
1) lim ) Gar=1.
= co el
Zadanie nasze sprowadza sie do zbudowania szeregu
Nl
Z o, (@)
spetniajgcego warnnek: !
lim 2,=0 ©)

i niesumowalnego»wed}ug metody () w zadnym punkcie kola | 2! = 1.
» Okreslamy ciagi: liczb fe.f, wielomianow VP ()} i przedz'ia}éw AR
s==1,2... w nastepujacy sposéb:

# =0 4
PP L ot L T
Pst os - SsGL1) ?s'f—g—l—g*@:{__jj, )

(6)

m=0

wreszcie I, jest przedziatem na okr d
Teszeie ¢gu kota @ =ei%, okreslon ie-
rownosci: ’ Y prees e
s < i
- g =6 =('Px+§§7 (7

1) 0. Toeplitz, Prace mat.-fizyczne, tom 22, str, 113—119.

z

icm®

(3 O niesumowalnych szcrcggghr_;ﬂg_gq}y}i{lwi lryAgoqo_Q}evh'yczgyclh - ’111

przyczem, wobec zwigzkéw (5), przedzialy 1., nastgpujac po sobie wkierunku
przeciwnym obrotowi strzatki zegarowej, stykaja sie koncami. Diugos¢ prze-

2 = . .
= ;, poniewaz zas szereg

dzialu I, wynosi 3

jest rozbiezny, wigc przedzialy I, nakrywajg okrag kota z'=¢? nieskoriczong
liczbe razy, przytem bez luk.
Przypusémy teraz, ze punkt e¥? nalezy do przedziatu I;; jest wtedy:

g—1 s—1
. 1
P, (¢i%) = ,;i; Z e = E cos m (p — %s)
[ — Vs m=0
8
. &
i .
— sin 7 (¢ — <),
+ = 2‘1 (¥ —4s)
a wiec:
=1 -
P (¢3) = S cos m (e — &) . &)
=y

Z drugiej strony:
mis—w) =<, m=0,1.,s—1, (10)

3s
) T 1
COS M (§ — %) > COS 5 =15, (11)
=1

E cosm (3 — ) > ; ; (12)

z uwagi wiec na (9): . 7

- s Vs
P (67) > == -5 - (13)

Vs 2

Poniewaz kazdy punkt ¢'* nalezy do nieskonczonej mnogosdci przedzia-
16w I,, wiec kazdemu takiemu punktowi odpowiada nieskoriczenie wiele
wskaznikéw, dla kidrych spelnia sig¢ nieréwnos¢ (13).

Potézmy teraz:

(14)
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Buu= D, | s, (15)
t=n
o0
Bo=— 14 ) . (16)
k=1

Poniewaz macierz nasza ma czyni¢ zado$¢ wartnkom Toeplitza
() — (1), bedzie wiec:

lim §, =0, (17
lim S, =0. (18)

dla kazdego naturalnego n, i wreszcie:

lim Ry,=0 (19)

dla kazdego naturalnego .
Okreslamy dalej dwa rosnace ciagi liczb naturalnych

grﬁ}v (20)
s=1,2..

7, o @1
w nastepujacy sposéb: -

Po pierwsze:

rn=1, n=1.

Po drugie: niech bedzie s> 1 i przypusémy, ze liczby 7y, 74.. ., ¥s-1,
iy My, o M-y zOStaly okreslone. Jako r, wezmiemy najmniejszg liczbe na-
turalng spetniajaca warunki:

sz ey, ¢ 22)
R =k (23)
fyTy == 83 23;—-i /

dlai=1,2...s—1.

Wobec (19) warunkom powyzszym oczywiscie zados¢uczyni¢ mozna.
~ Majac juz r,, okreslamy n, przez warunki nastepujace:
71, ma by pierwsza liczba naturalna, dla ktdrej:

N > Ny, (24)
g _ 1

Suurs 5 a5 _ (25)
D 1 .
By | < (26)

liczba taka istnieje ze wzgledu na (17) i (18).

; o ; 113
6 O niesumowalnych szeregach potegowych i trygonometrycznyeh. 11¢

Tworzymy teraz szereg potegowy

2 oy 2 = S 275 P, (%) @7

k=l s=1

i ndowodnimy, ze szereg ten czyni¢ bedzie zados’c’vwarunl}'om zadamfi.. N
Do kazdej liczby naturalnej k nalezy jedno i tylko jedno s takie, Ze:

re=k <Pt (28)
Jezeli teraz rs k< rits, 29
to:
gy = e T (30)
Vs

jezeli iast:
jezeli natomias s k< s, 1)
to bedzie: . 52
Jest wiec w kazdym razic S—Y (53)

Fa=co

5 iki nas 7a do zera.
t. zn. spéfczynniki naszego szeregu daza ) )
Oznaczmy przez o (x) k-t sumg czgstkowa szeregu (27), przez Ts ()
sume

$onio o
Jest wtedy: ::?:) = T.(x) (35)
dla s = k< - (38)

T, (¢7) = j =" LQ;_U =$, ' (37)
a wiec: :;;): < (38)

dia 4 <1 oraz kE<tei1- - 1
Cheac udowodni¢ niesumowalnos$é szeregu «27)_ w punktach |mi=
wedlug metody (), wystarczy wykaza¢ rozbieznos¢ ciggu
s da (@)1, n=1,..., jzi=1, (39)
gdzie: .
4. @)=, tumn(@). (40)

k=1
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Polozmy: R
B, (z) = 4., (2), (41)

przyczem 2, sg to liczby ciagu (21).
Rzecz prosta, mozemy sig¢ ograniczy¢ do dowodu rozbieznosci ciggu

{B @yl
Wykazemy w tym celu, ze:
slirngs(m)wiFs(a:)}=0 lzl=1. (42)
Mamy, dla s>1, oraz x| =1:
B, (x) — T, (x) = BW(x @ (g B (5
przyczem: (@) (@) = BN (@) + B (2) + B () (43)
rg+s5—1
B‘tl) (,L} = 2 C&,,gk Ok (x) y (44)
k=1
B®@ ()= 2 (o 1Tk (,);') R (45)
be=rey )
rg_Hﬂl
BO@) = —Ty(@) + ) dnroi @). (46)
k=rg+ts

W sumie B, (x) jest & < 7,u1: stosuj iers G =
otrzymujemy: 5 ] b << rsp10 stosujac nieréwnosci (38) oraz (25),

B ()| < g2 52 1
| @) =28, = a5 (“47)
Dalej mamy:
BO@ =3 0 @), ' (48)
gdzie: ””=‘+1
P11
C (x) = 2 Qn 10k (T) (49)
k=1,

W sumie (49) jest &t <7.y.1, a wiec na mocy (38):

[ o ()| <m?, (50)
rm+1—1
[ ™ (z)! < m? 2 |Gn, 5| < MR, . 61)
P - 'm

=ry,

@) O niesumowa

alnych szeregach potegowych i iryconmnetrycznych N ,llE)_

wiec mozna zastosowac nieréwnosci (23), co daje:

1 1 1
@) < < e (52)

Poniewaz m > S,

oo

‘ 1 1 1 e
BE(r) <— Z s g (53)
° me= 841 ’

7 kolei przystepujemy do B® (). Mamy dla B (x):

) s =k < Fepr, (54)
wiec:
Ok (56) =T (Q’}) 3 (55)
1=l 7
BO@) = — To(@) = T (@) ) Q=
rg+s—1
- ool o
@+ 1@ { T s B a2 @
k=rgll
rg-s—1
T @ T @)+ T @ = 2 —Z |
l k=1 oy
a wige:
(57)

(B® (@)1 < Te (@) { Bagry: A Sy te = Brgrgga} -
stosujac nieréwnosci (23); (25), (26), (37), mamy:

] 1 1, 1 3
O R R T=a R (68)

Laczac nieréwnosci (47). (53), (58), otrzymujemy:
B (@) — Ta(@). = S—, s>1, a-=1; (69)

zwiazek (42) jest udowodniony.
Mamy dalej dla 'z =1:

T, (#) — Toma () =27 P (), (60)

T,(2) — T @) = 27 P(@)|= P:(@)!- (61)

Dia kazdego punktu na kole zbieznosci zachodzi dla nieskoriczenie
wielu wskaznikow s nieréwnos¢ (13), a wiec i nieréwnosc:
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14
—2" .

w |

[T (@) — Tor (@) | =

Wynika stad, ze cigg | 7% (£)}, a wigc, na mocy (42) i ciag §.B. (2)! jest
rozbiezny w kazdym punkcie kota z|=1. Szereg zatem (27) nie mo-
ze by¢ sumowalny metodg () w zadnym punkcie tego kota
c. b.d. o.

Rozumiejac teraz przez oy spélczynniki szeregu (27) i przypuszczajac
ze elementy macierzy () sg rzeczywiste, ktadziemy:

o = "k~ O (83)
D meei=U(g) + iV (), (64)
gdzie: =
Uy)= Z (:cos ke — & sinkg), (65)
k=1
V(g = 2 (Gucosky 4 esinks). (66)
k=1

Wezmy pod uwage szereg trygonometryczny

vE

S, 9)=U{e)+cV(e)= 2, [(a+4cd)coskyt-(cn— &) sin k], (67)

k

[

przyczem ¢ jest stala rzeczywists, czynigcg zado$¢ nieréwnosci:

1
Pl

IA
IA

c (68)

Oznaczmy przez 8, zbiér punktéw ¢ przedziatu (0, 2%) w ktérych szereg
(67) jest sumowalny metodsg (). Jezeli ¢, ==¢,, wowczas &, 1 &, nie maja
punktéw wspélnych; istotnie w punkcie takim sumowalne bylyby szeregi

e Sle, 9)—¢ S (Cz_’j"‘) —

e 7 (%),
oraz
S(ey, 91 —8le, o) =T (3)
— 9]

a wige i szereg (27), co jest niemozliwe.

(9) O niesumowalnych szeregach potegowyeh i trygonometrycznych. 117

Istnieje conajmniej przeliczalny zbiér mnogosci zawartych. w 0, 2=),
majacych miarg dodatniq i nie majacych parami zadnych punktéw wspol-
nych. Z posréd wiec wartosci § =< ¢ <1 mozna wybral taka, dla ktorej
miara zbioru &, réwna sie zeru. Miedzy wiec szeregami S(c, %) istniejq
takie, ki6re sa sumowalne wedtug metody () conajwyzej dla punktow pew-
nej mnogosci o mierze 0.

Warszawa 5/VII 1916.

RESUME.
On sait qu’une matrice infinie

/Oy Gy Gy - -

Q0 = Q Wy gy » = v = - ,

assujetie aux trois conditions indiquées par M. Toeplitzh, definit un pro-
cédé de sommation linéaire, que nous appellerons ,procédé ().

Je démontre le resultat suivant:

Il existe une série de puissances & coefficients tendant
vers zéro non summable par le procédé () dans aucun point
situé sur le cercle de convergence.

Définition de la série:

On pose:

-3

T @
1=0; ?s+1—?s+§g+m

s—1

g—mzg i gom
P@=2 "5

m=0
Nous formons ensuite deux suites d’entiers croissants:
N ) irs] et )
de maniére suivante:
1y rp=n=1,
2 Fie.. Fio1, Ny... B Stant défini, 7o est le premier nombre en-
tier remplissant les conditions:

1) Prace matematyczno-fizyczne t. 22, p. 113—117.
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=
1
" 3 i . —
73;75_]—-}”3, kz!aui};lém, 7/—1,2...8—1
=rg
1, est le premier entier remplissant les conditions:
g1 o
. ‘ 1 i 1
Ny > T515 Z G| = 255 | Z By 1 ’ <
k=1 k=1 |

11 existe toujours de nombres assujetis aux conditions indiquées en vertu de
conditions de M. Toeplitz.
La série de puissances:

[ (=)
D aat= D &' Pu(z)
k=1 s=1

est la série cherchée. La démonstration est basée sur les remarques suivantes:

a) Posons Z & Py () = T, (1)

m=1

pour tout point & ==e'?, il existe une infinité d’indices s pour lesquels:

[ Ts (@) — Tomn ()| = | Py ()] ;%9’
b) Onapour {x|=1, en posant:
k

i)=Y, e

m=1

A () = 2 Gnr S5 ()
a relation: =

lim | dn, (2) — T, (@) | = 0.

Je remarque ensuite, qu’en posant:

2 P E) =)+ iV (),
§=1
S€, =U@)+cV(p)
et en supposant réels les a;z et ¢, il y a, parmi les séries trigonométriques

S (e, %), d’e séries non sommables par le procédé (2) dans Tintervalle (0, 2r)
sauf peut étre dans un ensemble de points de mesure nulle.

ROMUALD WITWINSKL

Badanie z teoryi odksztalcen nieskonezenie makych
powierzchni prostoliniowych,

Etude sur la théorie de la déformation infiniment petite des surfaces réglées.

W .Sprawozdaniach Akademii Paryskiej* z roku 1909 mate-
matyk francuski J. Haag oglosit dwie noty, zawierajace nader interesujgce
rezultaty z teoryi odksztaicenia nieskoriczenie malego powierzchni prosto-
liniowych. Wyniki badan Haaga sg podane tylko w streszczeniu i nie wy-
Swietlajg wcale samej metody poszukiwan autora.

W rozprawie niniejszej zamierzam rozwinac i uzupemic¢ wyniki badan
Haaga, szerzej przedstawic niektére rezultaty poszczegblne, nawigzujgc swe
poszukiwania do pigknych badan Darbouxa.

L

1. Réwnania kazdej powierzchni nierozwijalnej (S), odniesionej do
linij asymptotycznych, mozemy napisa¢ w postaci

—{ig 25 2h, e 2% g 2% 40

r= [ 5 =0 ) 4 (8 5 = o ) 0
IR a6y, 86, a0y

p=[ (o 5 - 0] da— (g = 5 46 @)
1 a8, 26 28 28

c:{(ﬁl EP i ,3;) d“—(61 3;"62";‘;)51?';

Y G. Darboux, Théorie des surfaces, t. VI, p. 24.
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