CH. H. MUNTZ.

Z Geometryi rzutowej analitycznej.

Zur projektiven analytischen Geometrie.

Ogélna Geometrya analityczna przestrzeni tréjwymiarowej, w ktorej
réwnania prostych i ptaszczyzn sg réwnaniami liniowemi, daje sie uzasad-
ni¢ na podstawie samych tylko aksyomatéw »rzutowych, bez jakiegokolwiek
posrednictwa poje¢ réwnoleglosei, ciaglosei i kongruencyi lub tez ruchu.
Uzasadnienie metryczne takiej Geometryi podali juz byli M6bius,
v.Staudt i Hesse; F. Klein" pierwszy zwrécit uwage® na charakter gra-
ficzny tej teoryi, umozliwiajacy czysto rzutowe wuzasadnienie jej metryki.
Dotychczasowe wszakze przedstawienia tej teoryi nie posiadajg, jak sadzimy,
nalezytej przejrzystosci elementarnej, i diatego uwazamy za pozadane uza-
sadnienie mozliwie proste, dostosowane do klasycznej budowy czystej Aryt-
metyki.

Zaktadamy przytem tylko aksiomaty przestrzeniowe polaczenia i po-
rzgdkowania i wynikajaca z nich bezposrednio teorye punktéw i promieni
harmonicznych ®.

§ 1. Siatka ptaska dodatnio-catkowito-liczbowa.

Niechaj na ptaszczyznie (ob. rysunek) bedzie dany tréjkat elemen-
tarny O4.B i tegoz punkt wewnetrzny I,. Obierzmy O za punkt zero-
wy, 04 i OB zaosi XiY, I, za punkt jednostkowy ukladu, ktéry
ustanowi¢ mamy. Nazwijmy prosta 4B prosta granicznag, prostg OI, za$
wraz z przedfuzeniem do punktu I na proste] AB-—przekgtng gtéwnag.

Prowadzimy teraz kolejno: pierwszg lini¢ z z punktu B przez
punkt I, do punktu 4, na osi X, oraz pierwszg linig¢ y z punktu 4
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przez I, do punktu B; na osi ¥; (pierwsza) przekatna =, t.]. linig 4,7
i pierwszg przekatna y, t.j. lini¢ B, I, ktére niechaj przecinajg linie
spotrzedne 4B, i B4, odpowiednio w punktach X,, ¥,. Wedtug teoryi

B
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Rys. 1.

punktéw harmonicznych druga linia z, t.j. linia BX,,{ druga liniay
t.j. linia 47Y,, przetng sie w punkcie I, na przekatnej gtéwnej, mianowicie
w czwartym punkcie harmonicznym do punktu O wzgledem punktéw 7,i I.
Na obu osiach te drugie linie spéirzedne wycinajg czwarte punkty harmo-
niczne do punktu O wzgledem punktéw 4,1 A (punkt 4,) i odpowiednio
wzgledem punktéw B, i B (punkt B,).

Tym sposobem podstawowe dziatanie arytmetyczne, mianowicie do-
dawanie, otrzymuje forme geometryczng. Niechaj p-ta linia y, t.]. linia
ABy, i przekaina z, t.j. linia 4,7, spotykajg sig w punkcie X1, p-ta
linia t. j. linia B4y, i przekgtna y, t.j. linia B, I, w punkcie Y,q;; wtedy
linie spotrzedne BX,iq 1 4 Ypy1 przecinaja sie w punkcie I,y; przekatnej
gtéwnej, ktory jest czwartym punktem harmonicznym do punktu I,y wzgle-
dem punktéw I, 1 I; a na osiach spéhrzednych linie te wycinajg odpowiednio
punkty dy41, Bptr, jako czwarte punkty harmoniczne do punktu 4, ;
wzgledem 4,1 4, oraz odpowiednio do putiktu B,_; wzgledem B i B. Tym
sposobem powstaje cata, t. j. dowolnie daleko rozwinigta siatka ptaska doda-
tnio-catkowito-liczbowa, czyli siatka gtéwna z linij spétrzednych Bd,, iAB,.
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Teraz mozemy m-tej linii & t.j. linii 4B, przyporzadkowac row-
nanie ¥ = m, n-tej linii y, t.j. linii AB,, rownanie y=n; punktowi zas
przeciecia tych linij spétrzedne m, n. Widzimy, ze w tych definicyach
genetycznych nie odgrywaja zadmej roli pojecia metryczne ani jakie-
kolwiek wielkosciowe inne (dtugosci, dwustosunki it. d.); liczby catkowite
dodatuie, podobnie, jak w klasycznej budowie Arytmetyki, sg tu pojeciami
porzadkowemi (ordynalnemi), nie za$ wielkosciowemi (kardynalnemi).

Na przekatnej giéwne] mamy teraz szereg punktowy

O(=1I), I, L... Im, I, Lys,..., I(=L)

tego rodzaju, ze kazdy z jej punkiéw jest czwartym punktem harmonicznym
do ostatniego (I') wzgledem dwdch sasiednich. Kazdy szereg punktowy tego
rodzaju nazywac bedziemy skalg harmoniczng.

Rzut skali harmoniczne] z jakiegokolwiek punktu zewngtrznego na jaka-
kolwiek prosts, tego punktu nie zawierajgca, daje znowu skalg harmoniczna.
Na kazdej przeto linii sp6trzednej punkty z drugiemi spétrzgdnemi p—1, p,
p-+1, oo dajg czworke harmoniczng. Spéirzedne punktéw (p, ») przekatnej
gtéwnej O — na razie mowa tylko o punktach naszej sieci dodatnio-catko-
wito-liczbowej — spelniaja, oczywiscie, réwnanie z =y, punkty (p-1, p)
przekatnej-z, t. j. linii 4,7, réwnanie z=y-+1. Jak z powyzszego wyply-
wa, druga przekatna x, t.j. linia I4,, jako czwarly promiefi harmoniczny
do IO wzgledem promieni T4, i T4, zawieraé bedzie wszystkie punkty ze
spéhizednemi p -+ 2, p, a wiec tej drugiej przekatnej o trzeba bedzie przy-
porzadkowa¢ réwnanie x = y-+-2. Podobniez spoéirzedne punktu pierwszego
przekatnej y, t. . linii IB,, spetniajg réwnanie y = -}-1, sp6trzedne dru-
giej przekatnej y t. . linii 7B, réwnanie y =2 2. I tu przejcie od n
do n-+1 jest ogélnie mozliwe, a wiec i-tej przekatnej a, t. j. linii I4,, lub
odpowiednio k-tej przekatnej y, t. j. linii 7B i odpowiadajg réwnanie
r=y-1{, i odpowiednio y=gx-+%, i mozna zamiast prostych réwnania te
wprowadzaé do rozwazania, skoro przez z iy rozumiemy liczby dodatnie
i catkowite.

Przenosimy teraz punkt jednostkowy I, do I,, a wiec do innego pun-
ktu skali na przekatnej gtéwnej, nie zmieniajac zresztg elementéw podstawo-
wych (punktu zerowego, osi i prostej granicznej). Wtedy zamiast pierwszych
linij spolrzednych wystepujg proste z =p, y =p, zamiast dwéch pierw-
szych przekgtnych osiowych odpowiednio dalsze przekatne z =1y -1 p,
y=x—+p. Jezeli zbudujemy, podobnie jak poprzednio, nowg siatkg gléwng—
przyczem mozna sig stale trzymac tak rysunku jak i uzyskanych réwnan, —
to siatka ta bedzie jakoby p-krotnie powiekszong siatke pierwotng, albowiem
naleze¢ do niej beda wszystkie punkty ze spétrzednemi podzielnemi przez p
i tylko takie punkty. Wiynika stad, ze szereg punktowy
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O(=1I), I,, Ly,... L, I(=L)

danam skale harmoniczng, podobniez jak i jego rzuty na obie osi O... Anp.. 4,
lub odpowiednio O... B,,... B; dalej, ze na kazdej linii spétrzednych dajg
takaz skale punkty z uzupetniajacemi spélrzednemi 0, p, 2p... np...co.

Obierzmy jakikolwiek punkt (Z, k) siatki pierwotnej jako nowy punk
zerowy, punkt bezposrednio po nim nastgpujgcy (¢-+1, -+1) na odpowied-
niej przekgtnej (x 4%k =y 1) jako nowy punkt jednostkowy, przyczem
prosta graniczna ze swojemi punktami 4, B na osi ma pozosta¢ bez zmiany,
Wtem przesunigciu rzutowem zmienia sig sie¢ glownie tylko o tyle,
o ile odpadajg punkty ze spétrzednemi #/ <4 lub odpowiednie %'< I, wkaz-
dym jednak razie mogg one by¢ skonstruowane wstecz jako punkty harmo-
niczue do punktéw danych. Poniewaz do nowej sieci zastosowac mozna tez-
same rozumowania jak do poprzedniej, widzimy przeto, ze na kazdej linii
spéirzednej punkty ze spétrzednemi uzupetniajacemi

v, p+a¢, p4+2¢q....,p+ng..., co
tworzq skalg harmoniczua.

Wybieramy jakikolwiek punkt sieci (p, 0) na osi z i do nalezacej do
niego przekatnej # =y +p szukamy czwartego promienia harmonicznego
wzgledem osi x (y =0) i odpowiedniej linii = (@ =p). Te trzy promienie
wycinajq na jakiejkolwiek linii y (y=¢) trzy punkty ze spétrzednemi p+q,
20, p, i wedlug tego, co wyzej udowodniono, szukany czwarty punkt harmo-
niczny ma spéhzedng x réwng p —g. Na szukanym przeto promieniu lezg
wszystkie punkty siatkowe o spélrzednych p —gq, ¢, kidre zatem ogélnie
czynig zado$¢ réwnanin z -ty =p. Réwnanie to mozemy przeto poczytac
wprost za réwnanie rozwazanego promienia, p-tej przyprzekatnej.

W konstrukeyi sieci gtéwnej wyszlismy z tréjkata podstawowego 04 B
z punktem jednostkowym I,; wtedy punkty siatkowe (», p) przekatnej
giéwnej wystapily jako przeciecia odpowiednich linij spétrzednych. Niechaj
teraz punkt siatkowy (i, k) o spbtrzednych, ktére przyjmujemy na razie za
niespéidzielne, bedzie nowym punktem jednostkowym. Powiekszona nowa
skala osi 2 obejmuje punkty ze spéirzednemi 0, ¢, 24,... né,... oo;
punkty odpowiedniej skalina osi y majg jako spShizedne y: 0, k, 2F,... nk,..co
a punkty (0, 0), (2, k), (2¢, 2k... (ni, nk),... (004, cok), lezace na
nowej przekatnej gléwnej, odpowiadaja, oczywiscie, réwnaniu ko = iy. Je-
zeli spélrzedne nowego punktu jednostkowego nie sg niesp6idzielne; lecz
jak np. pi, pk majg najwigkszy wspolny dzielnik p, to wyjdzmy znéw
z punktu (4, k): przekatna gtéwna, idgca do tego punktu, obejmuje tez punkt
dany (pi, pk) i nzyskane poprzednio réwnanie jest prawdziwe i w tym
przypadku. Jezeli wiec dokonamy jakiegokolwiek przesuniecia rzutowego
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{patrz wyzej) ukladu spoirzednych, to uzyskane wyniki moZna bedzie prze-
nies¢ na nowy uklad. Bedzie zatem ogdlnie:

k—p)=iy—q
réwnaniem prostej, przeprowadzonej od punktu (p, ¢) do innego punktu
(p-+1i, ¢+ %, przyczem na razie wszystkie dane wielkosci majg oznaczac
liczby catkowite dodatnie.

Niechaj bedg teraz dwa dowolne punkty siatkowe. Przesuwajgc od-
powiednio uktad, mozemy, bez zmiejszenia ogélnosci, przyjaé, ze jeden z tych
punktéw znajduje sie na osi z; niechaj nim bedzie punkt (p, ¢); punkt
drugi ma wtedy polozenie (r, k). Jezeli » =p, to oczywiscie x =p jest
réwnaniem prostej laczacej, jezeli » > p, to mamy do czynienia z przypad-
kiem, poprzednio oméwionym. Niechaj bedzie zatem r =p — 7 wzaloZeniw:
0 <i< p. Rozwazamy przytem punkt (p-+17, k) i prosta igczaca ten
punkt z punktem (p, 0), t.j. prosta k (z—p) =4¢y. Szukamy do tej pro-
stej czwartego promienia harmonicznego wzgledem osi z (y=0) i linii 2
(r=p). Kazda linia spétrzedna y =nk zostaje przecigta przez te trzy pro-
ste w punktach o spéhrzednych x: p--ni, oo, p, do kiérych czwartym
punktem harmonicznym (p. w.) jest punkt (p — nd, nk). Ogoét uzyskanych
w ten spos6b punktéw daje nam nastepujace réwnanie szukanego promienia,
zawierajgcego takze punkty dane (p, 0), (p — 12, k):

E(p—2)=iy.

[ tu moizna przyjaé najprzdd ¢ ik jako miespdidzielne, aby nastepnie
przejs¢ do przypadku ogéinego dla wykazania, ze istotnie wszystkie punkty
siatkowe szukanej prostej dajg sie odtworzy¢ przez uzyskane réwnanie. Wra-
cajac do ukfadu pierwotnego, widzimy, ze prosta, Iaczaca punkty (p, @),
(p—i, g+ k), jest dana przez réwnanie:

E(p—a)y=1i(y—q).
Wnosimy stad z latwoscia, ze we wszystkich mozliwych przypadkach
rownanie linii prostej siatki gléwnej jest liniowe wzgledem spéirzednych
tej siatki.

§ 2. Sie¢ wymierna plaska.

Laczymy punkt zerowy z punktem (n, 1) sieci dodatnio-catkowito-
liczbowej i otrzymujemy tym sposobem prosta ny==x. Na tej prostej spst-
rzgdne z==0, 1,... p... oo dajg skale harmoniczna, kt6rg z punktu 4 osi
X rzuémy na przekaing gléwng y =2. Powstanie wiedy na tej przekatnej
gtéwnej — a przez rzut z punkiéw 4 i B takze i na obu osiach — nowa skala
harmoniczna taka, ze kazdy przedziat p... p--1 skali pierwotnej obejmuje n
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przedziatéw skali nowej; dla kazdego n skala ta jest jednoznacznie oznaczo-
na. Jezeli oznaczymy przez (§, 1) spéirzedne dodatnio-catkowito-liczbowe
wzgledem nowej skali, to powr6t do uktadu pierwotnego uskutecznia sie przy
poImocy wzorow:

£ 1

T == n' Y= W :

W spétrzednych tej nowej, niejako m-krotnie zgeszczonej sieci gtéwnej
réwnanie kazdej prostej tej sieci bedzie, wedlug powyzszego, liniowej
otrzymujemy réwnania trzech typéw: '

ti=kE 1 —=kE—p; 11— =k(p—¥.

W spélrzednych pierwotnych nalezy potozyé &=nux, n=MnY, rozwazane
réwpania pozostaja przeto we wszystkich przypadkach liniowemi. Lecz
poniewaz na n mozna przyja¢ kazdg dowolng liczbe dodatnig catkowita,
Przeto po pierwsze: okre$§lamy przez to sie¢ ptasks dodatnio-wymierng,
ipo Qru.glgz utrzymuje sig liniowo$¢ réwnania kazdej prostej i w tej rozszej
rzonej sieci.

Pozostaje jeszcze uwzgledni¢ punkty idealne, ktére ewentualnie istniejg
zewngtrz obranego tréjkata podstawowego. Przy pomocy uzyskanych Spot-
rzgdnych dodatnich mozna te punkty idealne wprost zdefiniowaé (Klein);
lecz mozna tez, wyszediszy z faktu geometrycznego, ze punkty idealne poci
wzglgdem rzutowym zachowujg sig jak punkty realne (Pasch), zupelnie usu-
ngé z po@ rozwazania pytanie o istnieniu tych punktéw, i rozwazanie dalsze
prowgdzuf w ten spos6b, jak gdyby wszystkie dokonywane konstrukcye pro-
wadzily do punkiéw rzeczywiscie istniejacych. Bedziemy trzymali sie te-
go ostatniego prostszego pogladu. Wystarczy wtedy okreslic spéirzedne
ujemne q1a.sieci catkowito-liczbowej, gdyz przez to zalatwi sie zarazem
zPrgwa sieci wymiernej przez mozliwo$¢ dowolnie daleko idacego zgeszczania

ieci.

Obok linij spélrzednych sieci giéwrnej uzyskaliSmy przedewszystkiem
pek catkowito-liczbowy przekatnych

z=y-t+n, y=z-+n; n=0,1,...p... co.

Kazda lir}ia spfSh‘zqdna zostaje przecigta przez ten pek wedtug skali harmo-
niczne; nie zmieni si¢ to, gdy promienie peku wystepujg dowolnie daleko
poza tro.jkatt podstawowy. Daje to moznosé zdefiniowania punktéw ze spot-
r2§dner{11 —n na jednej osi za pomocg przecieé z odpowiedniemi prze-
l:gcgsml na drugiej. Punkt (—n, 0) jest np. dany jako przeciecie dwu pro-
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Poniewaz tym sposobem kazda skala na osi, nie zmieniajac swego cha-
rakteru, zostaje przedtuzona wstecz, mozliwe za$ przesunigcie wsteczne uklaflu
spotrzednych pozwala w kazdym przypadku pojedyficzego rozwazania zamie-
ni¢ potrzebne spéirzedne na dodatnie, to nasz wynik gtéwny, stwierdzajacy
liniowo§C prostej, pozostaje nietknigtym przy wprowadzeniu spétrzednych
ujemnych ¢. b. d. 0.

Moze nie bedzie zbytecznem nadmieni¢ przytem, ze wszystkie powyzsze
rozwazania i konstrukcye przy bardzo nieistotaych modyfikacyach (spowodo-
wanych idealnoscig punktéw granicznych) dajg sig przeprowadzi¢ i wtedy,
jezeli jako czworokat podstawowy 0 4 BI przyjmiemy kwadrat eukli-
desowy. Uklad, jaki wtedy otrzymamy, bedzie identyczny z uktadem prosto-
katnym dekartowskim, gdy uklad powyzej przeprowadzony moze by¢ natu-
ralnie uwazamy za rzut Srodkwy takiego ukfadu dekartowskiego.

§ 3. Ogdlna sie¢ przestrzeniowa.

Przejscie do niewymiernosci uskutecznia sie albo przez ustanowienie
aksyomatyczne istnienia jednoznacznego punktow granicznych dla wszystkich
proceséw zbieznych w obszarze liczb wymiernych (Klein), albo przez usta-
nowienie istnienia tego wprost w polaczeniu—z uogolniong tu rzutowo—za-
sada Archimedesa (Hilbert). Mozna tez ogdt wszystkich punktow, ktére
moga tu by¢ rozwazane jako granice w zwyktem znaczeniu tego wyrazu pro-
ces6éw zbieznych i w ogélnosci tworzg obszar niearchimedesowy, uwazaé za
jedyny istniejacy ,punkt pelny®. We wszystkich tych przypadkach nietylko
liniowo$¢ réwnania prostej, lecz i stosowalnos¢ twierdzenia podstawowego
Geometryi rzutowej, jest wynikiem koniecznym danych aksiomat6w i definicyj.

Przejscie do przestrzeni uskutecznia sie ostatecznie wten sposéb, ze
prosta dowolng dang w przestrzeni, rzucamy z dwdch wierzchotkéw statego
czworodcianu podstawowego na przeciwlegle plaszczyzny spotrzedne, przez
co otrzymujemy w tych plaszczyznach dwa réwnania liniowe. Z liniowosci
réwnania prostej wynika wtedy fatwo liniowos¢ réwnania plaszczyzny.

Es ist fiir den Aufbau der Geometrie von prinzipieller Bedeutung, dass
auf Grund der ,projektiven* Axiome allein, ohne jegliche Vermittlung von
Parallelitats-Stetigkeits-und Kongruenz bzw. Bewegungsbegriffen, bereits eine
allgemeine analytische Geometrie des dreidimensionalen Raumes durchge-
fiihrt werden kann, in der die Gleichungen der Geraden und Ebenen linear
ausfallen. Die metrische Begriindung einer solchen Geometrie geht auf
Mobius, v. Staudt und Hesse zuriick; F. Klein betonte zuerst? den

1) Math. Annalen, Bdd. 4 u. 6.
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graphischen Charakter dieser Theorie und deren Tragweite, die letzten
Endes eine rein projektive Begriindung der Metrik ermoglicht.

[ndessen glauben wir, dass die bisher gegebenen Darstellungen der
Theorie? nicht den nétigen Grad von elementarer Durchsichtigkeit besitzen.
Wir halten es daher fiir erwiinscht, eine méglichst einfache Begriindung zu
geben, deren Sinn im folgerichtigen Anschluss an den klassischen Aufbau der
reinen Arithmetik besteht.

Vorausgesetzt werden dabei nur die raumlichen Axiome der Verkniip-
fung und Anordnung, sowie die aus ihnen unmittelbar folgende » Theorie der
harmonischen Punkte und Strahlen.

§ 1. Das positiv-ganzzahlige ebene Gitter.

In der Ebene der Betrachtung (vgl. Figur) mégen das Fundamental-
dreieck OAB und ein innerer Punkt desselben I, gegeben sein. Wir
wihlen O als Nullpunkt, O4 und OB als X-bzw. Y-Axe, I, als Ein-
heitspunkt des festzulegenden Systems; 4 B mdge dabei die Grenzge-
rade heissen, OI, mit der Verlangerung bis zu einem Punkte I auf 4B —
die Hauptdiagonale.

Wir ziehen jetzt nacheinander: die erste x-Linie von B iiber I,
nach einem Punkte 4; auf der X-Axe, ebenso die erste y-Linie von 4
iiber I, nach dem Punkte B, der Y-Axe; die (erste) z-Diagonale 4, I und
die (erste) y-Diagonale B, I, welchs die Koordinatenlinien 4 B, und B 4,
beziehungsweise in den Punkten X,, Y, schneiden mégen. Nun werden
sich nach der Lehre von den harmonischen Punkten die zweite #-Linie
BX, und die zweite y-Linie AY, in einem Punkte I, auf der Hauptdia-
gonale schneiden, dem vierten harmonischen zu O inbezug auf I, und I;
auf den beiden Axen schneiden diese zweiten Koordinatenlinien ferner die
vierten harmonischen Punkte zu O inbezug auf 4, und 4 (Punkt 4,) bzw.
B, und B (Punkt B,) aus.

Auf diese Weise ist die fundamentalste arithmetische Operation, die
Addition der Eins, in geometrische Form gebracht. Die p-te y-Linie
A B, und die 2-Diagonale 4,I mdgen sich im Punkte X, 1, die p-te »-Li-
nie B4, und die y-Diagonale B, I im Punkte 'Y, treifen: es schneiden
sich dann die Koordinatenlinien BX,;; und A Y, in einem Punkte I,
der Hauptdiagonale, dem vierten harmonischen zu I,_, inbezug auf I, und I,
und es schneiden diese Koordinatenlinien auf den Axen die Punkte 4,4, bzw.

) Vgl F. Klein, Math. Ann,, Bd. 37. F. Lindemann, Vorlesungen iiber Geo-
metrie, Bd. 11, 1.

% Vgl. M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie.
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die By.4 aus, als vierten harmonischen zu 4, ; inbezug auf 4, und 4 bzw.
zu B, inbezug auf B, u. B. Das gesamte, d. h. beliebig weit zu fithrende
positiv ganzzahlige ebene Gitter, das Hauptnetz aus den Koordinatenlinien
B4, AB, ist somit festgelegt. Der m-ten a-Linie B4, konnen wir jetzt

7 /.- N Jo e
0 A /Z *’g 4 Af A
Fig. 1. 7

die Gleichung x==m, der n-ten y-Linie 4B, — die Gleichung y=n zu-
ordnen; ebenso ordnen wir dem Schnittpunkte dieser beiden Linien die
Koordinaten m, » zu. Man sieht, dass bei diesen genetischen De-
finitionen weder metrische noch sonstige Grossenbegriffe (Langen, Doppel-
verhiltnisse etc.) irgendeine Rolle spielen; die ganzen positiven Zahlen be-
deuten hier, wie im klassischen Aufbau der Arithmetik, zundchst Ordnungs—
(Ordinal), nicht Grossen — (Kardinal)-begriffe.
Auf der Hauntdiagonale haben wir jetzt eine Punktreihe

0(=1), I, L... I, I, Iji... I(=Ld)

von der Art, dass jeder bezeichnete Punkt der vierte harmonische zum letzten
() inbezug anf die beiden benachbarten ist; jede Punktreihe dieser Art mége
eine harmonische Skala heissen.

Die Projektion einer harmonischen Skala von irgendeinem &usseren
Punkte auf irgendeine jemen Punkt nicht enthaltende Gerade liefert wieder
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eine ebensolche Skala. Auf jeder Koordinatenlinie liefern daher die Punkte
mit den zweiten Koordinaten p —1, p, p 41, co ein harmonisches Quadru-
pel. Die Koordinaten der Punkte (p, p) der Hauptdiagonale O vorlaufig
ist hierbei nur von den Punkten unseres positiv-ganzzahligen Netzes die
Rede — erfiillen offenbar die Gleichung @ =y, die Punkte (p+1, p) der
a-Diagonale 4,7 die Gleichung z =1y -+1; wie aus dem obigen hervorgeht,
wird nun die zweite z-Diagonale 14, als vierter harmonischer Strahl zy 70
inbezug auf 4, und I4 alle Punkte mit den Koordinaten p+2, p ent-
halten, man wird daher dieser zweiten z-Diagonale die Gleichung 2=y 42
zuordnen miissen, und ebenso erfiillen die Koordinaten der Punkte der ersten
y-Diagonale I.B, die Gleichung y ==& -~ 1, diejenigen der zweiten y-Dia-
gonale I B, — die Gleichung y =2 --2. Auch hier ist der Schritt von n
zu n- 1 allgemein méglich, es entsprechen also der ¢-ten x-Diagonale I 4;
bzw. der k-ten y-Diagonale I B, die Gleichungen r=y-+1i bzw. y=z-F,
und es diirfen diese Gleichungen anstelle der Geraden selbst in die Betrach-
tung gezogen werden, solange unter # und y zunichst positiv ganzzahlige
Werte verstanden werden.

Wir verlegen jetzt den Einheitspunkt von I, nad I,, also nach einem
anderen Skalenpunkte der Hauptdiagonale, ohne weitere Anderung der son-
stigen fundamentalen Elemente (Nullpunkt, Axen und Grenzgerade). Anstelle
der ersten Koordinatenlinien treten dann die Geraden r=p, y=p, an-
stelle der beiden ersten Axendiagonalen die entsprechend weiteren z=y--p,
y=wx-+p. Konstruiert man nun in gleicher Weise wie urspriinglich ein
newes Hauptnetz, wobei man sich bestdndig ebenso an die Figur wie an die
gewonnenen Gleichungen halten kann, so erscheint dieses Hauptnetz gewis-
sermassen als p-fache Vergrésserung des urspriinglichen, indem sich alle
Punkte mit durch p teilbaren Koordinaten, und nur diese, in das neue Netz
einordnen. Es folgt daraus, dass die Punktreihe

O(EIO): IJ‘) I2p--- Llp,v--, I(EI:Q)

eine harmonische Skala liefert, ebenso wie deren Projektionen auf beide Axen:
0... dyp... 4 bzw. O... Byy... B; ferner, dass auf jeden Koordinatenlinie
iberhaupt die Punkte mit den ergdnzenden Koordinaten 0, p, 2p... np..., oo
eine solche Skala ergeben.

Man wihle nun irgendeinen Punkt (¢, k) des urspriinglichen Netzes
als neuen Nullpunkt, den ihm auf der zugehdrigen Diagonale (z--k=y 1)
nichstiolgenden Punkt (541, k1) als neuen Eindeitspunkt, wahrend die
Grenzgerade mit ihren Axenpunkten 4, B unverdndert bleiben moge. Bei
dieser projektiven Verschiebung #ndert sich das Hauptnetz nur inso-
fern, als die Punkte mit den Koordinaten 4’ < 4 bzw. K<k zum Fortfall
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kommen — allerdings konnen sie dann als harmonische Elemente zu de.n ge-
gebenen auch riickwarts konstruiert werden. Da im neuen Netz die gleichen
Betrachtungen wie vorhin angestellt werden kdnnen, so ersieht man, dass auf
jeder Koordinatenlinie die Punkte mit den ergdnzenden Koordinaten

p, p+q, Pt+2¢..4 P+ NG ..., N

eine harmonische Skala liefern.

Wir greifen irgend einen Netzpunkt auf der z-Axe heraus (p, 0) und
suchen zu der zugehorigen Diagonale x =y - p den vierten harmonischen
Strahl inbezug auf die x-Axe {y =0) und die zugehdrige x-Linie (x = p).
Aui irgendeiner y-Linie (y =¢) schneiden diese drei Strahlen die Punkte
mit den a-Koordinaten p--¢, oc, p aus, und nach dem soeben bewiesenen
hat dann der gesuchte vierte harmonische Punkt die z-Koordinate p — ¢q.
Auf dem gesuchten Strahl liegen also sdmtliche Netzpunkte mit den Koordi-
naten p—gq, g, die somit allgemein der Gleichung

r=y=7p
geniigen. Letztere Gleichung kénnen wir daher direkt als die des betrachte-
ten Strahles, der p-ten Nebendiagonale, ansehen.

In der Konstruktion des Hauptnetzes sind wir vom Fundamentaldreieck
04 B und dem Einheitspunkte I, ausgegangen; dabei kamen die Netzpunkte
(p, p) der Hauptdiagonale als Schnitte der entsprechenden Koordinatenli-
nien zum Vorschein. Es sei jetzt (i, I) irgendein Netzpunkt, dessen Koor-
dinaten zunichst als teilerfremd vorausgesetzt seien, und der als neuer Ein-
heitspunkt gewihlt werden moge. Die vergrésserte neue Skala der z-Axe
umfasst die Punkte mit den x-Koordinaten 0, 2, 24..., ni.., oo; die Pun-
kte der entsprechenden Skala der y-Axe haben ebenso die y-Koordinaten
0, % 2k.., nk..., oc und die auf der neuen Hauptdiagonale liegenden
Punkte (0, 0), (7, k) (21, 2k,..., (ni, nk),..., (coi, cok) entsprechen
offenbar der Gleichung

ke=1iy.

Wenn der neue Einheitspunkt nicht teilerfremde Koordinaten besitzt,
sondern etwa (pi, pk) mit dem grossten gemeinschaftlichen Divisor P, so
gehe man wieder vom Punkte (Z, k) aus: die nach dem letzteren gehende
Hauptdiagonale umfasst dann auch den gegebenen Punkt (pi, pk) und die
gewonnene Gleichung ist daher auch fiir diesen Fall richtig. Wenn nun eine
beliebige projektive Verschiebung (v. 0.) des Koordinatensystems vorgenom -
men wird, so lassen sich die gewonnenen Resultate auf das neue System
iibertragen: es ist daher allgemein

Ex—p)=ily—q)
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die Gleichung einer Geraden, die von einem Punkte (p, ¢) nach einem an-
deren (p--i, ¢-+k) gelegt wird, wobei zunichst wieder alle gegebenen
Grossen positive ganze Zahlen bedeuten miissen.

Nun mégen zwei beliebige Netzpunkte gegeben werden. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir, indem wir das System entspre-
chend verschieben, annehmen, dass der eine dieser Punkte sich auf der z-Axe
befindet: es sei dies etwa der Punkt (p, 0); der zweite Punkt habe dann die
Lage (r, k). Ist r=p, so ist offenbar 2 =p die Gleichung der verbin-
denden Geraden; ist # > p, so hat man es mit dem vorhin erledigten Fall zu
tun. Es sei daher r =p — ¢ vorausgesetzt: 0 < ¢ < p; wir betrachten da-
neben den Punkt (p -4, k) und die Verbindungsgerade des letzteren mit
(p, 0), d. h. die Gerade

kz—p)=1iy.

Zu dieser Geraden suchen wir den vierten harmonischen Strahl inbezug
auf die z-Axe (y=yp) und die festgelegte x-Linie (x=1p). Jede Koordi-
natenlinie y =nk wird von den drei betrachteten Geraden in den Punkten
mit den wx-Koordinaten p 4 n¢, co, p geschnitten, zu denen der vierte har-
monische (v.o0.) der Punkt (p —né, nk) ist. Die Gesamtheit der so ge-
wonnenen Punkte liefert fiir den gesuchten Strahl, der auch die gegebenen
Punkte (p, 0), (p — ¢, k) enthilt, die Gleichung

E(p—x)=1y.

Auch hier kann man zuerst 7 und % als teilerfremd voraussetzen und
dann zum allgemeinen Fall tibergehen, um zu zeigen, dass tatsichlich samt-
liche Netzpunkte der gesuchten Geraden durch die gewonnene Gleichung
wiedergegeben werden. Kehrt man zum urspriinglichen System zuriick, so

sieht man, dass die Verbindungsgerade zweier Punkte (p, q), (p—%, ¢-}k)
gegeben ist durch die Gleichung

E(p—o)y=1i(y—q).

Man schliesst jetzt leicht, dass in allen moglichen Fillen die Gleichung
einer geraden Linie des Hauptnetzes in den Koordinaten dieses Netzes
linear ausfillt.

§ 2. Das rationale ebene [letz.

Wir verbinden den Nullpunkt mit dem Punkte (n, 1) des positivganz-
zahligen Netzes und erhalten so die Gerade ny ==; auf dieser Geraden
liefern die Koordinatenlinien =0, 1..., p..., oo eine harmonische Skala,
die wir dann vom Grenzpunkte 4 der X-Axe auf die Hauptdiagonale y ==z
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projizieren wollen. Es entsteht so auf dieser Hauptdiagonale — und durch
Projektion von A und B aus auch auf den beiden Axen — eine neue harmo-
nische Skala von der Beschaffenheit, dass jedes Intervall p... p-}1 der
urspriinglichen Hauptskala n Intervalle jener neuen umfasst; fiir jedes n ist
iiberdies diese Skala eindeutig bestimmt. Bezeichnen wir die positiv ganz-
zahligen Koordinaten fnbezug auf die neue Skala mit (5, %), so ist nun die
Ritckkehr zum urspriinglichen System zu bewerkstelligen durch die Formeln
PP

T

In den Koordinaten des neuen, gewissermassen n-fach verdichteten, Haupt-
nefzes wird die Gleichung einer jeden Geraden dieses Netzes nach dem
Vorangegangenen linear; man erhilt Gleichungen von den drei Typen:

in=k& il —@=kE—p); q—@=k(p—¥.

In den urspriinglichen Koordinaten ist €= naz, 1=ny zu setzen, und
die betrachteten Gleichungen bleiben demnach in allen Fallen wieder linear.
Da aber fiir die Teilungszah! n jede beliebige positive ganze Zahl genommen
werden kann, so ist damit erstens das positiv-rationale ebene Netz defi-
niert, zweitens die Linearitit der Gleichung einer jeden Geraden auch in die-
sem erweiterten Netz gesichert.

Es bleibt nur noch {ibrig, die fiir uns zunichst ideal gebliebenen, viel-
leicht aber existenten Punkte ausserhalb des gewidhlten Fundamentaldreiecks
zu beriicksichtigen. Man kann mit Hilfe der gewonnenen positiven Koordi-
naten diese idealen Punkte direkt definieren (Klein); man kann aber
auch, von der geometrischen Tatsache ausgehend, dass ideale Punkte sich in
projektiver Hinsicht genau wie reale verhalten (Pasch), die Frage nach der
Existenz jener Punkte génzlich ausschalten und die weiteren Betrachtungen
so fithren, als ergiben alle vorzunehmenden Konstruktionen wirklich existente
Punkte: wir werden uns an dlese letztere einfachste Auffassung halten. Es
wird nun geniigen, die negativen Koordinaten fiir das ganzzahlige Haupt-
netz zu definieren, da das rationale Netz durch die Moglichkeit beliebig weit-
gehender Verdichtung desselben damit ebenfalls erledigt sein wird.

Wir haben neben den Koordinatenlinien des Hauptnetzes an erster Stelle
das ganzzahlige Biischel der Diagonalen

r=y-tn, y=x-+n; n=0, 1..,p...,
gewonnen. Jede Koordinatenlinie wird von diesem Biischel in einer harmo-
nischen Skala geschnitten: dies wird sich also nicht #ndern, wenn die Strah-
len des Biischels aus dem Fundamentaldreieck beliebig weit heraustreten.
Damit ist die Moglichkeit gegeben, die Punkte mit den Koordinaten —n auf
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einer Axe durch die Schnitte mit den entsprechenden Diagonalen an der an-
deren Axe zu definieren; der Punkt (—n, 0) ist demnach z. B. gegeben als
Schnitt der beiden Geraden
y=0, y=xz-+n.

Da auf diese Weise jede Axenskala, ohne ihren Charakter zu dndern, nur
rickwdrts verlangert wird, eine nun mégliche riickwirtige projektive Ver-
schiebung des Koordinatensystems, aber in jedem Falle der Einzelbetrachtung
alle benétigten Koordinaten zu positiven gestalten ldsst, so bleibt unser
Hauptresultat, das die Linearitit der Gleichung der Geraden festlegt, von der
Einfiihrung auch negativer Koordinaten unbertihrt, w. z. b. w.

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, hierbei zu erwahnen, dass alle voran-
gegangenen Uberlegungen und Konstruktionen mit ganz unwesentlichen
(durch die Idealit4t der Grenzpunkte bedingten) Anderungen auch dann aus-
gefithrt werden kénnen, wenn fiir das fundamentale Viereck 04 BT ein
Euklidisches Quadrat genommen wird. Das gewonnene System ist
dann mit dem zugehdrigen rechtwinkligen Cartesischen identisch, wahrend
das hier durchgefithrte System natiirlich auch als Zentralprojektion eines sol-
chen Cartesichen aufgefasst werden kann.

§ 3. Das allgemeine raumliche Metz.

Der Ubergang zum Irrationalen erfolgt entweder durch axiomatische
Festlegung der eindeutigen Existenz von Grenzpunkten zu allen konvergen-
ten Prozessen im Bereiche der rationalen Zahlen (Klein), oder in der Fest-
legung der Existenz schlechtweg in Verbindung mit dem — hier projektiv
verallgemeinerten — Archimedischen Prinzip (Hilb ert). Man kann auch
die Gesamtheit aller Punkte, die fiir einen solche im gewohnlichen Sinne des
Wortes konvergenten Prozess als Grenzen in Betracht kommen konnen und
i a. einen Nicht-Achimedischen Bereich bilden, als einen einzigen existenten
s Vollpunkt* auffassen. .In allen diesen Fallen wird nicht nur die Linearitat
der Gleichung der Geraden, sondern auch die Gitltigkeit des Fundamental-
satzes der projektiven Geometrie eine notwendige Folge der gegebenen Axio-
me und Definitionen sein.

Der Ubergang zum Raume vollzieht sich endlich in der Weise, dass eine
beliebige raumlich gegebene Gerade von zwei Ecken eines festen Fundamen-
taltetraeders aus auf die gegeniiberliegenden Koordinatenebenen projiziert
wird, worauf sie in diesen Ebenen zwei lineare Gleichungen erhilt. Aus der
Linearitat der Geraden—folgt dann leicht diejenige der Ebenen-gleichung.

ROMUALD WITWINSKI

Sur le probléme de Ribaucour.

8] Zagagnieniu Ribaucoura.

L. Ribaucour proposa la question suivante: Etant donnée une
surface du second degré et un plan quelconque, trouver, sur
cette surface, un réseau conjugué se projetant, sur le plan
donné, suivant un réseaun orthogonal ¥

Une solution de cette question fut publiée dans les Nouvelles An-
nales de 1872 (p. 177 et suiv.). Le plan donné étant pris pour plan hori-
zontal Oxy, soit

7= f(ma y)
I"équation, par rapport & des axes rectangulaires Ozyz (Oz étant vertical),
de la surface donmée (S); soient p, g, 7, s, £ les dérivées partielles des
deux premiers ordres de la cote #, par rapport 4 = et & y; le réseau de-
mandé (') a pour équation

de  dy.

dp— dq’

il se projette, par suite, horizontalement, suivant les courbes intégrales de
1" équation difiérentielle du premier ordre

dz] Vs dz

{d y)'_l r—1 d?/_1 = 0.

Pour une quadrique 2 centre, cetie équation différentielle n’est autre
que celle des coniques homofocales; de méme, pour un paraboloide, I équa-

!} Nouvelles Annales de Mathématiques 1869, p. 563, n* 975.
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