STEFAN MAZURKIEWICZ.
O pierwszej pochodnej uogdlnionej.

Sur la dérivée premiére généralisée.

Nazywamy jak wiadomo pierwszg pochodng uogdlniona ! granice.

flen)—f@—h)
11,133» 20 - : M

Oznaczmy te granice przez i/ ().
Zadaniem noty niniejszej jest udowodnienie nast¢pujacego twierdzenia:
Funkcya ciagta w przedziale (¢, 0) i majaca w kazdym
punkcie wewnetrznym tego przedzialu pierwsza uogélniong
pochodng réwng zeru, jest w uwazanym przedziale stata.
[nnemi stowy — jedynemi ciagtemi catkami réwnania:
fol (2)=0 a<r<b ©)
sq funkcye f (x) = constans.
Dowdd. Potézmy:
(D) — F ()
L) = fm [EEN=IE) @

n=0 | ‘

przyczem oczywiscie moze byc:
L(x)=-+oc. 4)
Niech bedzie & dowolna liczbg dodatniq. Oznaczmy przez 4, zbidér punktow

w ktérych:
L(z) > ®)

P. np. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques, p. 5.

Prace mat-fiz., 1. XXVIIJ,
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przez B; — zbiér 4, - 4y, to znaczy zbiér punktéw nalezagcych do 4,,
oraz ich punktéw skupienia. Zbiér By jest domkniety.
Udowodnimy przedewszystkiem, ze bedzie on n igdziegesty.
Przedzial J nazywaé bedziemy przyporzadkowanym liczhie

dodatniej &, jezeli istnieje taka liczba &, dla ktorej:
O<|n|<k (6)

'7"(5'3-i-h)2~h7”(93—h)‘>l

oraz:

@

jezeli tylko punkt x nalezy do przedziatu J.

Przypusémy, ze B, nie jest zbiorem nigdziegestym, ale zawiera prze-
dzialy, — powiadam, ze skoro % >0 zostato dane, wéwczas kazdy przedziat J
zawarty w B, — zawiera podprzedziat przyporzadkowany liczbie 7.

Istotnie, wewnatrz J znajduje sig napewno taki punkt 2, ktéry nalezy
do 4, a wiec taki, dla ktérego

L (@) > (8)
Mozna wskutek tego znales¢ takie g, dla ktérego:
0<lg | =k, @
f($1+gg1)“f(@ﬁj>“ (10)
1 |
Potézmy: '
Ty == Z + gl ’
(11
By = %i .
Bedzie wtedy:
V @y 4 By) — (s — 1))
f@+ 1)2]1, I (s N >\, 12)
1

Poniewaz z; lezy wewnatrz J, wiec, jezeli tylko g, jest dostatecznie
mate, punkt «, bedzie réwniez potozony wewnatrz J. Wobec tego wiec,

ze funkcya
f@E+h)—f@—h
2h

jest, przy stalem 2 funkcya ciggly zmiennej x, mozna znalesc e tak ma-
te, ze:
a) przedziat (z, —e, z, 4-¢) bedzie zawarty wewnatrz J;

icm®
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b) Dla kazdego punktu tego przedziatu, bedzie jeszcze zachodzita nie-
rowno$é (12); to znaczy, bedzie:

Tt —r@—)|_,

| r,—e< X< Ty, (18)
| 2h, |

jezeli

Poniewaz oczywiscie
0<ih <k, (14)

wiec przedziat (z, — =, 2. =) jest przedzialem o wtasnosciach zgdanych
a mianowicie jest zawarty w J i przyporzqdkowany liczbie .

Mozemy teraz utworzy¢ cigg przedziatéw §{J.{, utworzonych w naste-
pujacy sposob:

J, — jest dowolnym przedzialem zawartym w B, ;

Jup1 — jest dowolnym przedziatem zawartym w J, i przyporzadkowa-

nym liczbie L (n=0, 1, 2...); przedzial taki na zasadzie rozwazan

n-+1
poprzednich istnieje dla kazdego n.
Wiadomo, Ze wszystkie przedzialy ciagu {J,} majq conajmniej jeden
punkt wspdlny x,". Wobec okreslenia tych przedziatéw bedzie dla kazdego
naturalnego n istniata liczba h., spelniajaca warunki:

o 1
0<ihnf<—, (18)
;f(:ro—l_hﬂ)g_]: f(;lln—h,;)% > (16)
! " |
Z warunku (15) wynika:
lim %,=0, 17
z warunku za$ (16) wynika: "
£ (2 P — !
IT_rE [f(-zfo +hn)2h f (2 — ) =\ (18)

wobec wigc zwigzku (17) bedzie:

o = — — )|

iim | @+ 1) — [ (xy— 1) =2, (19)
h=0 | 2n

co jest oczywiscie sprzeczne z zatozeniem, ze warunek (2) ma by¢ spelniony

dla punktu z,.

) Schoenflies-Hahn, Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen
I p. 253—254.
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Niech teraz bedg z,, x, dwa dowolne punkty naszego przedziatu, nie
nalezace do B,. Oznaczmy przez (), tg czedé zbioru By, ktdralezy w prze-
dziale (z,, @,). Udowodnimy przedewszystkiem, ze istnieje skonczona liczba
przedziatéw | (2., @) —7%k =1, 2... n — o wlasnoSciach nastepujacych:

1) przedzialy (o., B.) — leza wewnatrz (z;, %,), przyczem kofice ich
nie nalezag do B;;

2) przedziaty («., B,) lezg nazewnatrz siebie, przyczem oczywiscie za-
tozy¢ mozemy, ze jest:

o, < B < Oy E=1,2... n—1;

3) zbiér O, jest calkowicie zawarty wewnatrz tych przedziatéw;

4) zachodzi nieréwnosé:

1 /‘(131) - f (“-/.) = (BL - “7:)- (20)

Jezeli y jest punktem dowolnym zbioru Cy, wéwczas przez G (y)
oznaczymy czes¢ tego zbioru, zawartg w przedziale:

n<r=y.

Mozemy teraz wszystkie punkty zbioru G, podzieli¢ na dwie kategorye:
M i 6® wedlug zasady nastepujgcej:

y nalezy do G\, jezeli istnieje ciag przedzialéw [u,, f}, k=1, 2.0,
spetniajacych warunki 1), 2), 4), oraz warunek:

3a) zbior G, (y) jest catkowicic zawarty wewnatrz tych przedzialow;
w przeciwnym razie zaliczamy y do O\®.

Udowodnimy teraz, ze:
O =0. (20)

Zauwazymy przedewszystkiem, ze jezeli:
W <Y,
9, nalezy do (h
wowczas:
¥, nalezy do Gy,
co z tatwoscia wynika ze zwigzku:
Oy < G (ys)- en

Gdyby zwiazek (20) nie zachodzit, wéwczas musiataby zachodzi¢ jedna z na-
stgpujacych alternatyw:

@) O nie posiada najmniejszego elementu, — a wiec zbisr G, po-
siada najwigkszy element: y,,
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%) O posiada najmniejszy element y,.

Pierwsza alternatywa prowadzi natychmiast do sprzecznoscei. Istnieje
mianowicie wtedy ciag przedziatéw o wiasnosciach 1), 2), 4, wewnatrz kt6-
rych lezy C,(y,), a zatem O, (y +h), o ile y-1 nalezy do Gy, a I jest
dostatecznie mate. Tym sposobem y, nie moze by¢ punktem skupienia
punktéw zbioru C.%; ten ostatni zbiér musi by¢ domkniety zawiera zatem
element najmniejszy, — w sprzecznosci z zaloZeniem.

Rozpatrzmy teraz drugg alternatywe. Mogg by¢ trzy mozliwosci:

Popierwsze: G0 posiada element najwiekszy y,. Istnieje wtedy
ciag preedzialow ju,, B.{ z=1, 2... n, o wlasnosciach 1), 2), 4) — we-
wngtrz ktérych lezy % (y.); 1, nie moze leze¢ wewnatrz tych przedzialéw,
w przeciwnym bowiem razie nalezaloby do C,®.

Jest zatem:
t‘an < Yi- (21)

Na mocy zatozenia (2) istnieje liczba ¢ > 0, speiniajaca warunki na-
stepujace:

<Yy s <&y — Yy (22)
ra | — Fl— 1)
7(!/1T/h){7hf(!/1 h) < )\) (23)
jezeli
[ni<3.

Z pomiedzy liczb dodatnich & niewiekszych od & wybra¢ mozna taks,
aby punkty y; — %, y;, -~% — nie nalezaly do B,; wynika to stgd, ze ten
ostaini zbidr jest nigdziegesty.

Ciag przedziatow:

w

12, Bily dopfat. .. £ ﬁn()-§y1_h1v y1+h;

spelnia warunki (1), (2), (4) i zawiera zbiér G, (), a zatem 9, nalezy do
(B, wbrew zalozeniu.

Podrugie: ¢,'Y— nie zawiera zadnego elementu. Dochodzimy wtedy
qo sprzecznosci, rozumujac zupetnie taksamo, jak w przypadku poprzedza-
jacym.

Potrzecie: GM==0, ale nie zawiera ostatniego elementu. Mozna
wtedy znales¢ liczbg & > 0, taka, ze:

Fy+n—Fyp—h
]‘ “"QT-“—E > 2, 24
jezeli )

O<n<ad.
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Poniewaz przytem y, musi by¢ punktem skupienia (oczywiscie lewo-
stronnym) zbioru W, wiec istnieje punkt y,, nalezacy do tego zbioru
i lezacy w przedziale (y; —9, ¥).

Mozna znales¢ zatem cigg przedziatéw:

(G“ ‘31)’ ey (ana ﬁn)

spetniajacy warunki 1), 2), 4) i obejmujacy zbiér O, (y,), przyczem bedzie,

jak poprzednio:
Bu < 27/1 v (25)

Oznaczmy przez y, najmniejsza liczbg zbioru G, zawartg w przedziale
(Bu, v,). Poniewaz punkty a,, B, nie naleza do (,, wigc:

Po <¥s <t (26)

Ponie‘waz zbiér I jest nigdzieggsty, wiec istnieje liczba h, spetniajgca nie-
réwnosci:

Y=Y <h<y1—B; h<z—u @n

i taka, ze punkty y, — R, y, -+ nie naleza do B, .
Ciag przedziatow:

i(a'ﬁ p‘ﬁ)gv K=1, 2"' m, (yl_h7 y1+h) (28)

zawiera (, (y,) i speia warunki 1), 2), 4). Tym sposobem y, nalezeé
musi do (4, whrew zatozeniu. Udowodniwszy tedy, ze zachodzié musi
zwigzek (20), a wigc, ze istnieje zawsze ciag przedzialow spelniajacych wa-
runki 1) —4).

W kazdym przedziatéw: (2, e;), (Byy o) .-. (Buet, o) (Bs, %2) jest
L (z) <\, skad wynika V)

@) —7 ()] =d (e —2)
[FE)— 7 @) | X (G — )y, 2=2,3...0— 1 (29)
@) — 7 @) =@ —B),
z warunku zas (4) wynika:
FE)—F@) =hE—a) »=11...n. (30)

Sumujac nierdwnodci (29) i (30), otrzymamy:

1) Por. Lebesgue, Lecons sur !intégration p. 70.
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@) —fla) =r(@—m) =2 0—a). 31)
Poniewaz : jest dowolng liczbg dodatnig, wigc:

[F () — [ (x) =0, (32)
a zatem:
f (x) = constans
¢ b.d.o.

Warszawa 4/1 1916.

RESUME.

Je démontre dans cette note le résultat suivant:
Une fonction f(x) continue dans l'intervalle (a, b) et remplissant la
condition:

fim LEEN—T@=D_o py
h=0 n

se réduit dans cet intervalle & une constante.
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