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multiplicités dont la somme surpasse PPordre d’'une courbe

rationnelle du faisceau correspondant au faisceau de droites.

Je considére, dans ce qui précéde, une surface rationnelle comme com-
plétement donnée lorsque I’on connait une de ses représentations planes.

Comme cas particulier, je déduis le théoréme de M. Koenigs", que
j"énonce comme ceci:

I Siune surface algébrique contient deux faisceaux
de coniques, cette surface est rationnelle et c’est la surface
de Veronese, de S,, ou la surface d’ordre 8, & sections hyper-
planes elliptiques, représentant lesystéme des quartiques
planes & deux points doubles, ou I'une des projections de
ces deux surfaces.

Je déduis enfin le théoréme:

M. Si une surface algébrique contient un faisceau de
coniques et un faisceau de cubiques rationnelles, elle est
rationnelle et c’est une surface d'ordre 12, de S,;, & sections
hyperplanes de genre 2, ou une surface dordre 11, de S0,
a sections de genre 2, ou une surface d’ordre 8, de Ss, 4 sec-
tions elliptiques (représentant le systéme des courbes planes
du troisiéme ordre ayant un point-base), ou une réglée cu-
bique de §,, ou une quadrique, ou une projection de une de
ces surfaces.

') Détermination de toutes les surfaces plusieurs fois engendrées
pardes coniques. Annales de I’Ecole Normale sup., 3-¢ s., t. v, p. 177.
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J. RUDNICKI.

Badanie pewnego szczegolnego typu wzrastania funkeyl.

Sur un mode de croissance différent de la croissance exponentielle.

WSTEP.

W dziele pod tytutem ,Théorie de la croissance® E. Borel zajmuje sig
badaniem zasadniczych typow funkcyj rosngcych i wprowadza nastgpnie
pewne symbole dla oznaczenia odpowiedniego rzedu wzrastania. Takie-
mi funkcyami typowemi sg funkcye ax71ie*; rzad wzrastania funkcyj a*
oznacza Borel przez n, funkcyi za$ e* przez w. Rzgqd wzrastania funkcyi

e" — oznacza sie wtedy symbolem w?, funkcyi symbolem ¢ — symbolem
w? it.d. Otrzymujemy w ten sposéb przeliczalny cigg funkcyi, ktdérych
wzrastanie jest coraz szybsze i ktérym odpowiadajg symbole rzgdowe

w, w wh..., wr,....

Nastepnie, z twierdzenia P. du Bois-Reymonda, wyprowadza Bo-
rel wniosek, iz muszg istnie¢ funkcye, ktore wzrastajg szybciej, anizeli fun-
kcye o rzedzie wzrastania w®, jakkolwiek wielkie byloby 7.

»Funkcye te ¥ — powiada Borel—pozostang poza ramami naszego ba-
dania.... Funkcye te ograniczajg pole naszych badan tak, jak w naukach,
opartych na spostrzezeniach, doswiadczenie ogranicza sig obecnie do zjawisk
dostrzegalnych przy pomocy mikroskopu z jednej, teleskopu z drugiej stro-
ny... Ograniczenie naszego pola badan polega¢ bedzie na tem, iz rozpa-
trywac bedziemy tylko te funkcye, ktérych rzgd wzrastania jest mniejszy od
w", gdzie n oznacza liczbe catkowity skoniczong®.

) E. Borel, ,Lecons sur la théorie de la croissance“ str. 25,

Prace mat.-fiz.,, t. XXVIII,
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Przedmiotem niniejszej pracy jest wiasnie zbadanie pewnej funkeyi cat-
kowitej E (%), kt6rej rzad wzrastania przewyzsza kazde w". Funkcyg te be-
dziemy mogli przyjaé przy badaniu rzedu wzrastania jako zasadnicza na réw-
ni z funkcyami a" ie® i okredli¢ w ten spos6b odmienny typ wzrastania.
Oznaczymy rzad wzrastania funkcyl E(z) symbolem . Przy pomocy
funkcyi E (z) bedziemy mogli utworzy¢ funkeye, ktérych rzad wzrastania
wyraza sig symbolami w@, Qw, 2%, @, it.p.

Zbada¢ wzrastanie funkcyi f(2), to znaczy poréwnad jej wzrastanie
z wzrastaniem jednej z funkeyj (typowych) z*, e*. Lecz sa funkcye, kidre sie
z pod takiego ujecia usuwaja. Jedli to ma miejsce, .to zjawia sig koniecz-
nos$é— pisze Borel" — zwrdcenia sig do nowych funkcyj rosnacych. Chcieé
rozszerzy¢ teorye wzrastania bez uprzedniego zbadania natury tych nowych
funkcyj.. jest to to samo, co chcie¢ zmierzyé pewny wielkos¢ zapomocs jed-
nostki z nig niejednorodnej; jest to, oczywiscie, rzecz niemozliwa®. Zadanie
polega wiec na tem, by zapomocg prostych réwnan rézniczkowych lub
funkcyjnych okresli¢ funkcye catkowita o wzrastaniu odmiennego typu.
,Okregliwszy jakakolwiek nowa funkcye catkowits, pisze Borel, przede-
wszystkiem nalezy zbadaé, czy wzrastanie tej funkcyi nalezy do typu zna-
nego, czy tez nie. Odpowiedz na to pytanie bedzie najczesciej twierdzaca
W przeciwnym razie otrzymamy typ wzrastania nowy, nastreczajacy sig
w sposéb naturalny. Te typy wzrastania nalezaloby zbada¢ obok typu e”;
gdy to zrobimy, nie bedziemy mogli nadal twierdzi¢, iz jedynie tylko typ
wzrastania funkcyi wyktadniczej posiada znaczenie w Matematyce; pomimo
to typ ten pozostanie najwazniejszym".

W cytowanym ustepie Borel zupetnie stusznie ktadzie nacisk na te
okolicznosd, iz funkcya, majaca by¢ typem wzrastania, powinna by¢ okreslona
w spos6b najbardziej naturalny. Zwré¢my uwage na to, iz okreslenie funkcyi
y=axz dla z catkowitego sprowadza si¢ do dodawania x sktadnikéw, z kto-
rych kazdy réwna sie @, okre$lenie za$ funkcyi y = @ dla « catkowitego
sprowadza si¢ do iloczynu @ czynnikéw réwnych a. Pierwszg funkcyg ozna-
czymy przez y; (z), drugg przez i, (x); funkcye te spetniajg réwnania fun-

kcyjne:
HnEt+D=y@+a
Yo @+1D)=a.y ().

W sposéb naturalny, jako dalszy cigg tego samego procesu, nastrecza sig
myél zbadania funkeyi i, (2), okre§lonej przez réwnanie funkcyjne:

7%

% @+ 1) =a

) sLegons sur les fonctions entidres®, note II, str. 116.
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Dla dalszych rachunkéw dogodne bedzie wprowadzenie innej zmiennej za-
pomoca podstawienia

@r= ,i log €,
skad: ‘
=¥ =02,
gdzie
o == @7
Wiedy:
et = gr e =7 £
1 :
z4+1= ; log (5 . ),
 ioghy
Y1) =7 H log (¢ . e)} = F). (1)
Potézmy:
(log £ | e
1[5 s,
Funkecya f(8) na zasadzie réwnania (1') spetnia réwnanie funkcyjne
fag) =enr@, ')

gdzie
m=1loga.

1. Roéwnanie fonkcpjne f(ax)=emf. Niech f(x) bedzie funkcya
dowolng, spetniajaca réwnanie funkeyjne (1). W takim razie i funkcya f (=),
gdzie I jest liczbg dowolna, bedzie spelniata réwnanie (1).

2. Zbadajmy, czy mozna okresli¢ kolejno wyrazy szeregu potegowego
w ten sposob, by formalnie uczyni¢ zado$é réwnaniu (1). Na zasadzie n° |
mozemy przyjaé, iz szereg potegowy ma postaé

dy+a+dox® - dy® ... fdyar ... (2)

Podstawiajac w réwnanie (1) i poréwnywujac obie strony, otrzymamy przede-
wszystkiem:

dy = em%
nastepnie
. oL="m do .
Z tych dwdch zaleznosci wynika:
dy=e*, m=oae".

3. Wnioskujemy stad bezposrednio, iz:
1) Gdy m jest dane, to = nie moze by¢ liczba dowolna.
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. 1 . ‘2
2) Liczba m nie moze by¢ wigksza od - (o ile « ma wartos¢ rze-
czywista).
Zaleznosé pomiedzy m i o mozZemy unaoczni¢ za pomocg wykresu.

Gdy m < 0, jest jedna tylko warto$¢ na e, przyczem o < 0;
» m=0 , 4 . » » a=0;
., 0<m< Le’ mamy dwie wartoSci na «, z ktérych jedna jest

wieksza od 1, a druga mniejsza od 1;

m = —i~, wtedy o =1;
m > -3;, wtedy niema wcale wartosci odpowiadajgcych na o.

»

St;eécic’ to mozna przy pomocy nastgpujacej tabliczki:

|

m § —oc0 -—r —e 70 — % —~r 00
H 0 — 1
F -0 —r —1 0 Urojone
1l Hoo~ 1

4. Obliczenie dalszuch spétczymikéw. Dla obliczenia nastgpnych spét-
czynnikow rozwiniecia d,, dy, ... postugiwac sig bedziemy zaleznoscig, wy-
nikajaca z réwnania funkcyjnego (1) przez rézniczkowanie logarytmu obu

" stron réwnosci.

Otrzymamy wtedy:

aft (ax) =m («). [ (%) . [ (az),

m (o) =ae ",

gdzie

a przez utozsamienie spétczynnikéw wzor zwrotny nastepujacy:
@+ (= dim=m{nd4- @ —1) adad, ...
+p on—P dp d"_1,+1+ e +2 on—2 dz A1 —I— ar—!, d”} .

Skad:
_m g — . m(a42)
22 (1) T 123 =) (@—1)’
g m® (a® 45024 60 - 6)
4 t71.2.3.4. (aa—l)(az~1)(a-1)
it d.
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Prawo tworzenia sig¢ mianownikéw jest oczywiste; liczniki sg wielomia-

nami. Aby to sprawdzi¢ w przypadku ogdlnym, potézmy:
— mr Uy ’
b= T T ) @2 —1)... (=1 (a—1) @9
Widzimy, iz wielkosci U, okreslone sg przy pomocy wzoréw zwrotnych:
U =nU, 4200 2221y,
nn—1)(n—2) , (@' -1) (0'1—2—1) T
IS U 2% B oy y s
' I H 3
n: ol —
T T == ¥ T@=]) . T 1) U Vet
+ . tn an—2? L Upei + 01T,
[gdzie I (& —1) = (2 — 1) (@1 — 1) (¥ 2 —1) ... (22— 1) (@ — 1)].
II (et —1)

Jesli okazemy, iz j jest wielomianem, to tem

Mgz — I (o1 —1
samem bedzie udowodnione, iz liczniki U, sq wielomianami. W rzeczy sa-
mej, wszystkie pierwiastki mianownika sg zawarte pomiedzy pierwiastkami

licznika. A to dlatego, iz wszystkie liczby % , takie iz 1 <ok, 1<ELD,

zawarte sg pomiegdzy liczbami ksztattu n—?— 7 gdzie 1<B<n+k 1 1D,
z uwzglednieniem wielokrotnosci.

Utwérzmy z p kolejnych liczb nastgpujacy tablice:

E(%)k—l—l, e p

W kazdym wierszu tej tablicy, z wyjatkiem ostatniego, znajduje sie wie-

Utamek nieprzywiediny 2 wchodzi do liczb pierwszej

lokrotna liczby %. i
e

grupy E(%) razy.
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Utwérzmy drugg tablice z nastepujacych po sobie p kolejnych liczb:
n-t1, n-42, n4+3, ..., nt+k
n—l—k—’,—l, n—l—]f—[—? nt+k-+3, ..., n+2k
n+E('I) L1, ..., ntp
W kazdym wierszu tej tablicy, z wyjatkiem moze ostatniego, znajduje
sie wielokrotna liczby k.
Utamek nieprzywiediny - ] powtarza sig¢ wigc §r6d liczb drugiej grupy
E(:Z—) lub E (W)_{_l razy. Poniewaz liczby pierwszej tablicy (grupy) od-

powiadaja pierwiastkom mianownika, a liczby drugiej tablicy,—pierwiastkom
licznika, stad wniosek, ze

@h—DEer—i—1) ... @H—1)
@D =1 .... @—10

jest w rzeczy samej wielomianem,

5. funkcge zwyiszajgce! dla wielomianéw U,(s). Zanim zbadamy
zbieznos¢ szeregu (2), postaramy sie utworzy¢ funkcye zwyzszajace dla wie-
lomianéw U, (e).

Zagadnienie to moze by¢ rozwijzane w rozmaity sposéb; dla naszego
celu najodpowiedniejsze bedzie rozwigzanie nastepujgce:

Upr @)K n! (@14 o 24 4 a2t o 1) (a2 farts ..
doad-1) ... (@t a+ 1) (a+1)
dla 2 > 0; dla « < 0 nalezy zastapi¢ po prawej stronie réwnosci liczbe a
liczbg ja|.
Wzor ten jest prawdziwy dla n =2, 3,...; w rzeczy samej:

U@)=0@+2<2(@+1)
U, () = a8+ 50626 1.2.3 (024 a+1) (2-1) == 6 2341202412 26,

Nalezy jeszcze okaza¢, iz prawdziwosé wzoru (4) dla wskaznika n <k
pociaga za sobg prawdziwo$¢ i dla wskaznika n="F% -+ 1.

*

) Zwyzszajaca = majorante. Termin ten zostal mi zakomunikowany przez prof.
Dicksteina,
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W rzeczy samej, ze wzoru (8) wynika:

Upr () L ! M@ a3 Aot 1)

B @b e D

kil an
Tg+1

o et T o )

I0 (b2 - a3 ol ) I SN

A

4 .,",. H (yltv~ + P B __‘:__ o _I_ 1)

ok—! a1y

=k (2 ok 3 - —roc+l){1+ +5 —f— +,5_1 TP

poniewaz zaktadamy, iz
Ui < — W (@2 a3 L A2 1)
i<k

dla

Otrzymamy ostatecznie:

Uipr () < BT (o1 od2 b - 1),
A wigc wzor (4) jest udowodniony.
6. Zbieinoéc szeregn (2). Przyjmujac pod uwage wzor (3), mozna sze-
reg (2) napisa¢ w postaci:

. ma? m?x? (o 4 2) +
et o) T3 @) a—1)

e

_|,_
®

mr—tgr U, (2)

pl{ar=t—1) (ar—2 — 1)..4(a2~1)(d.—1)+"'

Nalezy zbada¢ zbiezno$¢ tego szeregu.
Wyraz ogélny moze by¢ przedstawiony w sposéb nastgpujacy:
mr— p Uy ()
pHo—1pTH (@t ftw3 L L2 fat1)’
Ograniczymy sie do przypadku, gdy « >0.

Wartos§¢ bezwzgledna wyrazu ogélnego jest mniejsza od wartodci, jakg
otrzymamy, zastgpujac wielomian U, () przez wielomian
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(p—DHHI(er2 o o 1),

na zasadzie (4), t. j.

) mr=1) g2 |
dp? | < Pla—TpT
Lecz szereg
mrigy . [ zm
———<-— jest zbiezny, gdy | —— | < 1,
Ep(a_l)p~1] N gyi(l——l

t.j. dla

FIPgkamtl

o] <=

—11
Wynika stad, iz szereg (2) jest zbiezny, gdy o> 0 i a %1, dlajz | <Lalmll,
— 1/

t. j. wewnatrz kota o promienjiu R= ‘—a“q% .

?. Zbadanie przgpadku szczegdlnego, gdy o > 1. W przypadkuy, gdy

o1
w otocze-

e > 1, ze zbieznosci szeregu (2) wewngtrz kota o promieniu

niu punktu z =0, wynika bezposrednio zbieznosé tego szeregu (2) na calej
ptaszczyinie zmiennej zespolonej. W rzeczy samej, szereg (2) okresla w oto-
czeniu punktu x =0 pewng funkcye analityczng f () zmiennej zespolonej,
ktéra to funkcya speinia réwnanie furkeyjne (1): f(ax) =em7®, Z réwna-
nia funkcyjnego (1) wyczytujemy bezposrednio, ze, jedli funkeya 7 (x) jest
holomorficzna w otoczeniu punktu z =0 wewngtrz kota o promieniu R, to
musi by¢ holomorficzna i wewnatrz kota o promieniu «R. A wiec i szereg
potegowy (2), jedli jest zbiezny wewnatrz kofa o promieniu R, musi by¢
zbiezny i wewnatrz kota o promieniu ek, a wiec i wewnatrz kota o promie-
niv ok, a wigc i wewnatrz kota o promieniu R, *E,..., "R, ... itd.
Poniewaz zakladamy, iz a> 1, szereg (2) musi by¢ zbiezny wewnatrz kota
o dowolnie wielkim promieniu, a funkcya f (x) musi byé funkcya catkowits.

Tak wiec, gdy a>1, funkcya f(x), okreslona przez szereg
potggowy (2) i spelniajaca réwnanie funkcyjne (1), jest fun-
kcya catkowita, ktérg oznacza¢ bedziemy przez 8 ().

8. fTmkcga & (%) w otoczenin wartosci zerowej © =0. Przyjgwszy pod
uwage, iz (dla « > 1) zachodzi nieréwnoscé

me—t| g |p
ldpar | < 1’5’(’—_1)1)—1 )

gdzie d,z? jest wyrazem ogblnym szeregu (2), otrzymamy dla & (z) funkcye
IWyZszajacy
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—1 Rl)
mR , mR me At L
cHEt oy T ey T T pE—1
a—1 1
= + m 10g mR
Ta—1
dla 1
R < w
gdzie Reia.

Tak wiec, uzywajac znakowania Poincarégo dla funkeyi zwyiszaja-
cej, mozemy napisac:
. o—1 _ (a—1) e* ©)
RS e e ey

pomnac, iz m=ae~*, przyczem wzér (5) jest prawdziwy dla

rR<?Z ! es.
Przypusémy teraz, iz e (1)
4 o
W takim razie z wzoru (5) wynika, iz
&(x) < e { 1 +“-}}1 log ;{—T} < e (1 +%) "
o ié’»(m)f<1tae“<1j_ae“ (6"
dla R<(d _apea.

Nieréwnosci (57) i (5”) stosujg sie do obszaru plaszczyzny zmiennej ze-

P a—1 oo .
spolonej wewnatrz kofa o promieniu R = (-7? ) e*. Lecz, dzieki rownaniu

funkcyjnemu, ktdre speinia funkcya & (x), zakres stosowalnosci tych nieréw-
nosci mozemy stopniowo rozszerzac.
W samej rzeczy

et ) jog 1) Tog.
& (aa) = eme ) <z gneh et T 0BT . pa QN 0B

na zasadzie wzoru (57).
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Lecz u
a
log * <——1«- R < (a—1)are,
o—1 o—1 dzi
wiec gazie Re sl
& (d.;lf) < e“‘H ’ H I ‘
. 1 W tym wzorze giéwna rolg odgrywa Iicz’t‘)a n, zwijzana z liczbg R H
lz| < E‘AT e mozemy jeszcze bardziej uwydatnic znaczenie liczby n, usuwajac zupelnie
* . - i s .
A wiec wyraz, zawierajacy  z| bezposredmlo‘ ) .
§(z) < et Postugujemy sie w tym celu nieréwnoscig (5"
dia

la] < ?..:1 patt .
o

Ta ostatnia nieréwno$¢ ma wiec zastosowanie wewngtrz kota o promie-
nig a razy wigkszym niz poprzednio.
Tak samo dalej:

8 (ax) = emE @ £ emeﬂJrl = gue,

dla
o—1
lz| < e
A wiec
@x<emz,
. dla @
< (v —1) e

Ta ostatnia nier6wnos¢ zachodzi wewnatrz kota o promieniu znowu
o. tazy wigkszym niz poprzednio, czyli promieri kota stosowalnosci jest
o* razy wigkszy niz dla nieréwnosci (5"), z ktérej wyszlismy.

9. Rozszerzenie mierdwnosci badanych i wyprowadzenie wzoréw praw-
dziwych glla cate] plaszczyzny zmiennej zespoloneji. Wprowadzmy nastepujgce
oznaczenia:

(L1 (z) — e'm.x’ a2 (z) —_ em-u, (l), . mak(x)’ .

-y g (Z) =e
W takim razie, na mocy réwnania funkcyjnego (1), mamy ogdlnie

&(am2) = 1,18 (2)1].
Albo inacze] () 18 @1

o=afefz))

Stad, na mocy wzory (5), otrzymujemy:

o—1

B

na mocy (5"), o ile

fx 2 — 1) e
< (—"—z)r -

ot o
Niech # oznacza dowolng liczbg w plaszczyznie zmiennej zespolonej i niech
|z = R; oznaczmy przez n liczbg

E !
n:E{log,m}—{—S, 6"
gdzie I (£) jest najwickszq liczbg catkowita mniejszq od ¢, lub samg liczbg &,
jesli ta ostatnia jest catkowita. )
Poniewaz chodzi nam o punkty z zewnatrz kola o promieniu (o —1) e,
gdyz w przeciwnym razie zastosowalibysmy wzory poprzedniego rozdziatw,
mozemy przyjag, iz

R> (o —1)e*.
Ze wzoru (6') wynika, iz
R
n—3 <~ n—2
s (& — 1) e <&
czyli .
_R_ < (1:_)6_ X
o o

A wiec, na mocy wzoru (6) ‘
6 () < a2 ),
czyli ostatecznie:
7
2 44s! ™
gdzie R= =z .

10. Sunkeya catkowita 8 (x) migdzie nie przyjmuje wartosci zerowej. Do-
wodzimy tego przez sprowadzenie do sprzecznosci.
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Przypus¢my, iz w=1m, jest miejscem zerowem funkcyi E (x); wte-
dy E(z) = (z—x,). G (x), gdzie @ (x) jest funkcya catkowita, takq iz
G (x,) == 0. Z drugiej strony na mocy wzoru (2):

1

&(x) = 5{ log & (az) = % log o? (% — x)? G (ax)

=2 £ .
= loge + pon log (# — x,) -+ log G (ax).

Otoz log G (ax) jest funkcyg regularng w otoczeniu punkiu o= x,;
w takim razie &(x)= o log (x — &,) 4 funkcya regularna w otoczeniu

punktu 2 =xz,; punkt =2, bylby punktem osobliwym (logarytmicznym)
dla funkcyi 8 (%), co niema miejsca. Dochodzimy wigc do sprzecznosci, co
dowodzi, iz funkcya 8 (z) nie posiada miejsc zerowych.

fl. Niech M (R) oznacza maximum bezwzglednej wartosci funkeyi
8 (%) na kole o promieniu B. To maximum M (B) ma, oczywiscie, miej-
sce dla punktéw po stronie dodatniej na osi liczb rzeczywistych, poniewaz
wszystkie spétczynniki d, rozwinigcia funkcyi 6 () na szereg potegowy sg
> 0. Z tego powodu zachodzi tez zalezno$é

M(B)=a, { % (%)} .

12. Potézmy, podobnie jak poprzednio,

(x)

e@=¢, 6@ =e®,. . ekﬂ(z):esk -

i poréwnajmy pod wzgledem rzedu wielkosci a, (2) i e, (2). Poréwnanie to
jest dla nas konieczne, gdyz w a,, liczba a jest dowolna w pewnym zakresie,
a nam potrzebny jest staly wzorzec, stuzacy do mierzenia wzrastania funkcyi
@ (2) dla réznych wartosci liczby a.

13. Twierdzenie 1. Jesli 0 < m <; loge, to lim a,(z) istnieje lub
nie istnieje, zaleznie od tego, czy = jest muniejsze lub wigksze od liczby e=,

(przyczem spetniony jest wardnek m = ae~%). Jesli m > —;— loge, to gra-
nica nie istnieje nigdy.

Gdy granica istnieje, réwna sie ona liczbie of; gdy granicy niema,
@, (x) wrrasta nieograniczenie. Przez f oznaczyliSmy liczbe <1, taka iz
BeP=uae~*=m; ze liczba § istnieje, wynika to z rozdziatu 3-go. Stowem,

icm®

(13) Badanie pewnego szczegdlnego typu wzrastania funkcyi. _GL

gdy O<m<ilog@ to dla z < es, lima, () =¢', dla z> e, a.(2)
p jm

) . . L . g
roénie nieograniczenie, wreszcie dla z =%, lim a, (z) =e¢*.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
=g, kK =¢f.

W takim razie k=ga* ik, =a*, lub k=e"* ik, == gm¥, p.oniewai
a=¢m. Poniewaz a>1, <1, to k>e, k <e; lecz ky=ak1ik > 1,
wiec &, > 1. '

Dowodzenie. Potézmy u=—em® i wykreslmy" krzywe n==6""1 u="0.
Jesli m < 1 log e, to prosta w=v przecina krzywg u=e"* w dwoeh pun-

g 1
ktach, ktdrych spoirzedne sqg u=v=/rl =6 i u=v=>Lk=¢". Jesli
m= 1 loge, to prosta u =1 jest styczna do krzywej u==e"" W punkcie

e
o spolrzednych w=v=Fk=Fk =e.
Stad wnioski nastgpujace:

1) jeSi v>k, to e">uv;
2D . v=1F, n EM=0,
3) <<k, , ev<v,
49N, v=1Ik, ., €=U,
5, v<ky, , €U

m g, (2)

Zauwazmy, ze Gy (%) = ¢
I Wiec, jezeli @, (z) < ef =Ry, 10 Gup1 (%) > @ (2).
Lecz
ky =emh,
a"+1 —_— gy
Z tego, iz @, (z) <k, wynika takze, ze Gy (2)<Fy; otrzymujemy,
wiec ciag rosngcy ograniczony od géry
A () < Oppr () < g2 (T) < . -1 L=,
Wynika stad, iz lim a, () istnieje:

I Jezeli &y, < an(2) <k, t0 Gup () < 0. (7).

1) Czytelnik zechce wykresli¢c sam odpowiedni rysunek.
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Lecz

nay,

Quppr1=2¢ s

Iy == emk,
wige, z tego iz @, (x) > ky, wynika, iz takze @,y () > k.
Otrzymujemy ciag malejacy ograniczony od dohu:

@n () > Quss () > Qpga (@) > ... > F =], .
Wynika stad, iz lim @, (z) istnieje.

Pozostaje udowodnié, ze lim a, (r) =¢6*=F,. Poniewaz Q1 = (o
)

n=oc

tatwo udOWOdﬂlC opier 4cC sig na iz lim a Czyni zadosc w-
, Opiera CIagl'OSCl €
il n ( ) (o)

:ﬁm:lk_przestqpn_emu z=en. To ostatnie réwnanie posiada tylko dwa pier-
lastki rzeczywiste & ik, . Wynika stad, iz lim «, () =1k, =¢*, poniewaz

granica ta nie moze by¢ réwna liczbie %k =e*. Ta ostatnia uwaga nie od
. 1 -
no = Z
si sig do przypadku m=— loge, gdyz wtedy k=1F,.

I Jezeli @=e=, to a,(&)=¢=Fk dla kazdego n i lim @, (x)=lh=—e¢«

Jezeli x=ef =1, to On (@) =t =N, i lim a,(x) =1k, = ¢f.

IV. Jezeli @ >Fk=e toi a,(x 5
[ o= e2 (X)) >k, wogble a, (x) >k i
80bg @pyq (@) > @ (z). Mamy wiec ciag rosngcy: () > & pociaga 2

e<E<a @) <a@... <, (@) < o (1) <. ...

i pozolz?al}lgcz:aa]éc :g“.” Ezfz;lgejltafunkcya rosngcq zmiennej ¢ dla v > A > eo
jest: vEh>e

L ke — o> e — A=h>0,

Wynika stad, iz orEvth.
e > g, () -+ b,

czyli
Unp1 () > @y () 4 1
Gng2 (L) > @, (2) + 20
Tﬂk, np., Ontp (x) > ay +ph .

1 (2) > a, (z) - nh.

63

(19) Badanie pewnego szezegdinego typu wzrastania funkeyi- 63

Stad wniosek, iz liczby a, (x) rosna nieograniczenie wraz z liczbg n.
Rozwazania poprzednie wyczerpuja przypadek, gdy

0<»;;z\<—iv loge.

Pozostaje udowodni¢, iz lm a@.(x) nie istnieje, gdy m > %logg.

W tym przypadku krzywa u ==e"* nie przecina sig¢ wcale z prosta w =1,
a wiec em*>v, czyli Gup > (@). Dowodzenie niczem sig nie rozni od
poprzedniego w przypadku gdy « >k, w ktérym to razie rozumowarnie opie-
rafo sie na istnieniu pewnej liczby 7, takiej iz em*>v 4 h. Ot6z wrozwa-
zanym przypadku réznica "’ —v dla zadnej wartosci zmiennej v nie staje
sie réwng zeru; na zasadzie ciggtosci wnioskujemy, iz istnieje liczba 7 taKa,
iz em* — v > I, dla kazdej wartosci zmiennej v. A wiec tak jak poprzednio
wnioskujemy, iz
Gut1 (%) > 0y (@) 10,
czyli lim @, () nie isfnieje.
o .

14. Twierdzenie 2. Gdy x> P e, to e, () i @.(r) przedsta-

wiajgq ten sam rzad wielkosci, czyli, wyrazajgc sig doktadnie:
e, (it — a - 1og @) > @, (T) > e, (M — o).

lwaga. e, (z)=¢, e @)=e",..... , e ()=,

Dla dowodu potézmy e, (y) = @. (%) i szukajmy zaleznosci pomigdzy ¥ i 2.

7 rownosei ey () = a. (2) wynika, iz

y = 10gs @ () = log,—1 log "1 == 10g,1 (1 G—1) = 10gu—210g (12 ty3)

— log,,,g 910g m + 10g ((,._1'; = logn——2 { m Ay — 10g % }'

=103 101 (2 (1 — 1 g ~1—) = logu—s {log m+-10g dn—xt-log ”’"—2}’

M An—2 m
gdzie:
1 — %
ur,,_2=l~’—10g—L—_—1 _a—loga e .
M Oy—2 m oL Cby—2
y=10gs—.logMmaas (1 L Iog"l— + L log u o)
= M ay—3 m M Cs =

— 10g,,.-4 ’logu_a — log 47177 + 10g 1(.,”__3} ,

1
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gdzie
1 1 1
w3 =1 — ——— log — 4+ —— .
Un—s M Gy g m + M O3 log %,
zl_a—logu"g‘*“ et Aloguﬂ
o Qu—3 Op—3 o
Wogéle:

y=log: {m . — log % -+ log uk_;_ll

J

. 1 1,1
= logk,_| log may {1 —*m log _ITT, + m IOg 'llrk+1}

1 1 1 1
= log,_ f| o 2 _ -
08i—1 l og a; — log Py +log |1 -y log - -1—7—};& log 2 .)}

= logi— {m — — log L —+ log m[

m J 1
gdzie:
w=1—r log o ! e—loga ¢ | ¢ logu
U= 08 iy g, 08 =1 = SRS L T 0B e ()
Wreszcie:
y = log (mczl —log 1}7 log u,),
gdzie:
w1108 e e logu,
@ Uy a4y o
1
y=logo, — IOgﬁ—{—logu!,
gdzie:
U=1—_—log— + — logu,
ma. m 9+
Ostatecznie: 1 mao,

y=mz — loggll-—}— log #,.

Pomiedzy a,41 1 @, zachodzi zwigzek ZWrotny a,4,=e"", a pomie-
2 logo et | e loguy
o I a T a :

Dowdd twierdzenia oparty jest na tem, iz wszystkie w« sa zawarte po-

dzy wx i wepr wzér zwrotny wy=—1—

migdzy liczbami 1 i %, tak iz —i‘ < < 1.

i17) Badanie pewnego sicgegélnego typu w‘zmg@nia funkcy_i;W 65

W rzeczy samej:
- o—loga e
Uy—9g = !l -

a oz’
gdyz
e a-—1
[ o !
a wiec:
o —1 1
1> 0>l —— —=—,
72 <2
0 > log it,-9 > —log 2,
L% logao e* et log s
T — o R
n o ez | Gy 2
ed
I>up3>1——),
p—3
a wiec:
1 1 a—1 1
> Up—3 > e

0 >log ut,—3 > — log a.

W dalszym ciggu uzywamy metody indukeyi.
Jesli bowiem 1 > w41 > —, to i w;, spelnia takg samg nieréwnosc.
o

Dla dowodu opieramy sie na wzorze zwrotnym (8).

o

e
1>14.k>1—a7,

czyli
1
1>wm>—,
o.
gdyz
s o—1
. 0.

Dachodzimy w ten sposéb az do .

g1 & [r—loga  logus)
| o a |
wiec
1 ] — i
> “1 P “1 ;

Prace mat.-fiz., t. XXVIIL
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edyz
0> logu, > —Ilog .
Wreszcie: = &
y=max— (2 — log a) 4 log #, ;

lecz

. 0 > logu, > —log =,
wiec

ma — (o —logea) >y >me — (- log o) — loga.
Ostatecznie: - ( g e
mr —oa--logo >y >me—a,

Teraz juz mozemy napisaé:

. e fme -~ a~loga} > e, (y) > e, (mx — o).
Poniewaz jednak
) ) e, (1Y) = a. (z),
mamy wiec ostatecznie:

entina — a-logal> a, (z) > e, (mz — o), 9
co trzeba bylo udowodnié.

15. Wzory normujgce wzrastanie funkegi 8 (). W ar. 9 podany zostat
wzor (7)

&@<m(“ﬁ¢

o —
gdzie
R
n=1I / lo ,,————I
| | l g(a—l)e“j+3’

a R oznacza |z|.

Ozpaczmy przez M (R) maximum funkeyi 8 (2) na kole o promieniu
I. Poniewaz maximum funkcyi 8 (2) ma miejsce na osi liczb rzeczywistych
po stronie dodatniej, wigc

M®<%(j“¢

o
Na mocy wzoru (8) mozemy napisacé:

me e
a_l—wa—klog.a},

MR) < en {
czyli

M(R)<e, {&fil—-a»{—loga} < ”’"{ad—;i_ 1},
Albo tez (5)

M (B) < tugs {%—ﬁ 6“} < enta (1 + log @) < eupa (),

(19) Badanie pewnego szczegdlnego typu wazrastania funkeyi.
gdzie
n=E f log. _ B .
U= e—1) e

Z drugiej strony:
R R .
M (R) > @y (G’—J,— _;1\') > ey (E’_dﬁi) > ey (1J )

gdzie .
N=E Ilog, B

| ey
A=1 dla o> 2
Ae=a—1 dla o <L 2

A wiec ostatecznie:
ey (%) < M (R) < exy3 (2)-

(10)

Je§li =2, to N=mn; jesli « >2, to n < N<n+1. W tym przy-

padku wz6r (10) daje zupehnie dostateczng miarg przyblizonej wartosci I (R).

- o 2
Natomiast, je$li 1 < a < 2, to réznica n— N ro$nie jak g log P

1

w otoczeniu warto$ci « =1 1 wzdr (10) tem mniej jest korzystny, im o —1

jest mniejsze, t. j. blizsze zera.

16. Sunkcpa pochodna &' (z) nie ma miejsc zerowych. Funkcya pochod-

na & (x) jest funkcyg catkowity, okreslona zapomocy szeregu

nx m?z? (o4 2)

@r(@:1+a_1+2(a2_1)(¢_1)+...

l mkat Ul
TR —1) (2T —1)... (22— 1) (a—1) T

Spetnia ona rownanie funkcyjne
e*. & (ax) =& (x).8 (au).

Jak wiadomo (n° 10), 8 (a2) ==0 dla kazdej wartosci .
Wynika stad, iz warunek

& (az) =0
pociaga za sobg

& (#) =0,
i odwrotnie warunek

& (x)=0

pociaga za sobg
& (ax)=0.
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Tak wiec, jesliby z=¢§, bylo miejscem zerowem funkcyi & (2), to

—5,--- 1t.d. bylyby zerami tejze funkcyi; czyli, innemi stowy,

4
funkcya & (2) miataby nieskoficzong liczbg zer w otoczeniu punktu z =0;
lecz to jest niemozliwe, gdyz & () jest funkcya catkowita, a wiec regularng
w otoczeniu wartosci @ = 0.

17. Sunkega & (v) fest funkcyg rosngcg ma osi liczb rzeczgwistuch. Po-
niewaz & (x) >0 na osi liczb rzeczywistych, wiec stad wynika, iz & (2) jest
funkcya rosnaca dla wartosci rzeczywistych zmiennej x. Gdy z rosnie do
00, funkcya 8(a) rodnie nieograniczenic i wzrastanie to jest unormowane
wzorami n° 15. Poniewaz & (0) = ¢7, to dla wartosci x < 0, 8 (z) < e,

Latwo teraz obliczy¢ lim & (x). W rzeczy samej:

r=—ca
8 (07 2) = 4, 16 (2)].
Przypusémy, iz » ma dowolnie ustalona wartos¢ ujemna; wtedy:

& () < 6.
Ciag
418 @), @18@), al8@],..., @ 8(@)
jest malejacy
i lim & (amz) = lim @, {8 (z)! = e,
nI=oo =0T
na zasadzie twierdzenia I, n® 13.

Latwo otrzyma¢ wykres funkcyi y = & (). Prosta y = ¢* jest asym-
ptota_. do krzywej y =6 (z). W punkcie (z=0, y=1¢7), gdzie krzywa
przecina oS rzednych, styczna do krzywej tworzy z osig odcietych kat réw-
ny 45° ‘

) 18. Sunmkcpa odwrotna. Funkcya odwrotna jest funkcyg wielowarto-
Sciowg, posiadajaca nieskonczong liczbe gatezi. Oznacza¢ ja bedziemy przez
T'(x). Funkcya T (x) speinia réwnanie funkeyjne:

T(a%) = a.T ().

Na razie zajmiemy sie tylko wartosciami rzeczywistemi funkeyi 7' (zy
nalezg one do pewnej $ci$le okreslonej gatezi funkeyi T'(x), jak to wynika
z wiasnosci funkeyi 8 (z), o kiérych mowa byla w n°n® 16 i 17. Poniewaz
& () dla wartodci rzeczywistych zmiennej 2 jest funkcyg rosnaca, wiec od-
wrdcenie musi by¢ jednoznaczne i otrzymujemy w ten sposéb funkcye T (),
okreslong tylko dla wartodci ¢ > ef. Mianowicie, gdy z roénie od e do e,
to w ten sposéb okreslona funkcya T'(x) roénie od — co do 0; gdy & ros-
nie od e* do -}~co, to T'(x) rosnie od 0 do —-oco.

(21) Badanie pewnego szezegdlnego typu wzrastania funkeyi. 69

Talk okre$lona funkcya T(z) przedstawia pewien szczegdlny typ wzra-
stania funkeyi. Mianowicie T'(x) ro$nie wolniej od funkcyi log,, gdz.1e
log, = log log ... log®, n zas oznacza dowolnie wielka liczbg calkowita
stala. ) o

W rzeczy samej, zauwazmy naprzéd, iz przy n stalem istnieje taka

liczba R, (1), iz nieréwnos¢ )
R > R, (n)

pociaga za soba nieréwnos¢ )
M (R) > e. (B).

Albowiem R ( 2 \
0l (A M ,A,) _
M@R)y=uaqa, 1 M s )I > e, \ m (a" aj
na mocy réwnania funkcyjnego i wzoru (9). Lecz przy n st_alem ist{l'ieje taka
liczba R, (1), iz nieréwnosé B > R, (n) pocigga za sobg nier6wnosc

m.ﬂ[(ﬂn)—a> R.
o
Przelona¢ sie o tem tatwo, kladac R=oanp i pamigtajac, iz dla kazdej funkeyi
catkowitej przestepnej istnieje liczba p,>1 taka, iz nierowno$¢ p > p, po-
ciaga za sobg nieréwno$¢ M (p)>lkp. W danym razie mozemy wzigé
k=e(1 4o ).

Przejdzmy teraz do funkcyi odwrotnej. Polézmy

Tx)y==F8>0,
w takim razie
M{T(x)}=1>>¢".

Otrzymamy wtedy, iz nieréwno§¢ T (x) > R, (1) pociaga za sobg nie-
rownosé x> e, T (x)!, czyli log. x> T (2).

Niech i, oznacza liczbe taka, iz T'(w,) > B, (n). PoniewaZz funkcya
T(x) jest funkcya rosngca, wiec nier6wnos¢ & > &, pociaga za sobg nieréw-
no$é T (x) > T (xy)-

Ostatecznie otrzymujemy twierdzenie nastepujgce: Dla kazdego n ist-
nieje taka liczba x, (1), iz nieréwnosé

T > Xy (1)

pociaga za sobg nieréwnosé T (z) < log.z.

Tym samem twierdzenie 0 szczegdlnym typie wzrastania funkeyi 7' (z)
jest udowodnione.

19. Wynik otrzymany w 1n® 18 mozemy teraz uzupetnic.

Przedewszystkiem zauwazmy, iz liczba B, o ktérej byta mowa po-
przednio, moze by¢ wyznaczona rozmaicie. Naprzyklad, mozemy przyjac
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. By (n) ==2¢e2e42n—1,
W rzeczy samej, nierownosé

) R > 26210_211—1
pocigga za sobg nieréwnosé
M(R)>e, (R).
Albowiem = ®
(R mae* K*
B >efmd [E) ol s, | MoeR
E)> o) () SR PIC=s VIR

ZWazywszy, iz
M) > e 5 4 e

dla

>0.
Tak wiec f

.
M(R)>e, | Moe* R
( ) 12((1‘1)“21:

R > 2etap2i-t

R}>e,l{ R}>en(R),

uwzgledniajac, iz

Dla funkcyi odwrotnej otrzymujemy:
L T(z) <log,x
jesli
n<}ilog. T (z) —log.2 — 2ealog.e -+ 1].
Albo tez inaczej:
nierdwnosé
x> M{2e2*a2m1],

pocigga za sobg nieréwnosé
T (x)y < lognz

€an—1 (Qa 6”) > M{262“l7.2"_1}7

Poniewaz

wiec nieréwnosé
) . o > e, (2ae%)
pocigga za sobg nierdwnosé
T(z) < log.z

20. Przy pomocy funkcyi e, (B) pod warunkiem, ze wskaznik 7 nie
jest staly, lecz wzrasta wraz z R, mozemy utworzyc¢ funkcyg rosngca predzej
anizeli M (R).

W rzeczy samej udowodnimy, iz

. M (B) < enqog,n (B),
o ile
B — M (e).
Albowiem = e =)

icm

(23) Badania pewnego szczeg6lnego typu wzrastania funkeyi.

M(R)_a,,{M( )}<e,,{mM( )——tx—[—loga}.

Przypusémy teraz, iz
’ n=E (log. B),
czyli ze
1 < - <o
W takim razie
M(R) < e,imM (o) —a-loge) < e, im ()} <en(R),

co trzeba byfo udowodnié.
Jesli a>2, to warunek R > ae *M («) mozna zastapi¢ warunkiem

62
R>ua {1 ~+ log EZ—:_—‘}}.

Jezeli za§ o < 2, to warunek R > ae—*M (o) zastapi¢ mozna warun-
kiem .
R>ae™ €nt-3 (d),
gdzie
) n=E{l —log.(a —1) — a}.
Nieréwnosci powyzsze mozemy zastosowac do funkeyi odwrotnej. Znaj-
dziemy wtedy, iz nieréwnosé
z> Mioe M (a)}
pociaga za soba nieréwnos¢
T(flz') > IogEjloguT(x)} x.

Mamy wiec przy wielkich wartociach zmiennej z nieréwnosci:

e, (1) < 8(x) < €5 {10g, «! (x) i 1ogE{bgaT(x)v§m < T'(xy < log. ().

21. Niech X i 2 oznaczajg dwie liczby dowolne wicksze od e i takze
7ze X >z iniech & oznacza liczbe catkowitg dodatnia taka, ze

logi X > 2 > logr X

Liczba & jest blizko zwigzana z funkcya odwrotng T (2). W rzeczy sa-

mej:
TX)>a*T(x), a T(X)>HT(x),
stad
TX)
k< logy s—% T (@) <kE+4+1,
przyvczem
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T(x)
7@~
czyli | 7))
k=E l loga ZTZI) |

22. Ze sposobu wzrastania funkcyi & (x) i 7' (a) tatwo wyprowadzic,
ol

w jaki sposdb zachowujy sie funkcye pochodne &' () i T' (x), gdy @ rosnie
nieograniczenie.
Pochodna &’ (z) czyni zado$¢ réwnaniu funkcyjnemu:

8 () =e-.8(z). & (:’) .
Stad wynika, iz
x @
8 () =e~rte §(x). 8 (=) &[{=]....
§(my=e ("3)'L(m)‘o( )

T ©
(ERTEY
a? ab g+l

Liczbg catkowita p obieramy w.ten sposéb, by byto

o | x| < artl,
Wtedy
Wzar poprzedni na & (x) mozemy napisac tak

— Y Eqog, taj--D! 2 X @ o
& (1) = ¢ {Blog, el 4D} o (@).8 (%) 8 (Ji) ,,,,, 3 (,l) L& (),

gdzie

|-

~Lb<1l dla z>0,

=

__}<e<—1, z<0.

Stad wynika, iz '
lim & (x) = 0.

Poniewaz & (1:—) =Log & (z), gdzie przez Log oznacza¢ bedziemy lo-

garytm przy zasadzie a dla odréznienia od logarytméw nataralnych, otrzy-

mamy dla & >0

8 (@)= A . =% (). Log & (x) . Log, 8 (2) . ... Logmmgax) & (z),

gdzie
4 <8 ()

(25) Badanie pewnego szczegdlnego typu wzrastania funkeyi. 73

i jednoczesnie
A >e =8 (-1—) .
a

Ten ostatni wzor rozwigzuje zagadnienie o wzrastaniu funkcyi & ()
dla wielkich warto$ci dodatnich zmiennej x, gdyz sprowadza to zagadnienie
do rozwigzanego juz poprzednio o wzrastaniu funkcyi & ().

23. Twierdzenie pomocnicze. Jezeli > €3, to lim Log, x = e°.

Rozrézniamy trzy przypadki: e
1° e <z < e*. W tym przypadku Log, &< Log,41< e* i lim Log, 2
p=cs
istnieje. Granica ta & spelnia réwnanie Logé==§, jak tatwo widzie¢; a wiec
& moze by¢ tylko e lub ef. Poniewaz nie moze by¢ ef, wiec lim Log z=e~.

p=oc
2" w=e¢*; wtedy Logy11#=_Logyz=-¢e* i lim Log, 2 = e=.
p=cc
3" x> e wtakim razie Log, z>Log,i>e* i lim Log, « istnieje;
p=oc2

poniewaz spefnia réwnanie Log & = £, wiec granica ta réwna si¢ e,
24, Funkcya pochodna 17 (z), okreslona dla z > ef, przez

P 1
T = sy,

spelnia réwnamnie funkcyjne

T (x) = e*. T' (Log z) = e=T" (x,),
gdzie
x, = Log .

Z réwnania tego wynika, iz @ < 2, pociaga za sobg 7 @ > T (xy),
gdyz wtedy @ < e*; nieréwnos¢ za§ @ >x,, co ma miejsce, gdy x < e%;
pociaga za sobg nieréwnos¢ 7 (z) < T7 (x,). ’

Poniewaz chodzi nam o wielkie wartoéci argumentu 2z, mozemy przy-
jac, iz nier6wnos$¢ 2 > e* jest spelniona. Wiedy 77 (z) jest oczywiscie
funkcyg malejaca zmiennej x; w rzeczy samej, gdy x rosnie od e* do o0,
to T'(x) rosmie od O do nieskoriczonosci, & T (x)} rosnie od 1 do oo,
a wiec 17 (z) maleje od 1 do 0.

Z réwnania funkcyjnego

T (#) =< T (log »)
wynika
€00 T (Log, y, 2)
zLogx Log, @... Log, 2
Prace mat-fiz, t. XXVIIL 5*

T (z) =
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Poniewaz zatozyli$my, iz @>e%, to ciag Log@, Log, , Log, z,... jest
malejacy, a lim Log, x = e*.
p=ca

Liczbe catkowita p okreslimy w ten sposéb, by byto:
Logpri & < (1 4-¢)e* < Log, 2, gdzie =>0.

Dla skrécenia niech 14 =AX.
Wtedy otrzymamy:

i x log,
T (@) = T () f'o=
'L Logz. Logzm Logaa“ Loé - J1og, 2 O
. . BB ey 4
gdzie B czyni zado$¢ nieréwnosci
TI“() en) < - e
The) = T(xes

25. Zbadajmy jeszcze jak rodnie wraz z R liczba zer funkeyi 8 (z)—(!
wewnatrz kota o promienin B na plaszczyZnie zmiennej zespolonej.
Niech N (R, C) oznacza te liczbe.
W takim razie
7 w_ [8(e)dz
’Z\(Ry (’) f{(z) (n

przyczem |2z = R, a I oznacza kolo o promieniu B ze $rodkiem w punkcie
poczatkowym uktadu spéirzednych.

Bedzie tedy
, a8 (az)dz mé' (z) 8 (az) dz
Nk, ‘)_f §@s—C ("

eme ) (7

az,

a wigc liczba zer N (a R, O) réwna sie liczba zer funkcyi eme@—(C' wewnatrz

kota X, t j. liczbie zer funkcyi 6 (2) — I—O—%i(—' wewngtrz kota X. Lecz
logC_ 2 k T4

" I ——, gdzie k=0, 1, 2, 3,.

Mozemy wugc napisac:
k=&

N(«R, C"):EN(R z+3’fﬂ)+NR 1)+$‘ N, I—

=1

Qkﬁz

gdzie K oznacza liczbe taks, iz dla % > K funkcya

2kwi
& —_ jmiktiathg
(&) —1+ o
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nie posiada ani jednego zera wewngtrz kota o promieniu R. Liczba K jest

w lub co najwyzej liczbie tej réwna, gdyz

8(z) =1+ M (R)4

mniejsza od liczby

nie posiada pierwiastkéw wewnatrz kota E.
Oznaczmy przez N (R) liczbe taka, ze
N(ER) > N(ER, O)
przy danem R dla kazdego C.
W takim razie

N@R, 0)< [M (&)

m+1].9a(3).

Poniewaz ta nierdwnosc¢ zachodzi dla kazdej wartosci liczby €, wige
‘ N (R) < M (R). % (B).
R
% (R) < Log M (R).Log, M (B).... Log, M (R). ™M (ﬁ) .

Poniewaz
& (0)==0,

wiec
lim M (R)=1,
R=0

a zatem istnieje taka liczba p,, iz dla
P>, Jjest N (“i‘i’) =1.
Na tej zasadzie mozemy napisa¢ wzoér
% (R) < Log M (R).Log, M (R) . ... Log,, M (R).

Uwzgledniajac wyniki osiggniete w n° 20, mozemy, np., otrzymac nie-
réwnosé, normujaca liczbg miejsc zerowych wewnatrz kota o promieniu &,
w postaci nastgpujacej:

1+4-=
N(EB) < [3E§10g11:§~1 (R)] ,
gdzie ¢ jest liczba dodatnia dowolnie mata.
26. Zajmijmy sig jeszcze spolczynnikami d, rozwinigcia funkcyi
S@)=d,+dx-tda?+dyxt ... Fdyxr ...

/1 N—
PUI (2~ 1—1)

gdzie
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Jak wiadomo,

T8 (x)
2w dp:./ prEs dw,
&
skad .
a, < 2L(E)

Nieréwnos¢ ta zachodzi przy danem p dia kazdej waftosici E. Otrzy-
mamy dogodng granice przyblizenia, kladac R — T (ev).

W takim razie,
istotnie,

czyli

J;>%wa

[ —

l 4 . du

20, Zakoficzenie. W artykule niniejszym ograniczaliSmy sie prawie
wylacznie do wartosci rzeczywistych zmiennej, pozostawiajac na uboczu ba-
danie zmiennosci funkcyi & (x) na ptaszczyZnie zmiennej zespolonej, gdyz
celem naszym bylo poznanie sposobu wrastania modutu funkeyi dla wielkich
wartosci zmiennej, a maximum tego modutu na kole o promieniu B ma
miejsce wiasnie na osi liczb rzeczywistych. Lecz dia osiggnigcia na tej dro-
dze dalszych wynikéw konieczne jest uprzednie zbadanie funkcyi & ()
i funkeyi odwrotnej T'(z) na catej ptaszczyznie zmiennej zespolonej, co sta-
nowic bedzie przedmiot innego artykutu.

RESUME.
Je définis une certaine fonction
8@ =dy+dyx ... dpwr ...
mP1 U, (e
o Gy (@)
p! II (o —1)
k=g

avec

d():ezy dl:],.

oit les U, (a) désignent des polyndmes liés par une formule de récurrence
et o désigne un nombre arbitraire > 1.

Je démontre: 1) que cette fonction & (z) est une fonction entitre qui ne
s’annulle ainsi que sa dérivée &' (z) pour aucune valeur de la variable;

: ©

icm
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squati i —gme (@),
9) que cette fonction & (z) satisfait 2 I’ équation fonctionnelle & (zz)=¢

oit = —, 3) Si M(R) désigne le maximum du module de 8 (x) sur le

eu ' . . .
cercle de rayon R, je démontre que M (E) croit plus vite que la fonction
e, (R), ol -

e, (B)y=2¢®, e,(B)= ¢ e , en(R) = efn—1;

en précisant, je dis que quelque soit 'entier n, il existe un nombre ng (n)
tel pque l‘ir;égalité R> R, (n) entraine I’inégalité B3 (R)>e,'l (R)‘. oqrr
completer ce résultat, je démontre une inégalité de sens contraire, a savol

que M (R) < esqog n (B)

pour toutes les valeurs de B supérieures a une consta}ntef qui ne deper.xd q;lt(é
de o.. J étudie ensuité du méme point de vue la fonction inverse T (x); 'cf;]e
fonction étant multiforme, je définis pour les valiurfj ’reellets dzéaslu\;::aqué
bri he de cette fonction. Je démontre ,
supérieures & ef, une branc : ¢ e ot
‘ fonction 7'(%x) croit plus len
our les grandes valeurs de z la © 7
fognm; ou, en s’exprimant d'une fagon plus pre(.:v,se, que pour une xalettg
donnée, du reste quelconque, de I'entier 7, il existe un nombge 4 (n)1éte
’ i 'inégalité f . comp
'inégalité linégalité T (x) < log,z. Je
ue 'inégalité x>z, (n) entraine r) < log e
f:le résultat, comme pour la fonction 8 (@), par une 1nega}1te de sensAco:trzgirst
J'6tudie ensuite les fonctions derivées & (x) et TV (x) du dme;n spfon-
de vue et i’ obtiens des formules analogues concer‘na:;tfla. fagotn ont ce
i iable augmente indéfiniment. )
ctions se comportent quand la varia e
T étudie enfin les coefficients d, du developpement de & (#) en ser
pour les grandes valeurs de !"indice p.

Prace matfiz., t. XXVIIL
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