212 __ Alfred Denizot. (18)

Mamy zatem: =y =0 — Yy + B2,
v=7y = —az{ vz,
w=1p=1" —px -} oy’

W tych wzorach okre$lajg o, f, 4" przesuniecie catego preta, a «, 8, 7
jego obrdt okoto osi, ktdrej potozenie wyznacza stosunek o:f:7. Przytem
nadmienic¢ trzeba, ze pret przez te zmiang potozenia swojego nie doznaje zad-
nego odksztatcenia. Wspomniane stale charakteryzujg cialo zupelnie swo-
bodne. Atoli stan poczatkowy preta jest ten, ze pret, wskutek utwierdzenia,
nie moze sig¢ przesunaé ani obrécié, a z tego wynika, Zze zachodzgce stale
przyréwnaé trzeba do zera.

Do tej okolicznosci sprowadzitbym warunki umocowania preta. W tem
oéwietleniu state w mowie bedace i zawarte we wzorach (22) i (22a) nabierajg
innego znaczenia. Stosujac zasade superpozycyi zjawisk, interpretujemy
przemiang pregta, wyrazong wzorami (22) i (22a), w sposéb nastepujacy: Te
wzory zawierajg 1°) Ugiecie pierwszego rzedu, 2°) Ugiecie drugiego rzedu,
3%) Skrecenie, 4°) Wydhuzenie, 5% Przesuniecie catego preta (2/'7"), 6%) Ob-
16t preta okoto osi, kidrej polozenie wyznacza stosunek «:f$:y. Poniewaz
dwa ostatnie zjawiska, 5° i 6°, wskutek umocowania preta nie zachodzg, prze-
to state o/, 8, o', «, B, 7, znikaja.

We Lwowie, w grudniu 1916.

AL. RAJCHMAN.

0 réiniczkowalnosei szeregw Fouriera wyraz za Wyrazem.

Sur la possibilité de différentier une série de Fourier terme-a-terme.

1. Szeregi trygonometryczne zbiezne®, jak wykazat Riemann, dadzg
sie w pewnem znaczeniu catkowac wyraz za wyrazem. Wynikiem takiego cat-
kowania jest zawsze szereg Fouriera.

W notatce niniejsze] zajmuje sie zagadnieniem odwrotnem: rozwazam
dowolng funkcye F (x), calkowalng i rézniczkowalng ,w sposéb uogélniony*,
t. zn. zakladam istnienie granicy

i Flel) —Fle—1h

h=0 27

dla pewnej wartoscl & = r, (jakiejkolwiek); rozwijam funkcye F (x) na sze-
reg Fouriera, rézniczkuje ten szereg formalnie wyraz za wyrazem. Udo-
wadniam, e szereg irygonometryczny. przez to rézniczkowanie otrzymany, jest
sumowalny dla « = x, podiug drugiej Sredniej arytmetycznej i posiada gra-
nice )

lim F(}K;O‘Th)()*—F(-TO— h).

B=0 2h

J-ta $rednig arytmetyczng Cesaro’ego wielkosei 8, S; ..., 8, nazywa sig
Pl pt:! g ary y g 12 5o y
wyrazenie

&

n

nn-+0...n+k—1)
k!

(&

gdzie s, okresla sig przez wzory zwrotne:

'} Wiasno§¢ te posiadaja pewne kategorye szeregéw trygonometryczaych rozbieznych.
(Fejer, Math. Ann. t. 58; por. moja notatkg w t. 26 czasopisma ,Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik-).

Prace mat.-fiz,, t. XXVIIL
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i=m i=m
m__ i G+D__ Wi _
sm_Z Sis S _-Z s, (J=1,2,.., &—1).
i=1 i=1

Moéwi sie, ze szereg
a+ a4t Fat. ..
jest sumowalny podiug k-tej éredniej arytmetycznej i ma granice s, jezeli
I-ta $rednia arytmetyczna jego sum czgstkowych

§ =dy, 8y =0y 4~ Gy, Sn=0+ Oy~ ...
dazy do s dla n=o09).
Kwestye analogiczna do poruszanej tu omawiat P. Fatou w pracy

p. t. ,Séries trigonométriques et séries de Taylor® (Acta mat. t. 30), ale wy-
nik ponizej udowodniony idzie dalej od analogicznego wyniku P. Fatou.

L. Wypadnie mi si¢ postugiwa¢ nastepujacem twierdzeniem arytme-
tycznem:

pJesli szereg

Vitv o (1)
jest sumowalny po'dlug ktej Sredniej arytmetycznej, to sze-
reg

V= V2@ =)+ B W — V) 2)

jest sumowalny podtug (k--1)-ej $redniej arytmetycznej i po-
siada te samg sume unogdélniong, co szereg (1)«
Dowéd. Mamy:

w=p n==p n==p--1 n=p

N ong D

24 10 = o) =2 nva— 2 (- D= ) 0= pogpr (9)
n=| n=1 n=1 n=1

Kladziemy:

m=n

8y = Z Va 4
. T P m=1
bedziemy mieli oczywiscie: .
) — Dugt = 8p— S (4 bis
Podobnie oznaczamy: " i :
m=n
tﬂzz m U ~ Omps); (5)
. . m=1 -
ktadziemy wreszcie:
m=n m=un
(G VI G}, G+ )
wh=X s =3, ©)
m=] m=1

3 O rdzniczkowalnodel szeregéw Fouriera wyraz za wyrazem. 215
rzyczem: 0 _ s . (0)__
przye 8, =8, fu—tn‘
Oczywiscie bedzie:
W it1)_ D ;
—Sa=8, —84 - (6 bis)

Przy powyzszych oznaczeniach i z uwagi na (4 bis), tozsamosé (3) przy-
biera postaé
=8+ p (S5 — Sp13).- )
Z uwagi na tozsamos$¢ (3), mamy przy oznaczeniach (6):
p=n
Z P 8pm) =80 —nsu. (8)

Wzory (7) i (8) daja: )
= 2925"—ns,.y, 9)
albo, ze wzgledu na wzor (6 bis),
=28l Lp s (10)
Stosujac znowu wzdr (3), mamy:

n=y

RS S NN 5 R ) iT)
M (8, — 8,5, =8, —DS,.:
n=1
co w zwigzku z wzorem (10) daje:
12 2 13
1)=3s"—psi) |, (1

albo, przy uwzglednieniu wzoru (6 bis),

a @ ;2 2 .
=35+ p(sP—s2 ). (12)

Powtarzajac to samo rozumowanie % razy, mamy w korcu;

= (k4-2) S5 — pst . (13)
Z zalozenia granica N
. Syt
= I N GEY. . R
k!
istnieje.
Mamy oczywiscie réwniez: wen
lim I —s,
p=wo P41 ... (pF+k)
(k=10
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przeto: (--2) SEF__ P s(,"?
am ?T;J?—'lg .(p+}/;)1 =k+2s—(E+1s=s.

(k1!
Dzielac wiec obie strony tozsamosci (13) przez

p(p-+D@+2... (p+H
1)1

i przechodzac do granicy dla p = oo, bedziemy mieli:

. ty _
R T S R I E o
. (1)1

c. b.d d

Ill. Mozemy teraz udowodni¢ nasze twierdzenie, tyczacg si¢ jednokrot-

nego rézniczkowania szeregéw Fouriera, a mianowicie:
SJezeliistnieje granica

tim LW T h) g, (14)
h=0 2h
to szereg
Z 7 (bn COS 7 Ty — Gy SIL BT,), (15)
gdzie:
2%
1

f'f(m) sinnede, (16)

2%
ct.":é /.f(w) cosnxdzx; b,‘:?
0 ¢
jest sumowalny podiug drugiej $redniej arytmetycznej i po-
siada sume uogélniong ¢ (zy).
Dowdd. -~ Latwo jest sprawdzi¢ prawdziwos¢ elementarne]j tozsamosci

< . 1 t .
2 smmtz——g cotg%—% cotg-g- cosnt ——é—sm nt. (17)

m=1

Z zatozenia istnienia granicy (14) wynika istnienie réwniez i granicy

. 4
}g& [f @ +8) — 7 (o — )] cotg 5,
a wiec 1 catkowalnos¢ funkeyi

[f (@o 48 — f (xy — 7)] cotg %

icm

(5) O rézniczkowalnodci szeregéw Fouriera wyraz za wyrazem. 217

Mnozac przez f (@, -+ ) — f (x, — 1) obie strony tozsamosci (17), cal-
kujac otrzymany wynik wzgledem # w granicach ¢ =0, t=m=, przechodzac
nastepnie do granicy dla n = oo, majgc przy tem na uwadze, ze wyrazenia

' [F (@, +8)—7F(z, — B} cotgéé cosntdt,

o) -

i

% ]{f(xg-g—za—f(xu—t)] sinntdt

§
daza do zera dla n =, jako spGlczynniki Fouriera funkcyj catkowal-
nych, mozemy stwierdzi¢ zbieznos$¢ szeregu

Z (b, COS Ty — Ay, Sin 12y) (18)

m=1
a nawet obliczy¢ wartos¢ jego sumy

n=sC =

. 1 t .
Zi (b cosna,— aysin na) = 5 [ [ (o£)— F (24— )] cotg - dt. (18bis)
w= [

Ktadziemy:

m=co

vy = 2 (D COS MTy — Gy SIN MT) . (19)

Przy tem oznaczeniu szereg (15) przybierze postaé:

A==0O

Z 7 (Vn — Unta) - (19 bis)

n=1

W mysl wiec twierdzenia § Il moina wyprowadzi¢ sumowalnos¢ szeregu
(15) (albo identycznego z nim (15bis)) podiug drugiej éredniej arytmetyczne]
z granica ¢ {%,) z sumowalnoéci granicy podiug pierwszej Sredniej arytme-
tycznej, z taz granica, szeregu

w==oc

> o (20)

a=1

IV. Oto dow6d sumowalnosci szeregu (20) podiug pierwszej $redniej
arytmetycznej z sumg uogdlniong ¢ (z,).
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Z uwagi na (16) i (19) mamy:

2 1:‘,30 5 — F (5ot
Vn — Unta :—;./ MLT/C"L)
0

sinnids. 21)

Z tozsamosci powyzszej wynika dla wszelkiego catkowitego p:

4 (o . ¢ sy
gllf(.co—r—t)Qf(xn f)[z

Un— Vpt1= py sin mx] az, (22)
(‘j m=mn
poniewaz zas:
m=p cos(2p41) z cos(2n—1) t
¥ 2 2
oy Simml=— e 7 + >
m=n 2 sin 5 2 sin T

przeto wzdr (22) przybiera postac:

2 ff<x0+t)—f<xo~t>
T y

Up— Uppy = 7 cos (2n— 1) é ai
4 8in —
2
5 = ) 23)
- ﬁ?ﬁ_j—_{)’:—_f;w cos(Qp—I—l)%dt
H 4 sin —-
2
Ze wzgledn na zbieznos¢ szeregu (18), mamy
li a=0.
2 P R pzlgzl Ortt 0 (24)
Latwo r6wniez wykaza¢, ze
.2 + 8 —f(x,—
lim = / ’i(u%u cos (2p+ 1)% dt=0. (25
p=e B 4 sin —2—
(W rzeczy samej mamy
cos (2p-+1) —; :cosptcos%— sinptsin é-,

przeto wyrazenie, znajdujace sig pod znakiem lim po lewej stronie réwnania
(25), jest réznica spétczynnikéw Fouriera funkcyj

M}i‘_ﬂz_”"_j) cotg % i f@e+1) ;‘ f@—1) .

(7 O rézniczkowalnodel szeregdw Fouriera wyraz za wyrazem. e

na skutek istnienia granicy (14) obie te funkcye sa calkowalne, przeto ich
p-te spolczynniki Fouriera dazq do zera dla p=oc, skad prawdziwosé
wzoru (25)).

Wzory (23), (24) i (25) daja:

2 e, — (e, — 1) . i -
U= — ’ I 2‘"’ 7;‘""’ 9 cos @Zn—1) é‘ dat. (26)
"y 4sin <
Rozwijajac cos (2n — 1) é podlug wzoru
. ok P A 14
cos (2n 1) ; = sin nfsin I;» —+ cos nf oS 5
i ktadac
92 rix N Fi — £ o
kp== = f Iz, _r‘;?—f'—)f‘f T =8 Gy i, (27)
w
D ) — e —
Wy=—- ( [z ?)—‘;—f-{-‘f‘-’-_j) cotg -;: cosnidt, (28)
1
mamy oczywiscie
' 0, = Fa k10, (29)

Zestawiajgc oznaczenia (27) i (16), widzimy, ze , jest identyczne z po-
lowg n-tego wyrazu szeregu zbieznego (18). Nadto, z uwagi na (18 bis), mamy

o - o t oy
Nl = [1F @0+~ f (@ — 1)) cotg 5 dt. (30)
m=1 b

Okazuje sig wiec, ze szereg {20) jest identyczny z rozwinieciem na szereg
Fouriera w przedziale od 0 do = funkcyi ciaglej

(7 @+ 1) — F (2a— 2)] cotg & (31)

dla t=0. W my$l znanego twierdzenia Fejera (szereg Fouriera wszel-
kiej funkcyi ciagle] jest sumowalny podiug pierwszej Sredniej arytmetycznej
i ma sume uogdlniong réwna wartosci tej funkeyi) (Mathematische Annalen,
tom 58), szereg ten jest sumowalny podiug pierwszej sredniej arytmetycznej
i przyjmuje wartosc, jakg przybiera funkeya ciagla (31) dla £ =0, t. j.

i [f @k 1) — £ (@ — 1) cotg 5= lim [EE ) — S =)

W mys! § 1II ten sam wynik daje sumowanie podtug 2-ej Sredniej szere-
gu (15). C.b.d.d.
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RESUME.

La note présente contient la démonstration du theoréme que voici:
»S0it F'(x) une fonction intégrable (au sens de M. H. Lebesgue) ad-
mettant pour z = x, une dérivée généralisée

. F(x,-+-h)— F(x,—h
py=tin PN =T,

soient @, et 0, les coefficients de Fourier de la fonction F (z):
2n 2r
a,,z—}t- [F(:z:)cosna:da:; bn=%[F(w)sinnmdx;
] ¢ .

dans ces conditions on peut affirmer, que la série
a=co

Z 1 (bn COS REy — Gy SIN NXy)

n=1

est sommable vers la dérivée généralisée de F () pour z==,, la sommation

"étant effectuée au sens de la seconde moyenne arithmétique de Cesaro. En
d’aulres termes: de I'existence de la limite p (x,) on peut déduire celle de

m=n 5

. m\?

lim 1 (b.COSNZ, — Ay Sin Nz (1 - —)

Jim D n s~ asinma) (1 — 2

m=1

et cette limite est nécessairement égale a p (z,)*.
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