ALFRED DENIZOT.

O zagadnieniu de Saint-Venanta.

Sur le probléme de Saint-Venant.

W badaniu odksztaicenia cial pod wplywem dzialania sit zewnetrznych
(zwigzku pomigdzy ,stress“ a ,strain“) byloby najwlasciwsze postepowanie
takie, ze wyznacza sig przesuniecia, jakie powstaja wskutek przyjgtych sit
dzialajacych. Atoli przy takiem postawieniu kwestyi natrafia sie juz w sto-
sunkowo prostych przypadkach na trudnosci rachunkowe nie do przezwycie-
zenia. De Saint-Venant! omingt! te trudnosci, stosujac metode ,semi-in-
verse®. Odwracajgc niejako to zagadnienie, przyjal pewien stan réwnowagi
w pretach pryzmatycznych jako dany i wyznaczy! potem sity, ktére potrzebne
s do utrzymania tego stanu. Rozwazania de Saint-Venanta uproscil na-
stepnie, jak wiadomo, A. Clebsch?®. Odmienng droge badania obrali inni
badacze®, podstawiajac z gory pewne zatozenia co do zaleznosci stanu nate-
zenia od spdirzednych.

Obok rozwazat, dotyczacych og6lnego zagadnienia de Saint-Venanta
nie przestalo by¢ przedmiotem badani pewne zagadnienie szczegélne, a mia-
nowicie wyznaczenie ,strain“ i ,stress® w precie, o polozeniu poziomem, kt6-
rego jeden koniec jest umocowany, a drugi, swobodny, obciazony pewnym
cigzarem. Niech wystarczy w tym wzgledzie przytoczy¢ dzieta Love'a*
i H. Lorenza®, kit6rzy temu szczegéluemu zagadnieniu poswiecaja osobne

) B. de Saint-Venant, Mém. prés. par div. sav. 14, p. 233; 1855, Paris. Journ.
de math. (2), 1, p. 89; 1856.

?) A. Clebsch, Theorie der Elastizitdt fester Korper. Leipzig 1862, pg. 74.

3) Zob. Encyklopidie d. math. Wissenschaften, 1V, 4, p 170. Leipzig, 1907 —1914.

%) A. E. H. Louve, Elasticity, wyd. niem. (Timpe) B. G. Teubner 1907, pg. 379.

%) Hans Lorenz, Technische Elastizitatsiehre, Miinchen-Berlin 1913, pg. 433.
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rozdzialy, oraz wskaza¢ z ostatnich czaséw pracg Z. Fuchsa®, opierajacq
sie na wzorach, podanych w dzietach przytoczonych.

Do tego zagadnienia nawigqzujg badania w niniejszej rozprawie. Catko-
wanie zachodzgcych tu réwnan rézniczkowych przeprowadzam w sposéb od-
mienny anizeli dotychczas, pozostajac przytem w obrebie uproszczen, wzgled-
nie zalozed, jakie poczynit de Saint-Venant co do natezen stycznych.
Co do natezenia normalnego w jakimkolwiek punkcie przekroju poprzecz-
nego, opieram sig na prostem zatozeniu Bernoulli'ego, a mianowicie, ze
natgzenie normalne jest proporcyonalne do odleglosci od osi obojetnej; przy-
czem spéiczynnik proporcyonalnodci, ktéry w tym przypadku jest zmienny od
przekroju do przekroju, wyraza sig przez moment zginajacy. Jako wynik
otrzymuje sig zjawisko ugiecia drugiego rzedu oraz skrecenia.

Ten sam rachunek stosujg do zagadniesi ugiecia pierwszego rzedu i wy-
dtuzenia; jedno i drugie jest potgczone ze zjawiskiem skrecenia.

Nie twierdze, ze sa to wyniki nowe; tylko ujecie catego zagadnienia,
a mianowicie sposéb catkowania réwnan, ktéry jest jednolity dla wszystkich
w grg wehodzgcych tu zjawisk, jest inny, a—mojem zdaniem—oprzejrzystszy,
anizeli dotychczasowy. Wystepuja wszgdzie trzy funkcye, z ktérych jedna
we wszystkich tych zagadnieniach pojawia si¢ w tej samej postaci i okresla
zjawisko skrgcenia. ‘

Na tych funkcyach opieram nastepnie rozwazania, dotyczace warunkéw
umocowania preta, ktére s w scistym zwigzku ze statemi catkowania, zacho-
dzacemi we wzorach na przesunigcia. Kwestya ta nie jest dotychczas wyja-
$niona: zachodzi mianowicie pewna dowolno$¢ w wyznaczaniu wspomnia-
nych statych. A przeciez jakiekolwiek zagadnienie, przytem natury konkretnej,
jesli ma by€ zupetnie okreslone, nie powinno pozostawia¢ zadnych nieuza-
sadnionych dowolnosci. Zdaje mi sig, ze definicya, ogélnie przyjeta na umo-
cowanie preta, jest sztuczna i nie okresla przytem w zupetnosci zagadnienia.
Podajg tedy inng definicye, ktéra wytania sie sama z rozpatrywanych zagad-
niefi, a mianowicie z zastosowania podanego aparatu matematycznego do
przypadku, w ktérym na pret nie dzialajg zadne sity. Jako wynik otrzymuje
sig zwykle przesuniecie i obrét preta okoto pewnej osi, ktéry to stan wyzna-
czajg -stale, w mowie bedace. Te stale nie odnosza sie do wiasciwego od-
ksztaltcenia preta, tylko charakteryzuja go jako ciato zupelnie swobodne. Z tej
to przyczyny, poniewaz bierzemy pod uwage pret umocowany, ktéry zatem

pozbawiony jest jakiejkolwiek swobody ruchu, przyréwnywam state do
zera. ) .

') Zygmunt Fuchs; Zeitschr. Dtsch. Ver. d. Ingen. 58, pg. 1330, 1914,
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lgiecie z powodun sily poprzecznej.

§ L. W badaniu niniejszem postugiwac si¢ bedziemy uktadem sp6trzed-
nych Ozyz tego rodzaju. ze plaszczyzna x Oy stanowi pierwszy przekréi
poprzeczny preta, ktérym tenze przylega do $ciany stalej. Poczatek O scho-
dzi sig ze srodkiem cigzkodci tego przekroju, o$ z z linig érodkows preta
W stanie jego pierwotnym, przed odksztalceniem. Przytem nadajemy pretowi
pofozenie poziome, ponadic ksztatt pryzmatyczny i zakoriczenie plaskie, pro-
stopadie do osi 2. Osi # iy, ze wzgledu na jakikolwiek przekréj poprzecz-
ny, majg takie polozenie, Ze o$ y przechodzi przez $rodek ciezkosci przekroju
i wpada w jego 0s obojetng, os zas$ x przyjmuje polozenie pionowe, z kie-
runkiem w gore.

Do tego ukiadu, nie przyjmujac zadnych sit dzialajacych na mase preta,
odnosimy réwnania, znane z teoryi sprezystosci:

ity

Obok réwnadi (1) nwzgledni¢ jeszcze trzeba warunki powierzchniowe,
ktére przy zaloZeniu, Ze na powierzchnig preta dzialajg sity X,,, Y., Z,, majg
ksztalt ogdlny: ‘

X, cos (nx) + X, cos (ny) + X, cos (ne) = X,,,

Y. cos (nx) -+ ¥y cos (ny) - Y, cos (n2) = Y,, 2)
Z. cos (nx) -+ Z,cos (ny) -+ Z.cos (nz) =Z,,

gdzie n oznacza normalng poprowadzong do powierzchni:

Opré6cz powyiszego zatoZenia, Ze na punkty wewnatrz preta nie dzialajg
zadne sity, przyjmujemy, odnoénie do powierzchni preta, ze na jego pobocz-
nicg réwniez nie dzialajg zadne sity; jedynie powierzchnie koricowe podle-
gaja z zewnatrz dziataniu sil, wzglednie momentéw. :

Biorac nastepnie pod uwage jakikolwiek przekrdj preta w odleglosci #
od jego korfica przytwierdzonego, przyjmujemy, zgodnie z zatozeniami
de Saint-Venanta, ze natezenia

Xx:yszy:O~ (3)
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§ 2. Oprocz tych zatozen og6lnych, ktérych wymaga zagadnienie
de Saint-Venanta, wprowadzamy do naszego badania jeszcze zatozenie
co do natezenia Z,. Przyjmujemy prawo Bernoulliego i podstawiamy

Z,=—cx. Q)

Spétezynnik proporcyonalnosci ¢ jest w zwigzku z momentem zginaja-
cym, ktéry réwnowazy si¢ z momentem statycznym pary sif, do jakiej skia-
daja sie natezenia dziatajgce w przekroju. Ze wzgledu na o$ obojgtna, ktdra
w przekroju schodzi sig z osia ¥, bedzie tenze moment réwny

M=—fZ.zxdedy=cfodedy=cJ, (5)

gdzie J= fa®dx dy oznacza moment bezwladnosci przekroju ze wzgledu na
o$ obojetna.

§ 3. Przyjmujemy, ze w $rodku cigzkosci wolnej powierzchni kofico-
wej zaczepia cigzar Q. Natenczas moment ugiecia ze wzgledu na oS obo-
jetna w odleglosci z od przytwierdzonego konca preta, ktérego dtugos¢ ozna-
czamy przez I, réwna sig

M=0Q(@—2). ®)
Bedzie zatem )
e 20 —2)
J 3
M
Zsz——‘?— (l—2a)x.

§ 4 Naszem zadaniem bedzie wyznaczyé natezenia styczne X,i Y.,
tudziez przesuniecia uwvw punktu zyz w kierunkach osi spétrzednych. Na
podstawie powyzszych zalozef réwnania (1) i (2), ostatnie z uwagi, ze
cos (ng) =0, przyjma ksztalt nastgpujacy:

2 X,
2z =0,
3Y,
azﬁﬂo’ @)
°X,  ?Y, Q@
e T g T
X, cos (nx) + Y.cos (ny) =0. . (2H

Nadto opieraé sig bedziemy na znanych zwigzkach, jakie zachodzg po-
miedzy natezeniami a przesunigciami, a ktore, z uwzglednieniem tych samych
poprzednio wprowadzonych zatozefl, beda:

) O zagadnieniu de Saint-Venania. e
X;,=3\3+2v2—z~:=0,
5’g=;.g+2v§%=o, ®)
Zy=hs-+2v %-IZ =0,
=l 45
L=y 2+ (9)
X,= (0] =0.

W tych réwnaniach oznaczajg » i+ spéiczynniki ‘sprezystosci dla cial
rownokierunkowych, s wydtuzenie objetosciowe, przyczem

su , v | 2w
=i Tay T (10)
§ 5. Modut E Younga bedzie tu:
5 YA 29
Ay
Stata Poissona jest:
IS
B =504

Miedzy niemi zachodzi zwigzek
E _ 2v(38h—2y)
"
Y = e __..'E —
2+1)7
§ 8. Dodajemy zwiazki (8) i, przy uwzglednienin réwnania (10), mamy:

oraz

1
”@f%ir%“'@“’ {10

G =

a nastepnie, po wprowadzeniu réwnoczesnie réwnania (10/), z tych samych
zwigzkéw (8) dostaniemy:
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ou g
il A

v _pQ, o

5y _EJ(Z 8z, (11)
dw Q »

P ¥ A A

Catkowanie réwnan (11) prowadzi do wzoréw:

u=d2 -2 e, 9,
vzﬂ_(z—z)m_/—]—,((x z), (12)
w_-_—__—]gj—(lz—é32)+¢(m:y)~

§ 7. W celu wyznaczenia wystepujacych tu funkeyj ¢ (y, 2), % (z, 2),
U (z, y) postugujemy sie réwnaniami (9). Podstawiajac wyrazenia (12) w réw-
nania (9), otrzymujemy:

_~Y5 24
oy’
Ly @ @ 2
VA= G~ e b @)

tx=4T gyttt —o.

el
§ 8. Wyznaczenie funkepi 3 (x, ). Pricz X=0 jesti %!—_—0, kto-
1y to wyraz opusciliSmy w drugiem réwnaniu wzoréw (1'). Na tej podstawie,
biorac pochodng wzgledem « trzeciego réwnania (9'), bedziemy mieli
a2y
dx?

_—:O’

85‘:0 otrzymamy z pierwszego wzoru (9')

2y
2z

=0.

Obydwa réwnania rézniczkowe dla y prowadza do wzorw:

x=r12z-tyvx —az+p. (18)

©
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Stala = wyraza t. zw. ,skret* (,twist®); stale v, &, §', jak sie poZniej okaze,
znikng.

§ 9. Wyznaczenie funkeni ¢ (¥, 2). Bierzemy pochodng wzgledem z
wielkodci A, wréwnaniach (9") i przyréwnywajac ja na podstawie réwnan (1')
do zera, ofrzymamy: B

S = —Fy (—a =0 (14
Nastepnie wynikajgce z wzoru (13) wyraZenie

L S

=ty
o i
fr !

podstawiamy w trzecie rownanie (9'); bedzie:

k4

2 ow() R
ol — drzdy=
:Z/ i J‘(Z 2)!] T 0!

a stad:
G B
r=—wyz— (g5 0 -y —w+FE) (15)

Aby wyznaczy¢ F (z), bierzemy pierwsza i drugg pochodng wzgledem 2
i bedzie:

(5]
-3

| P“Q 24‘611‘7'(2)

zz—’JTEJ L 7

o)

tudziez, przy uwzglednieniu jeszcze réwnania (14),

32 da? F
8;; dz CJJ t—2.

Stad:
F=

k]

G — i) s

a zatem réwnanie (15) przybiera postaé:

s= szt gy [~ 5 G-y iR—pe | —wy st (6)

. . . PP -D. ¢ R
Funkcyg ¢ otrzymamy rowniez, postugujac si¢ zwigzkiem »37; =0, ktéry

przy uwzglednieniu réwnan (9') prowadzi do réwnania

32 4
Tr_ 20y,

‘yZ -

w zgodzie z wzorami wyzej otrzymanemi:
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§ 10. Nim zajmiemy sig¢ funkcyg ¢ (%, y), obliczmy najprzod nateie:

nia styczne X, i Y,. Jezeli pochodne funkeyj ¢ i ¢ wzgledem 2, t. j.

3 4
o )4 i
oraz

%:fcm——-a,

podstawimy w réwnania (9/), otrzymamy:

1
v -=§(£— "J—"g"EQJ @ —y)+8,

(17
~Y aq)—j—'ca;—» P‘Qw v
y °F 3y EJ Yo

§ 1. Podstawiajac wyrazenia (17) w trzecie réwnanie (1') i piszac
1 _ 204D

T TR otrzymamy réwnanie rézniczkowe na ¢:
axﬂ + ayz +

] Obok.tego téwnania uwzgledniamy jeszcze warunek obwodowy (21,
ktéry przybiera ksztatt

@ =0. (18)

3¢ 29

55 oS (na) +:T €0s (ny) = (y cos (nx) — cos (ny))
—}— 2 [»—fi cos (nx) + xy cos (ny)] (19)
—Bcos(nz) -+ acos (ny).

Zam?ast funkcyi ¢ wprowadzamy dwie inne funkcye @ i W, ktére z ¢
tworzg zwigzek

b=r0— L W ayn pafay gy (20)

Z wzoréw (18) i (19) wynikajg tedy réwnania:

20 . EBO g ey 2y '
T(W+*—ayz)—w(—rwa “rvyz)= (18)
a®
T (Tﬂ—— Y cos (nx) -+ x cos (ny))
(19)

o e (e # 4 (1 —£) 13) cos () 4 @ 4-p) g cos no)]=

icm
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przyczem: ad

acD ) ’*CI)
AT 5 08 (nx) T —— COs (RY);

odpowiedni zwiazek mamy dla funkcyi ¥.

Réwnania (187) i (19) lstme]q dla jakichkolwiek = i i z ktérego to

EJ’
powodu rozpadajq sig na nast¢pnjace:
20 2D *W Y =0
Bar Ty T e Tr y? ’
4o =1/ €0S (nx) — & cos (ny), (21)
an

av =— [ﬁ zr -+ (1 — ﬂ) yz] cos (nx) — (2 +p) zy cos (ny).
an 2 2

Wiadomo, ze @ jest funkcya skrecenia, W funkcya ugigcia, a obie za-
lezg od figury przekroju.

§ 12. Wprowadzajac wyrazenia (16), (14}, (20) do wzoréw (12) i (17),
otrzymujemy dla przesunie¢ i natezefi nastepujace znane wzory, do ktérych
dotgczamy jeszcze wzory ma o, i 9:

uz_-fyz+—E%[%<Z—z)<x2 P+ 12— 2| =yt pet

V= rmz~{— (l~4)xy +ye—az+8, (22)
w= r®+E7 [‘F—I—myﬂ—-}—(leé— 2) x] —fztay,
X, = -,T(Ea%_y)__ﬂ%_;)_j{aw+%,.,g+< _%)yz])

L= (3| — sy [5y @ Te ). 23)

_ 9
Z,—#T(l—z)w.
B N P TR s
= wws— ozt 1o, @4)
b= — 2 W oy —patayt1.
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Ligiecie z powodn pary sit. Wyduzenie. Skrecenie.

§ 18. W zagadnieniu poprzednio przeprowadzonem spéczynnik pro-
porcyonalnosci, zachodzacy w prawie Bernoulliego, jest w zwigzku linio-
wym ze spérzedng 2. Jesli spdtczynnikowi ¢ nadamy warto$¢ stata, wiedy
rachunek, przeprowadzony w sposéb analogiczny, wykazuje skrecenie i ugie-
cie pierwszego rzedu. Jesli przyjmiemy, ze natezenie normalne zachowuje
wartos¢ stalg, Z, = C, wtedy obok skrecenia wystepuje jeszcze wydtuzenie
preta.  Nie chege jednak dla tych szczegolnych zagadniefi przeprowadzac od-
dzielnych rachunkdw, podstawiamy

Zy=—cx 0O, (4a)

przytem opieramy sie na prawie nakladalnosci (superpozycyi) zjawisk, jakie
tu zachodzi. W tym wzgledzie moglibysmy i poprzednio przeprowadzone za-
gadnienie wiaczy¢ do wspélnego rozpatrywania, dofgczajac po drugiej stro-

nie wzoru (4a) jeszcze g -2 a

Przy uwzglednieniu zatozenia (4a), réwnania (1) i (8) otrzymujq ksztal:

85X, 2V, X, | oY,
3 —3; =0 Sz Ty =0 (1a)

2u
Xz:}\s—l—2v—g=0,

; v _
Iy__lc—l—va_O, V(Sa)
R R
Z réwnar (8a) wynika:
_—cx+C
G*m. (10a)

Z podstawienia wyrazenia (10a) w réwnania (8a)i po uwzglednieniu § 5
otrzymujemy:

=A“=—-—%(——om+0),
(11a)

dw 1

Catkowanie tych réwnan prowadzi do wynikéw:

an O zagadnieniu »c&e_ Saini~\{e!1§11av.m_ e 205

u=—t (—}eatt 0z) + 5y, 9
o=t (—exy 0y 41, 9, (12a)

0= o (—caz+t0)+ b, ).

Po wprowadzeniu zatem wyrazen (12a) w (9) bedzie:

Uy 22, %%

*I’f‘ 2z + 3y’

Dy 24 %9 ¢ (9a)
T}lg_ax.}ﬂSz E 7

Na tej samej podstawie jak w § 7 otrzymamy te same réwnania réznicz-

kowe dla y, zatem i wzdr (13). -

. 8 X,
W celu wyznaczenia funkcyi ¢ opieramy si¢ na zwigzko o =0

i otrzymujemy:
1 _,y jemy B o L4a)
’ 227 E
Nastepnie podstawiamy gl.—..—zz—l—’( w trzecie réwnanie (9a); bedzie:
&€ . 7
‘ 1 e | _
> X, = 55—{— 5 cy+re241=0,
a stad: .
o =—ryz— g ot — 1Y+ F (). (15a)
Aby wyznaczy¢ funkeye F (2), tworzymy

29 ar
Ezvq:y_l—dz’

a dalej, ze wzgledu na réwnanie (14a), bedzie:

skad:


GUEST


206 Alfred Denizot. g_&lﬂ‘
Zatem réwnanie (15a) przybiera postaé:
¢
(F=-‘2EEC?/Ll"ﬁzz—*?/z—w—l—ﬂz-f—a’- (16a)
Przesunigcia (12a) beda:
¢ Y
0= g @@ —py 42 — o —eye—qy Lpeta,
u=-viE‘i zy ——%q-y—{—th—}—'{w——az-{—ﬁ', (22a)
c C A
W=— &2 —f—fz—}—gb(xy).

W dalszym rachunku pominiemy state «, B, 1, o, B, o, przyréwny-
wajgc je do zera na zasadzie warunkéw wmocowania preta, o ktérych do-
piero przy koricu bedzie mowa. Réwniez funkcya ¢ (x, y) dla t=y=0

bedzie ¢, =0.
Na tej podstawie otrzymamy dla natgzen (9a):
5
X, =y (3—5 —c y) ,

(17a)
Y,=v (% —}—rx) s

Funkeya ¢ ze wzgledu na zwigzki (1a) i (22') czyni zado$¢ réwnaniom

a2 3%y

‘amf 5 =0, (18a)
49 _
an =1 (y cos (n@) — z cos (ny)). (19a)

§ 4. Rozpatrujemy nastepujace przypadki:

a) =0, 0=0.
Jezeli ©=0, bedzie, jak to wynika z réwnania (19a), réwnoczesnie:
3y ]
v,
z Y

a poniewaz ¢ =0, bedzie zatem i $=0.
Otrzymujemy wzory na ugigcie rzedu pierwszego:

icm
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ke
V= E y:
¢
W=— T2,
Xg=YE=O, Z,:——CZY.
b) ©=0, e=0. Wydtuzenie:
P
w—_—fz,
X.=Y,=0, Z=0C.
c) ¢=0, C=0. Skrecenie.
w=—rtyz,
v=rtrz,
w=4,

¢
XE=‘J(8—E—":Z/) ’

g
Y.=v (5—17—1—4:1‘) s
Z:=0;
4 jest funkcya skrecenia i czyni zado$é warunkom (18a) i (19a).
Natezenia w jakimkolwiek przekroju, pod wzgledem statycznym, réwo-
wazne sg z parg sit, ktérej moment réwna sig

3¢ ¢
Mzzf(xl’;-—'sz)d;zdyzv‘ﬂf(mz—l“le‘!“E@‘«Ly 5o) G0 AY-
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§ 15. Pozostaje jeszeze do wyjadnienia sprawa statych o, 8, v, o, B, Y,
ktorych wyznaczenie faczy sig z warunkiem, ze jeden koniec preta jest umo-
cowany. Podtug przyjetych zapatrywar 1 rzecz przedstawia si¢ w sposéb na-
stepujacy:

Utwierdzenie preta zupetnie jest zdefiniowane, jezeli: 1) jakikolwiek
punkt preta jest punktem statym, nie doznajacym zadnego przesuniecia;
2) jakikolwiek element liniowy, przechodzacy przez ten punkt i 8) jakikol-
wiek element powierzchniowy, zawierajacy wspomniany element liniowy, za-
chowuja swoje pierwotne pofozenia. ’

Stosujac sie do tej definicyi, przyjmujemy jako punkt staly poczatek
spotrzgdnych, ktéry si¢ schodzi ze Srodkiem cigzkosci przekroju z pla-
szezyzng £ Oy, otrzymamy zatem waruuek, ze we wzorach (22) wzglednie
(22a) dla =y =2 =0 r6éwniez przesuniecia 1, = v, =w, == 0, a tem-
samem i P, =1y, = $,=0.

Nawiazujac rzecz do warunkéw umocowania, wymienionych pod 2) i 3),
wezmy pod uwage punkt w bezposredniem sasiedztwie poczatku; wtedy skta-
dowe przesunigcia tego punktu, ze wzgledu na zwiazki (12) i (12a), beda:

] v

Aty = (%)Ud Y-+ (éﬁ)odz’
2%\ g %

dv, = {5;) da + (%j) de

24 a4
=[5 12+ (5] av

czyli, jezeli uwzglednimy wyrazenia na ¢, %, 9, zachodzace w rozpatrywa-
nych zagadnieniach, bedzie

duy= —dy 4 eda,

du, = '{d:t — adz, (25)
gy ey

dw, = (95) dx - (ﬁ) dy,

przyczem dla zagadnienia ‘ugiqcia drugiego rzedu, jak z réwnania (20) wyni-
ka, bedzie ) ‘

(5= @%),“ w7 (s)? o)
S (2l 35

% Clebsch, L c. pg. 70,
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Nastepne wywody faczy¢ bedziemy w szczegdlnosei z zagadnieniem
ugigeia drugiego rzgdu, lecz ich wynik bedzie ogdlny, dotyczgcy wszystkich
w tej pracy rozpatrywanych zagadnien.

Zachodzi¢ moga nastepujace mozliwosci co do warunkow 2) i 3). odno-
szacych sig do utwierdzenia preta:

a) Element liniowy, wychodzacy z statego poczatku O, schodzi sie
zosia Oz, a element powierzchniowy, zawierajacy tenze element liniowy,
lezy w plaszczyznie z0vy.

Podstawiamy zatem w réwnaniach (25) dz = 0. Nadto, poniewaz punkt
dz, dy iw odksztalconym precie ma pozostaé w plaszezyinie Oy, prze-
suniecie w kierunku osi & bedzie réwne zeru, przeto:

a4 24
dw, =20, (ﬁ') _(,“i =0,

daly 12

a zatem z réwnan (25/) wynika:

Nastgpnie z uwagi, ze element liniowy, schodzacy sie z kierunkiem os
Oz, nie ma uledz zadnemu obrotowi okoto punktu O, czyli ze zaden punkt
tego elementu nie ma dozna¢ zadnego przesuniecia w kierunku osi y, wy-

nika, ze dv,=0, przy dy=0, zatem v =0. )
b) Element liniowy schodzi si¢ z Oy, element powierzchniowy z pla-
szezyzng z Oy.
Bedzie: dz=10; dw,=0; (Gip) = (m) )
0

fia jak pod a);

duy=0 (de=0); =0

c) Element liniowy Oz, element powierzchniowy z0z:
Ady=0; dy,=0; 1=0a=0;

=377 (=)

21
dw,=0 (dz =0); (52‘)20? :
70

o

d) Element liniowy Oy, element powierzchniowy y0z:
dr=0: du,=0; 1=3=0;

w57 (5]

0 U

3y ey

ad
dw, =0 (dz=0); (»%):O; a:—r(
g0

EJ
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e) Element liniowy Oz, element powierzchniowy yOz:
de=0; du,=0; 1=8=0;
dv,=0 (dy =0); a=0.

f) Element liniowy Oz, element powierzchniowy zOz:
dy=0; dv,=0; (=a=0;
duy =0 (de=20); B=0.

Z powyzszego zestawienia wynika, ze w kazdym razie v =0. Watpli-
wosci moga jednak zachodzi¢ co do wartosci na « i §. W tym wzgledzie mo-
znaby rozumowac¢ w sposéb nastepujacy: W dwéch przypadkach, a) i b) e ip
majq te same, réznigce sig od zera wartosci, a w dwéch innych, e) if), réw-
najg sig zeru. Zatem, z pominigciem przypadkéw c) i d), w ktérych na «ig
otrzymuje sig rézue wartosci, wybdr $cislejszy pada na:

RS Y, =Rl 2
Iy i=0; p=0.

W przypadku I) jako state wystepuja dwa elementy liniowe, ktére scho-
dzg sie z kierunkami osi # iy i wyznaczaja staly element powierzchniowy.
W przypadku II) jako stale zachodzg dwa elementy powierzchniowe, ktore
lezg w paszczyznach obojetnej i ugiecia i kt6re wyznaczajg element liniowy,
schodzacy si¢ z linia $rodkows preta. Za ktdrg z tych dwu mozliwosci sie
o$wiadcezy¢, rozstrzygnaé mogloby jedynie doswiadczenie.

Przyréwnywajac w réwnaniach (25) «, B, 7 do zera, pozostawiamy
punktowi do dy dea jeszcze swobode przesuniecia sie réwnolegle do osi 2,
co jest o tyle w zgodzie z do§wiadczeniem, ze zauwazy¢ mozna, iz pierwszy
przekr6j preta, w miejscu jego umocowania, doznaje najwiekszego wygiecia
i zakrzywienia.? Ogéwiadczajac sie za§ za mozliwoscig I, gdzie dw, =0,
usuwamy réwnoczesnie wspomniang swobodg. Ale doswiadczenie V) réwno-
czesnie wykazuje, Zze pierwszy przekréj pochyla sie do pierwotnej osi preta
najwigcej, co znowu nie zgadza sig z zalozeniem, ze element powierzchniowy
plaszczyzny obojgtnej pozostaje w polozenin poziomem?. A i trudno jest

" sobie wyobrazi¢, ze przy skreceniu preta jakikolwiek element powierzchniowy
wzdtuz osi pregta pozostaje w swojem potoZeniu pierwotnem.

1) A. Witkowski, Zasady Fizyki, t. I. Wyd. 3, str. 307. W. Voigt, Wied. An-
nalen 162, 83; 1882.
?) Zob C. Bacl, Elastizitdt und Festigkeit. 5. Aufl. Berlin 1905, pg. 473.
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§ 16. W nastepnych rozwazaniach dochodzg do wyniku, ze stale, o kt6-
rych jest mowa, znikaja, lecz sprowadzam ten wynik do innej okolicznodci.
W tym celu, aby wyjasni¢ tg kwestye, zastosujmy poprzednio podana
metodg rachunkows do przypadku, w ktérym na pret zadne sity ani momenty
z zewnatrz nie dzialajg, a temsamem w precie zadne natezenia nie zachodzg.
Bedziemy mieli zatem nastepujgce wzory:

XT=>~5+2*/?‘?€=O,
X
V=254 2% —0
y=hs | "'3?/‘— ) (8b)

21
L:KG—[—Q‘J%:O’
z ktérych wynika, ze ¢==0, oraz:

u=e¢(y, ), v=y(@&, 2, w=4(@, y).

Zatem wedlug réwnarn (9) bedzie:

b
I
-+
2z
l
o

1
v

2]
w >

s
I
§le
._I_
Qe
I
]

L
v

(9p)

._.
W
-8
I
©

<
&
I
é)
-

Otrzymamy stgd te same réwnania rézniczkowe na 7y, co poprzednio,
awiecina y wzér (13). Stala v, zawarta w tym wzorze, przyréwnac jednak
trzeba do zera, albowiem ¢ tylko wtenczas zachodzi, jesli istnieje moment,
ktéry obliczylismy w § 14 pod c), a ktéry w tym przypadku, dla X,=1Y,=0,
znika. Zatem:

=10 —oz 8 (13b)
Nastepnie bedzie:

1 %0
T—Xy—'—_'é‘z‘/"_{"l —O:

stad )
up—_——”/—}—F(z),
a poniewaz:
23X, 32
L Y 14b
= =0 (14b)

bedzie przeto:
F&)=pz+2.

Pra i 147
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Mamy zatem: =y =0 — Yy + B2,
v=7y = —az{ vz,
w=1p=1" —px -} oy’

W tych wzorach okre$lajg o, f, 4" przesuniecie catego preta, a «, 8, 7
jego obrdt okoto osi, ktdrej potozenie wyznacza stosunek o:f:7. Przytem
nadmienic¢ trzeba, ze pret przez te zmiang potozenia swojego nie doznaje zad-
nego odksztatcenia. Wspomniane stale charakteryzujg cialo zupelnie swo-
bodne. Atoli stan poczatkowy preta jest ten, ze pret, wskutek utwierdzenia,
nie moze sig¢ przesunaé ani obrécié, a z tego wynika, Zze zachodzgce stale
przyréwnaé trzeba do zera.

Do tej okolicznosci sprowadzitbym warunki umocowania preta. W tem
oéwietleniu state w mowie bedace i zawarte we wzorach (22) i (22a) nabierajg
innego znaczenia. Stosujac zasade superpozycyi zjawisk, interpretujemy
przemiang pregta, wyrazong wzorami (22) i (22a), w sposéb nastepujacy: Te
wzory zawierajg 1°) Ugiecie pierwszego rzedu, 2°) Ugiecie drugiego rzedu,
3%) Skrecenie, 4°) Wydhuzenie, 5% Przesuniecie catego preta (2/'7"), 6%) Ob-
16t preta okoto osi, kidrej polozenie wyznacza stosunek «:f$:y. Poniewaz
dwa ostatnie zjawiska, 5° i 6°, wskutek umocowania preta nie zachodzg, prze-
to state o/, 8, o', «, B, 7, znikaja.

We Lwowie, w grudniu 1916.

AL. RAJCHMAN.

0 réiniczkowalnosei szeregw Fouriera wyraz za Wyrazem.

Sur la possibilité de différentier une série de Fourier terme-a-terme.

1. Szeregi trygonometryczne zbiezne®, jak wykazat Riemann, dadzg
sie w pewnem znaczeniu catkowac wyraz za wyrazem. Wynikiem takiego cat-
kowania jest zawsze szereg Fouriera.

W notatce niniejsze] zajmuje sie zagadnieniem odwrotnem: rozwazam
dowolng funkcye F (x), calkowalng i rézniczkowalng ,w sposéb uogélniony*,
t. zn. zakladam istnienie granicy

i Flel) —Fle—1h

h=0 27

dla pewnej wartoscl & = r, (jakiejkolwiek); rozwijam funkcye F (x) na sze-
reg Fouriera, rézniczkuje ten szereg formalnie wyraz za wyrazem. Udo-
wadniam, e szereg irygonometryczny. przez to rézniczkowanie otrzymany, jest
sumowalny dla « = x, podiug drugiej Sredniej arytmetycznej i posiada gra-
nice )

lim F(}K;O‘Th)()*—F(-TO— h).

B=0 2h

J-ta $rednig arytmetyczng Cesaro’ego wielkosei 8, S; ..., 8, nazywa sig
Pl pt:! g ary y g 12 5o y
wyrazenie

&

n

nn-+0...n+k—1)
k!

(&

gdzie s, okresla sig przez wzory zwrotne:

'} Wiasno§¢ te posiadaja pewne kategorye szeregéw trygonometryczaych rozbieznych.
(Fejer, Math. Ann. t. 58; por. moja notatkg w t. 26 czasopisma ,Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik-).
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