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W. GASIOROWSKI.
0 niezmiennikach réimiczkowyeh krzywych sferycznych i uktadéw
takich krzywych w grupie obrotéw kuli w sobie.

Uber die Differentialinvarianten der sphirischen Kurven und Kurvenscharen bei der Gruppe
der Bewegungen der Kugel in sich selbst.

Jezeli linie minimalne-t. j. tworzace prostoliniowe kuli o promieniu 1
obierzemy jako kizywe parametrowe @, y, to réwnania

_ox+§ _ oyt
M “=vetsr BTyt

przedstawiaé beda obroty kuli w sobie. W pracy niniejszej zamierzamy roz-
wina¢ teorye niezmiennikéw dla grupy tych ruchéw wedhig metod Liego,
skad odrazu wynikng kryterya nakladalnosci dla krzywych sferycznych i dla
uktad6w takich krzywych. To rozwiazanie zagadnienia o réwnowaznosci dla
krzywych sferycznych i uktadéw takich krzywych jest prostsze inaturalniejsze
od rozwiazania, zawartego w og6lnych kryteryach nakladalnosci dla krzywych
w przestrzeni. Jest ono zwlaszcza interesujace dlatego, ze daje sig zastoso-
wac do grupy ruchéw w plaszczyinie nieeuklidesowej hyperbolicznej.

§ 1. Jezeli pomyslimy sobie grupg parametrows (1), rozszerzong przez
dotaczenie przeksztaicen, jakich doznajg pochodne ¥/, y"... funkeyi y wzgle-
dem % w tej grupie, to mozna wzigé pod uwagg funkcye zmiennych z, v,
4/, y''..., pozostajace niezmiennemi w grupie rozszerzonej. W tem to znacze-
nin méwi¢ bedziemy o niezmiennikach rézniczkowych grupy (1). Pomigdzy
temi niezmiennikami rézniczkowemi istnieje, jak wiadomo, w przypadku gru-
py tréjparametrowej, jeden niezmiennik J, rzedu drugiego, jeden Jy rze-
du trzeciego it. d., tak ze najogélniejszy niezmiennik rézniczkowy rzedu
(34-s)-go jest funkcya dowolng niezmiennikéw Jy, Jy ... Jays. Mozna te
niezmienniki wyznaczy¢ albo bezposrednio z réwnan (1) przez rozniczkowa-

Prace mat.-fiz., t. XXVIIf. 1
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nie i eliminacye statych o, B, v, 9, albo tez rozszerzy¢ przeksztalcenia nie-
skoficzonostkowe grupy (1) za pomocg przeksztalcen pochodnych 3/, 9 ...
funkeyi ¥ wzgledu « i znale$¢ rozwigzanie uktadéw zupetnych, powstajacych
przez przyréwnanie do zera przeksztatcel nieskoniczonostkowych rozsze-
rzonych.

Najdogodniej bedzie przyja¢ najprzéd x iy jako funkcye zmiennej A,
o ktérej zaktadamy, ze nie zmienia si¢ w grupie, a odpowiednio do tego obli-
dx dy d*x
Ax dx odie
Przeksztatcenia nieskoriczonostkowe grupy (1) brzmig:

czy¢ przeksztalcenia nieskoficzonostkowe pochodnych

3 of
Ulfza_%_}"@r
©) U= gLty 2L,

of |, of
—— 2 L
Uf=2 am”["?/"’a—yﬁ

_ Przeksztatcenia nieskoficzonostkowe rozszerzone az do rzedu trzeciego
majq postac:

2 ]
vof =zl

\ sf  2f |, of . of af 5,
3y oL ' o
U8 f= L5 +y8y +a ax"i“y'”a’y‘f““" S Loyt a?}f,,;
of of
+ & —m ?/"’sy,,, ,
3)

8 4 2 2f of of
@) f = g2 L _
U;Of == aw“ﬁ“?/zs,y—l‘ﬁ(wm’m—[—yy’ﬂ])

+ 2 [(.'E.'x;"-]— m’z);%wf—"_i_ (yy/l + ylZ) _af ]

ay"

f

3
y;ﬁ'] :

of
+ 2 [(xxm_}_ 3m/w1/) am{” + (?/?lm‘l" 33/’ ’U") 3
Jezeli potozymy:

) U®f=0, U9f=0, UAf=0
i uwzglednimy tylko pochodne pierwsze, to dostaniemy uktad tréjparametro-
wy zupeiny z jednem rozwigzaniem
x! yl
Wy —a)?

1y =

icm
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Jezeli dotgczymy i drugie pochodne, otrzymamy ukfad trjparametrowy
zupelny o szeciu zmiennych. Posiada on tedy trzy rozwiazania, a pomiedzy
niemi rozwigzanie 7,. Dwa rozwigzania niezalezne od 7, sa:

2l @l oy 9 v
y—

- Jo == T
(E, y _ II;, 3 yl

ly ==

Jezeli dotaczymy wreszcie i trzecie pochodne, otrzymamy ukfad tréjpara-
metrowy zupelny o o$miu zmiennych, ktére précz rozwigzan iy, %y, 13 pOsia-
da dwa rozwiazania, od i, 4, 45 niezalezne. Temi dwoma rozwigzaniami sa:

ylll 3 yll

i =15 - -2—(7)2.

g o=
4 z 2

3

-’/‘;", 3 m!l 2
(a:’) ;

W og6lnosci liczba niezaleznych od siebie niezmiennikéw rézniczko-
wych rzedu n-tego tego gatunku wynosi 2m —1. Pomiedzy niemi zawiera
sie 27— 3 niezmiennikéw rézniczkowych rzgdu (n—1)-go. Dwa pozostate,
ktore z koniecznodcei zawiera¢ musza pochodne 2, ¢, moga by¢ otrzymane
z tych niezmiennikéw rézniczkowych rzedu (n—1)-go, w kiérych zachodzg
w("*‘”) ?/\11"12 .

Poniewaz chodzi tu o warunki naktadalnosci wzajemnej krzywych jed-
nych na drugie, nalezy zwazy¢, ze kizywa nie zmienia sie, gdy zmienng X
zastapimy przez funkcye dowolng tej zmiennej. Nalezy wiec stosowaé tytko
takie niezmienniki rézniczkowe, ktére nie zmieniaja sie, gdy » doznaje pew-
nego przeksztatcenia, w szczeg6lnosci zas pewnego przeksztatcenia nieskofi-
czonostkowego

Uf—a() oL,

gdzie o () oznacza funkeyg dowolna zmiennej X.
Z funkeyj i, , 4y, %5, Gy 5 nalezy tedy utworzyc te funkcye, ktére po-
zostajg niezmiennemi przy przeksztatcenin nieskoriczonostkowem:

Uz=0, Uy=0, Uk=a()),

bez wzgledu na wartosc¢ funkeyi « (A). Wzbr ogblny

UF 0= ) — ' 5 @)

daje:
Uz = —a'o; Uy =—y'o,

lel —_ - (93’ ol _|[_ 9! U.I) ; Uy!l — — (y! d”—{—* 2 yll d/) R
Uxll = — (.’L" cx"’—{—— 3 x! d”+ Bwlll DLI) : Uyllr:___ (,y/ {I,""+3 yll ul!_‘_ 3?_/“’ O{’).
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Funkcye 4, 4,, 4, %,, 95 przeksztalcajq si¢ w sposéb nastgpujacy:
Uiy = — 24,0/,
®) Uly=—(a" - dyol);  Uly= — (o' +dya),
l Uiy=— (o' ++24,0"); Uts=— (/"4 2454/).

Szukane niezmienniki f (4;, 4,, 45, %,, 4;) maja czyni¢ zados¢ zwigzkowi

5
3
> -ai Ui, = 0
o Oy
k=1

dla wszystkich wartosci funkeyi a (A). Zwigzek ten rozpada sie na trzy na-
stgpujace:

. 07 ., of ] .2 .2
2z1~’f—+¢23—%+zsa—£+2z4—3£+2z5 o,

g, 9‘10
of , of
6 Bt S Y
© 9132+ a¢3_0’
af | of
51, Fag, =

Przez catkowanie ydwnaﬁ rézniczkowych (5), stanowigeych uktad tréjparame-
trowy zupetny o pieciu zmiennych, dochodzimy do szukanych niezmiennikéw.

Jako takie mozna wybrac¢ nastepujace:

| 5= 5 Do),

@

—_ 2 11 n 17,2 112
|t w3 oy
ey ey 2 | Yl
Pox}liqdzy’2n ~1 niezmiennikami rzedu n-tego i, G, ... f2a—1 jest n—1
takich, kidre pozostajg niezmiennemi przy przeksztatceniu nieskonczonostko-
wem Uf. Albowiem zwizzek

2n—1
af .
‘ TZ]; U’Lh=0,
=1
ktérego spétczynniki s3 funkcyami jednorodnemi liniowemi wielkosci

oy ol an ro;padalsig na n oddzielnych warunkéw. Warunki te tworzg
uklad zupetny i posiadajg 21 —1—n=n—1 rozwigzafi. Istnieje przeto

(6)] O niezmiennikach rézniczkowych krzywych sferyeznych i t. d. 5

n— 1 niezaleznych od siebie niezmiennikéw rézniczkowych, zawierajacych
z, y; o,y &, y;... 2 y», niezaleznych od wyboru parametru A. Dla
n==3 mamy oba wyzej znalezione niezmienniki J,, J;.

Do obliczenia niezmiennikéw rézniczkowych rzedu wyzszego stuzy pa-
rametr rézniczkowy, t. j. dziatanie niezmiennicze. Najprostszy parametr réz-
niczkowy dla grupy (1) ma postac:

(y — =)’ (d”)z

®) de= 0 (2

ar’

Gdy wiec » jest niezmiennikiem, to i Ag jest niezmiennikiem. Jezeli po-
tozymy @ =\, wtedy znalezione niezmienniki rézniczkowe J,, J; i para-
metr rézniczkowy A¢ przyjmujg dla krzywej y = f (z) postac:

g, =4 y—=)— 2y W+ 1P

e 4
N k) Y A I i
Js—T(yr 2 ym)!
Ay — W —2)? 61_1)2
Ay = y' (dm'

Jezeli krzywa dana jest przez téwnanie f(z, y) =0, otrzymujemy wzory:

[(Foef2—2 ey Ty~ FoufD) (4 —2) — 2fafy (Fy— 1)
()

.\’p — ("?‘rfy; (?yfix;: (Z/ *—512)2.

Aby pozna¢ znaczenie geometryczne znalezionych niezmiennikow rézniczko-
wych, oznaczmy przez a, B, 7 spGlizedne prostokatne w przestrzeni, przez
x, y spolrzedne minimalne punktéw na kuli o promieniu 1, ktérej $rodek
znajduje sie w poczatku spotrzednych. Wtedy zachodza zwigzki:

Jp =

p— !
e LY @zi,l;rwy’ _rty
T -y

- ?

r—y T—Y
Kwadrat krzywizny krzywej sferycznej

z=¢0), y=9¢®

wyrazi sig wzorem:
g SET—EP L @—y)
=T Eay T Teahyn

i A
ol o ol g1y . Q pl gyl g
[(L y—a'y") — 2u'y a;——y]
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lab s 1 L

Ei=1 16 Jy-
Jezeli dalej oznaczymy przez s dlugos$é iuku rozwazanej krzywej sferycznej,
dostaniemy:

@)2_ A2y

( M-yt

Stad mozna poznaé znaczenie geometryczne parametru rézniczkowego Ag;
jest mianowicie:

soma 43
Ciag
Jy, ATy, ...

zawiera wszystkie parametry niezalezne krzywej sferycznej i pozwala odrazu
na podanie kryteryéw nakfadalnosci dla krzywych sferycznych w spétrzed-
nych minimalnych.

Jezeli przez T oznaczymy skrecenie krzywej sferycznej, réwnanie

J,=81K*T
przedstawia¢ bedzie zwiazek pomigdzy krzywizng skrecenia a wyzej znalezio-
nym niezmiennikiem rézniczkowym J; rzedu trzeciego. Kradac T=0,
otrzymamy z wzéru na Jy:

yIN 3:,/[2
AR
a catkowanie daje nam:
y = 8% -+
y cx++d’

jako réwnanie kota na kuli w spétrzednych minimalnych z, 7.

§ 2. Niechaj na kuli jednostkowej dany bedzie w spétrzgdnych mini-
malnych uktad krzywych, okreslony przez réwnanie rézniczkowe:

dy
M H =y, ).
Jezeli oznaczymy przez s, dtugo$c tuku krzywych tego uktady, to ze zwiazku
, 4dxd, tdxzdy
2 5,2 =
@ as; T )

otrzymamy wzory:
de _z—y dy_(@—yVy
l ds; — oV’ ds 2

&) l

o ~7/( 3f
s 2ch iz ‘ay)

MU O niezmiennikach rézniczkowych krzywych sferycznych i t. d. 7

Uktad trajektoryj ortogonalnych ukiadu krzywych (1) okresla sig przez réw-
nanie rézniczkowe
ay

Jezeli przez s, oznaczymy diugosc tuku tych trajektoryj ortogonalnych, otrzy-
mamy wzory:

®) l

dz _ z—y dy _@—yiVe

ds, 2zV/w as, 2
of _a—yof _ of
ay!’

e —

332 9”/" dx

Wszystkie wzory, odnoszqce sie do danego uktadu krzywych, przechodzg
na odpowiednie wzory dla trajektoryj ortogonalmych, jezeli zastapimy o
przez —g.

Niezmienniki rézniczkowe rzedu 2-go krzywych danego ukladu i ich
trajektoryj oryginalnych wyrazaja sig, jak nastepuje:

-4 o ¢ .28

‘ l ‘]2—,‘?[1_!-‘ (am’_l_‘falg]l
(b) 4 L T—Y Qu aL{;}z
h=g [ R )

Z wzoréw (3) i (5) dostajemy:

af e (3f z—y [2f r—1 29
ETN (osl) 35, (asﬂ) “95 lg&: (1+"2'§“ a‘y)

0]

co przy pomocy wzoréw (6) i tak napisa¢ mozna:

oAy @ eyt vV, Df ~ 2f
(S) 35, (cs ) as, (as,,)_zu( “HJ“‘ )
L
Rozwigzanie réwnan (6) wzgledem —:;3, 5—:/ daje nam:
3 _ (VI +iV T eVe — 4o _UT—iV ) Ve—ty
T 2(z—y) ’ ay 2(x—1y)

skad, stosujgc warunek catkowalnodci, otrzymujemy zwigzek:
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' VT, VT, 1 | g
® 35, | 95 ZE(J2+J2)‘|“4L~
Jezeli wprowadzimy oznaczenia:

1 = 1 =
(10) Ny= g7 Vs, szzﬁl/!]g,‘

nadamy zwigzkowi (9) postac:

oN, 9N

(11 2s, a—sf:Nxz“‘sz"i’l,

a zwigzek (8) przybierze postaé:

3 jaf s qof af af

12 5y (s) 3 (a0g) = Moz, T Mgy

Funkcye Ny, N, sq niezmiennikami rézniczkowemi rzedu 2-go danego ukta-
du krzywych wzgledem obrotéw kuli w sobie. Sg one réwnoczesnie jedynemi
niezaleznemi niezmiennikami rézniczkowemi rzedu 2-go. Niezmienniki réz-
niczkowe rzedéw wyzszych dostaniemy przez rézniczkowanie funkeyj N, N,
wzgledem s, , s,. Liczba niezaleznych niezmiennikéw rzedu n-tego (n>2)
jest réwna liczbie niezaleinych pochodnych rzedu n— 2 funkcyj N, N,
wzgledem s, s,. Liczba niezaleznych pochodnych rzedu n—2 dwéch fun-
keyj dwoch zmiennych wynosi 2n--2.  Przez rézniczkowanie zwiazku (11),
przy uwzglednieniu tozsamoéci (12), dostajemy n—2 réwnan; pozostaje za-
tem 7 niezaleznych pochodnych rzedu n-—2, a wiec i » niezaleznych nie-
zmiennikéw rzedu n-tego danego uktadu krzywych.

Po tych przygotowaniach atwo juz ustanowi¢ kryterya kongruencyi dia
uktadéw krzywych sferycznych. Zagadnienie to nie rézni sie zasadniczo od
odpowiedniego zagadnienia dla uktadu krzywych na ptaszezyinie, rozwigza-
nego przez prof. Zorawskiego w rozprawie: ,Notizen aus den Gebiete der
Differentialgeometrie, IV: Uber Kongruenzkriterien ebener Kurvenscharen®
(Prace matematyczno-fizyczne t. XVIII, 1907).

Idzie tu przedewszystkiem o ustanowienie takiego ukladu réwnaf réz-
niczkowych, ktéremu czynia zado$¢ wszystkie funkeye o (2, ¥), odpowiada-
jace ukladom krzywych, ktére powstaja z danego ukladu krzywych przez ob-
roty kuli okoto jej Srodka. Ten uktad réwnan rézniczkowych, wyznaczajacy
wszystkie ukfady krzywych nakfadalne na uktad dany; musi nastgpnie skla-
dac sig ze zwiazkéw pomiedzy niezmiennikami rézniczkowemi danego ukltadu
krzywych. Nalezy odrézni¢ tu przypadki nastepujace:

~znacznik

©) O niezmiennikach rézniczkowych krzywych sferycznych i t. d. 9

1. Zalézmy najprzéd, ze niezmienniki N,, N, danego uktadu krzywych
sa od siebie niezalezne, t. j. Ze wyznacznik funkcyjny

nie znika tozsamosciowo. W tym przypadku réwnania

N, =N, (=, ¥), N, =N, (z, y)

_ dajg sie rozwiaza¢ wzgledem x, y przynajmniej w pewnym obszarze tych

zmiennych, i mozna wtedy wszystkie pochodne rzedéw wyzszych wyrazic jako
funkeye wielkosci N, i N,. W szczeg6lnosci mozna wtedy napisac:

2N, 3N,

i —2_)»'S~1—=F11(N1, Ny). ’ET;':FI?(Nl‘ Nz)’
(18} j
2N 2N,
. l S—SfZFZ‘(Nl’ Nz)x aszzF‘_’z(NlaNz)'

Zwiazek (11) daje nam tozsamosc
(14 Fy— Fyy = N>+ N+ I

to znaczy, ze pomiedzy réwnaniami (13) s tylko trzy od siebie I}ieza%ez{le.
W podobny sposéb mozna otrzymaé zwigzki pomigdzy niezrnienmkaml' réz-
niczkowemi rzed6éw wyzszych, i tym wszystkim zwiazkom muszg czynic¢ za-
do$¢ uktady krzywych naktadalne na uklad dany. Ale wszystkie te zwigzki
powinny wynika¢ z réwnan (13) przez rézniczkowanie; réwnania rézniczkowe
(13) obok zwiazku (14) tworza tedy zadany ukfad réwnan, ktéremu muszg czy-
ni¢ zado$¢ wszystkie uktady krzywych, nakladalne na dany uktad krzywych.
Jezeli dwa uktady krzywych sferycznych, zktérych kazdy ma tg whasnos¢, iz wy-
3 (Ny, N.)

3 ) nie znika nietozsamosciowo, maja by¢ nakiadalne, to
3(s;, Sy

funk o(z stepnjace w réwmnaniach rézniczkowych fwzw(m )
unkeye ¢ (@, ), wystepuja dn— @

tych uktadéw krzywych, musza czyni¢ zados¢ temu samemu ukladowi (13)
réwnan rézniczkowych.
. sre. 2 a2, Ny ,
II. Zalézmy powtdre, ze wyznacznik (s, 5, znika tozsamosciowo,
. 1) 22
t.j. ze

(15) Ny =F(IV,)
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lecz ze funkcya N, nie redukuje si¢ do stalej. Przyjmijmy dalej, ze dla da-

nego uktadu krzywych funkcye: N,,
(16) M=

sg od siebie niezalezne.
W tym przypadkn mozna réwnania

9N,
38,

Ny=N,(z, y), M, =M (=, y)

fozwmzac’ wzgledem z, y i przedstawié wszystkie pozostale niezmienniki
]alfo funkcye wielkosci Ny, M,. W ten sposéb dochodzimy do zwigzkow
ktorym musza czyni¢ zados¢ wszystkie uktady krzywych, naktadalne na da-’
ny uk%at:‘l krzywych. Idzie tedy o to, aby z pomiedzy tych zwiazkéw wyszukad
te, z k.tor)./ch wszystkie inne mogg by¢ wyprowadzone zapomocg rézniczko-
wania i eliminacyi. Przez tézniczkowanie zwiazku (15) dostajemy:

N, oN
a7 ey ONy _ g 2N
| = . T

Przy pomocy réwnania (11) mozna te réwnania tak napisac:

oy,
(18)

aN,

35 =T F M N2 i),

W rozwazanym przy]la'adku dajq sie przeto wszystkie niezmienniki rézniczko-
we rzgdu 3-go wyrazi¢ przez dwa niezmienniki niezalezne NyiM,. Pomie-
dzy pochodnemi rzedu 2-go funkcyi N, i N,: '

31\71 ®N, *N, N, ) 3N,
35,05,

N, 2N,
35"’ 9535, 8s,2 Bs2’ B3 55,2

e

tylko cz.tery sg od siebie niezalezne. Przez rézniczkowanie zwigzku (11)
otrzymujemy mianowicie dwa zwiazki postaci:

3 (aN! 3N, an, aN,
. - :Q(N - —2
(19) l 28 982> 35,2 Lo, T asl>’

l BN, 8 2N,
35,  2s, (_a_?l

):2(N1 313\7_21+N23M).

Ers 3s,

Wszystkie tedy niezmienniki rézniczkowe rzedu 4-go dajq sie wyrazi¢ przez

icm

(11) O niezmiennikach rdzniczkowyc_h_lgzywych sferycznych i t. d. 11

2N, @ (aNl) 3 (81\]2) 2N,

382 85, \35,] " 35, \3s,)7 08y

oraz przez niezmienniki rzedu 2-go i 8-go. Ze zwigzkow (1), (12)1 (15) do
(19) wyplywaja mianowicie wzory:

? ) = ) — a4 Fr (s N2 D),

s, \2s, =332 CEN
2N, 2 BN, )
2 BN 2 @k PP M ),
2 2 1
(20)
32N2__ 2 9]\71 ' 2
o= se: (35) ~ BOULM AP My — F (A P41,
E-QNZ—-ia_M‘_’ ] ’ N2 2
- (ésg)—as, (381) PN M, F.(F" M, -~ N2+ F 1]
Zwiazki (20) maja postac¢ nastgpujaca:
5 BN\ _ 2 [N,
a5 o) = )
N, __ 2 (N,
98,2 T 95, (931)_‘_‘3’
@ ®N, 2 [N,
, 'N, o 3N,
382 932(951)_‘—7’
3 N, _ 2 N,
38, (asg)_asz (8sl)+a’

gdzie a. B, 7, & sa funkcyami niezmiennikéw Nj i M,.

Liczba niezaleznych niezmiennikéw rzedu n-tego wynosi n. Przez
(n — 2)-krotne rézniczkowanie zwigzku (15) otrzymujemy tylko n —1 nieza-
leznych zwiazkow pomiedzy niezmiennikami rzedu 7n-tego; powstajacy w ten
spos6b uktad réwnan rézniczkowych nie wystarcza tedy do wyznaczenia ukta-
déw krzywych, naktadalnych na dany ukfad. Tak np. przez dwukrotne 16z-
niczkowanie réwnania (15) otrzymujemy trzy niezalezne zwiazki pomiedzy po-
chodnemi rzedu 2-go funkcyj N, N, wzgledem s, is,, mianowicie trzy
zwiazki, wyrazajace niezmienniki rézniczkowe rzedu czwartego, jako funkcye
niezmiennikéw rzedu 2-go i 3-go. Lecz istniejg cztery niezalezne niezmien-
niki rézniczkowe rzedu 4-go; jezeli te niezmienniki wyrazimy przez niezmien-
niki rzedu 2-go i 3-go, otrzymamy cztery zwiazki rzedu 4-go.

Zwigzki, wynikajace z réwnania (15) przez dwukrotne rézniczkowanie,
mozna przy pomocy réwnaf (18) i (21) napisa¢ tak:
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2 PN

22 N.
(22) ° _) —F' 293121 Ly,

2N

2N,
2 F3 1
=F 35,2 + w,

98,2

gdzie w, v, w oznaczajg pewne funkcye wielkosci N, i M,. Pochodie

2N,

8522

&N, 2 N,
mozaa uwazac jako cztery niezalezne pochodne rzedu 2-ego funkcyj NV, i N,
wzgledem s, is,. Ze zwigzkow (22) wynika tedy, ze mozna wszystkie nie-
zmienniki rézniczkowe rzedu 4-go wyrazi¢ przez Ny i My; wystarczy wyeli-
minowac tylko zmienne z, Y z réwnan

22N, 9.
MZNI('T’ Z/): M1=M1($, '!/), Q_S'%ZP1(x7y)=asl:
1 1
przez co otrzymamy:
M
(23) N=F®), $2=%®, M,).
. 1

Tym sposobem okazalismy, ze i wszystkie niezmienniki rézniczkowe
1zed6w wyzszych dajg sie wyrazi¢ przez Ny 1 M,. Zwigzki tedy (23) tworzg
zadany uktad réwnan rozniczkowych i dajg w rozwazanym przypadku kry-
terya kongruencyi dla ukladéw krzywych sferycznych.

. Moze dalej zachodzi¢ przypadek, ze niezmiennik N, nie redukuje
sig wprawdzie do stalej, lecz jest zalezny od My, t.j. ze mozna przyjaé:

(24) Ny=F(N), M,=&(N,).

W tym przypadku mogy by¢ wszystkie niezmienniki rézniczkowe wyra-
zone przez samo N;. Aby dwa uktady krzywych sferycznych byty wtedy
nakfadalne, jest konieczne i dostateczne, by ich niezmienniki rézniczkowe
czynity zado$¢ temu samemu ukladowi zwigzkow (24).

IV. Zatézmy wreszcie N, =const., N, zas$ nie redukuje sie do sta-
fej. Przypadek ten zawiera sie w przypadku og6lniejszym, w ktSrym wy-

. (N, N,)
znacznik —-12 "2
3(Sy) Ss)
2

Ot6z jezeli niezmienniki N,iM,= 58—3 g od siebie niezalezne, to szu-
2

znika tozsamodciowo, N za$ nie jest state.

kany ukiad zwiazkéw mozna napisa¢ w postaci:

O niezmiennikach ré@@zkowycllgrﬁzywych sferycznych i t. d.

a9

M a v, M)

N, = const. , 35,

Gdy za$, przeciwnie, N, i M, sq wzajemnie zalezne, to za ten uktad
mozna przyjaé nastgpujacy:

N, = const. , M, =F ().

V. Przypadek N, = const, N, = const. prowadzi tylko do urojonych

tworzacych prostoliniowych kuli. Jest mianowicie:

?a% = fign [#(at 9y) - (& —Y) (Fao9 Pay) — LQ—_wy (Bt 9 %) - 9als
%T‘ =7 zlb, = (%o 90) + @) (Gay+9%00) — %ﬁ BPat29) 9l
-aa—zvj: ,;17— [ (g2t 94) — @—Y) (P2z— 9 Pxy) +% (Bge—190y) :],
%‘:} = 71;-‘ [— (=t 90) — &—) (%—wyy)+%§4 By — 90y) @]

o,

9N, . .
Ktadac wiec N, = const, a zatem —56—6—1 =0, 5y = 0, otrzymamy:

29 ($re ~+ 29 Cay 1 92 Pyy) = (9= 90) Bt ¢ %)

o, _y—= [&f”é (&)2],
Er R oVs Lo 2

?

N, y—¢ [fig_ 3 %?y]‘
3y 21ply 2 ¢
Jezeli ma by¢ tez N,== const, to, po wylgczeniu przypadku y —x =0,
dostaniemy przez catkowanie: “ ow

T@ =g

2N,

BN, . _
Warunki 551 =0, W:O dajg wtedy:

®@)=0, o,y =0, y=const

Przypadek o (z, ) =0 odpowiada tworzacym prostoliniowym kul.i.
Kazdy z dwéch uktadéw tych tworzacych x == const, y = const zlewa sig
z uktadem ich trayektoryj ortogonalnych.
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3. Niezmienniki rézniczkowe, znalezione w § 1, zastosujemy do tej
grupy przeksztalcefi w plaszczyZnie, odpowiadajacej grupie obrotéw kuli
w sobie na mocy ruchu stereograficznego.

Jeielir przez %, y oznaczymy spdirzedne prostokgtne punktu plaszczy-
zny, przez &, 7 spoirzedne minimalne tego punktu na powierzchni kuli, kts-
ry odpowiada punktowi (z, y) na mocy rzutu stereograficznego z biegunem

(0, 0, 1), to zachodzi¢ beda zwigzki:
) iy =E§, ;1:———@'7=h%.
Obroty kuli w sobie okreslajg sie w sp6lrzednych minimalnych £, 7 przez
réwnania:
@ g‘__:&&'-l—ﬁ " =°”J+(3
w8 "

w spolrzednych za$ prostokgtnych z, ¥, 2 przez réwnania:
Ty =0T+ Gy + 52,
th=bx+b,x+ bz,

2 =0 % ey F-cy2, »

w kt(?rych §pé.lczynniki Gy, by, ¢; sg dostawami kierunkowemi trzech wza-
jemnie do Sfeble prostopadiych kierunkéw. Pomiedzy spétczynnikami w réw-
naniach (2)i(3) zachodza znane zwigzki Eulera i Olinde Rodriguesa®:

6] '

( 0,,1_“?’—!—62 (@2+72) Y e i il e ) 18—op
b= 28 0 TR
@40, = L (P — (), b= L (@ prlp _
2A i ]’ 2 2A(a+ﬂ+7+a)’ bs_f(ap-[—«(b‘),
8 —
o=t a=—i2TEE o =201

gdzie A=ad—By==0.

Grupie przeksztalcenia (2) na powierzchni kuli odpowiada w plaszczy-

Znie z, ¥, na mocy rzutu stereograficznego, grupa przeksztalcenia, okreslona
przez réwnania:

$1+7:Z/1 gi Yé+8~‘7(a+iy)+§ 3
=L 1t =148 @—iy)
R T antB a—f@—iy)

) Darboux, Théorie des surfaces, T. I, str. 34.

)

O niezmiennikach rézniczkowych kezywych sferycznyeh i t.od. 15

Rozwiazanie tych réwnaf daje nam pizy pomocy wzoréw (4):

v 2@zt o) +a@+r—1
) B JOU RS V) R S

l , 20y b £ B @b D)
h=@ry+D

®)

2[(e;x+eyy) + C; (@* 49 _])]

gdzie spotczynniki a., i, ¢ maja to samo znaczenie, CO W réwnaniu (3).
Grupa przeksztalcefi, okreslona przez réwnania (5), zawiera dwa od sie-
bie niezalezne przeksztatcenia nieskoficzonostkowe:

oo
i Uf=v3, Ty

®) Unr=2ay T 4@ =+ 150

o

Uyf=@— 1) 2 2aysl.

Y
Przeksztalcenie nieskoriczonostkowe U, f odpowiada obrotom kuli okoto
osi #, U, f — obrotom kuli okoto osi %, jego tory tworza pek kot
z?y*+1— . const=0.
Przeksztalcenie nieskoficzonostkowe U7 odpowiada obrotom kuli okoto osi
¥, jego tory tworzg pek kot
22 4-y?+1—y.const=0.
Niezmiennik rézniczkowy rzedu 2-go krzywej plaskiej i parametr r6z-
niczkowy dla grupy (5) brzmia:

w2+y2+1 [ wlyll_ ! y’

2
_w2+y2+1(m2/,"w,?/)]:

2Ty L R
3 1
’“P'— ‘,t?/ _}_/2 -9
Va* 4y

Jezeli przez s oznaczymy dtugo$é tiku krzywej danej, przez K jej
krzywizne, przez » promiefi wodzacy punktu tej krzywej, przez « kat, ktéry
tworzy promiefi wodzacy z osig «, bedzie mozna napisac:

drt
— (2 o 2t
=@+ 1)K —2r a5’

A= (1) %.
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) §'4. J’lal({io ostatnie zastosowanie zbadajmy niezmienniki rézniczkowe
rzywej wzgledem grupy ruchd Znie ni i j
e g grupy ruchéw w plaszczyznie nieeuklidesowej hyperbo-
Jezeli przyjmiemy za podstawe odwzorowani i 6
; : . ie Poincarégo® -
czyzny nieeuklidesowej (hyperbolicznej), to réwnanie ¢ plasz

) b 020
('] + 5
gdzie # jest zmienng zespolona, o, 8, v, 3 oznaczajg spélezynniki rzeczy-

wiste, okres§la grupg ,ruchéw® w tej ptaszczyzni
! P » yznie. Przytem 7y é ;
a? — By >0 np. réwne 1. Jezeli potozymy: Y alozy€ nalezy

@ [ o:+igi=£, ;Ehz'%J='q,
s=5 Gt y=-50—9

i bedziemy uwazali &, 1 23 spélrzedne minimalne punktu kuli jednostkowej
to grupe (1), na mocy ‘rowqaﬁ (2), mozemy traktowaé jako grupe ruchéw kull,
w sobie. Crupa ruchéw nieeuklidesowych okresla sig w spéirzednych :
stokatnych za pomocg réwnat: R pro”

[ xl=(acc—l—ﬁ) (e 48 4 ary

(1 +2)% -2y
Y, = i— By
' Ve 02 4 7y?
Zawiera ona trzy przeksztalcenia nieskoriczonostkowe:

®

)
=21,
of of
4 Uf =2 — N
() 2 x3w+y3y:
— (o af 2
| O =@ —v) L 420y 5L,

ktére pozostawiaja bez zmia S . , .
prostych ) ny of z (,prosta nieskoficzenie odlegta®) i uktad

®) @E—+yp=R  (y=0).
Kazda grupe jednoparametrows grupy (3), ki6ra dang ,prosta* (X, E) pozo-

stawia niezmi Z ¢ i
ezmienng, mozna nazwac grupg przesunigé ,wzdtuz tej prostej“

»g igc” -
ka Tupa Zest gC yt orzona ZOSta.C I i i y
a )a p Wylw przez pl'ZekSZta%Cenle nieskort

1) Acta mathematica I.

©

(17 0o /11]»1}:‘;‘1‘1_1_'15:1‘1nil(’ac}1‘ rézniczkowych kezy wych sferycznyeh it d. 17

Uf=eUf+e Uf+eUsf,
gdzie .
8,0y 0, = (B2 — W) 12k :(—1).

To przeksztakcenie nieskoficzonostkowe mozna tedy przedstawi¢ za pomoca

°f

wzort: .
Uf = (o — 0 — @+ B L+ 2y @—0 5

Niezmiennik rozniczkowy J, przyjmuje postac:

1692 (ay —y'z’ 22
n=gdy ("o )
Potézmy:
) _ _ y _ ly'—y'al !
® T= 1V =t (A )

Ten niezmiennik rézmiczkowy odgrywa role krzywizny dla ,prostej®
£+ARcosg, y=Rsing: jest mianowicie J=0. Jezeli oznaczymy
przez s, dtugosé tuku” krzywe] w plaszczyznie %Yy, pIZez 6 diugo$é tuku
odpowiadajace] jej krzywej na kuli jednostkowej, to zachodzi¢ bedzie zwigzek:

_deddy  —Advdri g
Y (n—2&)* '

Jezeli oznaczymy dalej przez ¢ Kat, ktéry tworzy styczna do krzywej w pta-
szczyznie z, y Z 0sig @, mozna bedzie napisac:

ds?

) J:%%—}—cosc::yK—}—cosm
Tu K oznacza krzywizng euklidesowq krzywej danej w punkcie (=, ).
Parametr rézniczkowy oznacza chzniczkowanie wzgledem ,dtugosci tukn®.
Dla ,prostych® (A, E) jest: :
y = — Rcosr, yK +cost =0, J=0.

JKrzywizna“ kota euklidesowego o promieniu & i spoéirzednej ¥y $rodka jest:
=%

J = i

Nakoniec ,krzywizna®* prostej euklidesowej, ktéra tworzy kat © z osig odcig-

tych, jest:
J == cos .

Prace mat.-fiz., t. XXV
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Proste prostopadte do osi  majg ,krzywizng" J=cos —g— =0; naleza one

takze do ,prostych* nieeuklidesowych.

Przez catkowanie réwnar rézniczkowych J =0, J == const. dochodzi-
my do ,prostych® i ,cykléw® hyperbolicznych. Mozna wigc zasadnie wpro-
wadzi¢ niezmiennik rézniczkowy J jako ,krzywizng“ krzywych w ptaszezy-
Znie hyperbolicznej i na tej definicyi zbudowaé Geometry¢ rézniczkows hy-
perboliczng.

Zusammenfassung.

Wihlt man die Minimallinien d. h. die geradlinigen Erzeugenden der
Kugel vom Radius 1 als Parameterkurven =, y, so stellen die Gleichungen:

oz —+f ay 4B
M B=aas M Tyt
die Bewegungen der Kugel in sich selbst dar. In der vorliegenden Arbeit soll
die Invariantentheorie fiir die Gruppe dieser Bewegungen nach Lie’schen Me-
thoden entwickelt werden, woraus sich sofort die Kongruenzkriterien fiir spha-
rische Kurven und Kurvenscharen ergeben werden. Diese Losung des Aqui-
valenzproblems fiir spharische Kurven uud Kurvenscharen erscheint einfacher
und naturgemasser, als diejenige, welche in den allgemeinen Kongruenzkrite-
rien fiir Raumkurven enthalten ist. Besonderes Interesse bietet sie auch des-
halb, weil sie sich auf die Gruppe der Bewegungen in der nicht-euklidischen
Ebene anwenden l4sst.

§ 1. Denkt man sich die dreigliedrige Gruppe (1) durch Hinzunahme
der Transformationen, welche die Differentialquotienten ¢', ”,... von y
nach z bei der Gruppe erfahren, erweitert, so kann man die Funktionen von
z, Y, ¥y, y", ... ins Ange fassen, die bei der erweiterten Gruppe invariant
bleiben. In diesem Sinne soll von den Differentialinvarianten der Gruppe (1)
gesprochen werden. Unter diesen Differentialinvarianten gibt es bekanntlich
im Falle einer dreigliedrigen Gruppe eine von der zweiten Ordnung J,, eine
von der dritten Ordnung J, u.s. w., so dass die allgemeinste Differentialin-
variante (3--s)-ter Ordnung eine beliebige Funktion von J,, J,,..., Jats
ist. Man kann diese Differentialinvarianten entweder unmittelbar aus den

Gleichungen (1) durch Differentiation und Elimination der Konstanten «, 8, -

7, & bestimmen, oder die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (1)
um die Inkremente der Differentialquotienten ¢/, ", ... von y nach x et-
weitern, und die L&sungen der vollstindigen Systeme finden, die durch Nuli-
setzen der erweiterten infinitesimalen Transformationen hervorgehen.

(19) [¢] mezmxennlkachﬁroZn}czkowych krzywych sferycznych 1 | t. p. M___,_l_gq

Es ist am iibersichtlichsten, =, y zunichst als Funktionen einer Verdn-
derlichen A aufzufassen, von der vorausgesetzt wird, dass sie sich bei der

z a
Gruppe nicht andert, und dementsprechend die Inkremente von ==, jg ,
%}\—2, ... zu berechnen.
Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (1) lauten:
_ef., 3f
Uf =55tz
af af
2) U_f=fcé'£+.?/3,‘1]v
af , 2f
Uyf = 3% +y 3y

Die bis zur dritten Ordnung erweiterten infinitesimalen Transformatio-
nen haben die Form:

af 2
U1(3)f: 9—-13—{_57/’

. af
U‘"‘f——..——{—y,‘f—]—r’ £+y ay'+m”aa§' + y/rr

v’
2f 3f
+ 2" 3z +y" Qy”’ ’

3

v = 2 (o 2 gy )

0 )
+2 [(m" -+ ") ‘.g’j, + (yy" -+ a—yf,,]

2 ]
+ 2 [ 32 ') aaf;, + @y 43y y") 5 J,f] .
Setzt man nun:
@ US =0,

und berficksichtigt nur die ersten Differentialquotienten, so hat man ein drei-
gliedriges vollstandiges System vor sich mit der einen Losung:

U =0, U®f=0

_ vy
YTy — 2
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Nimmt man auch die zweiten Differentialquotienten hinzu, so erhilt
man ein dreigliedriges vollstandiges System in sechs Verinderlichen. Es be-
sitzt also drei Losungen, darunter 4,. Zwei von 4, unabhingige sind:

x” xl . y/, yl
g = — —_ =< -2 .
) 2z 2 y—z’ 2 v —z

Nimmt man endlich auch die dritten Differentialquotienten hinzu, so
erhdlt man ein dreigliedriges vollstdndiges System in acht Verdnderlichen,
welches ausser 4;, 4y, %, zwei von ihnen unabhingige Losungen besitzt. Es
sind:

A .7),” 3 .’,E” 2' R _«7/”, 3 yll 2
=5 5lal =72y
zwei solche Losungern.

Allgemein betrdgt die Anzahl voneinander unabhingiger Differentialin-
varianten n-ter Ordnung dieser Art 2n—1. Unter ihnen sind die 27 — 3
Differentialinvarianten (n—1)-ter Ordnung enthalten. Die zwei iibrigen, die
notwendigerweise 2, ™ enthalten miissen, kénnen aus denjenigen beiden
Differentialinvarianten von der (n—1)-ten Ordnung durch Differentiation er-
halten werden, in welchen 21, yo—1 yorkommen.

Da es sich um die Bedingungen fiir die Uberfithrbarkeit von Kurven
ineinander handelt, muss man bedenken, dass sich eine Kurve nicht dndert,
wenn man die Veranderliche ) durch eine beliebige Funktion von ) ersetzt,
Man darf daher nur solche Differentialinvarianten benutzen, die sich nicht
&ndern, wenn ) irgend eine Transformation, also auch insbesondere irgend
eine infinitesimale Transformation

of
Uf=a()) 5
erfahrt, wobei « (A) eine beliebige Funktion von A bedeutet.

Aus den Funktionen i;, 4,, 4,, 4,, %; sind also diejenigen Funktionen
zu bilden, die bei der infinitesimalen Transformation:

Ux=0, Uy=0, Oh=a ()

ungedndert bleiben, welchen Wert auch die Funktion o (A) haben mag. Die
allgemeine Formel:

urm =2 wn —r & @y

ergibt:
Ux! — _mla/; U?J’:—y’a’,

Ugl —= — ((L" all_{__ 9!t d’) ; Uyll _— (7,/’ D:H__i_ 92 yl! al),
U/t — — (56' all!__‘_ 3! all_*_ 3 Ot/) ; Uy!l/.: —_ (y/ x’!l_l_3 y!l d_ll__,_ Sylfl O{I).

(21) O niezmiennikach rézniczkowych krzywych sferyeznych i t. p. 21

Die Funktionen 4, 4,, is, &y, 4, werden durch Uf folgendermasse
transformiert:

[ Ui, = — 2i,0,
®) Uiy=— (2" + iy0l);  Uly=— (o' 4 iya!),
l Uiy = — (o +2i,0!); Uly= — (o' +2i50l).

Die gesuchten Invarianten f(é,, %, 95, %,, ;) sollen nun die Relation:

N 2L gy —o0
il ag,ik
k=1

fiir alle Werte der Funktion « () erfiillen. Sie zerfillt daher in die drei ein-
zelnen Forderungen: :

of L Bf i BF 4 g Bf L gs BF _
27, - - = &l 21 =0
24, a,l-l"r‘lz aig‘!‘zs 3, T UE, T Yk, ’
ef o, 2f
'-'—-—‘7.:0
© S,
af  af
4+ =0
l ai 4_3'275

{

Durch Integration der Differentialgleichungen (6), welche ein dreiglied-
riges vollstandiges System in fiinf Verdnderlichen bilden, kommt man zu
den gesuchten Invarianten. Man kann als solche folgende wihlen:

2

3

y—=7 12" _y" a4y

| ="y [ =5 2 (550

(7) l (y — )2 ja!" Y 3 [x,., 2—- (_Z/_Hz}l
Jy= e — o — (}/!) y/) J

y ey 2
Unter den 2n—1 Invarianten n-ter Ordnung 4, 4, ..., Vljg"_\ gibt es
(n—1) solche, die bei der infinitesimalen Transformation Uf ungeindert
bleiben. Denn die Relation:

2n—1
of .
Z EXA Ui, =0,
k=1
deren Koeffizienten lineare homogene Funktionen von o/, «/,..., «® sind,

zerfallt in » einzelne Forderungen. Diese Forderungen miissen ein vollstin-
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diges System bilden und besitzen 2% -- 1 —n=mn — 1 Loésungen. Es gibt
also gerade n# — 1 voneinander unabhiangige Differentialinvarianten in
z, y; o, .'y’; z" Yyt xe, y™, die von der Wahl des Parameters )
unabhingig sind. Fiir n==3 hat man zwei, ndmlich die oben gefundenen
Jys Iy

. Zur4 Berechnung der Differentialinvarianten - héherer Ordnung dient der
I?ﬁ'ferennalparameter d. h. die invariante Operation. Der einfachste Differen-
tialparameter fiir die Gruppe (1) hat die Form:

® se= P ()

Ist also ¢ eine Invariante, so ist auch A¢ eine Invariante.
Setzt man a.c=)\, so nehmen die gefundenen Differentialinvarianten
Jy, J; und der Differentialparameter A¢ fiir eine Kurve y = f (z) die Form:

7. =W y—2 =2y G+
2 Y s

yl yl 2 ylg ’
Ao G =2 (Ao
i Yy (dib) ’

an. Ist die Kurve durch die Gleichung f(z, y) =0 gegeben, so bekommt
man die Formeln; 7

= sl =21 fuloy & Fouu ) (U =) = 21y (fy— 1)
(fuf)? T

A(P :___(lprfy - (nyz)z (fl/ *‘51})2 )

fchy

Um die geom‘etrische Bedeutung der gefundenen Differentialinvarianten
zu erkenpen, bezeichne man mit «, §, v die rechtwinkeligen Raumkoordi-
naten,.mlt z, y die Minimalkoordinaten eines Punktes der Einheitskugel, de-
ie; Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt liegt. Dann bestehen die’Re—
ationen:

a=1Z2Y o ltay — oty

=y
Fiir das Quadrat der Kriimmung einer spharischen Kurve:

rv=9(), y=9¢Q)

(231 O niezmiennikach somiczkowych krzywych sferycznych i L p. 2

bekommt man die Formel:

Nl all Bl )2 » 2 ! r12
YE—g = Y) [ N BTN WL ;Ll]
(Eary =1 1627 7 @'y —aly") - 2%y T—y

. 1
Kr=1—15 -

Bezeichnet man fermer mit s die Bogenlange der betrachteten sphdri-

schen Kurve, so ergibt sich:
(g’% \)2_ 4 ;Z, yl
ar  (x—y)?’

Daraus lasst sich die geometrische Bedeutung des Differentialparame-
ters Ay erkennen; es ist namlich:

_ 4 (2%
se=4(g)
Die Reihe:

Ty, Ay, ...

enthilt alle unabhingigen Differentialinvarianten einer sphérischen Kurve
und erlaubt sofort, die Kongruenzkriterien fiir sphérische Kurven in Minimal-
koordinaten anzugeben

Bezeichnet man mit T die Torsion der spharischen Kutve, so stellt die

Relation:
J, = 8iK*T
den Zusammenhang zwischen der Kriimmung, der Torsion und der oben ge-
sundenen Differentialinvariante dritter Ordnung J, dar. Setzt man T'= 0,
so ergibt die Formel fiir Jy:
ylll 3yll2

VAN T
und durch Integration folgt dann:
e
Y=Tz¥a:

als Gleichung des Kreises auf der Kugel in den Minimalkoordinaten %, y.

§ 2. Es sei nun durch die Differentialgleichung:

o) Yo, y).

LY
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eine Schar von Kurven auf der Einheitskugel in Minimalkoordinaten gege-
ben. Bezeichnet man mit s, die Bogenlédnge der Kurven dieser Schar, so er-
geben sich aus der Relation:

%) ds? = 4dxdy
(x —y)*

die Formeln:

]‘“J._m—y dy _@=yVe

(3) I ds;f_m’ ds, 2
_z—y3f ,  °f
35~ oV (ax“{—?@)'

) Die Schar der orthogonalen Trajektorien die Kurvenschar (1) ist durch
die Differentialgleichung:

d
“) @, v

pestin}mt. Bezeichnet man mit s, die Bogenlinge dieser orthogonalen Tra-
jektorien, so ergeben sich die Formeln:

dr _z—y 4y _@—yile

®) ds, 2iVe’  ds, 2
I f _x—y(3f 2f
28, 29V V2 5?)

Alle Formeln, die sich auf die gegebene Kurvenschar beziehen, gehen

in die entsprechenden Formeln fiir die orthogonalen Trajektorien fiber, wenn
man ¢ durch —¢ ersetzt,

Die Differentialinvarianten zweiter Ordnung der Kurven der gegébenen
Schar und ihrer orthogonalen Trajektorien lauten:

__ 4 x—1y (2 PN
[ = et 5 (B2 o3

(®)
| o).

9
)

=4 Z—y (%
— [1"‘?+ 7o (52"

Aus den Formeln (3) und (5) ergibt sich nun:
2 (a_f) 2 (97‘) z -y

98y \2s; ‘381 95,/

2 Ow Ay

E‘_f(l ,L'—yazp)
20 2y,

@
@x

Hlertil

KL

(25) O niezmiennikach rozniczkowych krzywych sieﬁr{yrcznyfp_iﬁt.’ d.

was sich mit Hilfe der Formeln (6) auch folgendermassen schreiben l4sst:

5 |9of ? :af__l(,_ af = 97‘)

® 3s, (851)— 35, (\382)—47' P 3S1+VJ2' 3s,)
i 6 i 6 h e %% ibt ferner:
Die Auflésung der Gleichungen (6) nac 25 By ergi :

o (VI iV T)ele—4y 3o (=il D)V p—ty,
dx 2(z—v) T ¥y 2(x—y)

Daraus folgt durch Anwendung der Integrabilitatsbedingung die Relation:

VT, VT, 1 - ,
©) . T (U EARRL

Fiihrt man die Bezeichnungen:
Ly, Ny= LT,
(10) N, = e 2 2= 47 2
ein, so nimmt die Relation (9) die Gestalt:
(11) LT N2 NP2,
2
und die Relation (8) die Gestalt:

Ef)____‘{(@f)_N i’i_*_zvg%

N
3s, ('EE'" 3s, \ds,/  T1as
8y 31 1 9 1

e

(12)
an.

Die Funktionen N,, N, bilden die Differentialinvarianten zweiter Ord-
nung der gegebenen Kurvenschar gegenitber den Bewegungen der Kugel in
sich selbst. Sie sind gleichzeitig die einzigen unabhingigen Differentialin-
varianten zweiter Ordnung. Die Differentialinvarianten héherer Ordnungen
ergeben sich durch Differentiation von N, N, nach s,, s,. Die Anzahl der
unabhangigen Invarianten n-ter Ordnung (2>>2) ist gleich der Anzahl
der unabhingigen Differentialquotienten (n— 2)-ter Ordnung der Fun-
ktionen N,, N, inbezug auf s,, s,. Die Anzahl der unabhingigen Diffe-
rentialquotienten (12 — 2)-ter Ordnung von zwei Funktionen zweier Verdn-
derlicher betragt 2n—2; durch Differentiation der Relation (11) bei Beriick-
sichtigung der Identitat (12) ergeben sich aber n—2 Gleichungen, es bleiben
also nur n unabhingige Differentialquotienten (1 — 2)-ter Ordnung und da-
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her auch » unabhingige Invarianten n-ter Ordnung der gegebenen Kurven-~

schar {ibrig.

Nach diesen Vorbereitungen kann man leicht die Kongruenzkriterien
fiir spharische Kurvenscharen aufstellen. Dieses Problem ist nicht wesent-
lich von dem entsprechenden Problem fiir Kurvenscharen in der Ebene ver-
schieden; dieses letztere ist von Prof. Zorawski in Krakau in seiner Ab.
handlung: ,Notizen aus dem Gebiete der Differentialgeometrie“, 1V: (Jber
Kongruenzkriterien ebener Kurvenscharen (Prace mat.-fiz Bd. XVIII 1907)
geldst worden. 7

Es handelt sich vor allem um die Aufstellung eines Systems von Diffe-
rentialgleichungen, das von allen denjenigen Funktionen 9 (z, y) befriedigt
werden muss, die den aus der gegebenen Kurvenschar durch Drehungen der
Kx.lgel um ihren Mittelpunkt hervorgehenden Kurvenscharen entsprechen
Dieses System von Differentialgleichungen bestimmt alle mit der gegebener{
Kurvenschar kongruenten Kurvenscharen; es muss aus den Relationen Zwi-
§chen den Differentialinvarianten der gegebenen Kurvenschar bestehen Bei
ihrer Bestimmung muss man verschiedene Fille unterscheiden: .

. Es moge zunichst vorausgesetzt werden, dass die Invarianten N,, N,
der gggebenen Kurvenschar voneinander unabhingig sind, d. h. dass die
Funktionaldeterminante:

nicht identisch verschwindet.
In diesem Falle lassen sich die Gleichungen:

leN\ (xi y)! ‘ZVR:JVZ’(%, y)
wenigstens in einem begrenzten Bereiche der Verinderlichen z,y nach =,y
auflésen und man kann dann alle Differentialinvarianten héherer Ordnungen

als anktlonen von N, und N, ausdriicken. Insbesondere kann man dann
schreiben:

AN, . AN,

0w ] 3 ~ ML M), SO =1, (0, B,
AN AN
3—812:.7’121 Ny, Ny, gj_—_ 7y (V,, N,).

Die Relation (11) liefert die Identitit:

(14 Fiy— Py =N+ N2 1.

(@ O niezmiennikach rézniczkowych krzywych sferyeznych i t.d. 27

d. h. unter den Gleichungen (13) sind nur drei voneinander unabhingig. In
dhnlicher Weise lassen sich die Relationen zwischen den Differentialinvarian-
ten hoherer Ordnungen aufstellen und allen diesen Relationen mitssen die zu
der gegebenen Kurvenschar kongruenten Kurvenscharen genfigen. Alle diese
Relationen miissen sich aber aus den Gleichungen (13) durch Differentiation
ergeben; die Differentialgleichungen (13) nebst der Relation (14) bilden also
das gewiinschte System von Gleichungen, dem alle zu der gegebenen Kur-
venschar kongruenten Kurvenscharen geniigen miissen. Sollen zwei Scharen
von spharischen Kurven, deren jede die Eigenschaft besitzt, dass die Deter-
; ey, Ny)
minante 35, )

die Funktionen o (z, i), welche in den Differentialgleichungen g—z =wv(x,y)

nicht identisch verschwindet, kongruent sein, so miissen

dieser Kurvenscharen auftreten, demselben System (13) von Differentialglei-
chungen geniigen.

II. Es moge zweitens vorausgesetzt werden, dass die Determinante
S(Nla *’Vz)
3(81, S2)
(15) Ny =F (V)

identisch verschwindet, d. h.

ist, dass sich aber die Funktion N, nicht auf eine Konstante reduziert. Fer-
ner mége angenommen werden, dass fiir die gegebene Kurvenschar die Fun-
ktionen &, und

2N,
(16) M, = o
voneinander unabhingig sind.

In diesem Falle kann man die Gleichungen:

ATIZNl ((L‘, Y), Ml-———,M[ (Z(), y)

" nach z, y auiflosen und alle iibrigen Invarianten als Funktionen von N, M,

darstellen. Auf diese Weise bekommt man die Relationen, denen alle mit der
gegebenen Kurvenschar kongruenten Kurvenscharen geniigen miissen. Es
handelt sich nur darum, unter diesen Relationen diejenigen auszusuchen, aus
denen alle anderen durch Differentiation und Elimination abgeleitet werden
konnen. Durch Differentiation der Relation (15) ergibt sich.

2
a7) N _pru,,

AN, _ 3N
s,

as, T8,
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Mit Hilfe der Gleichung (11) kann man die obi i
dermassen schreiben: jgen Glechungen folgen-

' a5, — 1M
(18)
' 3I\’T'.:B,___Z]’I ! 4
e = E M NP P,

In dem betracptetep Falle k6nnen also alle Differentialinvarianten dritter Ord-
nung durch.dle be?den unabhangigen ¥, und M, ausgedriickt werden. Un-
ter den 6 Differentialquotienten zweiter Ordnung der Funktionen N, und N,

1 2

22 N,

2N, ®N, N,
EFR

N,
38195, 35"

*N, &N,
28,2

38,08, 38,2

sind nur 4 voneinander unabhingi i iati
. . gig. Durch Diiferentiation der Relati
ergeben sich namlich zwei Relationen von der Form: onth

5 opNy N, N,y 2N
(19) I 981 (351)_'8812:2(1\71 a5, 2_3‘12)
ls2N1 2 3N, an, 3N,

—— T2 1 ¥

35,7 asz(asl)—Q(N1Q+szag)~

Alle Differentialinvarianten vierter Ordnung lassen sich also durch

a2,

2522»

o2 pm) 2 oen,
35,27 35, \3s,) s, (932)’

und durch die Invarianten zweiter und dritte
. r Ordnung ausdriicken. Aus d
Relationen (11), (12) und (15) bis (19) folgen namlich die Formeln: S
78 (a_Nl> ° (S_Nl)._ N, M 40U 2
35, Wy M+ F7 (B My + N2 4 F24-1)),

38, \3s,) 38,
&N, @2 pN, o
(20) 3’ s, (EE)JFQ(NHrF ) (E M- Ny - 1),
NN ) aN
2'_—-» T
53 =55, [5g) ~ SN HF I M) — P4 P,

as,

2 (f’%ﬁz) 2 (ae%)—F’{N1M1+F-(F’M1+N12+F2+1)]-

2

O niezmiennikach réniczkowych }{izywﬂzllmsic_ryg_zgdi td 29

e

Die Relationen (20) haben folgende Gestalt:

2 /i&)_f_ (iﬁﬁ)_H
33, (asz T as, \ s, v
2N, 2 0N,
5ot =35, [5s,) TP

21

@1 2N, 2 PN
‘3812_5—5‘2(851)«‘—77
2 (?ﬂz_)=i (S_NI) 43
s, \3s,] 35,135 ’

wobei a, 8, 7, & Funktionen der Invarianten N, und M, sind.

Die Anzah! der unabhingigen Invarianten n-ter Ordnung betrigt n.
Durch (n— 2)-malige Differentiation der Relation (15) erhalt man nur (n—1)
unabhéngige Relationen zwischen den Invarianten n-ter Ordnung; das auf
diese Weise entsiehende System von Differentialgleichungen genfigt also
nicht zur Bestimmung der Kurvenscharen, die mit der gegebenen kongruent
sind. Beispielsweise erhalt man durch zweimalige Dilferentiation der Glei-
chung (15) drei unabhingige Relationen zwischen den Differentialquotienten
zweiter Ordnung der Funktionen N; und N, inbezug auf §; und s,, nédm-
lich 3 Relationen, welche die Differentialinvarianten vierter Ordnung als Fun-
ktionen der Invarianten zweiter und dritter Ordnung ausdriicken. Es gibt
aber vier unabhangige Differentialinvarianten vierter Ordnung; indem man
diese Invarianten durch diejenigen zweiter und dritter Ordnung ausdriickt,
bekommt man vier Relationen vierter Ordnung.

Die Relationen, welche sich aus (15) durch zweimalige Differentiation
ergeben. kann man mit Hilfe der Gleichungen (18) und (21) folgendermassen
schreiben

32N2_ ’ ELNI -

iy

i 3852 as? .
) 7 02

@ R R
35, 128, 35, ’
2 2
@ N?_:Fls,a,,.].\i..‘_w
3822 8812 ’

wobei u, v, w gewisse Funktionen von N, und M, bezeichnen sollen. Die
Differentialquotienten:
#N, 3

35,77 38, \3s;

e 2 s 2
28, 8y

,aNl) 2N, &N,
! 2
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. . - -
konnen als vier unabhéngige Ableitungen zweiter Ordnung der Funktionen V. Der Fall N, = const, N, = const fithrt nur auf imagindre Erze
N, und N, inbezug auf s; und s, betrachtet werden. Aus den Relationen gende der Kugel. Es ist namlich:
(22) folgt daher, dass man alle Differentialinvarianten 4-ter Ordnung durch z—y
N, und M, ausdriicken kann; man braucht nur die Veranderlichen #, Y aus 2N, - Lﬂ (o (92 = 2y) - (@ —Y) (Poat-¥ Day) — %o (3%t 9 90) -9l »
den Gleichungen: sw o dggk VU
0d 32N1 3N, 1 rT—Y 3 + , )CD]
M=N @y, M=M=y, EP Pu@, v), 'aifl= iio [— (pat30) + (2— ) (@eyt2%s) — E—( TR Bl
1 dy i
zu eliminieren, wodurch sich ergibt: z—y
oM Mo L g (ote) — @—9) (e 20 g Bra— o) w,
(23) N, =F(N,), 53—1=<1>(N1, M), ez 4gh :
1
an, 1 ) i (e TV (30, — 00,)0,].
Damit ist gezeigt, dass auch alle Differentialinvarianten héherer Ord- 'a_j: Toh [— (e +99) — @— ) (Fay ©Oyy) + L 39y Py) Ty

nungen durch N, und M, ausgedriickt werden konnen. Die Relationen (23)

bilden also das gewiinschte System von Differentialgleichungen und liefern Setzt man N, = const, also Q—AE::O, 81!1 =0, so ergibt sich:
im betrachteten Falle die Kongruenzkriterien fiir spharische Kurvenscharen. ' ’ 3w 2y
Il Es kann ferner der Fall eintreten, dass die Invariante W, sich zwar 925 (4,0 + 20 0my 4 92 0y) = (o + 99) BP0 %),
nicht auf eine Konstante reduziert, aber von M, abhingig ist, d. h. dass man T v
voraussetzen kann: N, y—=u [@ 3 ('{zﬂ
w - oV le 2 \ell
(24 Ny=F@,), M =>2(N).

. . o ON, yY—% [ 3 9.9,
In diesem Falle kdnnen alle Differentialinvarianten durch N, allein aus- :Z 2 — JZT: [%g Y T2 y] :
gedriickt werden. Damit zwei Scharen von sphirischen Kurven kongruent I P l

seien, ist dann notwendig und hinreichend, dass ihre Differentialinvarianten Soll nun N,= const. sein, so folgt nach Ausschluss des Falles y—z=0

dasselbe System (24) von Relationen befriedigen. durch Integration:

IV. Es moége endlich N, = const vorausgesetzt werden; N, soll sich o(z, ¥)= LA 5.
aber nicht auf eine Konstante reduzieren. Dieser Fall ist in dem allgemeine- ’ (z—9)
. . AN, Ny) .. .. . oN aN.
ren Fall enthalten, wo die Determinante 737(51, %) identisch verschwindet, Die Bedingungen Calz:l =0, fﬁ =0 ergeben dann:
aber N, nicht konstant ist. ’ :
Sind nun die Invarianten N, und M, = %Z—;@ voneinander unabhingig, @3 =0, ¢, =0, y=const
2
so kann man das fragliche System von Relationen in der Form: Der Fall ¢ = 0 entspricht den geradlinigen Erzeugenden der Kuﬂgel. 'Jede
o der beiden Scharen dieser Erzengenden @ = const., y = const. fallt mit der
N, = const. , % =& (N,, M) Schar ihrer orthogonalen Trajektorien zusammenn.
ansetzen. ’ § 3. Dieim § 1 gefundenen Differentialinvarianten sollen nun auf die-
Sind dagegen N, und M, voneinander abhdngig, so kann als dieses jenige Transformationsgruppe in der Eb'ene. angewe?det werde:n, wel;l}e l1]1111t
System folgendes angenommen werden: der Gruppe der Bewegungen der Kugel in sich vermoge der stereographischen

f Projektion dhnlich ist. _ ' )
ot =1 ) Bezeichnet man mit @, ¥ die rechtwinkeligen Koordinaten eines Punk-
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tes der Ebene, mit &, 4 die Minimalkoordinaten desjenigen Punktes auf der
Oberilache der Kugel, welcher dem Punkte (z, y) vermoge der stereographi-
schen Projektion mit dem Pol (0, 0, 1) entspricht, so bestehen die Be-
ziehungen:

M @iy =¢, z—m:_%.

Die Bewegungen der Kugel in sich sind in den Minimalkoordinaten &, 4
durch die Gleichungen:
2+ oo OB

(2) El—"“{g__i_sy‘ ql_".[,q_i_a’

in den rechtwinkeligen Koordinaten z, %, & durch die Gleichungen:

Ty =a,C+ a,y + a2,
3) . Yy, =bx+0b,x-+bx,
8 =C % +CY + ¢y 2,

in denen die Koeffizienten a;, 0:, ¢; die Richtungscosinus dreier aufeinander
senkrechter Richtungen bezeichnen, bestimmt. Zwischen den Koeffizienten
in den Gleichungeu (2) und (3) bestehen die bekannten Relationen von Euler
und Olinde Rodrigues:

22130 — (22 o2 2 (2 82 _ap
{(‘1: T 2_\( T ), %:,L"L"i"f 2_/-!\((,_"1"7‘)Y a, =12 _\’f’
€3] b, = B2 L 32 (p2.|_»2 =1 ey ¢ 3
P (b)), b= gx @HPRT), b= (B2
BE — ax oo ad 4 By
e =22 %1 S el e il —
(a="1 G=TtTgo =1

wobei A =8 —gy==0.
Der Transformationsgruppe (2) auf der Oberflache der Kugel entspricht
in der Ebene z, y vermége der stereographischen Projektion die durch die

Gleichungen:
) . at - B a(x—+1iy) -+ 8
xl—}—zyl_——gl_——‘{é 5—7(a+75?/)+»h5’

1 18 —143@—iy

Ty — Y, == —— — —
LT a—B@—1iy)

u an+-B

hestimmte Transformationsgruppe, Durch Aufl6sung dieser Gleichungen
bekommt man mit Hilfe der Formeln (4):

icm
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_ 2 (@, 2+ a,9) + ay @y —1)
LET @A) -2 er T ey Fe @ity 1)

© l 2 (b, &+ 0yy) + by (@4 y*—1)

TR —2lartey) o @+ y =11
wobei die Koeffizienten a;, b:, ¢; dieselbe Bedeutung, wie in den Gleichun-

gen (3) haben.
Die durch die Gleichungen (5) bestimmte Transformationsgruppe ent-

halt drei folgende voneinander unabhingige infinitesimale Transformationen:

_f_ of
|[ Uf= Y3 .le
®) { vr=2aydper—a 03],

Uif= @y +1) S 4 2y L.

Die infinitesimale Transformation U, f entspricht den Drehungen der
Kugel um die &-Achse; U, entspricht den Drehungen der Kugel um die
x-Achse, ihre Bahnkurven bilden das Kreisbiischel

z?+y*+1—x. const == 0.
Die infinitesimale Transformation U, [ entspricht den Drehungen der Kugel
um die y-Achse; ihre Bahnkurven bilden das Kreisbiischel:
z:4-y*+1—y.const=0.
Die Differentialinvariante zweiter Ordnung einer ebenen Kurve und der
Di fferentialparameter fiir die Gruppe (5) lauten:
. x? ,_;_?IE +1 Ll', y/l’ — .’EI’ yl o 2
T Var gy L o2y oy 1
PP
¢ V opr2 + .y/? ¢
Bezeichnet man mit s die Bogenldnge der gegebenen Kurve, mit K
ihr e Kritmmung, mit » den Leitstrahl eines Punktes dieser Kurve und mit ¢

den Winkel, den der Leitstrahl mit der 2-Achse bildet, so kann man schreiben:
B dw

(wy' — y)} ,

=+ 1) K —2s°

dv f

Lg=02+1) 5

Prace mat.-fiz.,, t. XXVIIL 9
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§ 4. Als letzte Anwendung moégen die Differentialinvarianten einer
Kurve inbezug auf die Gruppe der Bewegungen in der nicht-euklidischen
Ebene untersucht werden.

Nimmt man die Poincaré&sche Abbildung der nicht-euklidischen (hy-
perbolischen) Ebene zu Grunde, so ist durch die Gleichung

N ol
6] = i

wobei & die komplexe Veranderliche, a, B, v, & reelle Koeffizienten bedeu-
ten, die Gruppe der ,Bewegungen® in dieser Ebene bestimmt. Dabei muss
a8 — By > 0 vorausgesetzt werden." Setzt man nun:

{ m—}—zyz&, ;Z*i;]j:”q,

@ 1 y
z=5Etn),  y=50-09

und betrachtett §, » als Minimalkoordinaten eines Punktes der Einheitsku-
gel, so ist die Gruppe (1) vermoge der Gleichungen (2) mit der Gruppe der
Bewegungen der Kugel in sich ahnlich. Die Gruppe der nicht-euklidischen
Bewegungen ist in den rechtwinkeligen Koordinaten «, 3 durch die Glei-

chungen:
[%zwwwwm+a+wf
(12437 F 7y
(3)
l H |
TR —l— 3)2 + 2y
bestimmt. Sie enthalt drei infinitesimale Transformationen:
af
U, f= 3
4 Uf =2 —+Ja,,/
(Uf—ww—W)¥’2wyf
ay’

welche die z-Achse (,unendlich ferne Gerade®) und die Schar der »Qeraden®:
®) @—N =R (y=0)

in sich iiberfithren. Jede eingliedrige ,Untergruppe der Gruppe (3), die eine
gegebene ,Gerade® (A, R) unverdndert lisst, kann man als »Gruppe von

(35) O niczmiennikach rézniczkowych krzywych sferycznych i & 8. 35

Translationen® lings dieser ,Geraden“ bezeichnen. Eine solche »Transla-

tionsgruppe® wird durch die infinitesimale Transformation:
Uf=e U f+eUf+eUsl,
erzeugt, wobel: . )
6,156, = (R*—2%):2k:(—1)

ist. Diese infinitesimale Transformation kann also durch die Formel:

r

UF =l =0 — @+ R L 2 @ =0 )

dargestellt werden.
Die Differentialinvariante J, nimmt die Form:

156 yz V.L’y” ",yi.q’(l g{-/ )e
oy ( -y Y

an. Es moge gesetzt werden:

Jy=

Yy (lelI__y ! ’L’)

(6) J_—:il/J,,— 'Z/'~{-y’2 Y

2 V,le_i_’y/z

Diese Differentialinvariante spielt die Rolle der Kritmmung; fiir die ,Gera-
den¥: £ =>4 Rcosy, y==Rsing ist namlich J==0. DBezeichnet man
mit s die ,Bogenlinge der Kurve in der @, y — Ebene, mit s die Bogen-
lange der entsprechenden Kurve auf der Einheitskugel, so besteht die Re-
lation: o 3 g2

o AT Ay —4dRdg g,

ds? = Y —EE dst
Bezeichnet man ferner mit © den Winkel, den die Tangente an die Kurve in
der z, y — Ebene mit der z-Achse bildet, so kann man schreiben:

) J:%%—cosc:y[(—kcosr.

Dabei bedeutet K die euklidische Kriimmung der gegebenen Kurve im Pun-
kte (z, ¥). Der Differentialparameter bedeutet die Differentiation nach der
~Bogenldnge*.

Fiir die- ,Geraden* (., RB) ist:

y=—Rcost, yK-4cost=0, J=0.

Die ,Kriimmung® eines euklidischen Kreises mit dem Radius £ und der Or-
dinate y, des Mittelpunktes ist:
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— t
J= 7

Endlich ist die ,Kriimmung® einer euklidischen Geraden, welche den Winkel
= mit der Abszissenachse bildet:

J =cosr.

Die zur z-Achse senkrechten Geraden haben die ,Kriimmung® J=cos - 0;

[\

sie gehoren auch zu den nicht-euklidischen , Geraden®.

Durch Integration der Differentialgleichungen J=0, J = const komm
man auf hyperbolische ,Geraden* und ,Zyklen®. Man kann also mit Recht
die Differentialinvariante J als ,Kriimmung® der Kurven in der hyperboli-
schen Ebene einfithren, — und auf dieser Definiton die hyperbolische Diffe-
rentialgeometrie aufbauen.

icm
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0 powierzchniach algebraicznych, zawierajacych dwa
~ peki krzywych wymiernych.

Sur les surfaces algébriques contenant deux faisceaux de courbes rationnelles.

W rozprawie U p. t. ,Détermination de toutes les surfaces plusieurs fois
engendrées par des coniques‘ matematyk francuski G. Koenigs po raz
pierwszy postawit i rozwiazat zagadnienie o wyznaczeniu takich powierzchni
przestrzeni tréjwymiarowej, ktéreby zawieraly dwa peki stozkowych. Kilka
lat temu L. Godeaux oglosit rozprawe?®, w kiérej znajduje powierzchnie
przestrzeni 7-wymiarowej, zawierajace dwa peki stozkowych.

Stawiam sobie za cel pracy niniejszej wyznaczy¢ takie powierzchnie al-
gebraiczne przestizeni r-wymiarowej S,, kiére zawierajg dwa peki krzywych
wymiernych.

Dowodze mianowicie twierdzenia nastgpujacego:

I Jezeli powierzchnia algebraiczna przestrzeni S, po-
siada dwa peki krzywych wymiernych, wéwczas ta powierzch-
nia jest wymierna i moze by¢ odwzorowana na ptaszczyzZnie
w ten sposéb, ze krzywym peku odpowiadajg proste pekuy,
ize krzywym drugiego peku odpowiadajg krzywe wymierne
pewnego rzedu p, mozliwie najmniejszego, przechodzace
w—v razy przez wierzchotek peku prostych (v jest to liczba
punktéw wspdélnych krzywym pekow), przytem takie, ze ich
wielokrotno$ci w dwéch punktach-podstawach, réznych od

1) Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1888, 3-e s., t. V, p. 177.
2} Démonstration nouvelle et extension d’un théoréme de M. G. Koenigs ('En-
seignement mathématique, 1912, n® 4, p. 319).
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