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ALFRED ROSENBLATT.

0 pewnych eatkach ukfadu dwdch rownai réniczkewyeh rwyezajnych
riedu pierwszego w oloczenin isfofnie osobliwego miejsca ukladu.

Uber gewisse Integrale eines Systems zweier gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung in der Umgebung einer wesentlich singuldren Stelle des Systems.

Znane prace Briota i Bouqueta) Poincarégo, Picarda, Ben-
dixsona, Horna, Dulaca i wielu innych matematykéw o naturze tych
catek réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu pierwszego i stopnia pierw-
szego. ktére czynig zado§¢ warunkom poczatkowym x=0, y==0 i dla ktérych
pochodna g—g staje si¢ nieoznaczong, wykazaly, jak r6zng jest natura mozliwych
catek i jak rézne nieoczekiwane zachodzi¢ tu mogg okolicznosci. Briot
i Bouquet zupetnie naturalnie zapytywali przedewszystkiem o te catki row-
nania rézniczkowego

|3 o) =3 v

— gdzie obie sumy sa wielomianami, albo ogdlniej szeregami potegowemi
zbieznemi, znikajgcemi dla & =0, y = 0 — kt6re sa oznaczonego rzgdu
wielkosci wzgledem zmiennej x. To znaczy: rozwazali pytanie, dotycza-

ce istnienia catek postaci
v =var, . @

gdzie p. jest liczbg dodatnia, v funkcyg zmiennej x, zmierzajacq wraz z %

') Co do literalury, to odsytamy do trzech zmanych dziek: Kénigsberger, Lehr-
buch der Theorle der Differentialgleichungen mit einer iinabhingigen Variabeln. Lipsk
1889, Picard, Cours d’ Analyse, t. IIl. Forsyth, Theory of differential equations, t. IIi1II,
oraz do artykulu Painlevégo w wydaniu francuskiem .Encyklopedyi matematycznej*.
T. Il Vol 3: ,Existence de I intégrale génerale etc.

Prace mat.-fiz.,, t. XXVIIL 7
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do zera. Tez samg metodg dowodzenia istnienia pewnych z géry przyjmowa-
nych cafek réwnania rézniczkowego stosowali Kénigsberger?, Gour-
sat? i Forsyth®, aby pozyska¢ podstawy do badania analogicznej osobli-
wosci ukfadu pewnej liczby réwnar rézniczkowych zwyczajnych rzedu
pierwszego i stopnia pierwszego, gdzie wiec znowu funkcye niewiadome
Y1y Ya- » Ya przyjmowaé majg dla z=0 wartosci y, =0, y,=0, ..., 1,=0

. . d?/] d?/z d?/n
i dla tych to warunkéw poczatkowych pochodne dz’ dz’ " ap

stepujg w postaci nieoznaczonej % .

W nocie, ogtoszonej przed kilkoma laty 4, zastosowatem metode Briota

i Bouqueta do badania tych catek réwnania rézniczkowego (1), kidre dajg
sig przedstawi¢ w postaci

y=wva* (logx)*, @

gdzie p jest liczbg dodatnia, k liczba staty dowolna i gdzie funkeya v zmien-
nej z zdgza do wartosci v, réznej od zera, gdy « zmierza do zera. Dowio-
dlem istnienia tych catek przy pewnych zalozeniach o spélczynnikach réw-
nania (1).

W pracy niniejszej zajmuje sig analogicznem badaniem uktadu dwéch
réwnan rézniczkowych postaci

(Z Ay, ?/z"*:ﬂﬁ) % = 2 Amylal(”%nﬁﬂ)mﬁ(}) ’

4)
| d 2 : 2
(2 4 Yy y?agmﬁ) % — 2 A® ?/1“‘(0) TR 2) mﬁ(o

i, przy pewnych zalozeniach o spétczynnikach wyrazéw sum tego uktadu, do-
wodze istnienia nastepujacych ukladéw catek:

Yy = vy at (log m)h, 1Yy = v, 2t (log )%, 5)

gdzie p.,, v, ozpaczajq dwie liczby dodatnie, k,, k, sa dwie liczby dowolne,
funkcye za§ v, i v, zmiennej « zmierzajg do wartosci réznych od zera, gdy
% dazy do zera. Podaje przedstawienie analityczne tych catek przy pomocy

‘) W ksigzce wymienionej pod 1) na stronicy poprzedzajacej

) »Sur la théorie des ‘solutions singuliéres des équations différentielles simultanées«.
American Journal of Math. t. XI, 1889. i

3) W tomie III dzieta wymienionego pod 1) na stronicy poprzedzajacej.

4) Uber singulire Punkte der Differentialgleichungen erster Ordnung, Getynga 1908.
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klasycznej metody kolejnych przyblizen. Liczby wi% sg wszystkie liczbami
wymiernemi, mianowicie g, i, odpowiadajg §cianie bocznej wielo§cianu
Puiseux’go w przestrzeni, nalezacego do uktadu (4), nieréwnolegtej do zad-
nej z osi spéirzednych, %, &, za$ odpowiadajg krawedzi tej $ciany bocznej.

Badam nastepnie istnienie i przedstawialno$¢ za pomocy szeregéw ko-
lejnych przyblizen pewnych calek, ktére mozna nazwacé catkami podwéj-
nie logarytmowemi, a ki6re sg postaci

Yy =02 (log z)* (logy @)+, y, = vy (log o) (logy k=,  (S)

gdzie log, x oznacza logarytm logarytmu liczby »; w,, w, sg dwie liczby,
odpowiadajace Scianie bocznej, kyy, &y, sa proporcyonalne do liczb k&, %,,
odpowiadajacych jednej krawedzi, za$ k,,, k,, sa liczby a priori dowolne
i okazujq sig¢ nastgpnie liczbami wymiernemi.

Moznaby, podobnie jak to uczynit Dulac dla jednego réwnania (1),
szuka¢ tych calek uktadu dwoch réwnan (4), przy ktérych p,, g, odpowia-
dajg krawedziom wieloscianu Puiseux’'go, albo nawet pojedyficzemu
wierzchotkowi tego wielodcianu. W pierwszym przypadku obie wielkosci
Wy, by mogg by¢ niewymierne, tak mianowicie, ze pomiedzy niemi za-
chodzi zwigzek liniowy ze spéiczynnikami wymiernemi. W drugim przypad-
ku mogg obie liczby by¢ niewymierne i liniowo niezalezne. Moznaby w dal-
szym ciggu bada¢ calki, dla ktérych liczby p.,, #, odpowiadaja wprawdzie
Scianie bocznej, lecz ki, %,, odpowiadajg wierzchotkowi wieloscianu, lub
tez w,, p, odpowiadaja krawedzi, liczby za$ k,,, k, wierzchotkowi i t. d.
Przyszliby§my wtedy do calek z liczbami niewymiernemi %y, k. Ale nie
wchodzimy tu w rozbiér tych wszystkich pytaf.

Poprzedzimy wiasciwy wyklad naszych poszukiwan ! podaniem wyni-
kéw noty poprzednio cytowane;.

I Catki logarytmowe pojedyficzego réwnania rézniczkowego

Zwyczajnego.

§ 1. Rozpatrujemy réwnanie rézniczkowe (1) i budujemy nalezacy do
niego diagram Puiseux’go, znaczqc w uktadzie spéirzednych punkty ze spét-
1zednemi o/--1, B/, odpowiadajace wyrazom sumy lewostronnej w (1) i wro-

'} Wyniki tej pracy byly w czesci ogloszone w nocie p. t. ,Sur certaines intégrales
d'un systtme de deux équations différentielles ordinaires du premier ordre satisfaisant
4 des conditions initiales singuli¢res* w ,Comptes Rendus® Akademii Paryskiej z d. 23.1L
1914,
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szac odpowiednio do wyrazéw sumy prawostronne
ze spolrzednemi o, 8+ 1.

) Wez’my' pod uwagg dowolny bok tego wiel
liczbg . Niechaj odciete punktéw diagramu,
o 41,

i niechaj one bedg uporzadkowane wedtug wartodci rosnacych.
Wstawmy do réwnania (1) funkcye (3) i przeksztatémy zmienng nieza-
lezna, ktadac log = i
U

j tego réwnania punkty

okata i odpowiadajacg my
lezace na tym boku beda:

h=1,2...4 %, h=1,2,.. .5

Otrzymujemy wtedy réwnanie nastgpujgce:

s 1

dv ! ! w
2 G0 1,8 Ky —aly i w
we [ 2 Aot u + " T (e, u, v)

b !
— a1 k(ay—a'y) % .
(p.+lcu)[12 Ao u M e (e", u, v) (7)

J

_ % k(o +1—ay) = <
[Z dpvtu ¥ et F (e, u, 'u)].

1

i 1
Tu F(e*, u, v), F’(e-': " V) j i
) U £71e’, u, v) oznaczajq szeregi potegowe tepuj
diug poteg catkowitych dodatni i Sci v i I i
g Vi " o;tmch wielkosci v i wedtug poteg utamkowych
dodatnich wielkosci ¢*, e", wk

damy, ze % jest dodatnie; dla & u
uf e

» bomnozone przez czynnik u'™ Zakta-
jemnego dos¢ réwnanie (7) pomnozy¢ przez

tego ;Eiil;ux ztmierza w jakimkolwiek kierunku do zera Wtedy i % zdaza do
W 1en sposéb, ze cze$t rzeczywista e uj i A

0 [ Len sposab, ze cx pozostaje ujemna, iloraz zas

Czescl rzeczywistej i urojonej zmierza do co. Jezeli rc')wnaziie (7? mnapiszemy

W postaci
dv
s . , "
w au [Ai’v"‘—l— Aly T g ""'—1)—1— J

= () [ 40 o 1 gt i |
) f- Al vttty —“—l—...J (8

N T T . ,
[A,viu i+ aJ)+Aj_lvu]_1 uk(a+1_«j_.1)+“J

wiedy wida¢, ze v dazy do p, -0 tylko wtedy, gdy punkt konicowy boku

— B

icm®
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wielokata, odpowiadajgcy wiekszej odcietej, jest punktem podwdjnym

i mamy wiedy
ud;—4;=0.

Nalezy atoli rozrézni€ trzy przypadki stosownie do tego, czy punktem naj-
blizszym punktu koficowego naszego boku jest punkt a/;_y -1, czy punkt
a1, CZy wreszcie punkt podwojny.

Zbadamy szczegétowo przypadek pierwszy, poniewaz w pozostalych
dwu przypadkach rzeczy mutatis mutandis maja sie podobniez. Jezeli catki
nasze majg istnieé, to jak latwo widzie¢, musza dwie liczby %, v, czynic¢ za-
dos¢ warunkom

1
(=) =1, kAl ppd =0 ©

Wida¢ to odrazu, jezeli podzielimy nasze rownanie przez wyrazenie
w nawiasie stojace po stronie lewej, a nastgpnie zcatkujemy. Jezeli maja
istnie¢ catki zadanej natury, to pewne wyrazy po stronie prawej réwnania (8)
muszyg zniesé si¢ wzajemnie, to za$ jest mozliwe wtedy, kiedy spefnione sg
warunki (9). :

Potézmy teraz v»— v, =1, podzielmy obie strony réwnania przez wy-
razenie w nawiasie po stronie lewej, wtedy funkcya ¢, zmierzajaca do zera,
musi czyni¢ zado$¢ nastgpujacemu réwnaniu:

1 1
u% [T4+¢ (", u, O]=C-t+wve" u, L) (10)
W tem réwnanin funkcye ¢, ¢/ oznaczajg szeregi potegowe, postepujace we-
diug poteg catkowitych dodatnich wielkosci £, wedtug poteg dodatnich utam-
L 13
kowych wielkosci e*, w oraz poteg calkowitych dodatnich wielkosci et
Dla warto$ci zerowych tych argumentéw znikaja te szeregi potegowe i procz
tego znika w funkcyi @ wyraz, zawierajacy samo {. Roéwnanie (10) posiada
nieskoficzenie wiele calek, zdazajacych wraz z x do zera. W samej rzeczy,
rozpatrzmy réwnanie ogdélniejsze

u%:AC—F@(u)—}-CML u), (1

gdzie spétezynnik A przy U jest liczbg dodatnig, przyczem funkcya ¢ jest re-
gularna w pewnym obszarze B, na kiérego obwodzie lezy punkt zerowy
i czyni zados$¢ nieréwnosci

lp] <lul*, «>0.

Funkcya ¢ (¢, ) jest szeregiem potegowym wietkodci £, ktbrej wszystkie
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spétezynniki ¢; sa funkcyami wielkosci u, holomorficznemi wewnatrz rozwa-
zanego obszaru B i czynigcemi zado$é nieréwnosciom postaci:

Lo ()] < (w7,

gdzie o jest liczbg dodatnig, jednakows dla wszystkich spotczynnikéw. Jeseli
obszar jest dostatecznie maty, w, za$ jest jakimkolwiek punktem wewnatrz
niego, wtedy catka { réwnania rézniczkowego (11), ktéra dla w=1, przyj-
muje wartodé &,, dazy do zera wraz z % w ten 8poséb, ze obraz jej pozo-
staje zawsze wewnatrz obszaru.

Dowdd tego twierdzenia przeprowadzamy za pomocy metody kolejnych
przyblizefi. Calkujemy réwnanie

act
= At 4o (),

ktérego catka

. x10) ¢
=t [/ v du—i—u—;’ZJ
dia %=u, przyjmuje wartos¢ & 1 dazy do zera wraz z u. Tworzymy na-
stgpnie uklad rownan nastepujgcych:
ac; , ,
U =ALt o) ¢, ) (=2 3.. 2
i wyznaczamy te ich catki, ktére dla 4 =— %o Przyjmujg warto§¢ . Wszyst-
kie te funkcye aproksymacyjue pozostaja, jak to latwo widzie¢, w catym na-
szym obszarze ponizej pewnej wielkogci dodatniej, czynigc wszystkie zados¢
nieréwnosci

N ICiE<K|M[“.
Dalej szereg

L=0 4+ Z C—G)
i=2

jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie w tymze obszarze B dla ] <|uy]
isuma jego dazy wraz z % do zera. Po trzecie, i suma pochodnych wyrazéw
naszego szeregu jest zbieina bezwzglednie i jednostajnie w kazdym obszarze
e<|ul<]u, |, gdzie e jest liczbg dodatnia dowolnie maty. Po czwarte,
funkeya ¢ czyni zado$é naszemu réwnaniu rézniczkowemu (11) i wreszcie
znanym sposobem mozna wykazaé, ze jest ona jedyng funkcya, zmierzajacy
do zera i przyjmujaca warto$é ¢, dla o = Uy .

Wyniki powyzsze podalismy zbyt moze tresciwie; uczynilismy to dlate-

@&

e ©

icm
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go, ze przy rozpatrywaniu analogicznego pytania dla uktadu dwu rc’>wr’1ar’1
rézniczkowych, do ktdrego sig obecnie zwracamy, przedstawimy sz'czegofo-
wiej ten dowod, przez co dowéd dla pojedyficzego réwnania stanie sie odrazu
zrozumiatym

II. Calki pojedyniczologarytmowe uktadu dwéch réwnan
rézniczkowych.

§ 2. Aby uktad dwoch réwnarn (4) sprowadzi¢ do form kan.onicznych,
stosujemy t. zw. wielo$cian Puiseux'go w przestrzeni. Zamiast y,, 7,
kiadziemy funkcye

Yoy =V B, Yy == Uy T
i otrzymujemy:
(S A p,® vy (tD + paert-f) vy

T =, (EAUI“"UQ%.’EP"(“‘+l)+‘*’u‘+ﬁ~])

1
+ ¥ A(l)Ul“‘U)’LL,“’(U(EP’ al(l)-f—yga,“)«I—ﬁ( )’
‘ 12)
(};A LTS a-+ F:(%*HH‘H) (Z—v; =Ly Uy (2 Aq)l“r y2“= at “\+P1(“x+1'+f“‘1)

43 A(2>111“((217)2¢=(2) a4 1 ® g

Zbudujmy uktad osi prostokatnych, ktére oznaczmy przez ol), o®, B,
i umie$émy w nich odpowiednio do trzech sum wystepujacych w (12) trzy
gatunki punktéw, a mianowicie:

a) kazdemu wyrazowi sum po stronie lewej przyporzadkujmy punkt
0 spéhrzednych a;-}1, a,—1, B i oznaczmy te punkty jako puflkty' lewe.

b) kazdemu wyrazowi sumy po stronie prawej réwnan{a pierwszego
przyporzgdkujmy punkt o spétrzgdnych «,®. o,M4-1, B04-1 i oznaczmy te
punkty jako punkty prawe pierwsze. _ )

c) wreszcie kazdemu wyrazowi sumy po prawej stronie v drugiego
z réwnan (12) przyporzadkujmy punkt o spétrzednych a,®-41, o, p@--1
i nazwijmy te punkty punktami prawemi drugiemi.

Jezeli teraz w 6semce przestrzeni, odpowiadajacej pétosiom dodatnim,
wezmiemy punkt M tak utworzonego agregatu punktéw o spéhzednych
o0, o,®, By jezeli przez 8, ¢ oznaczymy katy, jakie kierunek O M tworzy
z osig a®, i rzut tego kierunku na plaszczyzneg aWa® 7 osia alt); jezeli da-
lej oznaczymy przez p., p, stosunki

RO 0, ®

:B§7

’ P = —,

!
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wiedy

py=tglcosy, p,=tglsine,

Wynika stad, ze odlegtos¢ p poczatku spéhzednych od ptaszczyzny E prze-
chodzgcej przez M i prostopadiej do OM,
(@ —a) cos (p) + (y — o) cos (py) -+ (e—F) cos (p2) =0,

cos(pz)=cos¢sinf, cos(py)=sinysinb, cos(pz)=cosé,

posiada wartosé B B K
p=a cos (p) -+ cos (py) + B cos (p2)

. =08 0 (3 %! + p 0@ +By).
Lecz, poniewaz

cos = ——1~r‘ ,
V14w +py?
przeto
1 — - _
p= Tideid s (g 00 g o™ - By).
1 "2

Dla wszystkich punktéw trzech gatunkéw, lezgcych w plaszczyznie E,
t.]. dla punktéw lewych, prawych pierwszych i prawych drugich mamy wtedy:

Br (@ 1) Ao (% + 1) B = 0y™ -y (o + 1) 50 4 1
=y (P 1) gy 0, - O +1,

a odpowiadajace tym punktom wyktadniki w obu réwnaniach (12) sg na lewo

e =p VT p 2 p? —py,
e =pV T4 pdp’ —p;
el =pVItuitul- (,+1),
e =pV T Fw o - (m+1)-

Tym sposobem odpowiadaja réwnym wyktadnikom w pierwszem téw-
naniu (12) po prawej punkty lewe i prawe pierwsze w tej samej plaszczyznie
E, i podobniez ré6wnym wyktadnikom w drugiem réwnaniu (12) odpowiadaja
po prawej punkty lewe i prawe drugie w tej samej plaszczyznie. Istniejg
cziery gatunki punktdw w uktadzie spétrzednych, mianowicie punkty, poto-

zone zewnatrz plaszczyzn spélrzednych i ma samych ptaszezyznach spét-
rzednych.

na prawo zas

) ) O pewnych calkach ukiadu dwéch réwnari i t. d 101

§ 3. Tworzymy teraz sposobem znanym wieloscian Puiseux’go,
kreslac najprz6d w plaszczyZnie a'a? odpowiadajacy jej wielokat Puise ux’-
go, nastgpnie poruszamy pfaszczyzng réwnolegle z plaszczyzng o o w kie-
runku dodatniej osi §, péki nie napotkamy nowego punktu. Potem ponawiamy
w nowej plaszczyZnie konstrukcye wielokata Puiseux’go  QGdy juz otrzy-
mano we wszystkich ptaszczyznach te wielokaty, wtedy przy ich pomocy, przez
obr6t praszczyzny ruchomej okoto krawedzi tych wielokatéw—oprzez co nowe
punkty zostajg wyeliminowane tworzymy wieloscian otwarty wypukly wzgle-
dem poczatku sp6irzednych i rozciagajacy sig do nieskofnczonosci.

‘Wieloscian ten posiada trzy gatunki $cian bocznych, mianowicie: scia-
ny S, nieréwnolegte do zadnej osi, Sciany S;, réwnolegte do jednej osi, $cia-
ny S,, réwnolegte do dwéch osi. Krawedzie sg albo nieréwnolegle do zadnej
osi—nazwijmy je krawedziami K—albo sg krawedziami K, , réwnoleglemi do
jednej osi. Wierzchotki wielo$cianu sg albo punktami pojedyniczemi E, al-
bo punktami podwdéjnemi E,, albo wreszcie punktami potréjnemi E,. Cala
krawedz moze by¢ zajeta punktami podwéjnemi albo poirdjnemi. Wszystkim
tym przypadkom odpowiadajg pewne catki uktadu, ktére dotad jeszcze nie
byly badane, précz najogdlniejszych,catek, cdpowiadajgcych ogdlnym Scia-
nom bocznym.

Wartosci liczb py, p, dla plaszezyzn S, sa

=0, py==0==co; p,F0=Fcc, p,=0; p=00, py=cc,
a dla ptaszczyzn S, sg:
g =0 ppy=0; p,=§ p=0c0; p=00, p=4f,

§ 4. Rozpatrzmy ogolng plaszczyzng S z liczbami p,, p,. Punktom,
znajdujacym sie na plaszczyznie S, odpowiadajg te wyrazy wréwnaniu (12),
ktére maja najmniejsze wyktadniki przy «. Jezeli podzielimy réwnanie (12)

(21

!l . . e . .
przez « r lub odpowiednio przez z'* i wprowadzimy oznaczenia:

ay .
YAdumpgm=F(v,, v,). Y40 0, =F0 (v, 0,),
[} (21
LA® Ula' ’-’21u =F® (v, 1),
gdzie sumy rozciggniete by¢ majg na wszystkie punkty plaszczyzny S, wte-
dy téwnania (12) otrzymujg postac:

d
[F (Un 7)2) _i' :EGF('UU Uy » fl?}] x (i’% =—n?7 F(U1 ’ 1‘2) ‘% FO (DI’ ‘02)

(1}
+z° F (v, v, T),
(13)
dv

(F (v, 0) + 2 F (vy, vy, )] ie ot = — a0 F (U5, 1) + F2 (01, 05)

2
+ z° FO (viv Uy s :'“)

Prace mat-fiz., t. XXVIIL
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Tu 5, 5%, a9 sg liczbami dodatniemi wymiernemi, ktérych wspélny
mianownik jest dzielnikiem liczby 8, , funkcye zag F (v,, v,, ), FO (v;, v,, z),
F? (¢, v,. x) sa szeregami potegowemi, postepujgcemi wedtug poteg wiel-

1

kosci v, vy, 2%, Jezeli tedy istnieja catki tych réwnan. zmierzajace do
oznaczonych wartosci v,'?, v,"", gdy « dazy do zera, to wartosci te czynig

zado$¢ réwnaniom
Py F (v, 0g) — FO (v, 0,) =0,
(14
R0y F vy, vy) - F® (v, 1) =0.

Jezeli lewe strony réwnan (14) ze zmiennemi v, , v,, oznaczymy przez
GO (v, v, G (o, v,

wtedy odrézni¢ trzeba bedzie dwa przypadki:

1. Punkt 9, 2,9 jest punktem zwyczajnym obu krzywych (15) inie
jest punktem stycznodci tych krzywych, wielkosci zas »,®, v, nie sg pier-
wiastkami réwnania F'(v,, v,) = 0.

I Przynajmniej jedno z tych zatozenn nie zachodzi

Przypadek pierwszy byl badany przez GoursataiForsytha, ktérzy
dla wszystkich mozliwych podprzypadkéw podali rozwinigcia szeregowe ca-
tek; w dziedzinie rzeczywistej przypadek ten badany juz by} przez Poinca-
re’go. Przypadek II nie byl dotgd badany. W dziedzinie rzeczywistej dla
przypadku szczegélnego podat Bendixson? rozwiniecia szeregowe calek
przy pomocy metody kolejnych przyblizefi. Przy pomocy tej samej metody
mozna tez bada¢ przypadki zawilsze, jak to okazaliSmy dawniej? dla poje-
dyficzego réwnania i jak to uczynimy w pracy niniejszej dla udowodnienia
istnienia naszych calek.

§ 5. Aby teraz otrzymaé¢ calki pojedynczo-logarytmowe, potdzmy
w rownaniu (13) zamiast v,, v, wyrazenia v, (log z)*, v, (log z)* i zastapmy

jeszcze log x przez % ; bedzie wtedy:

d (v, u™") av
T it =gy B — ek
1 %1 d’M ?
d (v, u) av
z ~ =kyvyubrtt — % q—ket2,
dx 272 du

) Sur les points singuliers des systémes d’équations différenticlles. Arkiv fiir Ma-
tematik, Astronomi och Fysik 5, 1909, Dwie noty.

*) Uber Reihenentwicklungen der Integrale der Differentialgleichungnn erster Ord-
nung in der Umgebuug einer wesentlich singuldren Stelle ,Prace matematyczno-fizyczne®
20, 1909.
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Otrzymujemy tedy réwnania:

s]u

F(v,, vy, w)] u? dov,

YAy ey hlat)—ha g
L 1Y e du

3

= ko (S Aoy Feat ket e® F(v,, v,, u))
+ g0, S A v m v, et ke

m
moowmo L m
— SAWp g, TR TR o FO) (4,0, u),
(15)
s
¥ a, —k, 2y — kg (2 t-1) # F ) 2 d (23
[Edomvmy ke ket Le® Fy, v,, u)] W m

a

=k vyt [SAv 2oy ekt L e® By, v, u)]
-i- Wy Uy EA'DIaI vyzﬂa w—km—ka(mtl)

) (2) ca

. o P @ el - e
— B4@p®™ g, oy TR —ew FO (v, 0y, )

Tu 5, s, o@ sg liczby wymierne dodatnie, funkcye F, FU), F® g3
to szeregi, postepujgce wedlug poteg catkowitych dodatnich wielkosci
1
Uy, Uy, eg"“, w—k, u* i pozostajace skoriczonemi, gdy u zdaza do zera.
Jezeli zatozymy, ze zmienna z zmierza do zera po oznaczonej stycznej,
wtedy

w —iu oo -
lim — =00, limuw =0,

loger=logr +ic=—5—7ps
& BT =y e w=o ' u=0

a zatem i zmienna u zmierza do punktu zerowego po ozmaczonej stycznej,

przyczem jest takze
du!

m ——; =
u=o du’

Rozpatrzmy teraz rzut wielokgta, lezacego na $cianie bocznej S i utwo-
rzonego z krawedzi wielociany, na plaszczyzng aPa®. Odleglosé d= OM
krawedzi PQ wieloscianu od poczatku O jest

d=1m,cos 9+ ¥y, sin g,

jezeli cos¢ i sino sg funkcyami kierunku prostej OM, gdyz
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(z—a,) cose 4 (y — y,)sing =20
jest réwnaniem prostej £¢). Dla ustalenia my$h, przyjmijmy, ze tak cose,
jak i sin g, jest dodatnfe oraz ze wierzchotkowi P odpowiada wigksza od-

cigta. Dla punktéw lewych, prawych pierwszych i prawych drugich, lezacych
na P{) mamy przeto:

(1,--1) €05 3 + (a+1) sin = 2,0 cos 9+ (o0 +1) sin &
= (2,/91) cos © 4 a,@ sin .

Obierzmy liczby k,, %,, proporcyonalnie odpowiednio do cos ¢, sin g,
mianowicie

peosg=—Fh, psing=—*%,.

Niechaj te wyrazy w réwnaniach (15), ktére odpowiadajg punkton leza-
cym na boku P¢), najwolniej wraz z w zmierzajg do zera. Wynika
stad, ze

—ky (o1 —ky (0y 1), — EyoyO—T, (e04-1),  — Ry (B +-1)—Fy 0, @

maja mie¢ dla boku P warto$¢ najmniejsza, musi tedy p byé dodat-
nie; a zatem wyktadniki %, , %, sg ujemne. Jest przeto:

pd=— (1) Ity — (21 by = — ;D k; — (2, V1) k&,
= — (a,0+1) Ity — a, D L,

przyczem P () lezy najblizej poczatku w kierunku OM .

Teraz poprowadzmy przez punkty rzutu rozwazanej $ciany bocznej
proste réwnolegte do boku P¢) w odleglosciach d’, ¢”,... Do kata ¢ moze
naleze¢ i drugi bok naszego wielokgta. Jezeli chcemy rozwazac catki, nalezace
do tego boku, wtedy %,, %, sa dodatnie, p ujemne. Stosunek

by

=cotgw
762 5 Y

jest przeto dany, lecz p jest niewiadome. Jezeli 4 jest katem, ktéry tworzy
bok o kierunku od P do @ z kierunkiem ujemnym osi «i!), bedzie

cosg=sind, sine=cosy,
y ¢

poniewaz kat prostej PQ) z kierunkiem OM jest réwny - —;l. Jest tgd

(13) 7Orpewnych calkach uktadu dwoch réwnan i t. d. 105

liczba wymierng, réwng l% . Mamy wiec w postaci nieprzywiedlnej:

ok
R L X ]

vexm T VPR
Pozostaje jeszcze wyznaczenie liczby p. Roéwnania (15), jezeli opie
strony pomnozymy przez pd Ky lub odpowiednio przez pd -k, mozna
napisa¢ w postaci:
. i) T AL gy 2 Ay
[T A= v~ el TAlp v - Ju 70
=k uv, [Sdvsvn - ur@-aLd 0,2 0,% . ]

4oy [BAvsve Fur@- O R A o A

1)

1) ()]
)SAIUIM q)zﬂz +J,

o 2@\ 4
— [BAM a0 - uf

, Uy
(S v,y - ur @2 S alv oy - s

=k ut, [SAvson S ur@-d S plow A ]

Ao v, [S Ao, S0y 4wl @D % 4y o A L]

12)

+..

Tu &, &', d"» odpowiadajg trzem prostym ré\vnoleglyrp do bol?u PQ,

:tére najpierw posiadajg odpowiednio punkty lewe, prawe pierwsze (Il)pravif,

LoD

drugie i ktére takze moga zlewaé sig ze sobg. Z dru'giej stronyf €, eu, en

tak silnie wraz z w zdaZaja do zera, ze z pewnoscia wszystk‘1e wyx(':z;;)w na-

wiasie, w kiére wchodzi u, mocniej zdazaja do zera, miz u? , lub
1 _ @ _ ),

0

@ @ @ P
. [E;l‘z} ,ulu. 'U;” —,L'll/“ ¥ Al v, Vy

0} ,
D lub tez uf? . ) ) )
Niechaj sp6irzedne punktu P beda &4, 1y, sp_ohzqdne za$ h-'tego Punktu.
jednego z trzech gatunkéw, gdy postepujemy w kierunku P, niechaj beda:

'
2 ) @
G=a,+1 =U"111)h:a§:)h+1’ = os - l=oy 1=
Dalej niechaj bedzie:

(1)
hi=G—bh=urt+1—6&, ]{;Y’:&h—l‘;lza‘l‘h—éx,

kf) =t — 51=_—a.§f)7l+1-— &,
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1
h=%—m=o0s+1—m, Zﬁ,)“"m—‘fh=d( PanlUiD)
(2) (2)
l =M M=y, My

Te réznice sa wielokrotno$ciami liczb %, I, mianowicie:

hh=—p.k, k;l”::—p;‘).k, Icf)=-—p§|2).7£,
h=w.l, =pP1, ©=p91

Mozemy wiec napisaé:
YAy & pta =— g, 51 m—1 % 4 Eﬁ“E’ T — 7
=ADFV =P FT T LAV, VT ™
Iy
— p 1 —1y ~ppk bR E1 0 me1 v 4 U2 \PR
=il S Ay, 0, =, 5Lyl B 4 (U_L .
1

1) U] . .
SAO Y = p e, TS AW p B

W
=gk "_W‘im(u ) )
1

. @ @ -
LAD % p,E =y gy X AR By,

= 5 g, S A® (”2 )*‘h( ?
2

Wprowadzmy teraz zmienng V = v,~*,!, a otrzymamy:

Tdnmo,m == ph—lym—1 Y 4 P

, o m R (1)
T AN p® = byt TAO P
B @

T . &)
TA® M g% = phl v, S A®) 7

Wprowadzmy oznaczenia:

YAV* =& V), 4w V”"(l)= O (T), A4 I«”‘h‘:’: Q@ (7)

i rozpatrzmy najblizszq réwnolegty do boku P, i réwnozwrotng z nim
prostg P'(J, gdzie P’ ma oznacza¢ punkt pierwszy, Q' punkt ostatni, odpo-
wiadajacy $cianie bocznej S wieloscianu i lezacy na tej réwnoleglej. Jezeli

(15) O pewnych catkach ukladu dwéch réwnad i t d. 107

g1/ sa spolrzedne punktu P, zas &/, m' spoirzedne punktu A-tego; jezeli
polozymy nadto: o B }

S Ay v = oS ot O (V)

T A vy 2 = o5 oyt DT (T)

S Ay @ pa' @ = g B gy PIO ()
i podzielimy obie strony réwnania (16) przez v e, otrzymamy osta-
tecznie: .

s o - do
[ (1) - e @ o205 101 @ (1) et L

=kyur, [® (V) wr @Dt =5 on—ud (V) 4. ]

oy [ (7)o 0 @m0 w5 gl (V) - ]

1) ML . ,m”T . . |
— Uy [(I)(I) (I )+ V(d. PO ”1:‘ —& vzm i o ( (I ) .
an
+ él’L,
(D (F) 4 ur@—2ip b & py— D (V) . ] L.

— Ty, [© (V) - ur @ pf=5 g’ @ (V) 4. ]

a2 (@ (7) A wrE= w it @ (V) 4 ]
OB @ e ‘
oy (@2 (V) T TR ()
Nalezy zauwazy¢, ze liczby &/'— &, 1/—7 moga by¢ ujemne.
§ 6. Wida¢ teraz odrazu, ze wartosci graniczne »,©, v, czynia za-

do$¢ obu réwnaniom:
W (V)= p, ® (V) — OO(V)=0,

WOT) = py © (V) — D€ (7) =0

(18)

W samej rzeczy, wediug zalozen naszych jest @ (V™) od zera rézne.
Jezeli wiec podzielimy obie strony réwnan (17) przez wyrazenie niniejsze po
stronie lewej i rozwiniemy wszystko na szeregi potegowe, otrzymamy réwna-
nia postaci:

T (V)

904wy [1 ey (v, v, Wl epmy - (1 O v 0]

2
u
du

4wt @ =N o (v, vy, W),
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e , L wer
w CTIE} = k2 u Uy ll + 52 (1.1 ’ 1‘3 ’ ”’)] ‘I‘ 152 71)*(1(7[,)‘) ’ [1 + S12 (Ul ’ 'D2 ) “)J

+ ur @=a P2 (7"'1 y Vg w),

gdzie ¢, &/, 5, =, zmierzajg wraz z w do zera, gdy 9,, %, pozostajg skofi-
czonemi. Jezeli teraz podzielimy przez «® i zcatkujemy, to @O(V), W& (T)
muszg wraz z u zmierza¢ do zera, gdyz w razie przeciwnym nie skompenso-
waty by sie odpowiadajace im catki.

Tym sposobem konieczny jest jeden warunek, aby (przy naszych za-
fozeniach) réwnanie nasze posiadato catki pojedyficzo-logarytmowe. Funkcya
V dazy wraz z » do

. (v, @)}
VO =21 2
1 (1,1«0))k ’

a roznica —T0 daje si¢ rozwinaé na szereg holomorficzny zmiennych
- L= — )0, § =2, —v,. Jezeli wprowadzimy oznaczenie V— T =2,

bedzie:
[ (7) 4 1= oz mgnimr (7) - Jur &0

=0 ' auw 1 1 Zm an Wy
= 2 V{o) see e T ml 3 V‘OJKM)

hun [0 (F) -+ ur=D g, (o, vy, )]

oy D [ g 10 (F) e (o v, )]

, (19)
(D (F) A wr@= p Bf = D) ] e %jf
Y 1 e
— R . . gm
Uy (Z E‘I‘V‘O’. [ +71L! VA 3 V(O'm
vy [ (V) ur @, (v, vy, 4]
ey = [ B PR () Lgpa ! (i 1y, a1)]
PolozyliSmy tu dla skrécenia
i ©F (V) — D10 (7) = W/ (7),
(20

s @ (V) — @ () = W (1),

gdzie wystepuja wyrazy, znajdujace si¢ na tej samej réwnoleglej najblizszej
bokowi PQ, ktérej odleglos¢ od poczgtku wynosi d’. Zatézmy, co w ogél-

(17 ) 9 lg}vnych catkach ukladn quvﬁgljvr}SA\yfnx_zlr'Li td 109

nosci zachodzi¢ bedzie, ze zadna z dwu funkcyj (20) dla ¥V =T nie znika,
i ze istotnie na najblizszej prostej réwnolegtej od boku P() znajduja sie
punkty wszystkich trzech gatunkéw. Funkeye ¢, ¢, %y, 3./ sq skoficzo-
ne, gdy « dazy do zera; wreszcie X, k, s liczby skonczone.

Mnozymy réwnania (19) przez —Z%, j, i dodajemy je do siebie.
1 )
Otoz jest
log V'=—1Fklogv, -1 log v,,
dlogV_ 4w 1, ;dv 1
du — Cdw v, T du Ty

z drugiej za$ strony mamy
klky — Eky=0.

Wreszcie wprowadZmy oznaczenia

1 ok . 1 kg . ) . .
%l gpor — B e =L E=12e 2D

Otrzymamy réwnanie nastgpujace:

[ (17) b 0r @0 g 205 g O (T 4. ] 2 2

du
= (PO 2) [(— By LV L Z o (— BL - TLy 2]
A (T Z) p @ [ — Y (T7) - P70 (7 )] =

(22)

E]

+ us #=d,+3 ¢ (7‘1 s Ty "’)

gdzie % > 0, funkcya za$ ¢ pozostaje skoficzong. W ogdlnosci tak wiel-
kosci
K& = — [ L' 4 1L,®, i=1,2,...m
jak i wielkos¢ ‘
M= —Eh (7o) L 14/ (T0)
bedq rézne od zera.
§ 7. Tworzymy jeszcze jedno réwnanie z obu réwnani (19), mnozac je

odpowiednio przez

1 L, L Lo,

I‘1 = 7y
a nastepnie odejmujac. Po wprowadzeniu oznaczeil

o) ( oy ) w
v, - I M o oa
11717— =W, R ‘—I(«‘ = W9, log = z, (23)
1,2 23 (77.2{\) iy

Prace mat.-fiz,, t, XXVII.
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otrzymamy réwnanie:
- T [ == , - A
[D(F7) F ar=a g 25 pyn' =1 DI (Fy+.Ju? LZ,
du
= (LM LD - LM L,™) 2+ (LML, — Lo L,y Zn
(24)

e (LD iy — Ly ) 0 [ (T7) A 1r =0 W (2, vy, 20)]
20 [ g (L0 W (T) — O WS (7)) g (o, vy, )],
Wogdle wielkosci

N o= L0 W/ (PO — 1,0 470 (770)
B LR — L " o _ (25)
= LMk — Ly .ch,, TO =L, L0 —~LOL®  §==2 ... m
sa z pewnoscig rézne od zera.

\Mzm‘y .teraz posi uwage réwnanie (22). Dzielimy obie jego strony
przez wyrazenie w nawiasie po stronie lewej i rozwijamy wszystko na szereoi
potegowe. Otrzymamy tym sposobem: N

zg‘lZ_K”’ 7o 1
Cau T o my A1 e, Zow)

MT® . (26)
e B Ty gy (T N N N
Cppey T T O (v, )] e @0 g (0,0, 7, ),

P Nt ~ H H
gda’e funkeye &, ¢ zmierzajg do zera wraz z wu, funkcya za$ « pozostaje
skoriczong. Piszemy dalej rownanie (24) w postaci

e az T
du — O Z (2, vy vy W+ Ru (144 (2, v, vy, )
Nysd—a - @7
e gy (R TR e ()T [
Py BT RO T 2 (2, vy, . )],
odei i o ot Lo
;gzxf zrllovv;z funkcye e, ,‘I’ ¢/ wraz z u zmierzaja do zera. Uczyfimy teraz
dc}(;Leme, t\tore usprawiedliwimy pézniej, ze funkcya niewiadoma Z zdaza
- 1 A
do de(;a w tel} §posob, 1z stosunek jej do pewnej potegi #* zmiennej u zmie-
warto$ci 10znej od zera. Wtedy, jak t idzie¢ isi i
. atwo wi . ¢
o ¥s dzie¢, musi sie spetniad

pd~d)y=1. (28)

W samej rzeczy, gdyby bylo p (df i
) s vio p (d'— d)<1, wiedy, po zcatkow 5w~
nania (26), stawajaca sig nieskonczong catka 7, o FesRomaR oW

(19) O pewnych catkach ukladu dwéch rownai 1t.d. 111
«
T du
{ @ (@)
u; '

zniostaby sie z catka
Zdu
{ Tt )

a z catkowania réwnania (27) wynikioby, ze stawajaca sig nieskoficzong catka
(2) musiataby si¢ znies¢ z catka

, ©

co jest niemozliwe, gdyz przy uczynionych zatozeniach catka (c) staje sig sta-
biej nieskoficzona niz catka (b). Musi by¢ zatem g (! —d)>1. Gdyby
jednak bylo p (& —d) > 1, catka (b) musiataby dazy¢ do wartosci skoficzo-
nej, a wtedy i catka (c) bytaby skoriczona, i druga catka w réwnaniu (27),
t. j. catka

{‘ du @

nie moglaby by¢ skompensowana. Otrzymujemy tym sposobem:

Teraz wynika z réwnania (26), ze calka (b) jest tak samo nieskoficzona
jak catka (d), a wigc catka (c) jest stabiej (jezeli wogdle jest) nieskonczona,
przeto spStezynniki przy u po prawe] stronie réwnania (27) muszg by¢ réwne
zern. To prowadzi do réwnania

R® (VO) + NpO~ " p,0" " =0, (29)
lub do réwnania

QW 0 @ e (0 SO 5 O @ (O
EN7] [9,07 0@ W (V) -k, 0,0 0, (V)]

(30)
_ 2?7(:_) [,vl(of*'%m)"" W (YO - ey 0, 2,0 ® (V)] = 0.

Réwnanie to wraz z réwnaniami (18) wyznacza wielkosci 2,0, 9,® tak,
ze istnieje skoficzona liczba rozwigzafi. W samej rzeczy réznice &,/—&,, 0,'—n,
(&%)
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nie sa proporcyonalne do wielkodei — % 7. 5 i

zawiera wielkosci »,, v,® nietylko w ko’mbinaRcc};‘/ n;z!])e przeto (29) lub (30)
§ 8 Teraz wyznaczymy z réwnan .

;o 3R AW (26), (27) wielkosci ’

ru?l\c’}e wielkosci . Uskuteczm’my to za pomocq)metod kll .Z’ 7, jako

blizen. Zauwazmy najprzéd, ze z réwnarn y Koleinyeh przy-

Z=T —pon="2"__ &) ,
¥ ot T (ni)E Z' = log W — log W
dajg sie £, =0, — 0,0 ¢, — i¢ jake

. . 15 bp =0, — v,@ wyrazi¢ jako funkcye holo i

. < Yy < . . 1o f
'\Zflk?’.scx Z, Z', ktére wraz z niemi znikaja. W samej rchzy jakobiral;czinlcl3
jest rozny od zera. Ze.xmlast &, L, wprowadzamy funkcye 7, — 2, 7, —;’
i otrzymujemy réwnania nastepujacego typu ogélnego: ' T

z¢2fl—%1=4z B
dn =A%+ Butue, 0+, (2, 7, u),

w0 dZ, ®D
an = CuZy+uz, (n) + g, Zys Zy, ).

Tu 4, B, C sy trzy liczby w ogélnosci rézne od zera: funkcye e, e
5 11 &

wraz z 4 daza do zera, gdy w/<0 i w
gdy #/'<0 i gdy stosunek 7 dazy do nieskoriczo-

nosci; spetniajg one w pewnym obszarze B nieréwnosci postaci:
s (), <lul*, x>0, (=1, 2).

Funkcye @, v, sa szeregami pot iwi Sci 5

n?ki W}:rgz'é“.z ich pierwszego ?‘zqdups;gfﬁgli:;::ie”ax; ffl’oﬁz’ Wy
nig zados¢ nieréwnosciom postaci < u ™, gdzie ji >0. W Z:ize el
g:jl;};r; .pzygadlsu_funkcya ¢ Ma same wyrazy, kidre zawierajg alg:)n Zschg:
mal )\1> A n:g;e] p;tqdze, albo tez ‘Zz i sg wzgledem « rzedu Wielll(OS'Ci
v ,Ce / k(s ale). ) unkq’fa ¥, zawiera albo wyrazy z Z2 albo wyraz

ja u ja (?§zynmk, tak ze « jest pomnozone albo przez ’a’7 1 P
potegg wielkosci Z,, wyzsza niz pierwsza. o albo prees

§ 9. Z réwnaniami temi postepui j
u . .
szereg funkcyj aproksymacyjnycgz spiemy Jak nastepje Rozpatrujemy

2,0, Z,0, zm, Z0,. L Zw, Zt L, (32)
okreslonych przez nastepujgce réwnania rézniczkowe: )
u? (ZdZ‘l_’O* =A4Z0 4 y(BLs (;

: e @),
(33)

4z,

u?
du

= CuZ® + e, (u)

en O pewnych calkach ukiadu dwéch réwnar i t. d. 113

AR yACHN : @ 1)
wt S = AZ (B¢, (w)) -+ v, (2D, 7,0, (w)),

(34)

a Z,4+n 7 i Al (
= du = Cu 2,0 - wzy () 4 4 (4,9, 2,9, ).

W réwnaniach tych state 4, B majq wartodci

I{“) ‘V(O‘l y M I«'[U.] T '
A=y Boagmy T
State 4, B, (' sy w przypadku ogélnym rézne od zera. Tworzymy te-
raz rézinice
H U = Z,6+0) — Z,, HA =Z,+0— Z,0); = 0, 1, (35)

oraz odpowiednie réwnania rézniczkowe postaci:

. d H,G+D ’ = i ; WA
wp EHET + b, H®, 2,0, Z0, u),
2 dlu AHGY g (H O, HE, Z,6, 2,0
(36)
d H,G+ T ; i T A0
ut dzlr = Cu Hi+Y 4 g, (H,@, H®, Z,@ 20 w).

Funkeye @, , %, postepuja wediug poteg rosnacych wielkosci H,', H, tak,
ze wszystkie spétczynniki przy tych zmiennych zawierajg albo Z,¥, Z,, albo
tez u. Funkcya v, posiada wyrazy tylko z H,¥ lub 2z u, ale nie z samemi
tylko H,; funkcya », nie zawiera wyrazu z H,® w pierwszej potedze ze
spélezynnikiem w, wystepujacym osobno. Précz tego wszystkie wyrazy
w o, wolne od u zawicrajg zmienng H,®.
§ 10, Mamy najprzod, oczywiscie
4 w4 L

ZO=¢ " [G1+[6“ E__%_{l(ﬂ)]y

: (37)
. ; gz, (M

Z, 0= 4" [Cg—}— [ L——Zf@ dza] )
gdzie C,, O, sa dwie stale catkowania, ktére mozna obra¢ tak, by Z,%, Z,©®
dazyly wraz z u do zera. Mamy tu do rozréznienia cztery przypadki odpo-
wiednie do znaku czesci rzeczywistej statych 4 i C. Przypadek, wkiorym A
lub € jest czysto urojone, pomijamy.
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Jezeli 4= A"+ id", wiedy

4 AW A AT A

W

=T WEL
4
Gdy wiec .1’ jest dodatnie, to ¢" dazy do nieskonczonosci, bez wzgle-

du na zachowanie si¢ argumentu. Otdz catka

ma w tym przypadku warto$¢ graniczna zupetnie oznaczong, a wigc stata ()
musi posiada¢ wartosc¢

a4

" @ B4-e (0
, P B4+ () du.
N u

0

Mamy przeto jedyna catke postaci

ARES c—% ( c:’; —13—%1@ duw. (38)
Catkujemy teraz czastkowo: ’
wa Loy W g n4
l e" o) du=—¢c" l:[ © () %0 —+ A’./ e" due (1),

b 0

gdzie ¢ (u)= _11? (B¢, (0)). Przy pomocy powtdrnego catkowania czast-
kowego dostajemy

@ 4 u 4

4
{ e:d—(flgg () du= — %{2‘ W () e !0 —}-% f e d (@ ¥ () ;
¢ o
2,
¥ () = d (ud ;,,(M)) )
Oté6z ¥ (1) pozostaje skoficzonem, gdy u dazy wskazanym sposobem
- ((ﬂ jest rzedu wielkosci 22—, ¢, (u) bowiem jest szere-
giem potegowym o wyrazach, ktére sq potegami iiloczynami wielkosci u*,

do zera, gdyz —

(A>0) 1 e wk, przyczem s > 0, k za$ jest dowolne. Pochodne tych wiel-
kosci

s s
el ublet — -t e®

1z, (1)

. o L d
gdy u zmierza do zera, zachowujq sie, tak, ze iloczyn ~du
’ du

skoficzony i ograniczony. Podobniez widzie¢ tatwo, ze
d -
in (¥ ()
dazy wraz z u do zera, bedac tego samego rzedu wielkosci co
d
AV () =us
du (u (W) =us (),

gdzie s (1) jest skoficzone. Dalej mamy

CoA
1,7‘

&g“ ) = g logr— A"z — pd’ ed's,

Jezeli wprowadzimy dtugo$é drogi s jako parametr, bedzie:

n 4 $
L | ’ u'
! /e wo () du | < K [ rA %Ié ds.
0 0
Jest tedy

_4 p4 12
e " [e" ws @)y du < Er—4r? 1{2—.
H 6 i

L ulf?
<K 5

Na mocy réwnania (38) napisa¢ mozna
a2 00

spetnia sie tedy z pewnoscig nieréwnosc

2,0 <K ul, K>V§3

Rozpatrzmy teraz calke

°

T e, (1)

f e W) du.
u

iy

(23) O pewnych catkach uklfadu dwéch réwnan i t. d. B
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Jezeli czesé rzeczywista statej C jest ujemna, wiedy calka dazy z pe-
wioscig do granicy oznaczonej, gdy u dazy do zera; mamy zatem:
u
? gy (U
Z,0 ==yt {u"" —iL) dat.
! u

0

(40)

Napiszmy C= 0’7 (", bedzie:
futj=1r"e"0"%;

funkeya =, (20 jest rzedu wielkoscei w*, to znaczy |e; (w) < Klu*. Otrzy-
‘mujemy zatem nieréwnos¢
8
| Z,O < Ks” {G—‘G""-“‘ ds,
i

a stad o
Z0 < K|

Dajmy, ze udowodniliémy juz nieréwnosci

ZW < K@), 1209 <Klu}, 1>1z=0 (41)

dla i=0, 1,... j, wtedy nalezy jeszcze dowies¢, ze tez same nieréwnosci
zachodzg dla i=7-+1, jezeli tylko K jest liczba dowolna wigkszg od

1 D . . -
1 i. W samej rzeczy, z plerwszego rownania (34) i z nieréwnosci (41) wy-

ptywa, ze wedtug tego, co powiedziano o funkcyi ¢, mozna ZU+" napisaé
w postaci

g = —uZ (e,
z drugiego za$ réwnania (34) i z wiasnosci funkcyi 2, wyplywa
2 < K|,

co stwierdza og6lnosé nierdwnosci (41) dla statego K.

§ 11 Teraz nalezy rozsirzygnaé pytanie, dotyczace zbieznosci kolej-
nych przyblizefi. Rdéwnania (36) dajg nam teraz:
—4 a4
Hi=c * [ 256" 4 (@D, B, 20, 2,9, a) du,
‘0
u (42)
; 1 e . . " .
Hh =uf f gl “o (HO, Hy, 2,0, 2,0, ) du;

0

icm®

(25) O pewnych catkach ukladu dwéch réwnan i t. d. 117

Dla i =0 jest H®=2Z"®, H®=Z® Funkcya ¢, spehia wedlug tego,
co powiedziano, dla ¢==0 nieréwnos¢

o, | < K fuithy

bedzie tedy ’ ) ;
FHO < Ljw '+,

Dalej w drugiem réwnaniu (42) funkcya v, dla {==0 spetnia nier6wnosé
| <K u e,

Istotnie: g, nie zawiera wyrazu wH,*'; najnizszemi wyrazami sa

] 0 20 HLOF
HO, wH©®, wH®

142n

, a poniewaz mozna zafo-
Stad za$ wynika nie-

a wiec wszystkie sa rzedu wielkosci #® lub u
zyé L =}, otrzymujemy przeto powyzsza nierdwnosc.
rownosé , ’ o
VHO < L |
Jezeli przyjmiemy, ze udowodniono nieréwnosci
HW < Liu G %

VO | < L e, (43)

dla i=0, 1, ..., j, wtedy dla ¢=7-}1 bedzie
gy | < KV jae MDY,
A zatem:
| H,GH0 < L MHAD R,
Dalej jest
g, | < K7 uttutan
gdyz

5| < K/ wputvh | oraz g, < K|G0,

a liczba A moze byé przyjeta jako < %. Otrzymujemy tedy
[ HU | < L] o,
a wiec nier6wnosci (43) stosuja sigido 4=j--1, przyczem liczba L jest
niezalezna od 7.
Tym sposobem szeregi przyblizeni kolejnych

Z,=20+ ¥ Y, Zy= 2,0 ¥ H® (44)
f==1 i==1
sa zbiezne bezwzglednie i jednostajnie. Sa one catkami réwnar (31). Istot-

Prace mat.-fiz,, t. XXVIL 8*
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nie z réwnan (38), 40), (42) wynika najprzdd, ze Z,, Z, wraz z w zdgzajg
do zera, nastepnie, ze szeregi pochodnych szeregéw (44):

42,0 V aHO A2, — d H,O
du TS du E TPl T (45)

sa jednostajnie zbiezne w kazdym obszarze zmiennej w w plaszczyinie ze-
spolonej, lezacym nalewo od osi 1/ w dostatecznie matej przestrzeni katowej,
zawierajacym o u/, w dostatecznej blizkosci punktu zerowego, przyczem ogra-
niczenie obszaru punktu tego nie zawiera. W takim zamknigtym obszarze,
czynigeym zado$¢ nieréwnosel [u|<C8, gdzie 9 jest malq liczba, szeregi (45)
s4 jednostajnie zbieine i przedstawiaja pochodne szeregéw (44). Stad wyni-
ka, ze réznice

o (LY, Z6HD, w) - 9, (2,9, Z,9, w),

22 (&0, 250, 1) — 5 (Z,9, 29, w)

daza do zera jednostajnie wraz z u, a wigc Ze i wyrazenia

1 7.6+
u? df# — A 2,6+ — 4 (B ¢, (w)) — @y (2,610, Z,6+0 ) 4p),

ur G4

du Cu Z,6+) — qie,y (1) — g, (Z,0FD, Z,6+D | q4)

daza jednostajnie wraz z » do zera w obszarze B, co dowodzi wiasnie, ze
Z,, Z, sq catkami réwnaii (31).

Sg to catki jedyne. Gdyby bowiem Z/, Z,' stanowily druga pare
catek, wtedy biorgc réznice

Dy=2Z'—2Z, Dy=2 — 7,

mieliby$my, na podstawie réwnan (31), tozsamosci
4 44
; e" o (D, Dy, Z,, Z,, u) du,
(46)

u
1 .=
'DZZUU [l_bé u LLFZ (‘D17 Dgy ZU Zz, 'ZL) dll-,
5
co jest niemozliwe. Gdyz z réwnania pierwszego wynika w spos6b wyzej

wskazany
Dy <E (D lwri4-1Dy ful),

icm®

L

O pewnych catkach ukladu dwéch réwnan i t. d.

gdzie K; jest pewng liczba dodatnia, z drugiego za§ réwnania wynika

alogicznie o o
aneios | Dy| <K, (\Dy 1Dy ),

gdzie K, jest réwniez liczba dodatnig. Stad dostajemy
| Dy | < K[! D] uy (K, | Dy ful 4 Ky Dy u ],

co nie jest mozliwe.
§ 12. Zwréémy sie obecnie do rozwazania dalszych mozliwych przy-
padkéw ze wzgledu na znak czescei rzeczywistych wielkosei 41 ¢ Rzecztg
mozemy juz przedstawi¢ znacznie tresciwiej. Niechaj najprzdéd czesé rzeczy-
wista liczby 4 bedzie ujemna i réwniez ujemng niechaj bedzie czgs¢ rzeczy-
wista liczby C.
Mamy wtedy réwnania
4 4

w A
il w B¢ (1
ZO=¢ © [e"“./ﬁ(, é {e“ %‘(l dul,

2y

(47)

u
L (Ve (0
Z(O = uf¢ f———-iL) du,
R u

0

%, jest liczbg dowolna, mianowicie wartoscig funkeyi Z,® dla =1, Ma
my teraz, po uskutecznieniu catkowania czastkowego:

. 4

%
i

w4 4
e" W (u) du,
%y

{e“ o (u)du=—

Mo

4
n? 1
= ° v (1) ‘un“’rz |

5 2 Pl R aey @)
{6“ W (1) du = — %1_ " W () }"_{_ e { o 00 )

#, o

|6

du.

Poniewaz « zdaza do zera po stycznej oznaczonej, to wynika stad, ze
mozna wstawi¢ pomiedzy u, i « bezwzglednie dostatecznie mate 1,

aby zachodzity nieréwnosci
._.é_ ht _A_. 1 __Ar ; )
‘ie “ re" c(u)dui<Ks {5"cfls<lﬁu’.
o n.'.
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Po jednokrotnem jeszcze catkowaniu czastkowem dostajemy

i K A 1t 4
1w s ju 1 rwd
oy du= — - -e“s(u) | ---— 2ot s (e .
, e’ s (uydu e’ s (w) [“H T f e i (uts(w) du,
s (1) = @ (@ W (u)
. N T du " 4

Poniewaz o (1) jest rzedu wielkodci u? otrzymujemy wiec znéw

20 =—"2 (1 4oy,
Podobniez wigc, jak poprzednio, bedzie

) ) | 20 < K ul*;
mamy tedy nieréwnosci
O <Ejul, [Z9|<Kiul,

przez co znowu usprawiedliwione zostaje stosowanie przyblizeri kolejnych.

Niechaj bedzie teraz ¢’ dodatuie; calkujemy drugie z réwnafi (33) w ten
sposob:

u
—e, o [y (u
Z,0 = u® [uvo ky - / — 112( ) du ;

*y

pomiedzy w, i # wstawiamy zn6w liczbe bezwzglednie malg +,, wtedy bedzie

kA
e [ 1@
U

|
du| <K up,

Tio

a przeto
[Z® | < Klwk, p< (0N

A wigc i teraz przy dowolnym znaku wielkosci 4’ stosowanie przyblizeni ko-

lejnych jest usprawiedliwione. Nalezy uczyni¢ jeszcze uwage o pochodnych
funkeyj Z,, Z;». Mamy

A4
ZO=¢ "/e" % () du,
I
skad wyptywa:
. * 4
470 4 _4rs
Te=e )+ e (¢ o () du

0

9 22t
—_— Jﬁffjj’iﬁ (14 (@w)] = _5_ [1+4-e ()]

(29) O pewnych catkach ukladu dwéch rownail it d. 121
1 Z,© . . s R
Podobniez pochodna d(sz;t jest rzedu wielkosei w*—1. Mamy rowniez
ogdlnie ) A7
d Zl(i_] B 3 !2._*241 < L |y w1,
duw 4 (142 (), |\ Tdu | :

Jezeli zwazymy, ze liczba p motze by¢ wyznaczona z warunkow
p(d—dy=1,
A — d= (& &) sinp~+ (1"—7) cos 4,

to otrzymamy nastegpujace wartosci spolczynnikow iy, ky:

! _

W= — ) )
k . —

by == YT (i — ) B

a wiec liczby &, k, sa wymierne. .
§ 13. Otrzymane wyniki mozemy zawrze¢ w nastepujgcem twier-
dzeniu: dae
Pwierdzenie. RoOwnania rozniczkowe (4) moga pos

catki postaci .
y, = v, (log )k, Yy = Vg Vs (log z)*,

odpowiadajace danej §cianie boczx:xej SwieloéC}anbu Pmsr:iuexr:

go i jednejz jego krawedzi K, gdzie gy, tp S8 liczby gy. o

ne dodatnie, &, k, liczby wymierqe. F.ur_1kcye vy, Uy ﬁ]arz ;

rozwina¢ jako szeregi jednostajme: szezne'kolgjnyc dg z—

blizen, dazg —gdy = po 0znaczone] stycznej zrr’11§r;22) vm%)

czatku—do oznaczonych od zera réznych wartoscx' 2,0, v, 0.
Te wielkosci ", 0, wyznaczaja sig z réownain

T (PO =y, & (V) — OO (V) =0,

we (V\o)): b > (I’y(m) — dO® (Imn) =0, (49)

2% (m?)) & ' , o™ wre () - Iy vlw)a w(o;m o (7o)
7O 1 2

AW (@) o » \n‘;"“' Wy (F0) - ky 'Ul(“’Ex 1)2(0)771 ¥ (7o) =0,
— «—WO—)—— ["Dl P)
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w ktdérych W“'———v{“’_k 'vg(ﬂ)l i liczby &y, k, sa calkowitemi. Po-
trzebny jest przeto jeden jedyny warunek, aby dwa pierw-
sze rownania (49) posiadaty wspélne rozwigzanie. Istnieje
wtedy skonczona liczba uktadéw wartosci ,®, 1,®. Jezeli
czgs¢ rzeczywista liczby statej 4, odpowiadajgcej uktadowi
liczb 0, 9/, jest dodatnia, to zaleznie od tego, czy czesc
rzeczywista drugiej statej liczby C jest ujemna lub dodat-
nia, istnieje jedna catka lub pojedyniczo nieskoficzona licz-
ba catek. Jezeli za$ czgs$¢ rzeczywista liczby 4 jest ujemna,
to wtedy, gdy czes$¢ rzeczywista liczby C jest ujemna, liczba
catek jest pojedyficzo nieskoficzona; gdy ta czesé jest doda-
tnia, to podwdjnie nieskonczona.
Jezeli
;1 H ;'21 BJ ;1’7 ;21’ EI; 071”: _022”: EH:

sg spoirzedne trzech punktéw R, R', R/, lezacych na $cianie bocznej, przy-
czem R, E' lezg na krawedzi K, wtedy wyznaczamy p,, p, z réwnan

ey (Z lel) + (Zz ’_22’) -+ (E —E’) =0,
. . Wy (;1“‘;1”)“{“ P (gz - ;2”)“‘ (E"‘?‘_’I) =0
i otrzymujemy: I _ -
(2y/"—2y) B+ (20, — o)) B - (23— ) 3"
M ’

Py =

e ==

(' — o) B (8" —a) B + (2, — ") §7
M )

M=a ol —uln o gl LTy o o
M=o —a/0, a0, — 0,0, + oo, — oy,

!
e W

klz—i*___’ k2:_ i

L. Catki podwéjnie logarytmowe ukladu dwu réwnan

rézniczkowych,

§ 4. Przechodzimy teraz do pytania o istnienin i przedstawialnosci
przez szeregi nieskoriczone kolejnych przyblizei catek podwdjnie logarytmo-
wycp postaci (6), przyjmujac, ze py, g, nalezg do uwazanej Sciany bocznej,
kyy 1y zas$ do poprzednio réwniez uwazanej krawgdzi, a wiec sg propor-
cyonalne do liczb %, k,.

&3] O pewnych catkach ukladu dwéch réwnar i t. d. o ‘l?fé
Jezeli do réwnad (4) wstawimy wyrazenie (6) i potozymy jeszcze

logx = L otrzymamy nastgpujace dwa réwnania, dajace sig otrzyma
T

; t6wnai (15) poprzedzajacego rozdziatu, jezeli w mich v,, v, zastapimy
1 \ks 1\ks
przez v, (loga-) s vz(log-a) :

1 )k.a (k) Facks

- dv,
—kas *F : wl u? ==+
[EA A V,% ,n-—k.,_(a.—i—ﬂ Feay 2t (]Og—_lZ _l_ e | (’Ul y Uy, U ] T

" @ g % —k"(ux—}-l)—k,,a,(
=1 [p,—',—]cnqﬂ—kw u(log _J) ].[EAD‘ V% U log -

OIMU R (log l)k.,a}”Jrkna,(”

“ gy 2t

o
" A ] @
+e" Fy (v, Vs u)] — [A AN ™ w2 u

1 )k,a(n,+u+k.,-,«g

(1)

fo® FO @, v, 1),
(50)
- 1 \hoatbalat) = )] e dn,

lL‘Av]“w:q‘& ke~ (@D (log ’g\) de" Fy(vy, 0y, U du

1\ 1 ket Ea(t)
"~ “ aa.~k,,a,|—kg.m=+l)(1o -)
=, [pﬁ—ku UKoyt (1og ﬂ) } [EAvl Vo U g

(& (2)
@ ( 1 kotn Hhue®s
log )

2 — ks

U

2 p
“’( }u,— o

- @
k2 R
4e" Fy (vy, Vs, 'u)] — [ZA(Z) v, v,

(2)

+B7VF(2) (V15 5 u)] .
__ dla ustalenia my$li — przyjmijmy za wjemne. Uwa-

i b1y Ko 4 )
e ye kierunkowe cos¢, sing z2 obie do-

zajmy kierunek ¢, ktorego funkc

datnie o
pcosyg=—Fh;,, pS¢=— %

i przez punkt koficowy wielokata poprowadimy w plaszczyZnie spéirzqénych

oy %, prosta LL o réwnaniu
(@ —¢)cose' + (¥ — ) sing’ =0,
czamy kierunek normalnej do prostej L L z osig ;. Bie-

1 !
o/ ozna
gce proes | of, sin ¢/, kiadac

rzemy ks, kyy proporcyonalnie do cos
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¢ cos ¢l =

. - Ry, plsing' =—F,.

(81)
Niechaj L L bgdzie prosta ruchoma réwnolegta do LL. Jezeli d' jest
odlegioscia prostej LL od poczatku, liczona dodatnio w kierunku ¢/, bedzie

d'=§, cos ' -1, sin ¢/,
a wiec

P = = Ky (1) — hgy (1) = — iy o, — Ty (o, 4-1)
= Ty (3, 1) — gy 0, ®,

jezeli punkty o 41, ap-15 0,0, a,—41; 0,P-L1, 0, lezg na prostej L L.
Oznaczmy przez d’ odleglobc prostEJ L L, przechodzacej przez punkt P, od
poczatku. Jezeli ¢’ jest dodatnie, wtedy wykladniki wielkosci log-lll— W réw-
naniach (50) maleja, gdy odleglos¢ prostej L L od poczatku rosnie. Dlatego
LL musi przecinaé of «, jezeli do punkiu P figury naleze¢ maja najwiek-
sze wykladniki wielkosci log%.

Jezeli podzielimy réwnania (50) przez

—p! ki

1
up &t (log 77)
i odpowiednio przez
[ 1\
wetss log -
€% ?
otrzymamy réwunania:

() —pid'—a' p
[__{.P M, 3 Ay np,e (Iogi) et
u du
— Lz . D g, B, o2 [ D\ @)
=0y Epu IOgTI“ APy gy -5 A gy 'Dz“’(log 7{—) +...
P D - (T 1
—[Aw I UL <]o<r 117} et d‘+...],
1 (62)
(£) P} o (B'—a" 11
AP g gy Av=p,m(] )” ) J.z“’v
+ X v 0og R
t ( u + du
=0y gty u-Hk u.'log.l.~1 405 P 4y e 1 \—sr (=)
2 2T e 22 ( n Re b (S e R 10g7 +

(B (2)”‘) (.&;(1’) ) @) —o' (g
— [A‘i’ v, +-E 4= vlm S (1og }—) u {“-{- .. } .
o

33; o 0 pewnych catkach ukladu dwdch réwnag it d. 7 125
Tu oznacza (£), ze odpowiednie wyrazy naleza do punktu P wielokata.
Jezeli v;, v, maja zmierza¢ ku zupelnie oznaczonym r6znym od zera

wartosciom v,%, ,, to z réwnan (52) wynika, Ze jezeli prosta LL nie ma

sie zlewa¢ z bokiem P (@) wielokata, muszg spetniac sie teraz koniecznie wa-
runki

pd® — 400, g n— ge =, (53)

To znaczy, ze punkt P musi by¢ punktem potrdjnym. Zaklada-
my przytem, ze 4% jest rézne od zera, wylaczajac wprost przypadek, w kto-
rym to nie ma miejsca.

Rozpatrzmy teraz tg prosta réwnolegta do L L, ktéra przechodzi przez
punkt najblizszy punktowi P na boku P@. Z réwnan (52) wynika wtedy,
ze i ten punkt musi byé poiréjny, i podobniez wszystkie punkty, lezace
na boku P, muszg by¢ potréjne. Spelniajg sie przeto warunki postaci

pdi — 4 =0, o d; — AP = i=128... (54)

jezeli punkty od P do ¢ bedziemy kolejno numerowali.
Teraz uktad (52) przyjmuje postac:

i @B i Lymardean dv
lA.p) R A S R (Iog 7{) .. ] u? mi

: 1! (£ T o T / 1\—e @2
= uv, [ku -+ Iy (Iog Mu_.) J [A(P-’ v, vy 2o vy (Iog H) .. ]
(o

1yl ]
u) +]

- —md ;
@® @B @ 1\—p@ @ _g,
— {A_U‘ v Uzﬂx qgeldd lcg Tl ,_%.‘ 0

o e
A0, [A‘R)vf: vy w4 (log

(55)
R B 1)@= » 42
[A"’Li' 0% XA, (logﬂ) _|_,..Ju du
‘ —1 N . L)-et@—a)
= u, [A‘21+k22 | log 37) ] [A(z)uxu,ﬂygu, ERPE m(log 7) ’ +.. ]

s
(T B 1—e'@™ =d)
TR [A(R) v vy wr @D (log 7, ...
[%5) (@) &Y @) (g 1 ;'(d"ﬂ)@)_d’)

Poniewaz A® jest rézne od zera, przeto p (d—d) nie moze by¢ wiek-
sze od 1. Gdyby byto mniejsze od 1, wtedy, jak to tatwo widzie¢, musia-
tyby wszystkie punkty, lezace na przechodzacej przez punkt B najblizszej
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réwnoleglej do boku P@), by¢ punktami potréjnemi, musiatyby zatem spel-
nia¢ sie warunki nastepujace:

an (I

g 4,00 — 4,07 =0, Py 40D — 4 =0, (56)

gdzie skaZnik (II) oznaczaé¢ ma, Zze idzie wtasnie o punkty, znajdujace sie na
pierwszej prostej réwnoleglej do boku P¢. Musiatyby w takim razie istnie¢
dalsze punkty boku wiclokata, ktérym odpowiada takie d, iz p (d—d) =1,
bo inaczej nie kompensowatyby si¢ wyrazy, zawierajace ¥ w naszych réwna-
niach. Jest wigc og6lnie: B

pld—dy=1, (57)

gdzie d odpowiada wiasnie prostej, przechodzacej przez punkt B. Stad wy-
znaczamy p, jak w przypadku catek pojedyriczo-logarytmowych, mianowicie:

p=a (59)

Teraz mozna juz obie strony réwnan (52) podzieli¢ przez . Wtedy
w tych réwnaniach po prawej stronie bedziemy mieli rézne wyrazy, zawiera-

jace log 117 z réznemi wyktadnikami.

Nalezy tu rozpatize¢ nasigpujace przypadki: wielkos¢ d/®—d' moze
by¢ dodatnia, réwna zeru lub ujemna. Gdyby byla dodatnia, wtedy wyrazy,
zawierajace 4®, nie kompensowalyby sie. Gdyby byla ujemna, wtedy
musiatyby by¢ punktami potréjnemi wszystkie punkty, lezace po tej stronie
prostej LL, po ktérej znajduje sig poczatek O, aby mogly kompensowaé sie
wzajemnie wyrazy po prawej stronie réwnan (55). Punkt R jest natu-
ralnie tym punktem plaszczyzny o' o', ktéry lezy na najblizszej réwnole-
glej do boku P ¢, a mianowicie pierwszym punktem w kierunku réwnole-
glym do P(). Punkt E nie powinien oczywiscie leze¢ na boku wielokata,
tak ze linia L L niekoniecznie musi sie zlewa¢ z bokiem PR wielokata,
ale wszystkie punkty, lezace na przechodzacej przez punkt B réwnoleglej do
boku P@), znajduja sig po tej samej stronie prostej LL. Liczby %;,, Ky —
poza czynnikiem p’ — mozna wyznaczy¢ z warunku

A = g, (59)

Jezeli punkt B jest punktem, odpowiadajacym lewej stronie réwnan (4)
(punkt lewy), wtedy mamy nastgpujace dwa warunki:

(E) , (B} ] (P)
A(R)p‘l»vl(m% +1 q;z(o)ﬁs —!_ AD kll q)l(qu +1 q)z(o)ﬂe e 0’

o LR B AP
A 9‘21]1(01 t ryﬂ(“) i _i_A(P) ]521 '1;1(0) * 1;2(“) s T == ()

1yt 2]
! o (. . [ "
Sy (log uf) Aty g e

v,
Fleflog | A (o2

(35) O pewnych calkach uktadn dwdch réwnai i t. d. o127

stad wynika: Koy — ol =0,

co w ogGlnosci zachodzi¢ nie bedzie, gdyz byloby wiedy 3’ =F§. W przy-
padku ogdélnym punkt R bedzie przeto przynajmniej punktem podwdj-
nym. Zalozmy, ze jest on punktem prawym pierwszym lub prawym drugim,
t. j. ze odpowiada prawym stronom obu réwnan (4). Wiedy spelniaja sie oba
warunki:

- B A " BB
A p @ v, (07 T — APk, =0, (60)
(¢
o (20) SE_ (B ® B
bedzie ted L7 g o ’ q)z\h’)ﬂ o—dh koy =0;
edzie tedy
AnE g geB =0,

Rownania (55) otrzymuja teraz postac nastepujaca:
[A® 02" 12D 8 A e (Iog )_?vmv’“d"

—i—] w

=, [lﬂn—{—km(logi—) ][\ALI R [1og rrrrr )‘?'"r—d“—%.u]

) h) S &)

(7 Y (6] e S)
+ {qu;ﬂ(?’-—“i yt o g J [

B

- an il 1 g dti-ay
4y 0y [L Aub o = (log “zl’} =+ ]

- UG T
4(1,‘H’ (1)6.1-“ n(mm Al - 1\~ (W gy X .
- Uy Uy (Oo " 43

(61)

2 —s'@'—3 dv,

+- ]11 adn

@) |
T . e

&) o 1
APy g L LAv,“t'vz"z(log ;)

R . 141 ‘ © . 1
=10, []‘21+ ks (h)g 7} ] [~A1J, Uy % (h)g };)

SR g P
O iy [k A gy #0A0 uan(”-‘nw)] ot

1y¢ @iy l

. [hes TG 4]
w0, {‘; Al g2 gy {lo wl

@ et @iy
A (10

e, Ly
- Vs {LA*—' vy )
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Potozmy:

1o ,1__—-— ,1, ,_d,_u._ dt 9

g U o i’ I ———[j_2’ (6‘.)

. . 5 . oo i R ;
poniewaz w dazy do zera w ten sposéb, ze u—,,dqzy do nieskoriczono-

$ci, to teraz ¢ zmierza do zera w ten sposob, ze, gdy potozymy ¢ =12 4 i¢",
wtedy z réwnosci

. 1 1 1
t:t’—}-’[,t”z—————— ----- T e
1 2 ! " N
ogw  log (u +iu ) log W+ log (1 4 1:1’,’)
1
P — = [14¢ (w)]
tog /4 1 (1= () g

1
- log (—u') — log (—1

(U2 00 = — oy L+ )

poniewaz u’ < 0, wynika, ze #/ >0 ize ¢ tak zdaza do zera, iZ stosunek
2 .
~ zmierza do zera.
WprowadZmy zmienne
v —00=10, vy — 0,0 =1,, (63)

a otrzymamy réwnania:
(B , 38 o o @—d
[Acf) o2 0y p 1 £ 0 =0 (e ) [LAL’IM vt ‘”+...]

A (0] {£) " .
Gy AP v Ty 0 (o b B G )

+ 1y 9, [S40 95" L‘ @iy ]
11
_ f“ A(‘)m)v a(l) (1)( )I' ,(d,(m iy} d'l_l_ ]’
64
Pe U C N ¢ i je . (Tt ey
AP g gye 2 g =0 (Foy Fligg ) B d vy '@ p ]

. ) (F) () .
o gy AW 0% 0y Ay (a5 G Byl )
1
Uy [2 Al 1J1°‘1( n v, (II) 2 ,l,(u)__d,)_i_ ]

210

o (& D4 T,

o 1) (1T) (1D
—p, B A@ T T By

icm®

:37) O pewny ch calkach ukladu dwich rownan i t. d. . 12y

gdzie o :ow=f :8,. Otrzymujemy zatem réwnania, podobne do tych,
ktére otrzymali$my juz w cytowanej, majacej ukaza¢ sig, pracy.

Mamy oczywiscie:

Y]
o By A0 Ry
&g b, A(Z)(R) By

T G
BT R =0 0O
sm( o — 41) , o
By _cosg’ _ 2/ _ g —g®
Fas = sin ,_?/ - , T\ BB gl
cos ('15 - “9*)

Pomnoézmy réwnania (64) przez %l, %‘l i odejmijmy je od siebie; je-
2 2
zeli polozymy jeszcze
T =k, ",
otrzymamy:

) (P)

(42, ® P 11 PO B Bag) § (S Aoy 8O

B T 7
A (hyp kg — Frgg Ty £ AP 0 ot T

1) nll\

) e W, i _
(g a2 Kyy) [S4Mp= o e @=an 4

(63)
. (In i “)!11' ,
. ]L-21 [}_ Ad) 7_;]:1, 1‘;‘ f7d ’(Z —da' + ]
- o @ @D e @
B R A SR B
Poniewaz ¢f ==, przeto widoczaie Ky Ky — Teyy Bgp == 0, @ wedlug zalozenia

jest poky — sz w =0,

L Koo Fog i g L
Mnozymy teraz réwnania (61) przez —5‘2 s Uﬁ i odejmujemy od siebie;
1 2

ktadgc jeszcze
W= /Ulk;: @2—*:, y

gdzie W jest oczywiScie niezaleine od ¥, otrzymamy
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(38)
[ L.lq‘(P* l‘u_.l;m-"z“ e ,‘Z__I%}'V = (Kyy higs - Ty Bopg) [Ed oy 2y Z?'(‘17~'Z')+ o
(g oy — by diag) (AW 1T 050y
A (g — pyky) (B A oo™ g, @M
(66)

SRR 1| iy 10
— gy |5 AW @111( 0,5 ) i?,(d,(n( Loy

an @ 2yi1) 2) (D
0,5 02%( ) (2)

G N

Ty [2 4O

Tu ¢ iy oznaczaja:

(B) — sz)(}.’)

. T
]"11 Feay

41
(= A0

ERY ___E(P
L EP g

~,]{R\
]‘.22 I 19 o

Z réwnafi (66) wynika teraz, co nastepuje. Przyjmujemy, Ze na prostej przez
pm?kt R biegnacej réwnolegle do boku PQ, punkt lewy jest mnajblizszym
sgsiednim punktu R. Wtedy wynika koniecznie z réwnan (65):

o@D —dy =1, (67)

1
V=gm g (68)

skad:

Dalej 0,09, v, czynia zados¢ réwnaniu
AP) (P
(g Feyg— oy, Frpp) A9 OF =1 i =1 @, @
21 Kyo—Fyy Kgp) A%V ) v, (b —pp foyy) AW, O, @% " — (69)
ktére razem z réwnaniem

G )

Lo, w0 = g
: =0 (70)

prowadzi do skoficzonej liczby rozwigzan na 0,9, 2,0,
Zachodza réwnosci:

4L oz -
A — g = (81 — £W) cos wf |- (41 — 1) sin o,

— (gdli — &(m) kli‘ —_ (Tl(lL . .[‘(}f)) k22 =1.

it

(3@) - O Vprcﬂwnychﬂgal‘gach ukdadu dwéch réwnan it d. 1ot

. 1., = (B — EEY (il — R i] - &(i‘

kw 5 i i .r‘w - 1“1;)
. (g my &(R)) (.,iu') - 7’1“”’) — (.qdlj —_ -q( i;)) (ELP) o i(_!:)‘)
- e p——r T

1 GO0 =) — D ) 0 8
Toga ER __ B )

Tym sposobem wielkosci kg, Ky 53 wymierne.
16. Jezeli do réwnarn (65), (66) wprowadzimy, jako funkcye niewiado-
me wielkosci
Z, =V —-TO, Z,=W-— W9, 7n
wtedy otrzymamy dwa réwnania nastepujacego typu, ktére traktowac bedzie-
my przy pomocy przyblizen kolejnych:

Z .
e R LR ENAN
az. =
# Aﬁ%:—cz:—g—%(zl, Z,, 1y,

gdzie 4, B, C sa wogdlnosci liczbami roznemi od zera, funkcye zas 3, %,
zawieraja wyrazy z catkowitemi dodatniemi potegami wielkosci Z;, Z, oraz
wyrazy wolne od Z;, Z, i zawierajace tylko £. Przyczem oczywiscie ©,, .
zawierajg pierwsze potegi wielkosci Z;, Z,, pomnozone przez funkcye zmien-
nej ¢, zmierzajace do zera. Wszystkie spétczynniki poteg wietkosci Z;, Z,
sa rzedu < rzedu wielkodel #+, gdzie p jest liczba stata, t. j. sg bezwzgled-
muniejsze od | .

Teraz mozna juz odrazu zastosowa¢ przyblizenia kolejne, ktore fun-
keyom Z,, Z,, a wige i funkeyom &, G nadajq posta¢ wiadomg.

Wsp6lny mianownik wyrazesi y, i Ky, mianowicie:

2 .Q(m — B T‘(P) + g(lr).qm) — EUY ”Q(m _§_ £an 'Q(Pl — P T‘xll.",

podobnie jak i mianownik M wyrazefi na py, ¥, Ki, kyy, jest wielokrotno-
$cig liczby catkowitej, wyrazajacej podwojne pole tréjkata, ktérego wierz-
chofkami s3 dwa punkty, lezace najblizej od siebie na prostej P sieci znaj-
dujacej sie w plaszczyZnie o a,, a punkt trzeci jest punktem R najblizszej
réwnoleglej do prostej P@. Liczba g w wyrazeniu e (réwnanie 66) jest
liczbg catkowita.

Roéwnania aproksymacyjne réwnafi (72) sa, jak wiadomo, postaci:
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(i)
t N =40 BEED g (B8, 260, 9,
. (73)
2 L{Z_’(‘.J_ — (Y7 (D L g 1 (i—1) .
¢ di CZ0 w0y (2 A 03

catkujemy je wedtug znanej metody: D

i
. R 7~ L g (Z(i~1) 7 @G—1)
20 =t 7,07, f B2 +e ‘Z; DTN gy,
i,
_c L f,.- Z.i—) 7 (i) &
Zyjl=¢ * [Z;O)e’ur f EA Y ) e‘dt]

in
i=1,2..; Z0=720=0.

Jezeli czedei rzeczywiste spélczynnikéw 4, O sa dodatnie, otrzymuje-
my wtedy oc® catek, gdyz wartoéci poczatkowe Z,@, Z,0 wielkosci Z,, Z,
dla ¢ =t,, mozna wybra¢ dowolnie, jezeli tylko s3 bezwzglednie do§¢ mate.
Jezeli jedna z czesci rzeczywistych jest ujemna, mamy wtedy oot calek;
wreszcie mamy tylko jedneg calke, jezeli czesci rzeczywiste obu wielkosci
41 C sg ujemne.

Nie przedstawia zadnej trudnosci przedstawienie spétczynnikéw A iC
w formie wyraznej; zauwazymy przytem, Ze 4 zawiera jako czynnik wielko-
§ci A™i B za$ zawiera czynnik A®® lub 4@P,

Tym sposobem istnienie calek podwdjnie logarytmowych postaci (6)
zostato udowodnione.

17. Nasze wywody sa bardzo niezupelne, pozostawiliémy bowiem bez
uwagi znaczng liczbg interesujacych przypadkéw szezegdlnych; badanie wy-
czerpujace tych przypadkéw nie jest na czasie z tego mianowicie powodu, Ze
przypadek pojedyficzego réwnania i zwlaszcza jego catek logarytmowych
jeszcze dotad bardzo daleki jest od zupelnego wyczerpania. Ostatnie prace

o ) Dowdd, podany przez Bendixsona w ,Arkiv for Matematik, Astronomi och Fy-
sik® t 5, 1909 w pracy: ,Sur les systémes singuliers des systémes d’équations différentielles;
premiére Note®, jest falszywy, gdyz uzyta w niej liczba M, ktéra jest maximum wyrazenia

a,z+¢, (x, 0,...0| )
) " — 0'\‘:“"{\91

™
nie istnieje, gdy p> 1.

*) Bulletin de la Société mathématique de France, tomy 36, 39; 1908, 1911.

(41) O pewnych catkach ukladu dwéch réwnan it d. ,_,v,,,..,,_;,,,l'gf’,

Dulaca? posunely znacznie nasze wiadomosci, dotyczace calek niewy-
miernych i urojonych roéwnania (1} (t.j. gdy p jest niewymierne tub
urojorie w réwnaniu (3)); podobne rozwazania moglyby by¢ przeprowadzone
tez i w przypadku naszych catek.

Nietrudno wykazac istnienie calek niewymiernych, gdy wiec py, 1,
a nawet %, k,, moga by¢ niewymierne.

Koficzymy nasza prace, podajac dowdd nieistnienia catek podwdjnie lo-
garytmowych, odpowiadajacych bokowi P@). Twierdzimy tedy, ze zwiazek

Foyg i kg =hypthyg =11

nie jest mozliwy.

W samej rzeczy, mamy obecnie z=1¢' i jezeli wprowadzimy wyra-
zenia, uzyte wyzej w réwnaniach (50), mianowicie:

O (7)), ON(T), DP(F), T=uv"tp). T-VO=2,

dostaniemy réwnania:

[q) (V) -+ wpid=a (Iog 117)—?’(:1—4\ vvf(m*E{Pl v:,’z(}:)*"'ﬂ T . ] 2 dv

du
i , 1\—e"t@—d (g (P Ry Py
=;L1v1[¢>(V)+1tP(d—d’<log - e @'(I)—;—...]
1 yv—1
+ou [ (Fyy +F10) (IOg ‘L';) ] :

\—3 (d'—d)

g (
. {(D (V) + uet@=a (Iog —111—) BE T w7

B}

P o (7) -+ ]
(75)

N
i w m
e A

AL
— v, [0 (1) 4 w9 log | o

T'(P‘ (I’,(”(V)*l} “.];

@ (T) L. ] LY

=g @=d) R (P (W 1P
R
du

. 1 SR,
[cp (V) d—ar (1og7) o
- / 1 \—s' (@—d) AR_g(Pr T‘[:)ﬁT(P) o
=, [CD (V) 4 us -d’(log-iz) R vi A DN (T ]

Loy, | Ky + k& (log 1—)F1
T % 217 Py m .

. e T I
'[q) (V)‘i"“"‘w—'l)(log 'Lli) ’ 'Ufm_‘mv?’l ) O (V) - ]

@)
—p' (@ —d  (r) (P} (B P 9
— Ty [(i)(?) V) + ' (d’m—d)(]og 717) 0,2 0= 1P ) (17)—1-..‘].

1) Bulletin de la Société mathématique de France 36, 39; 1908 i 1911.

*
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Otrzymujemy zatem, podobnie jak w przypadku catek pojedyriczo-loga-
rytmowych, warunki:

u, @ (V‘D)) — OO (V) =0, o O (VO — [0 (T/(O‘) =0. (76)

Mnozymy teraz réwnania (75) przez — S« s é— i dodajemy; bedzie:
1

2
o 1 *?’(d"d) _e adz,
[CD (V) -+ ur @9 1og E) o o () e S
= V(= kLW (L) Zy 4 (B L =L L) 2] (T7)

1 )"E" (@'—a)

. + e (@—) (log ﬂ l_ k q),m (V) + lll).,(z)(v)] ‘l)lil l.’)_i(l’) (021‘(1:)___”‘?:

+ e (@—a ¢ (”1 y Vs u)

przy znakowaniach poprzednich. Jezeli podobnie réwnania (75) pomnozymy
L& LMW - . P
przez 7]:— , li -, odejmiemy je od siebie i potozymy
©
_uh — L
W="wr BTEwe
otrzymamy: ’

-2 ,
[CIJ(T»’)—}—MW’"‘” (1og 1;) O PP ® g (7). ]uﬂ
= (LOL@—LOL®) 22 . .. (LD Ly — L0 L) Zy
AL — L 1 Ky
(Lot Vg Dkay) |1+ IOg’Q’L') T
: 11
e (78)
—af (d'—d) - >
o @) we-s flog )0t |
) 1y @
=i (log VJ) ulz"”—s”" ’UZW(R)_an) L g (V) — L& g (V)]

+ fup(d’—'d)'{“l '?I (Ul ) ,DE’ 7’l’) k) x > Ov

) z r‘éwnania (77) wyplywa, ze p (&' —d) nie moze by¢ <1, gdyz w ta-
kim razie, gdy Z jest oznaczonego rzedu wielkosci wzgledem n,
wynikaloby wtedy, ze

1

]?1 du

2?

(43 O pewnych catkach ukladu dwach ff'ﬁ,‘,"“@ﬁ itd 135

jest rzedn wielkosci catki
. ~ o du I 1 jm;"d‘— @
{ 2@ —a) ( og u! g

co jednak jest w sprzecznosci z réwnaniem (78), poniewaz w réwnaniu tem

. . [ Z2d . .
zamiast { ‘%% wystgpuje l lqgu. Podobniez nie moze byé ¢/ (d'—d)>1,

gdyz wtedy catka I Z,“czlu bytaby skoficzona, a w réwnaniu (78) caika
{“du '

o pozostataby nieskompensov}ana. Jest przeto

p(d —dy=1.

du

w réwnaniu (77) jest rzedu catki

/ el L il
. %

gdy ¢ (@' —d) =1, zresztq rowna

Wtedy catka [ %

Jezeli p'>0, wiedy, poniewaz z réwnania (77) wynika, ze { Z ‘2“

du catki
/‘ au
TR 1 91d —d 2
wllog —
J e 4]

72 u
nie moze byc’:{ 4 l»-r rzedu catki { Y% 7 t6wnania (78). Nie moze by¢

jest rze-

17‘2

. Z2d
tez p'<0, wtedy bowiem catka [ 3 u

z réwnania (78) bylaby rzedu catki

ale tego samego rzgdu jest catka f %gﬂ, co jest ‘niemozliwe, jezeli zatozy-

Z
my, ze Z, tak zmierza do zera, iz =5 dazy do pewnej wartodci oznaczomej

od zera réznej.
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Tym sposobem dowiedzione zostato nieistnienie naszych calek i jest
to réwnie prawdopodobnem, wtedy, kiedy nie czyni sie zadnych zalozen
o zachowaniu sig funkcyi Z,, t. j. funkcyj £, i¢,.

Funkcye
y; = am (log w)= (log, @)=, y, = aw (log x)= (log, k=, (79
czynig zado$¢ réwnaniom
d}h .t by . kyy
=% +rsat soasion o]
(80)

Ay, [t Koy Foyy
iz == Tz log = + zlog & log, x } Ye

Z tych réwnaf mozna wyeliminowac logw i log,w, gdy Ky, Kig, kay, ks
sg czterema liczbami wymiernemi, ktérych wyznacznik jest odwrotnoscia licz-
by calkowitej; ale z pewnoscig nie mozna tego uczyni¢, gdy wyznacznik tych
czterech liczb jest réwny zeru.

Zusammenfassung.

Die wohlbekannten Arbeiten von Briot und Bouquet, Poincaré,
der Herren Picard, Bendixson, Horn, Dulac und vieler anderer Ma-
thematiker fiber die Natur derjenigen Integrale einer gewdhnlichen Differen-
tialgleichung erster Ordnung und ersten Grades, die den Anfangsbedingun-

gen =0, y =0 zu genfigen haben, fiir welche die Ableitung g;{ unbe-

stimmt wird, haben gezeigt, wie verschieden die Natur der moglichen Inte-
grale ist und welche verschiedenen von vorn herein unerwarteten Umstdnde
eintreten kénnen. Briot und Bouquet halten die ganz natiirliche Idee
zunéchst nach denjenigen Integralen der Differentialgleichung

o A
(Z Al y= x-‘) %:Z dyeak,

in welcher die beiden Summen Polynome oder allgemeine konvergierende
Potenzreihen sind. die fiir 22 =0, y =0 verschwinden, zu fragen, die in Be-
zug auf die unabhingige Variable z von einer bestimmten Gréssen-

ordnung sind. Das heisst, sie untersuchten die Frage der Existenz von In-
tegralen der folgenden Gestalt
y =VI*,
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wo y eine positive Zahl ist und v eine Funktion von x ist, die mit x gegen
Null strebt. Dieselbe Methode, die Existenz gewisser von vorn herein ange-
nommener Integrale der Differentialgleichung zu beweisen wurde danz von
den Herren Konigsberger, Goursat und Forsyth angewendet, um
die Grundlagen fiir das Studium der analogen Singularitit eines Systems
mehrerer gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung und ersten
Grades zu schaffen, wo also wieder die unbekannten Funktionem ¥y, ¥aeres ¥n
fiir =0, y=0 die Werte y;, =0, 4,=0...., y,=0 annehmen sollen und
dy, dy, dyn

fiir diese Anfangsbedingungen die Ableitungen Gz dnt dx © der un-

bestimmten Form § erscheinen.

In einer vor mehreren Jahren verdifentlichten Note ! habe ich die Metho-
de von Briot und Bouquet auf das Studium derjenigen Integrale einer
einzigen Differentialgleichung (1) angewendet, die sich in der folgenden Weise
darstellen lassen

y = v (log 1),

wo u eine positive, & eine beliebige konstante Zah! ist und die Funktion v
von « gegen einen endlichen von Null verschiedenen Wert o\ strebt, wenn
x gegen Null strebt. Ich habe die Existenz diese Integrale umter gewissen
Voraussetzungen in Bezug auf die Koefficienten der Gleichung (1) bewiesen.
In der vorliegenden Arbeit beschiftige ich mit dem analogen Studium des
Systems zweier gewshnlichen Differentialgleichungen von der Gestalt

dy - ST
Yo gy =ty g

Ay gy ahy
(S Ly ety

i1

dY. g

. , © e LD
(B Ay yp=ar) qe = T A@ g = Ty
und beweise unter gewissen Voraussetzungen fiir die Koefficienten der Glie-
der der Summen dieses Systems die Existenz von folgenden Systemen von
Integralen

gy == v, (log x),  yy = v ut= (log FOL

Es bedeuten hier u,, w, zwei positive Zahlen, &y, k» zwei beliebige Zah-
len und die beiden Funktionen v, v, streben gegen zwei von Null verschie-
dene Zahlen. Es wird eine analytische Darstellung dieser Integrale mit
Hilfe der klassischen Methode successiver Approximationen gegeben. Die
Zahlen u sowie die Zahlen k sind sammitlich rational und zwar entspre-

) Uber singuldre Punkier der Differentialgleichungen erster Ordnung. Gottlngen 1908.
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chen u,, p., einer Seiteniliche des zu dem System (4) gehdrenden Puiseux-
Polyeders im Raume, die keiner Koordinatenaxe parallel ist, wihrend %, k&,
einer Kante dieser Seitenfliche enstprechen.

[ch untersuche weiter die Existenz und Darstellbarkeit durch Reihen suc-
cessiver Approximationen gewisser Integrale, die man doppelt logarith-
mische Integrale nennen kann und welche die Gestalt besitzen

yi =v, ot (log z) (logy @)=, g, = vyt (log )= (log, z)™

wo log, # den zweimal genommenen Logarithmus von w bedeutet, p,, w,
die einer Seitenflache entsprechenden vorher genannten Zahlen sind, wahrend
iy, kyy den Zahlen Ey,, ky, die einer Kante entsprechen, proportional sind,
Jyy, ke a priori beliebige Zahlen sind und sich dann als gleichialls rationale
Zahlen ergeben.

Man konnte dhnlich, wie es Herr Dulac fiir eine einzige Gleichung (1)
getan hat, nach denjenigen Integralen des Systems zweier Gleichungen (4)
fragen, bei denen u,, w, den Kanten, oder sogar einer einzelnen Ecke der
Puiseux-Polyeders entsprechen. Im ersten Falle kénnen die Zahlen
w,, th, beide irrational sein, so zwar, dass zwischen ihnen eine lineare Be-
ziehung mit rationalen Koeificienten bestehit. Im zweiten Falle kdnnen beide
Zahlen irrational und linear unabhingig sein. Weiter kénnte man die Inte-
grale untersuchen, bei denen zwar p, und p, einer Seitenfldache, aber
ki, ky, eine Ecke, oder w,, p, einer Kante, aber %, k,, einer Ecke
des Polyeders entsprechen, u. s. w. Man kdme denn zu Integralen mit irra-
tionalen Zahlen %,,, %,,. Auf alle diese Fragen gehen wir aber nicht ein.
Den eigentlichen Untersuchungen dieser Arbeit schicken wir eine kurze Ab-
leitung der Resultate der frither von aus verfassten und oben zitierten Note
voraus.
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0 ukladach odwracalnych powierzehni potrdjnie ortogomalnych.

Sur les systémes réversibles des surfaces triplement orthogonales.

WSTEP.

1. Uklady ,odwracalne* powierzchni potréjnie ortogonalnych sg to
uklady, dla ktérych ruch wzgledny tréjscianu osi spétrzednych w odniesieniu
do tréjscianu trzech normalnych tworzy nowy uklad ortogonalny, ktérego
osie, w ten spos6b przestawione, sg trzema normalnemi. Powierzchnie, kt6-
re stanowig ten uktad, sg to cyklidy Dupina.

Uktadami odwracalnemi zajmowal sie po raz pierwszy znakomity ma-
tematyk francuski Gaston Darboux, ktéry okoto kofica r. 1913 oglosit
w ,Comptes Rendus de I'Académie des sciences” kilka not, do-
tyczacych teoryi tych uktadow.

Praca niniejsza ma na celu zbadanie tego samego pytania na drodze
czysto-geometrycznej; idgc w tym kierunku, bez pomocy Analizy, mozna
osiagnac znaczna liczbe wynikéw, otrzymanych przez Darboux’a. Przepro-
wadzam tutaj rozwazanie réznych ksztaltéw, jakie moze przybiera¢ uktad
odwracalny, i dowodze, ze wszystkie uklady ortogonalne, skiadajace sig wy-
tacznie z cyklid, mogg by¢ otrzymane przez inwersyeg z uktadu odwracalnego.
Dotaczam wreszcie kilka uwag odnoénie do tych uktaddw.

Metoda, kt6rg stosuje, jest to metoda Darboux-C ombescure’a, po-
legajaca, jak wiadomo, na podzieleniu zagadnienia na dwie czeéci: badamy
z poczatku ruch trzechparametrowy, dokota wierzchotka statego, tréjscianu
tréjprostokatnego, ktérego krawedzie sa réwnolegle do normalnych trzech
powierzchni, i nastepnie poszukujemy sposobu przeniesienia tego tréjScianu
tak, aby przez zmienianie kazdego z trzech parametrow wierzcholek opisywat
jedne z powierzchni ukiadu.
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