86 . W. Sierpifski. (10

gdzie stale

oy —Bn >0

Zauwazymy, ze juz przed rokiem p. Stefan Mazurkiewicz znalazt
przykiad krzywej (cantorowskiej i jordanowskiej jednoczesnie), kicrej kazdy
punkt jest punktem rozgaltgzienia rzgdu nieskoficzonego (t. j. w kazdym pun-
kcie p krzywej schodzi si¢ nieskoficzenie wiele kontynuéw, bedacych pod-
mnogosciami tej krzywej, z ktdérych kazde dwa posiadajg tylko punkt p jako
wspolny).

Przyktadu swego p. Mazurkiewicz dotad drukiem nie ogtosit, a do-
wod jego jest mi nieznany. Samg krzywg otrzymuje p. Mazurkiewicz,
dzielac kwadrat na 9 mniejszych kwadratéw (zapomocg réwnolegtych do bo-
kéw) i usuwajac wnetrze kwadratu srodkowego, a z kazdym z pozostatych
?-?iu kwadratéw postepujac taksamo jak z pierwotnym kwadratem, i t. d. in
infinitum.

(dlan=1, 2, 8,...).
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STEFAN MAZURKIEWICZ.

Konstrukcya funkcyi rézniczkowalnej,
majacej wszedziegesty zbidr przedzialéw statosci.

Sur une fonction dérivable, qui admet un ensemble partout dense de traits d’invariabilité.

Celem noty niniejszej jest podanie przyktadu funkcyi, ktéra: 1) jest roz-
niczkowalna w kazdym punkcie pewnego przedziatu; 2) posiada w danym
przedziale wszedziegesty zbidr przedziatéw statosci.

Wiadomo, ze istnieja funkcye f (), rézniczkowalne w przedziale (0, 1)
a przytem takie, ze zbidr zer funkcyi /7 (%) — jest w tym przedziale wszedzie-
gesty D. Wykazemy, ze mozna kazdej takiej funkeyi przyporzadkowac funkcyg
F (z), okreslong i rézmiczkowalng w pewnym przedziale (0, 1), i po-
siadajaca w tym przedziale wszedziegesty zbiér przedziatdw statosci.

Oznaczmy przez (4) zbidr zer funkeyi f* (). Niech bedzie

jo.}  m=1,2... 1)

przeliczalna podmnogosé zbioru (4), wszedziegesta i nie zawierajaca konedw

przedziatu. Okredlamy trzy ciagi nieskoficzone:
§8,1, 2)
tend, n=1, 2,... (3)
et €Y

w spos6b nastepujacy:

) Koepcke, Math. Ann. 35, Pompein Math. Ann. 63.
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3. jest najwiekszg liczbg dodatnia, spetniajacg warunki:
1
o ©)

|7+ 8) — [ (@) |
6 n

Sn

IA

IA

RS .
- ®)
Liczba taka, wobec ciggtosci funkeyi f (%) i warunku:

(@) =tim LT =1@) @

istnieje dla kazdego naturalnego n.

e, jest najwigksza liczbg dodatnia, sprawdzajgca nieréwnosci:

e = —, Entl = &, ‘ 8)
dia ktérej warunek
[ —an| < e, ®

| (z+ 5;)-7’(%)?

pociaga za soba:

IA

1 .
o (10)

liczba taka istnieje dla kazdego n, wobec warunku (6) oraz ciagtosci funkcyi
f@A45)—f (@)

S
Wreszcie:
€, .

M = Bafl (11)

Oznaczmy przez s (z), wzglednie przez S (), sume:

. (12)

rozciagniety na wszystkie wskazniki n, dla ktérych:

a, <. : (13)

wzglednie na wszystkie wskainiki n, dla ktérych:

o a, <. 14
Jezeli = a,,, wowczas: a9

S(@) =5 () + u; (15)
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jezeli natomiast z jest rézne od wszystkich liczb zbioru (1), wowczas:

S(x)=s (). (16)
Potozmy:
p=S1)=s() ()
i przyporzadkujmy kazdej liczbie @, przedzial
O+ 5 () <Y < o+ S (an), (18)
kazdej za$ liczbie @ przedziatu (0, 1), réznej od wszystkich @, — liczbe: _
y=x-+s@ =x-+S5 (). (19

Na mocy powyzszego przyporzgdkowania kazdej liczbie y przedziatu
(0, 14-p) odpowiadaé bedzie jedna i tylko jedna liczba o (y) przedziatu
(0, 1), przyczem, jak tatwo widzie¢, odpowiednio$¢ bedzie ciagla. Ktadzie-

my teraz:
Fp =1 @)

Powiadam, ze funkcya F'(y) posiada wiasnoéci zadane.
Popierwsze: zbidr przedziatéw

(@nts@), ant8(a) @n

jest wszedziegesty w przedziale (0, 14-p), a kazdy z nich jest przedziatem
statodci dla funkeyi ¢ (y), a wiec i dla funkeyi F ().

Powtére: funkcya F(y) jest rozniczkowalna w kazdym punkcie uwa-
zanego przedziatu. Istotnie, zalézmy najprzod, ze:

0=y=1+p. (20)

[ @)e=g=0- 22
Potézmy:
¢ () ==, oY+ k)=z+h (23)
Jezeli h =0, wdwczas:
F(y»{—k)—F(y): (@ —7rx) —0. (24)
k k
W przeciwnym razie jest:
Y ] sgnh=sgnk. (25)
Jezeli b > 0, wéwczas:
k=h[s@4-h)—S@)]>h (26)
jezeli h < 0:
|Z|=|h|+|SE@+m—s@)]>|h] 2N

w kazdym wiec razie:
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Fy+t)—F@|_|[f@th)—7@) ﬁ‘ - ff(fv—kh)-f(w} (28)
k I h E T h
Z warunkéw (22), (28), (24) wynika, ze w kazdym razie:
Fl{y)=0. (29)
Zatézmy teraz, ze
[f’ (m)]mzfp{y) =‘= O . (30)

W tym przypadku jest ¢ (y) rézne od wszystkich a.; co wigcej, w cig-
gu przedziatéw:
(@nteu, Qn-—e) n=1,2... (31)

istnieje tylko skoriczoma liczba takich przedziatéw, ktére zawieraja « (y).
Istotnie, gdyby ¢ (y) zawarte bylo w kazdym z nieskoficzenie wielu prze-

dziatow:
(a"n -— E"n ) a/r,n + Ern) ? (32)
woéwczas, na mocy okreslenia liczby ., mielibysmy:
7 (‘P (y) + Z’n - f(‘? (Z/)) = % , (33)

a wigc, przy uwzglednieniu warunku (5):

lim &, =0,
"= (34)
lim TG W+ 3;.1) —reO) _,

™

¢o, wobec rézniczkowalnosci funkeyi 7 (x), pocigga za soba:

[F (@) l=om=0 (85)

W sprzecznosei z zatozeniem (30).

Istnieje wiec taka liczha N , 2¢e dla n= N lezy ¢.\y) nazewnatrz
przedziatéw (@, e,, @, —e,). Zachowujac oznaczenia (23), mozemy teraz
dobra¢ # tak mate, aby dla [k| < 7 odpowiednie % sprawdzalo nieréwnosci

[B]<|z— a| n=1,2,..., N (36)
, Oznaczrfly przez m; pierwszg liczbg naturalna, dla ktérej a, znajduje
Sig W przedziale (z—|h|, -} |h|); poniewaz, wobec (36), = jest ze-
wnatrz przedziatu (@n, — enys Oy 22,), wiec:

[h|=e

- (87
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Mamy dalej, na podstawie okreglenia liczby m:

b =|k|=h|+8@+|0])—s@—I|h)

SIhi4 D (38)
=y
_ iy << |} (1 ,17'
= ”L]‘}“W:} i +2"n)
h 1
1= %ﬂ z (39)
om
Jest jednak:
lim h =0, (40)
k=0
lim m, = oo, (1
h=0
a wigc: )
A
lim = 1 (42)
' k=01 %y
i tym sposobem, wobec (25): p
lim -~ =1. 43
s (43)

Stad wynika:
lim FUTO—F@) _ o f@th) 7@ b

k=0 k k=0 h I
—lim LEED =@ i B gy
k=0 h =0 kK
= [ (x).

Funkcya F(y) jest wiec i w przypadku (30) rézniczkowalna, c. b. d. o.

RESUME.

Je démontre dans cette note I’existence d’une fonction £(x), qui pos-
séde en tout point d’'un intervalle (0, 1) une dérivée unique et qui ad-
met en méme temps un ensemble de traits d’invariabilité partout dense dans
cet intervalle.
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