10 §. Straszewicz. _(10)

Jezeli N nalezy do (P) lub (P;), to oczywiscie 4 nalez:y do gPQ).
W przeciwnym razie poprowadZmy przez N plaszczyzng podpierajacg v’ 1.po-
taczmy N z dowolnym punktem L mrogosci (P), lezacym w p%aszrc%yzme v.
Na prostej NL znajduje si¢ jeszcze jeden punkt brz§g11 K mnogosci C (Py),
przyczem N lezy pomiedzy KiL Na zasadzie twierdzenia 1-go punkt L
nalezy do (P)). Zatem w tréjkacie M LK, zawierajagcym punkt 4, d\X{a
wierzchotki naleza do (P), trzeci za§ do (Py). Stad wynika, ze wszystkie
punkty tego tréjkata, a wiec i 4, naleza do (P,), co nalezato udowodnic.

Podobnie, jak w § 1 mozemy jeszcze dowies¢ dwéch wiasnoéci mno-
gosci O (P).

Twierdzenie 5.
gosé (P). -

Twierdzenie 6. Mnogos¢ C(P) jest identyczna z mnogoscig punktow
wspGlnych wszystkich kul, zawierajacych mnogos¢ (P).

Mnogo$¢ € (P) posiada te sama Srednicg, co mio-

Zusammenfassunag.

Es bezeichne (P) eine abgeschlossene, in einem endlichen Bereiche
des dreidimensionalen Raumes gelegene Punktmenge. Sei ferner €' (P)
die Menge der gemeinsamen Punkte aller konvexen Punktmengen, welche
die Punktmenge (P) enthalten. (' (P) ist .also die kleinste konvexe
welche die Punktmenge (P) enthialt.

Uber die Menge C (P) werden folgende Satze bewiesen.

1. Die Menge C(P) ist identisch mit der Menge der gemeinsamen
Punkte aller Kugeln welche die Punktmenge (P) enthalten.

2. Die Menge € (P) besitzt den gleichen Durchmesser, wie die Menge
(P), unter dem Durchmesser einer Punktmenge die obere Grenze der gegen-
seitigen Abstande ihrer Punkte verstanden.

3. Der Schnitt der Menge (' (P) mit einer ihrer Stiitzebenen o ist
identisch mit der kleinsten konvexen Punktmenge, welche den Schnitt von
(P) mit o enthilt.

4. Bezeichnet (P,)= ¢ (P) die Menge der Punkte aller Strecken, die
je zwei Punkte von' P verbinden (Endpunkte mitgezahlt), so ist die Menge
¢ (P) identisch mit der Menge (P,) =g (P,) = oo (P).

Alle obigen Sitze lassen eine unmittelbare Ausdehnung auf den Raum
von n Dimensionen zu.

') Dla przestrzeni n-wymiarowej twierdzenie to brzmi: Jezeli »n czyni zado$¢ nieréw- -

noscl 2kn L2+, to Prp1=k+1) (P) jest identyczne z C(P), za$ ¢(® (P) jest naogét
podmmogoscia wlasciwag mnogosci C (P). Patrz S. Straszewicz, Beitréige zur Theorie der
konvexen Punktmengen. Dissertation, Ziirich 1914,
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Preyktad zhiors domknielego, punkioksziatinego, majaceqe punkly wspdlne
I kaidg prosfa, priecinajes pewien obszar domkniefy,

Sur un ensemble fermé, punctiforme, qui rencontre toute droite passant par un certain
domaine.

Przyktady zbioréw plaskich, domknigtych i punktoksztattmych, majg-
cych punkty wspéline z kazda prosta, przecinajgcg pewien obszar, a wiec zbio-
16w, ktérych rzut na ktérakolwiek prostg plaszczyzny zawiera odcinek, zo-
staly podane przez Zorettiego i Denjoy?. Celem noty niniejszej jest
podanie nowego przykiadu takiego zbioru.

Wprowadzamy oznaczenia nastgpujagce:

Jezeli 4, B sg zbiorami, wowczas symbol 4 X B oznacza zbiér ele-
mentéw wspélnych zbiorom 4 i B; symbole

4d=DB, A4A=FE=B, A<B, A4<B

znaczg odpowiednio: 4 i B sg identyczne, nie sg identyczne, 4 zawarte jest
w B, nie jest zawarte w B.

Jezeli {4}, i=1, 2..., jest ciagiem zbior6w, wowezas D (4,) oznacza
zbiér elementéw wspdlnych wszystkim 4,. Jezeli wreszcie 4 jest zbiorem
punktéw, wéwczas [ (4) oznacza zbidr prostych, majacych punkty wspélne
ze zbiorem 4, za$§ & () — drednice zbioru 4, t. zn. gorng granice wzajem-
nych odlegtosci jego punktéw.

Twierdzenie: Niech bedzie L linia tamana, zamknieta, bez
punktéw wielokrotnych, W — zbiér punktdw, lezacych na L

) L. Zoretti, Comptes rendus 142 p. 763 (1906); Legons sur le prolongement ana-
Iytique p. 23—24 (1911); A.Denjoy, Comptes rendus 149 P. 726 (1909); A. Schoenfliess,
Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen I p. 323—324 (1913).
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12 ~ Stefan Mazurkiewicz. (2)
i wewnatrz L; istnieje wowczas zbidér P, domknigty, punkto- ) Przykiad zbioru domknietego, punkloksztatinego i t. d. 13
t Wi taki, ze: .
ksztattny, zawarty w i Ty = (a:0.f), i=1, 2 3,
I'(P)=T(W)".
09] (w) T, = (¢, 05¢4),
Dowéd Wobec tego, ze kazdy wielobok rozciaé sie daje na skoriczong .
liczbe tréjkatéw, ze suma skoficzonej liczby zbioréw punktoksztattnych, do- o (T)= ‘S‘ T
mknietych jest punktoksztattna, domknigta, i ze: i &
. " s Warunek (1) jest oczywiscie spetniony; proste rozumowanie, kidre po-
1 ( Z Ax’) = 2 T'(49, mijam, wykazuje, ze zachodzi réwniez (2).
=1 =l Dalej jest:

wystarczy przeprowadzi¢ dowdd dla przypadku, gdy W jest tr6jkatem. (@ @3 G) 0 (010, ¢4), i

Lemmat Niech T=(a,, a,, a;) oznacza tréjkat o wierzchotkach G —AFE,
a;, Gy, ay. Mozna wéwczas okreslic jednoznacznie zbidr ¢ (T7), bedacy a wiec: o B
sumag czterech tréjkatow Ti(i=1, 2, 8, 4): 8(T) =43 (D).
4 Dla bokéw T, mamy nastepujgce nieréwnosci:
o(T)= 2 T; .
) i=1 a) a0y =%ab=<}8(T)
o wiasno$ciach nastgpujacych: o - o o
()< T, M ) bify < 0,83 <byoy+ 016, =14(a,05 +a50,) £ 46 (T), 0
TiXxTh=0, i==k; 4,k=1,2 3,4 (2) 1) albo: a71§@1§%5(11)7
3(T) <48¢ e = —
(T) =§3(T), @) alboter a,f, < a3, Sa,¢,+¢8 <}3(T)+13(T) =13(T).2

P (TH=T(D). ) W kazdym razie wiec jest: .
Oznaczmy przez by, by, by srodki bokow G108y, Gy, (y0y; PIZEZ { podobic: 3(T) <24(T)
¢, Cy, Cy— Stodki bokéw 040,, by0,, byby, przez 9, 3,, 3, — $rodki od- 3(T) = 33(T); 1==2, 3..
cinjkéw C10py €20, C3Cr, PIZCZ &1, €y, & punkly przeciceia odeinkéw 6,0y, Pozostaje do udowodnienia warunek (4).
ib,9, ,_cja?_ﬁi*bz?z—, cs @y 1 by%, wreszcie przez f, f,, f,— $rodki odcin- Z warunku (1) wynika:
kéw ¢,9,, €59, e,9,. Polézmy: P (T) <I(Ty;

gdyby nie bylo odwrotnie:
——— T (¢ (7)) > I (T)

') W przyktadach Zoretti'ego i Denjoy istnieje taki zbidr domkniety 1 punkto-
ksztattny I i taki obszar domknigty 8, ze:

T'(P) > I'(8) LxT;=0, i=1,2,3 4

wowczas istniataby prosta L taka, iz:

ale

P(P)ZEN(S) i PAS; LxT=0
wskutek tego rzut zbioru P na prosta jest naog6t odcinkiem +- zbiér punktoksztattny., W moim ——

przyktadzie rzut zbioru P na ktérakolwiek prostg jest identyczny z rzatem linil L, jest

wiec poprostu odcinkiem. D] Srednica tr6jkata = maximum dlugosci jego bokdw.

?) @, ¢, jest mniejsze albo od a;b,, albo od b, a;,.
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14 3 Stefan Mazurkiewicz. (4)

Z aksyomatuy Pascha? wynika w zwigzku z zalozeniem, ze I przecina
dokladnie dwa z pomiedzy odcinkéw &, a,, b, as, bya,; przypuscimy, ze sa
niemi odcinki 4, a, i bya,. Mozliwe sa dwie ewentualnosci:

I L przecina a,c,.

Postugujgc sie zatozeniem i wymienionym aksyomatem, wnosimy, ze L
przecina (przytem wewnatrz) odcinki: Cy by, by, areq, ¢ by, przecina
wige odcinek b,b; = byc,+¢,b, w dwu réznych punktach, co jest nie-
mozliwe.

1L L nie przecina ayc,; wéwczas jednak przecina ey by 1 8,8,; stad
wynika,® ze b, i 3, lezg po réznych stronach linii L. Poniewaz,
w mys! zatozef, L nie przecina (?ﬁg—,téa ag+89?2, wigc 8, lezy po tej sa-
mej stronie linii L, co caly odcinek ¢,a,, w szczeg6lnosci, po tej samej, co
¢2; wobec tego jednak, ze L nie przecina 7,0, = fats+e,0,, wiec e, i 0,,
azatem i 2,1b, lezg po tej samej stronie linii . [ w przypadku I
dochodzimy tym sposobem do sprzecznosci. Warunek (4) musi wiec by¢
spelniony. Tym sposobem lemmat nasz zostat udowodniony.

Zalézmy teraz, ze zbiér U jest sumg skoticzonej liczby n tréjkatow,
z ktérych zadne dwa nie majg punktéw wspélnych:

U= i Ti;
n=1

Ti X Th=0, ik,

Oznaczmy przez % (U) gbrng granice srednic kontynuéw, zawartych w U.
Z zalozenia wynika, ze kontynuum takie catkowicie zawarte jest w jed-
nym z tréjkatéw T;, a stad, ze A(U) réwna sie najwigkszej z liczb & (77,
i=1, 2... n.

Ktadziemy:

i, k=1,2... n.

n

2 (U) = >, »(T).

=1
Z czterech warunkéw, ktérym czyni zadosé ¢ (TY), wynika;
1 e (U) < U,

@) o (U) jest sumg 4n tr6jkatéw, z ktérych zadne dwa nie majg pun-

) Por. Hilbert, Grundlagen der Geometrie p- 5 (1909).
%) Por. Hilbert, L c. p. 6—7.
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ktéw wspdlnych; mozna wiec do ¢ (U) znéw zastosowac dziatanie <.
®) Mz (U) < 41U,
® I (5(U) =T (U).
Niech bedzie teraz T tréjkat dany. Potézmy:
P, =T,
Popy =0 (P,),
P=D(P);

n=0

powiadam, ze P czyni zado§¢ warunkom naszego twierdzenia dla W= T.
Istotnie, z wtasnosci symbolu  wynika:

@) Puyy < Py,

an A (Ppir) £ 30(P), wiec
A (Pagr) = ("H18(T);

m T'(Pip) =T(P,), a wiec:

L (Pop) =T (P)) =TI (T).

Zbiory P, sa domknigte; stad iz (I) wynika, ze P jest zbiorem do-
mknigtym,? przyczem: .
P<P,<T.

Zatézmy, ze P zawiera kontynuum C; jest wtedy:
C< P,
) = @),

n==0, 1...

n=0,1...

a wiec.
() =0,
co jest niemozliwe. Tym sposobem P jest zbiorem punktoksztatt-
nym.
Wreszcie, niech bedzie L prosta, zawarta w I' (T'); potézmy:

) Por. Schoenfliess, L. c. [ p. 258—254. Moznaby z tatwoscia udowodnié, ze P
jest zbiorem doskonatym.
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16 Stefan Mazurkiewlicz. (6)

L X Py = Gn,
LXP=g,
Q1 < @,
Q=D
a poniewaz zbiory @), sq domknigte, i, na zasadzie (III):
@n=E0
Q0.
I (P)> I'(T)
I'(P)y<I'(T),
I'(P)=T(T)

Jest wtedy:

wiec:
Stad wynika:
a, ze oczywiscie:
wiec
c. b.d. o.
Warszawa 12/1 19185.

RESUME.

Je demontre dans cette note le

Theoréme: W étant I'ensemble de points situé & 'interieuf
et sur la frontiére d'un polygone, on peut trouver un ensem-
ble fermé, punctiforme P, contenu dans W et tel, que toute
droite rencontrant W rencontre P.

Le cas general d'un polygone quelconque se ramenant aisement au cas
d'un triangle, je ne donne la démonstration que pour ce cas. Elle est basée
sur le lemme suivant: un triangle 7 étant donné on peut definir
un ensemble ©(T), composé de quatre triangles, contenus
dans T, nayant pas de points communs deux a deux, et tels,
que toute droite rencontrant 7 rencontre au moins un d’eux.

En désignant, pour tout ensemble U composé d’'un nombre fini de
triangles sans points communs deux a deux, par ¢ (U), l'ensemble qu’on
obtient en remplacant tout triangle T; de U — par 9 (T3), je forme la suite:

Py=T; Puy=9(P).

L’ensemble P de points communs 3 tous les P, est fermé, punctiforme,
contenus dans 7' et rencontre toute droite passant par 7.

icm

W. SIERPINSKIL

Sur une méthode de numéroter toutes les valeurs extrémales
d'une fonction arbitraire,

(Sposéb ponumerowania wszystkich wartodci extremalnych dowolnej funkcyi).

Dans ma communication ,Démonstration de la dénombrabilité des va-
leurs extrémales d'une fonction“ (Comptes Rendus de la Société des Sciences
de Varsovie. 1912, p. 235) j’ai démontré que I'ensemble de toutes les valeurs
différentes qu’ obtient une fonction f () (continue ou non), quand elle atteint
son maximum ou son minimum, est au plus dénombrable. Je veux montrer
maintenant comment on peut effectivement numéroter toutes les valeurs ex-
trémales d’ une fonction donnée.

Soit donc f(x) une fonction donnée, d'ailleurs arbitraire (continue ou
non) d’une variable réelle. Nous ne diminuerons pas évidemment la généra-
lité de nos considérations en supposant que la fonction f (z) est définie pour
toutes les valeurs réelles de la variable.

Désignons par M 1'ensemble de toutes les valeurs différentes qu’ obtient
la fonction f(z) quand elle atteint un de ses maxima (qui peuvent étre pro-
pres — eigentlich — ou non) et soit m un élement de ’ensemble M.

L'ensemble de tous les intervalles (@, ) aux extrémités rationnelles
est, comme on sait, dénombrable et nous le savons ranger en une suite in-
finie bien déterminée

(@, b))y @y, By, (@5, bg)y---

Le nombre m désignant la valeur qu’obtient la fonction f(z), quand
elle atteint un de ses maxima, il existe un nombre réel &, tel que 7 (€)=m
et un intervalle (@, §) de notre suite, tel que a < § < b et que

f@)<fE) pour a<e<h.

Désignons par (@, bx) le premier intervalle de notre suite tel que pour un
nombre réel § nous avons -
Prace mat.-fiz., t. XXVIL 2%
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